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EQUATIONS CINETIQUES ET CHANGEMENT D'ECHELLE

C. BARDOS

INTRODUCTION

Dans cet exposé&, on va considérer les équations cinétiques et on se
propose de décrire les progrés réalisés dans le traitement mathématique de

ces équations.

Pour étudier 1'@volution d'un courant, d'un fluide ou d'un plasma, on
peut, soit utiliser des &quations macroscopiques qui décrivent les phénoménes
d 1'échelle de 1'observateur ; on utilise alors les lois classiques de la
physique ; on peut aussi examiner le phénoméne au niveau des particules
(molécules, ions ou atomes) ; il se trouve que l'on utilise &galement un
niveau intermédiaire que 1'on peut appeler cindtique. On introduit comme
inconnue une ou plusieurs fonctions positives f(x,v,t) qui décrivent "le nombre"
de particules qui, au point x et 3 l'instant t , sont animées de la vitesse v .
f est donc une fonction de variables x,v et t ; t est le temps, x et v
parcourent l'espace des phases XxV . Les quantités macroscopiques sont obtenues
par intégration par rapport i v:
vl

2

p = } f(x,v,t) dv, pu =J.v f(x,v,t)dv , E =‘I f(x,v,t) dv

sont respectivement la densité& ou la charge, le moment cinétique et 1'énergie

interne. Comme les particules ont pour vitesse v, toute équation cinétique
1 2 .
commence par le terme d'advection :

— +vV f
t X



Les autres termes dépendent des types de phénoménes considérés.

Cette approche est trés classique mais elle suscite actuellement un intérét

important, probablement pour les raisons suivantes :

(1) Un certain nombre de problémes abordés en recherche fondamentale ou appliquée
sont trop complexes pour pouvoir étre décrits au niveau macroscopique. Les plus
connus sont les suivants :

- 1'évolution des neutrons dans un milieu radioactif (Technologie des réacteurs
nucléaires ou utilisation de substance radioactive pour explorer le sous-sol,
comme cela est fait par exemple en recherche pétroliére).

- L'évolution d'un plasma (en fusion contrdlée) décrit par les équations de Vlasov.
— La propagation des électrons dans un semi conducteur ( Arseniate de Gallium).

- L'étude de la distribution des photons dans un milieu stellaire (équation du

transfert radioactif).

- Les problémes classiques de mécanique des fluides en régime trés "violent"
(utilisation de 1'8quation de Boltzmann pour analyser les phénoménes lors de

la rentrée de la navette spatiale dans 1'atmosphére).

(2) Les calculateurs vectoriels offrent des méthodes de calculs, pour les
équations macroscopiques, qui s'inspirent beaucoup du mouvement des particules
(méthodes particulaires) et une &tude des équations cinétiques peut contribuer

a comprendre ces méthodes de calculs et 3 en concevoir de nouvelles.

(3) Une série de résultats théoriques ont été récemment obtenus, en particulier
par Nishida, Ukai et leurs collaborateurs, par Caflisch etNicolaenko, ou par les

d8quipes parisiennes, remettant ainsi le sujet a la mode.

Une partie du travail mathématique consiste & justifier le passage des
équations cinétiques aux équations macroscopiques, éventuellement 3 déterminer
ces &quations ; ceci se fait par des méthodes de perturbation en choisissant
convenablement le ou les petits paramétres. En fait, une variété dans le choix
de ces paramétres et des &quations cindtiques conduit 3 une trés grande diversité
dans les équations macroscopiques obtenues. Ce sont ces idées que je souhaite

utiliser.



I. L'EQUATION DU TRANSPORT DES NEUTRONS ET L'APPROXIMATION DE LA DIFFUSION

. 3 - 1 - . - - .
Pour simplifier 1'exposé, on considére 1'évolution des neutrons dans un
milieu infini, conservatif, et invariant par toute translation perpendicu-

laire & la direction 0.x. L'équation obtenue est alors

1
du u . 1
g THye T Uy J u(x,u') du'= 0
1

(I.1)

u est une fonction définie dans Rt><ﬁRX>q ~-1,1[; 1 désignant en fait le
cosinus de 1'angle du vecteur v avec l'axe Ox . Il est commode d'introduire
1'espace H = LZ(H{x]—l,l[) et les théorémes d'analyse classique Hille Yosida
en particulier) permettent d'affirmer que pour toute donnée initiale

u(x,;,0) = uo(x,u), le probléme (I.!) admet une unique solution décrite par

1'expression

(1.2) u(x,t) = etT uo

. tT . tT . . .. e .
ou e est un groupe d'opérateur. e est en particulier aussl bien défini

pour t positif que pour t négatif. Il sera commode de désigner par ¢
1'opérateur

1
L
£ = f - = £ TR
(0 f) (W 2 | () du

Le noyau de ¢ est formé des fonctions constantes en i, il est de dimension 1,
et ¢ n'est autre que la projection orthogonale dans L2( ]-1,1[) sur (Kerq))‘L
espace des fonctions de moyenne nulle. Motivé par 1'interprétation physique

du phénoméne, et aussi pour obtenir le résultat désiré, on introduit un petit
paramétre € > 0, destinéd 3 tendre vers zéro, et on remplace 1'équation (I.l)
par l1'équation _

auE 2u
T +

€ 1
—— e =
oK €2 (pu€ 0

(1.3)

m =

la solution est alors domnée, pour t >0 et t< O par la formule

tTE
u(a,t) = e u

La différence entre t >0 et t<0 apparait maintenant si on observe que

1'on a, uniquement pour t > 0

tTe
(1.4) he | <1



-tT
.l désigne la norme de 1'opérateur e © dans 1'espace H. En utilisant

la compacité faible, on peut extraire de la famille u_ une sous~famille,
€

encore notée u_  qul converge dans un sens convenable vers une fonction
fee]
u €l (R+; H) .

La décomposition de H en la somme Hilbertienne (Kerq) © (Ker(p)~L conduit

3 écrire u_ sous la forme u_ =q + w
£ €

On obtient, aprés multiplication par u, et intégration la relation :

1 2 t
(1.4) -fjjh%fx,u,tﬂ dxdy + Ji.[ JI |w€(x,u,s)‘2dxch1ds =*%JJ|UO(X,U)I2dXdU-
e Jo

Ceci permet de prouver que Ve tend vers zéro comme €. La limite u appartient

donc 3 Ker ¢ et est indépendante de u .

De 1'équation (I.3) on déduit, par inté&gration par rapport 3 u la formule

3 1 s (!
(I.5) 3t %t 2e J

_lljwadu =0 .

Comme on a :
9q ow Ju

1.6 = - & £ _ £
(I.6) W, EM 5= —€n % T

On déduit de (I.5) la relation :

m

1
P N L L 1 a? |
(r.7) % v 5= 7 3t
-1

1
—€_ 1 ~Ldp == S| Wy aurs =2 du .
5t 2 5x 4w M T I JluWEdmz et J_ M e

Le second membre de (I.7) est dans un sens convenable (dans un bon espace

de distributions) petit d'ordre €. On a donc, apres intégration :

2
aq 3 q
e 1 €
(1.8) — — = 0 (g) .
ot 3 axz

Par passage 3 la limite (ne présentant aucune difficulté car le probléme

est lindaire), on obtient

(1.9) 2 -



Remarques

(I) A un facteur 1/2 prés, q n'est autre que la quantité totale de neutrons ;

(I.9) est donc une équation approchée pour la fonction

1
u = J u (x,u,t) dy
_1 €

(2) La démonstration ci-dessus n'est pas classique, elle est particulidrement
simple, mais pour obtenir cette simplicité, on a perdu toute information sur

la rapidité de la convergence et sur l'erreur entre u. et us= 2q. I1 existe
dans la littérature des démonstrations beaucoup plus complexes, mais beaucoup

plus précises, tenant en particulier compte des conditions aux limites.

(3) Le point essentiel est que 1'on est passé d'une &quation lindaire réversible
(en temps) & une équation linéaire parabolique, ou de diffusion, donc irréver-
sible. On peut expliquer cela par une perte d'information obtenue en considé-

rant q plutdt que u(x,y,t).

(4) L'appgsximation de 1'équation de transport est obtenue par umne unique

quation. Ceci est 1ié au fait suivant : Le noyau de ¢ est de dimension 1 .

La situation mathématique est radicalement différente dans le second
exemple également fondamental, et historiquement antérieur, que nous allons

considérer maintenant.

IT1. L'EQUATION D'EULER COMPRESSIBLE ET L'EQUATION DE BOLTZMANN.

) . e d
Le systéme d'équations suivant (défini dans RrE x R , d=1,2 ou 3)

a .
%%* V.(pu) =0
(11.1) { -;t— (DU) +V .(puB®u) + Yp = O
2
3 2 3
L %(p(§T+IUI /2))+V.(pu(—2—T+%J-)+pu)=O

exprime pour le mouvement d'un fluide compressible la conservation de la masse,
du moment cinétique et de 1'énergie. Les inconnues sont p la densité,u-= (u],uz,u3)

la vitesse, et T la température. La pression p est donnée en fonction

de p et T par la relation p =PT (dite loi d'état). Le systeme (II.l) est



non linéaire et hyperbolique. Si les données initiales sont régulidres, on

peut prouver que pendant un temps (éventuellement bref), il y a une solution
réguliére, mais aprés, apparaissent des singularités qui correspondent par
exemple 3 la formation d'ondes de choc dans le fluide. Les équations ci-~dessus
sont écrites sous formes conservatives (les dérivées sont 3 1'extérieur) ;

elles peuvent donc encore étre définies (au sens des distributions), bien

que les inconnues solent des fonctions discontinues. On parle alors de solutions
faibles ; i1 semble d'ailleurs que ce soit au sujet de ce probléme qu'apparaissent
(chez Riemann !) les premidres idées relatives 3 la notion de distribution.
Maintenant, on remarque (avec Lax [l11], qui a apporté une importante contri-
bution a ce type de problémes) que les solutions faibles ne sont pas déterminées
de maniére unique par leur donnée initiale. Il faut ajouter le long d'un choc
une condition supplémentaire, qui exprime par exemple que les caractéristiques
rentrent dans le choc. On remarque que 1'on peut, par des manipulations &lémen-—
taires, déduire du systdme (II.l) 1'@quation supplémentaire :

2/3 2/3

9
(I1.2) TS ( pLog pT ) + V. (pulog Bﬁr—)=()

Mais ces manipulations ne sont valables que lorsque les solutions sont réguliéres,
~ . . . . 2/3
elles cessent d'é@tre vraies pour des solutions faibles. La quantité p Log p /T

est appelée aussi entropie ; c'est une fonction convexe des variables
2 2
pyom=pu  E=p(5T+[ul"/2),

et on remarque qu'un choc ''physique" (de faible amplitude) est caractérisé@ par
la relation

y p2/3 p2/3
- | )<
(11.3) oY (p Log T ) + V. (pulog T Ys< 0

(cf. Lax {11]). La plupart des problémes concernant le systéme (II.l) sont
encore largement "ouverts', tant en ce qul concerne l'existence, 1'unicité
ou le comportement asymptotique des solutions. Néanmoins, on espére que la
solution physique est limite de la solution des &quations de Navier Stokes
compressible, la viscosité apparaissant dans les équations de Navier Stokes,

empéchant la formation des singularités. Dans ce sens, on démontre facilement

la



. . - - € € €
Proposition II.l : On désigne par p ,u ,T la solution des équations de

Navier Stokes compressible.

P £
g PtV (" u® =0

€ ¢ € € € € £ 2
(1. ) A P u +V.(pu” Bu +p)=€V.(u0(u)—§u\7.u€)

3e, 1 2 3

2
5 1017 +up &)

= eV (uou®) — u V.out+RVTY) (M

Wi

€ € €' . <
On suppose que p, u et 1" sont uniformément bornés et convergent presque

partout en (x,t) vers des fonctions p,u,T. Alors, celles—ci vérifient, au

sens des distributions, 1'équation d'Euler compressible et la condition d'entro-

pie (II.3).

Démonstration : On déduit du systéme (II.4) les deux équations suivantes

|
(11.5) (P (pp+ u. V") + V.u =0

2
3

e.—1 € £

(11.6) (T9) (Tt+u€.\7T€)+ v.TE=g§(p)‘1(v.(1<\7.17€)+¢€))

~ € P . . I
oli | désigne 1'expression (toujours positive)

i i\ 2 2 2
V= ufH u )T - 5 (v

(h Comme dans 1'équation d'Euler compressible V.(pu®u) désigne le vecteur

La i .
de composantes (pu uJ)x , 0(u) est le tenseur de composantes (uX -+ui ),

] . . i i
i .
V.(j1 o (u)) est donc le vecteur de composantes (u(uX +u? ))X . Enfin U
: j i i
ot K coefficients de viscosité et diffusivité sont positifs et proportionnels

" o Y est un réel dépendant du fluide considéré. Comme ci-dessus, on a

o7

p:p'r,



Par combinaisons de (II.5) et (II.6), on obtient

£,2/3 e.2/3
(I1.7) g%—(pe Log Lg—l———) + V. (peu€ Log ) =
£ €

2 € K
re (5 =S v h=Lev. (L kS,
(T T¢
I1 en résulte deux choses
(i) d'une part la majoration :
(C 2 e, K £,2
(1I1.8) | (5 v+ 82|VT|)dxdc<c
d (T7)

oi C désigne une constante indépendante de x,t et ¢ .

(ii) 1'inégalité

€.2/3 €.2/3

(11.9) B—%(peLog (pe) ) +7v.("u" Log S-El < Ze v (Z2v.T ).
T

g
3

Nous avons fait des hypoth&ses suffisantes pour pouvoir passer 3@ la limite
au sens des distributions dans les premiers membres de (II.4). L'inégalité
(11.8) permet de montrer que les seconds membres tendent vers zéro. Enfin,

la relation d'entropie est obtenue en passant 3 la limite dans (II.9).

Remarque : Comme le probléme est maintenant non linéaire, les majorations
uniformes ne sont pas faciles 3 obtenir; il s'agit encore en fait d'un probléme
ouvert; d'autre part, la convergeance presque partout est indispensable pour
passer 3 la limite dans des probl&mes non linaires. On peut s'en persuader en

remarquant que 1'on a, au sens des distributions

lim sinnx =0 et 1lim (sinxnx)z = -%

n-> o n-—> o

Neanmoins, le contenu de la FProposition II.l est une étape importante dans la
compression des problémes non lindaires, comme le montre son utilisation dans

des cas particuliers (cf. Di Perna [5]).



9.

Nous nous proposons maintenant de suivre la méme route pour passer de
1'équation de Boltzmann au syst®me des &quations d'Euler compressibles. On
considére donc un fluide dans lequel les seuls &vénements sont les chocs entre
deux molécules ; on suppose que dans ces chocs, sont conservées les masses,
les moments cinétiques et les énergies ; cela conduit, avec Boltzmann, &
introduire deux couples de vitesses (V’Vi) avant choc, (v',vi) aprés choc,

Ces vitesses sont donc relides par les relations
I2

(I1.10) v' + vi = v'-l-v.1 y Iv'|2 + IV;IZ = |v|2 + IVl

I1 en résulte que tout choc est déterminé de manid&re unique par la donnée
. 2 P s
d'un vecteur unitaire sur S~ (modulo la symétrie par rapport a 0) selon

les formules

(I1.11) v = v + (v—vl,w)w ; vi = vl-(v~—vl,w)w .

On introduit avec Boltzmann, une fonction q(lv—vll,m) 2 0 quil décrit la proba-

bilité d'apparition d'un choc correspondant & @ pour v et v, donnés (cf.
PP P 1

Chapman Cowling [4], ou Ferziger et Kaper [6] par exemple), et on obtient

ainsi 1'8quation de Boltzmann
(IT.12) Z+v:V f = H (f'f] —ffl)q(lv—vll,w) dv, dw
qui est integrodifférentielle et quadratique. On note Q (f,f) 1'opérateur figurant

au second membre de (II.12) et on remarque que les relations (II1.10) se

traduisent A ce niveau par les identités

(I1.13) jQ(f,f)dv = qu(f,f)[vlzdv =JQ(f,f)vidv = 0 (I<i<3).

Boltzmann a de plus remarqué que l'utilisation répétée de Théoréme de Fubini

donnait la relation (dite Théoréme H)
(11.14) J (f+Llog f) Q(f,f)dv =

-4 [Jj(f',f{ - ffl)(Log(f'f{) - Log (ffl)) q(|v—v1|,un dvl dv dw .
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Un des intéréts de la formule (II.14) est que 1'intégrande du second membre

est toujours positive (croissance de la fonction Log). Elle n'est nulle que

si on a

Log f' +Log f! = Logf + Log f

1 1

Ceci implique que f est une Maxwellienne ; c'est-i-dire une fonction de la

forme

2 g ->
(1I1.15) f(x,v,t) = a(x,t) e_B(X’t)lVI -y (x,8) v

I1 convient de réé8crire (II.15) sous la forme

- ~Jvmulx,0) |5/2 T (x, ¢
(TT.16)  £(x,v,t) = p(x,8)/ o 1yy3/2 glvuo)] 0

car alors on a
J f(x,v,t) dv =0 (x,t)
(I1.17) Jvf(x,v,t)dv = p(x,t) u(x,t)

2
[ tevar = 000 (160 fue,0 )

et bien entendu tout autre moment de f'[vJ fdv (j multi entier) peut aussi,

dans ce cas, étre calculé explicitement en fonction de p,u,T.

Boltzmann a utilisé ces remarques pour montrer que tout &tat d'équilibre
8tait Maxwellien et que, si une solution convergeait pour t-o, sa limite
était un état d'équilibre Maxwellien. En fait, on peut développer un peu
plus cet analyse et relier le Théoréme H 3 l'entropie macroscopique, pour

démontrer en s'inspirant de la Proposition II.l, la

Proposition 11.2 . On suppose que, pour tout £ >0 fe(x,v,t) est une solution

de 1'é&quation de Boltzmann.

€ 1
(11.18) s + v&a(fg = E~m(f€,f€) . fe(x,v,O) = fo(x,v)

3

X
X
bonnes conditions d'intégrabilité" (cf. Bardos et Golse [1] pour les détails),

t 3 . . . . .
dans Rt x R ]RV,, satisfaisant de "bonnes majorations uniformes' et 'de

alors si fE(x,v,t) converge presque partout vers une limite f(x,v,t), cette

limite est une Maxwellienne

~|vmulx,0) | 2/2 T(x,t) /2

f(x,v,t) = (p(x,t)e )/(ZTIT(x,t))3
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dont les paramétres vérifient les &quations d'Euler compressible et 1a

condition d'entropie.

Démonstration : On remarque que 1l'expression | +Logf n'est autre que la

dérivée par rapport 4 f de la quantité flLlog f . On en déduit que 1'on a

(en utilisant (II.14))

3
I1.2 -
( 0) Y fe Log fE dv + VXJV f{-: Log fe dv

4 [ff
+ — f' L ' v . ' . -
3 ”J( dflom £ ) (Log (£l £] ) ~Leg(f £, )) qdv, dvde =0,

Cecl permet de montrer que l'on a :

(1I1.21) [Jj(f'fi-'ffl)(Log f'f;-—Log ffl)qdvl dw dv

= 13 vev ter -
;iﬂ)JJJ(feflg ffl)(Log fEfIE Log fefl) qdvl(hu dv ¢]

Ainsi f 1limite des fonctions fs est-elle une Maxwellienne dont les para-

métres vérifient les relations

p =, f(x,v,t)dv = lim } f (x,v,t)dv
. e>0
(11.22) pu = v f(x,v,t)dv = lim J\If (x,v,t)dv
’ e~ 0
2 - 2 2
0 (iél_-+ §-T) = lyl—~f(x,v,t)dv = 1im [!VI f (x,v,t)dv
2 2 J 2 cvpd 2 €

Le passage & la limite par rapport 3 tout autre moment se fait de la méme mani€re.

En multipliant (I1.18) par I, v et |v]2/2 et en utilisant (II.13), on en
déduit que p, u et T sont solutions, au sens des distributions des équations

d'Euler compressibles.

Enfin de (IT1.20), on déduit que l'on a

d Y
2 — | 3 f Logf dv <0
(17.23) })tJfE Log fE dv + VX Jv c og f£_ v

- . cos L . , .
Ce qui, par nassage a la limite, conduit A la relation d'entropile.
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Remarques :

(1) Le nombre € > 0 représente le libre parcours moyen entre deux collisions
et la Proposition II.2 montre le lien &troit existant entre les &quations
d'Euler compressibles et 1'équation de Boltzmann pour € tendant vers 0. Il

en résulte en particulier que les théordmes disponibles concernant 1'équation
de Boltzmann ne sont pas ''meilleurs' que ceux concernant les &quations d'Euler;
On ne sait prouver l'existence de la solution, durant un temps T indépendant
de £ que pour des données initiales extremement proches d'une Maxwellienne.
Elles doivent &tre choisies de mani&re 3 ce que le probl&me macroscopique cor-

respondant ne présente pas de choc sur 1'intervalle [0,T] (cf. Nishida [12]

ou Caflisch [3]).

(2) Le systéme d'Euler compressible est formé de 5 €quations ; cela correspond

au fait qu'il est limite d'une &quation de la forme

of

£ 1
Tt TV Ve fe 7 g QUL ED

ou le noyau de D est une variété de dimension 5 (Les Maxwelliennes).

(3) Une &tude plus attentive de 1'équation de Boltzmann montre que celle-ci

n'est bien posée que pour t > O (cf. Grad [7]) ; cependant, le systéme (II.1l)
est non linéaire hyperbolique, et avant que les singularités ne se forment, il
est bien posé, autant pour t > 0 que pour t< 0. Il y a 13 un paradoxe qui
disparait pour des temps plus grands, lorsaque les singularités se sont formées

dans (II.1), conduisant alors a4 la relation (II.3).

III. L'EQUATION DE BOLTZMANN ET L'EQUATION D'ADVECTION

Maintenant, si au lieu de faire tendre le libre parcours moyen vers zéro,
on le garde fixe et on fait tendre le temps vers 1'infini, on peut obtenir,
pour la solution de 1'équation de Boltzmann, un comportement complétement

différent. C'est ce que l'on se propose de mettre en évidence.

Cette analyse (due pour 1'équation de Boltzmann & Ilner et Shinbrot [9],
et pour 1'équation de Vlasov Poisson & Degond et 1'A [2]) se rapproche des

résultats récents obtenus pour les équations des ondes linéaires. On sait que

1'équation y' = vP ne posséde pas de solution globale (en temps), par contre,

J

si on considére 1'équation des ondes non linéaires
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(II1.1) Ou = |u|pu dans Rq XﬁRt

On peut (cf. Klainemann [10] et alt.) prouver 1l'existence globale d'une solution
réguliére qui, pour t-> to se comporte comme une solution du probléme au, =03

pour cela, on utilise deux idées.

(1) Bien que 1'équation Gu = 0 conserve 1'&nergie, la solution se disperse
3 13 3 o - -~ .

car elle part 3 1'infini, sa norme dans L décroit donc d'autant plus vite

que la dimension est grande (il y a plus d'espace pour se disperser) selon la

loi

(111.2) lu(x,t)| < ¢ (/2

ot C est une constante dépendant des données initiales.

(ii) Si la donnée initiale est petite et si p est grand, la perturbation hﬂplx

sera d'autant plus petite, et c'est la dispersion qui 1'emportera.

Pour 1'équation de Boltzmann on peut mettre en &vidence un phénoméne analogue,

en effet si f est la solution de 1'é&quation d'advection
(I11.3) = + v.V £ = 0,
la densité correspondante est donnée par

(111.4) p(x,t) = J f (x,v,t) dv = J.fo(x—vt,v) dv

Enfin, si fo(x,v) est (uniformément en v) majorée par une fonction intégrable h(x),

on a , par un changement de variables &évident

(I11.5) p(x,t) =.{fo(x—vt,v)dv <}-h(x-vt)dv <-—%jI h(X)dX ,
t

d'oli une dispersion en I/t

Suivant ces 1idées, on peut donc prouver la

(n

Proposition TIT.l : On suppose que la donnée initiale fi(x,v) est assez réguliére

et vérifie la majoration uniforme

(!) Pour des précisions et pour des fonctions q plus générales, on se reportera
3 Tlner-Shinbrot [9] ou Hamdache [8].
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(I11.6) £(x,v) <ce ¥l

alors, ii C est assez petite, 1'équation de Boltzmann :

(111.7) §§-== V. Ve = Q(f,f) , f(x,v,0) = fo(x,v)

admet une solution (unique) régulidre qui, pour t tendant vers 1l'infini, se

comporte comme la solution du probléme d'advection

of, .
-— + v =
ot vx + 0
Démonstration : Nous ne donnons que les grandes lignes de la démonstration, en

(.

nous limitant en particulier au cas ol la section efficace q est identique 3 1

L'essentiel va résider dans une estimation a priori que l'on va prouver.

On pose

2
e |X—Vt! gx,v,t) et X(t) = sup g(x,v,t)

X,V

f(x,v,t) =

et on s'intéresse a une majoration uniforme, pour t grand de X(t) .

On a alors (avec des notations évidentes)

a_g_. =
(I11.8) 3¢ T V- Ve

P

2 2 .2 2 - 2
RES JJ(E~({x—v £ 7+ |x=vit|D) g'g] - o (Ixve T+ x vit| )gzgpdvldw

. . A ' < .
A cause des relations de conservation du moment cinétique et de 1'énergie,

on a la formule

(111.9) !x—vtlz - x—v't]2 - |x -vit!z = -} x--vlt,l2 )

On dé&duit ainsi de (IIT1.8) la relation :

(1) Pour des précisions et pour des fonctions q plus générales, on se reportera
a Tlner Shinbrot [9] ou Hamdache [8].
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=|x-v! t|
28 l
(I11.10) St + v JJ (g'gi - ggl)dvldw

—Ix—v t(
< e (X(t)) ” av, dw

2

2 1 -
< 2 (X(t)) T(Je X dx)[dw
t J
< ¢ xen® .
En utilisant le fait que le groupe engendré par -v .V est une isométrie

o
dans L , et le fait que X(t) est borné pour t petit (existence locale),
on obtient

(TIT.11) | dx(t)l € 3 (x(t))?
(I+t)

On en déduit, par comparaison avec la solution de 1'équation différentielle

ordinaire
C 2
y' = ,
(I +t)
la majoration
(117.12) X(t) < X(g)
l—X(O)CJ s,
o (l1+s)
11 en résulte que, pour
X(0) . J —ds e
o (I+s)

X(t) est uniformément borné, et le second membre de (III.10), décroissant
comme l/t3 est donc intégrable 3d 1'infini ; ceci permet de terminer faci-

lement la démonstration.
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IV. EN GUISE DE CONCLUSION

Avec 1'équation de Tramsport et 1'équation de Boltzmann, on a décrit
trois régimes asymptotiques absolument différents. Les différences proviennent
bien sir de 1'opposition linéaire -non linéaire, .mais elles proviennent
surtout du choix des paramétres asymptotiques. Des idées analogues inter-—
viennent également dans les autres probl&mes &voqués en introduction. En
particulier, pour 1'équation de Vlasov - Poisson, 1'analogie avec les pro-

priétés de 1'équation des ondes non linéaires est encore plus poussée (cf.

Bardos ~ Degond [11]).

Pour en savoir plus, on peut bien entendu se référer 3@ la bibliographie

ci-dessous.
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