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SUR LES REGLES DE SELECTION EN SPECTROSCOPIE

MOLECULAIRE DE VIBRATION BT Dk ROTATION

par A.Guichardet

§ 0. Introduction.

Ce travail est un court résumé d'un ouvrage qui paraftra ultérieurement ; il
stefforce de donner des démonstrations rigoureuses de certains rdsultats de la
Spectroscopie lioléculaire de vibration et de Rotation. Pour y parvenir, il a fallu
donner des définitions claires, mathématiquement utilisables, de plusieurs notions
qui figurent dans cette théorie : opérateur de transition, moment dipolaire élec-
trique, tenseur de polarisabilité, etc ; il s'agissait en fait de trouver des mo-
déles mathématiques tris simplifiés (peut-8ire trop !) de ces notions, contenant
1'information nécessaire a la démonstration des rdésultats. Une fois ceci fait, les
démonstrations sont faciles et ne mettent en jeu gque les outils mathématiques bien
classiques que sont la Théorie des Représentations des groupes finis ou compacts
et la Géométrie Différentielle dans sa vartie la plus élémentaire : variétés rie-
manniennes et action des groupes de Lie compacts sur elles ; ce dernier point appa-
ralt au dernier paragraphe, qui tente de tirer au clair ce que les ouvrages de Spec-
troscopie Moléculaire entendent par "séparation des mouvements de vibration et de
rotation".

Tout ce travail a été grandement stimulé par de nombhreuses conversations avec
plusieurs collegues du Laboratoire de Synthise Organique de 1'Ecole Polytechnique :

M.Fétizon, H.P.Gervais, P.Youkharibache, que je remercie ici tris sincirement.



§ T. Principes généraux.

Considérons un systeme physique ?)P auquel sont associds un espace hiilortien

'X (espace des états de Y ) et un opérateur autoadjoint H dans ) (Ut heoni Foopien

de tf ) ; notons Yy oo 4/2 ye.. les états propres de H , ET’E?""' Ies vnlenrs
propres correspondantes supposées rangées dans 1l'ordre croissant. Soug 1'aclbio
d'un champ électromagnétique, le systéme "5/ peut sauter d'un état . A an Aiat
L\Vn , avec m< n , en absorbant un photon d'énergie En - F.m ; la probabilite de

la transition Y = —— L}/n est donndée par une formile du type

2

Py, —>Y,) = Y,

.Z1 ki (Ti' Lf/m

AN
ou r est un entier, les ki sont des constantes, et les Ti sont les composanies

d'un opérateur tensoriel appelé opérateur de transition ; cela signifie gue 1l'ou a

— un espace vectoriel complexe V de dimension r

une application lindaire T de V dans l'ensemble des opérateurs lindaires dons
j( (en toute rigueur les opérateurs T(v), ve¢é V, sont non bornés el onl des
domaines de définition dépendant de v ; mais nous n'entrerons pas ici dans ce
genre de considérations)

- une base (e1,...,er) de Vavec T, = T(ei).

On dit que la transition q/m — Y, est permise si sa probabilité est

non nulle ; ceci implique évidemment que (T(v). L{/ n ! k{»/n) 80it non nul pour au

moins un ve¢ V.
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Dang tous les cas intéressants on a en outre un sroupe G, une représentation

unitaire U de G dans 7{ et une représentation F de G dans V, et 1'opdrateur ten-

soriel T est de type (G, H, U, ¥, (), ce qui signifie que

(p(g).v) = U(g).1(v).u(x)" Veeo . vev.

Ceci étant, on a le résultat suivant :

(+)

Théoreme 1 (théortme de Wigner-Eckart abstrait). Supposons que ¥ et Y, appar-
tiennent respectivement a des représentations ‘ﬁ'm et ﬂ'n de G. Pour que la

transition q/m —_— q/n soit permize, il est ndcessaire (mais non suffisant)

* ,Y —— . e - . .
que la représentation f’ ® GTInQD’u a de G contienne la représentation triviale.

x,
(T désigne la contragrédiente ou duale d'une représentation A )

§ 11. Opérateurs de transition en Spectroscopie de Vibration-Rotation.

Précigons tout de suite que ce paragraphe a ¢té écrit, non pas dans le but
d'établir des régles de sélection en Spectroscopie de Vibration-Rotation, mais
seulement pour rendre plus naturelles les définitions des opérateurs de itransition

en Spectroscopie de Vibration et de Rotation (cf. §§ ITI et IV).

On se place ici dans la deuxieme étape de 1l'approximation de Born-Oppenheimer :
on considére une molécule comme formée de novaux ponctuels situés en des points
XypeeesX de 1'espace !R3 ; les électrons interviennent uniquement dans 1'énergie

n
potentielle U<X1,...,Xn), qui est une fonction en réalité mal connue des diverses
distances lxi - le . Chaque noyau Xi admet une masse mi. On élimine d'emblée les
mouvements de translation en supposant que le cenire de masse des xi est situé au
point O ; 1'espace de configuration de notre systime ﬁ? eat donc 1l'ensemble 36
Z
n o . .
des n-uplets x = (XI""’Xn)é " vérifiant X, # xj pour i # jy et
;i m, X, = 0O . L'espace des états est 1l'espace = L7 35) construit a 1!

aide de la mesure de lebespue sur X .

(+)

Nous avons choisi cette dinomination pour tien soulirner le r8le “4minent joud

par ces auteurs dans Lonte cette thiéorie.
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On note G le groupe 0(3) et on le fait opérer dans aé par

(g.x), = &x

on définit une représentation unitaire U de G dans 7( par

(U(g). ¥)(x)

1
<
<
o]
&
S—

On note r. le groupe des permutations de (1,...,n) telles que pour tout i,

les noyaux X, et Xs(i) soient physiquement identiques ; on le fait opérer dans

X par

(s.x)i = X

Pour définir 1l'opérateur de transition T nous distinguerons deux cas :

a) Spectroscopie d'absorption.

N
Pour définir T il est nécessaire de revenir a la situation précédent 1'appro-
A
ximation de Born-Oppenheimer, ou l'on considere la molécule comme formée des n
; notons -e la charge

p
électrique d'un électron, Zie celle du noyau X3 définissons le vecteur moment

NOYyaUX Xy y.ssX, et aussi de p électrons Vyreeos¥

1

dipolaire dlectrique de la molécule M(x,y) par

M(x,y) = QE: Zie. X, -
i

u.M

Pour faire 1'approximation de Born-Oppenheimer, on choisit un état électronique
%/el(x,.) G L2(1R3p ) dans lequel x intervient uniquement comme un parametre ;

puis on définit le vecteur moment dipolaire électrique de la configuration nucléaire

X par
2

M) = [u) [y Py

enfin on définit 1'opérateur de transition T par

(t(v). ) (x) = (vIMx)). w(x) V ve &

ici ( | ) désigne le produit scalaire de 03 complexifié du produit scalaire

usuel de |R3 ). On suppose que 1'état ﬂ/el vérifie les conditions suivantes :



(3)
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i

| Ver(ex » &) | ¥ep(xiy)| V &co(3)

I\IVel(s-X ’ Y)I

I‘Pel(x,y)l vV se I ;

la premiére signifie que si 1'on fait subir aux noyaux X, une méme transforma-
tion orthogonale, la densité de probabilité de présence des électrons subit la
méme transformation ; la seconde résulte du principe de symétrisation. La premicre

entrafne que T est un opérateur vectoriel, i.e. un opérateur tensoriel de type

z N\
(o(3) , L2( ¥),U,¢ ,T) ou T désigne la complexifide de la représentation

naturelle de 0(3) dans [R3 .

b) Spectroscopie Raman.

On remplace ici les moments dipolaires électriques M(x,y) et M(x) vpar les

tenseurs de polarisabilité définis comme suit

P(XQY) = M(x,y) ®M(xv.V) [ 32 R3

(32 (R3 est la puissance tensorielle symétrique d'ordre 2 de IR3 )
) = [ Ry) vt 6y
1'opérateur de transition est ici
(1(v). ¢ )(x) = (vIP(x)). v(x) YV ve s2¢®

la formule (2) montre que T est un opérateur tensoriel symétrique d'ordre 2, i.e.

un opérateur tensoriel de type (0(3) , L2(7)6) , U, $° ¢ , 2T )
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§ 117. Rogles de sélection en Spectroscopie de Vibration.

On ne considére ici gue des mouvements vibratoires infiniment petits au voisi -

nage d'un état d'équilibre. Plus précisément :

CNE , tel que l'énergie potentielle U{a) soit minimun.

2) On note 1}; 1'espace vectoriel tangent a X en a , ensemble des n - uplets

3

v o= (V1,...,vn)(— R°"  vérifiant
v, = 0.
> m, v,

ke
3)  On note ?/a,vib

le sous-espace vectoriel de 2/a formé des v vérifiant
E m,. a, v, = 0 H
S TANRE 1 !

3

le signe A désigne le produit vectoriel usuel dans R’ ; les conditions (4) et

(5) sont appelées conditions d'Eckart ; la seconde exprime que le moment cindtique

esgt nul.

4) On note Ga le groupe de symétrie de la configuration a , sous-groupe de 0(3)
formé des transformations g ayant la propriété suivante : il existe une permuta-

tion s ¢ [ , qu'on note S, s telle que

g.ai = ag (i) V i = 1,...,0.

5) On définit une représentation fa de Ga dans l/; par

(e()v), = mv_, .

. . . - ar
puis une sous-représentation ra ib dans le sous-—espace stable Z/a vib
44 ?

6) L'espace des états est ici ){ = AV qui remplace I2(% ) ubilisé

)
a,vib’

au § IT ; on définit une représentation unitaire U de Ga dans 7{ par

. v)

1

(Ulg). w)(v) = y( {)a,vib(r:)w
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7) Pour définir 1'opérateur de transition T, on remplace la fonction M ou P du

r

§ TI par la restriction a T/a vib de sa différentielle au point a , soit :
b

a) ©Iin Spectroscopie d'absorption :

(2(0) ¢ )v) = (w (M) (v)). ¢ (v)

pour We 03 . %/Q LZ(I];,vib) , V é“Lr' les relations (2) et (3) entrai-

a,vib '

_ 1

nent que T est un opérateur tensoriel de type (Ga , LZ(Z/; vib) , U, e ,T ) ou
?

T désigne la complexifide de la représentation naturelle de Ga dans Hj.

b) En Spectroscopie Raman :

(). w)(x) = (v (DP) (). (v) Vowe st e

T est ici un opérateur tensoriel de type (G, L2(Zr ), U ,s8°¢" , 55T ).
a a,vib

8) L'hamiltonien H est une somme d'oscillateurs harmoniques ; plus précisément

décomposons lfé en sous-espaces irréductibles pour la représentation (9
?

vib
b” - @ ’L7’(K)

a,vib I a,vib

(k)

Fa,vib - f (ﬂa,vib ;
W - ? 1 (k)
,K(k) _ Lz(ir'(k)

H o= g(¥)
k

a,vib °

alors

s

v(k)

ou H est un oscillateur harmonique isotrope :
H(k) = - A + V(k)}}ﬂ) ;
il représente une vibration de symétrie P (k) ; notons ‘J( gk), :k7$k), .es

a,vib
(k)

k . . ’ e
ses gous-espaces propres ; 9{’2 ) est de dimension 1, engendré par un état Yo

appelé état fondamental et représenté par une fonction gaussierme sur '1r(k).b ;
a,vi

il est invariant par toutes les rotations, et en particulier par f gkvib ; il
’

appartient donc a la représentation triviale de Ga' Le deuxi®me sous-espace propre,
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7(gk), est 1l'ensemble des produits de q/gk) par des formes linéaires sur 1r(k).

a,vib °

Régles de sélection.

(k)

On s'intéresse aux transitions dont 1'état initial est 1l'un des états %/0 H
alors pour tout w ¢ 63 ou 82 Cj , T(w). ﬁfgk) est le produit de 7/£k) par
une forme linédaire, donc appartient é,‘7($k) ; la transition envisagée ne peut

donc étre permise que si 1'état finalj.,’)1 apoartient a Qfgk) ; ceci constitue

(k)

une premiire regle de sélection. Si une telle transition 9)c

—_ Y/1 est

permise, on dit que la vibration de symétrie fyikgib est active . Le théoréme 1
b

(pU) ¥

1
et le fait que #’1 appartient a la représentation a.vib
y

de Ga entrainent

1e

(k)

. soit active en absorption
a,vib

Théoreme 2. Pour que la vibration de symétrie f

(k)

. soit contenue dans T (resp.
a,vib = (resp

(resp. en Raman), il est nécessaire que f
82'77) ; de plus, si la CNE admet un centre de symétrie, aucune vibtration n'est

‘ -
active a la fois en absorption et en Raman.
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Calcul de (7a vib® Exemples.
14

\
a) Cas d'une molécule non lindaire (c'est le cas ou les points CIPR

.,8 sont
n

non alignés). Alors Ga est fini ; on démontre que l'on a

ou

- T est la complexifide de la représentation naturelle de Ga dans m3

- /\277 est la puissance extérieure d'ordre 2 de T , ou encore est donnée par

2 —_—
AT (g) = detg T(g)
- 1le caractére de § est la fonction qui associe 5 tout g ¢ Ga le nombre des

indices i = 1,...,n vérifiant sg(i) = i.

Prenons par exemple la molécule C H4 ; sa CNE est un tétracdre régulier dont
les sommets sont les quatre noyaux d'hydrogéne, et le centre - le noyau de carbone ;

Ga est le groupe T

d'

il admet 5 représentations irréductibles, notées A1, A2, B, T1, T2, de dimensions

dit groupe du tétratdre, isomorphe au groupe symétrique 654 H

respectives 1, 1, 2, 3, 3 ; en utilisant la table de cgractires de T, on obtient

d
T = T $°T = A QE@T
= T ’ = Ay 2
2 .— _ ( _
NT = T, , = 2A, 8T,
2
Fa,vib LM@E@2T,

et on en déduit que les vibrations de symétrie A1 et E ne peuvent pas 8tre actives

en absorption ; par contre on n'obtient aucune interdiction en Raman.

b) Cas d'une molécule linéaire sans centre de symétrie. Le groupe Ga est ici le

groupe CoO v en utilisant sa table de caractéres on voit que
—_ 2
Lt = A1EBE1 , ST = 2A1®Eﬁ9%

= (n-1) A @ (n-2) A

Pa,vib 2

On n'obtient aucune interdiction, ni en absorption, ni en Raman.
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7’ » M s 03 - -
¢) Cas d'une molécule lindaire a centre de symétrie. On a ici

G = D L= AL @E,

a a2 h ’

2
ST = 2 A1g@E1g@E2g

= 1274, & [

g

n-2 ) n-1
w @ 5 1E, @ [5]E,

(a,vi
a,vib
ou [x] désigne la partie entidre d'un nombre réel x. On en déduit que les vibra-

tions de symétrie A1g et E]g (resp. Am et E1u) ne peuvent pas 8tre actives en

absorption (resp.en Raman) .

§ IV. Regles de sélection en Spectroscopie de Rotation.

On ne considere ici que des mouvements de rotation d'une molécule qu'on suppose
\ N
non lindaire (le cas des molécules lindaires sera traité a la fin du paragraphe) .

Plus précisément :

1) On choisit un point x° = (Xf]’, ...,xr°1) de X tel que les points x9, '}‘101
soient non alignés ; on s'intéresse a tous les points de la forme x = g.x° ou
g parcourt le groupe G = SO(3) ; 1'espace de configuration de notre systeme a'

identifie a G par la correspondance g (—>» g.x° .

-~

2) L'espace des états est ici 1'espace W = LZ(G) construit a 1'aide de la
mesure de Haar de G ; on notera UP et Ud les représentations régulitres gauche et

droite de G dans 7( , définies par
(B¥(e). ¢ )g")

W4e). ¥ )(g")

i

v (g g")

i

v (g g) ;

on note DY , j € N, les représentations irréductibles de SO(3) ; Xn , ne 7,
celles de S0(2). L'espace 7( admet une base orthonormale formée de fonctions
lJc,m , j€ W, k,m = =j,..., j=1, j, telles que 4)5{@ appartienne a la re-

présentation
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- D’ si on fait opérer S0(3) wia US ou yé
- X, " " so(2) via U

o a
= Xk 1 " " u .

3) Pour définir l'opérateur de transition T, on restreint la fonction

MouP du §II a l'ensemble des points x = g.x° ; donc
a) en absorption :
(1(v). w )e) = (v]e.M(x)). ¢ (&)

pour Vv ¢ ¢ VA4 L2(G), g & G ; T est un opérateur tensoriel de type (G = S0(3),
){ ’ Ugy CB: D1) H

b) en Raman :
(1(v). ¢ )g) = (v]gPx)). y(p) Yve e ;

T est ici un opérateur tensoriel de type (G, H , U8, s2 ¢, s° D' = 1°@ D° ).

4) On peut définir 1l'hamiltonien comme suit : il existe une unique structure rie-
mannienne qJ sur G, invariante a gauche, et dont la valeur en 1'élément neutre e

soit donnée par

qDe(A’A') = (* :

™Mo

1 mi. (A.xz lA'.xg)

[
I

pour tous A et A' appartenant a 1'ensemble Te(G) des matrices 3 x 3 antisymé-
> )

triques (ici ( | ) désigne le produit scalaire ordinaire de R ; alors H

est le laplacien associé a cette structure riemannienne. On peut aussi le définir
plus concrétement de la fagon suivante : on choisit une base orthonormée de Te(G)

formée de vecteurs e1, e2, e3 s propres pour q)e avec valeurs propres gu'on note

k., k

o k3 ; alors

H = - ’2—3"_ Ud(ei)2/2ki

i=1

1!

(#)

q) o est le tenseur d'inertie de la configuration x°
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ce qu'on éerit traditiomnellement sous la forme

22 7

H = .._X._. + _._..}_’.__ + Z

ZIA ZIB 21

C

N
On suppose a partir de maintenant que deux au moins des valeurs propres k. sont
j =ont

s

égales (cas dit de la toupie symétrique ; si les trois sont égales, on dit toupie

sphérique) ; alors H admet pour états propres les fonctions q>£:m .
b4

Régles de sélection.

. .
On s'intéresse aux transitions de la forme ¢ 9 —— J
’ <[ k,m q) k',m'

Théoréme 3. (i) Si la transition ci-dessus est permise en absorption, on a néces-

sairement
-j"'j = "17071
k't -k = -=1,0,1
n' -m = =1,0,1

(ii) Supposons la représentation T somme d'une représentation triviale de dimension
(+)
1 et d'une représentation irréductible de dimension 2 ; alors la régle de sélection

sur k devient

k! =k = 0
si de plus k = k' = 0, la rigle de sélection sur j devient
't =3 = -1, 1

(iii) Supposons que T ne contienne pas la représentation triviale (c'est le cas

(++)

notamment si T est irréductible ou si la configuration x° admet un centre de
symétrie) ; alors M(x°) est nul, aucune transition n'est permise, il n'y a pas de

gspectre de rotation d'absorption.

(+)

c'est le cas pour les groupes Cnv sy 0 >3 , et cela suffit a entrainer qu'on
est dans le cas de la toupie symétrique

(++) c'egt le cas pour les groupes Td et Oh , et cela entralne qu'on est dans le

cas de la toupie sphérique



_ 36 -

Théorime 4. (i) Si la transition ci-dessus est permise en Raman, on a nécessaire-

ment
j"'j - "27"19()v1y2
k' -k = -2, -1 ,0,1,7?2
m'-m = -2 ,-1,0,1,72.,

(ii) Sous 1'hypothdse du théortme 3 (ii), la rogle de sélection sur k devient

k' -k = 0 ;
si de plus k = k' = 0, la regle de sélection sur Jj devient
j'-3 = =2,2.

(1ii) Si T est irréductible, P(x°) est invariant par 0(3), aucume transition

n'est permise, il n'y a pas de spectre de rotation Raman.

NB. Ces résultats sont énoncés, sous une forme un peu différente, dans f%}, notam-

ment pages 34 et 41.



Cas des molécules lindaires.

Dans ce cas, l'espace de configuration est la sphere 82 de m5 , l'espace
[ 7{ 22 ' . . , . 2 ‘
des états est = L°(s ), 1'hamiltonien est le laplacien de S° , ses états
propres sont les harmoniques sphériques Y; ; les regles de sélection sur j et m

sont les mémes que ci-dessus.

§ V. Séparation des mouvements de vibration et de rotation.

Dans les paragraphes TIT et IV on a étudié séparément des mouvements de vi-
bration infiniment petits et des mouvements de rotation arbitraires ; on peut se
demander si un mouvement quelconque n'est pas, en un certain sens, une composition
de mouvements de vibration et de rotation.

Une premifre facon d'aborder le probléme est de définir des mouvements de vi--

bration "globaux" (par opposition a "infiniment gﬁtits”) comme ¢tant les mouvements

t |—>» x(t) vérifiant la relation
(t) ¢ 17 Vot
x(t),vib

ce qui signifie physiquement que le moment cinétique de la configuration x(t) por
rapport a son centre de masse est nul a chaque instant. Mais on a montré dans |3]
que cela n'a pas grand sens parce qu'il existe des mouvements de vibration tels que
la configuration finale x(1) se déduise de la configuration initiale x(0) par

une rotation pure et, de plus, arbitraire !
S . N
Ctest pour cette raison qu'on va se limiter a une étude locale du probleme. On

’ . . rd . N e k3 3
se donne une configuration a ¢ %— appelée configuration nucléaire a 1'équilibre

ou CNE ,qn'on suppose non lindaire, et on note G.a son orbite sous l'action

du groupe G = 0(3) ; d'autre part pour tout x e'}; on note 2/; rot le sous-
y

ar- \ . . 7
espace de U’X tangent en x a G.x ; c'est l'ensemble des v = (V1""’Vn) & 1Jx

de la forme v. = (J A X, ou w € 83 ; c'est aussi 1'orthogonal de :Lf .
i 1 X,vib
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pour le produit scalaire B sur ?f% défini par

B (w,v') = Zf m, (vi' v{)

i
ou ( l ) désigne le produit scalaire usuel de m3 .

Théoréme 5. Il existe un nombre ¢ 5 O et un voisinage G-invariant {] de G.a
tels que pour tout x ¢ (} les conditions suivantes soient réalisdes :

(i) il existe un unique élément b de G.a vérifiant

x-belU, sy » Blxb,zd) <6

et 1f

b,vib

(ii) les sous-espaces vectoriels L’

v, -

X

. sont supplémentaires dans
x,rot

Ce théoreme est un cas particulier d'un résultat de Géométrie Différentielle
appelé théoreme " de la tranche" ou " de la transversale " (cf. par exemple [1],
ch. IX, § 9, n° 3) ; on le démontre facilement, dans le cas présent, en introduisant
le fibré normal a G.a , ensemble N des couples (b,y) ou b ¢ G.a , Ve zfﬁ,vib ’
en considérant 1'application (b,y) ——> b+ y de N dans )¢, et en vérifiant que

la différentielle de cette application au point (a,0) est bijective.

le théoréme 4 permet de décomposer les vitesses et les énergies cinétiques. Con-
sidérons en effet un mouvement +t y——> x(t) tel que x(t) appartienne a 0 pour

tout t ; la vitesse v = % se décompose d'une fagon unique en

—

vitesse de rotation ou d'entrafi Yy
(vi n ou d'entrafnement) et vﬁil)ell b, vib

(vitesse de vibration ou relative (par rapport au repire mobile défini ci-dessous)).

r
avec vfot € 11 x,rot

Enfin 1'énergie cinétique T s'éerit

% B(v,v)
= % B(v

v
rot' rot

T

)+ 3 By vigy) + BV 0vesy)

~
ou les trois termes du second membre représentent respectivement les énergies de



- 39 _

rotation, de vibration et de Coriolis (ou d'interaction entre rotation et vibration).

Par ailleurs b s'éerit sous la forme b = g.a ou g est un é1ément bien déter-
miné de 0(3) ou de S0(3) suivant que la C NE a est non plane ou plane ; si

on se donne une base orthonormée (ei) de m3 , la base (g.ei) est appelée reptre

mobile d'Eckart (1ié a la configuration variable x) associé au repére fixe (ei).
Considérant un mouvement x(t) comme ci-dessus, on peut écrire
x(t) = g(t).(a + z(%))

avec z(t) ¢ U ; on a alors

a,vib
v = x = gla+2)+eaz
Veor = &-(a+ z)
Vvib = g.2
B (Vfot’vvib) = B (g.z ,y £.2 ) .
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