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LES CHAMPS DE VECTEURS LOCAUX RESONNANTS DE Cy : CLASSIFICATION ANALYTIQUE 

par J. Ecalle (Orsay) 
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§1. INTRODUCTION. INVARIANTS FORMELS ET INVARIANTS HOLOMORPHES. 

Les fonctions résurgentes permettent entre autres de classer différentes 

catégories d'objets locaux. Pour illustrer la méthode, nous allons ici nous 

attacher à une catégorie particulière, celle des champs de vecteurs locaux de Cv : 

(1) $$ 

avec $$ 

Tout dépend en fait des multiplicateurs λi du champ, qui sont les valeurs 
propres de [aij], et de leurs éventuelles propriétés de résonance ou de 
quasi-résonance. On dit qu'il y a résonance lorsque les λi satisfont à des 

relations du type : 
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V 

(2) V r Σ . % Χ **** * ι > ο 

et on dit qu'il y a guasi-résonance lorsque les combinaisons entières positives 
Ή; \ φΟ approchent 0 anormalement vite. Pour des critères précis, voir 

[2] et [̂] · On dit aussi, dans ce dernier cas, que les X sont liouvilliens 

(dans leur ensemble). Dans le cas contraire, qui est le cas normal, on dit qu'ils 

sont diophantiens (dans leur ensemble). 

Le but est de caractériser les classes formelles (resp. analytiques) 

de champs de vecteurs locaux au moyen de familles complètes d'invariants formels 

(resp. analytiques) scalaires et, si possible, constructibles. 

Parmi les invariants formels, on distingue les invariants discrets 

(dimension, degré de résonance, niveau p, etc.) et les invariants continus, 

auxquels on peut en fait imposer de dépendre rationnellement des coefficients de 

Taylor de X . 

Parmi les invariants analytiques, on distingue les invariants holomorphes, 

c'est-à-dire ceux qui sont fonction holomorphe de X (i.e. de ses coefficients 

de Taylor) sur tout domaine de constance des invariants formels discrets (restric­

tion indispensable et naturelle) et les invariants métaholomorphes, c'est-à-dire 

tous les autres. 

Il se trouve que les invariants holomorphes ne proviennent que d'une 

seule source - la résonance des X - et qu'on les obtient tous en étudiant 

les propriétés de résurgence de l'intégrale formelle du champ X . Les invariants 

métaholomorphes peuvent provenir de deux sources : des petits diviseurs, qui 

sont liés à l'existence d'intégrales premières du champ "X , et des tout petits  

diviseurs, qui sont liés à la quasi-résonance. Ces deux sources, surtout la 

seconde, sont exceptionnelles, et les invariants métaholomorphes sont nettement 

pathologiques. Comme en outre ils ne sont pas constructibles (tout au moins si 
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on veut les prendre sous forme scalaire), on s'attachera ici aux invariants 

formels et surtout aux invariants analytiques holomorphes, qui supposent de la 

résonance. Pour illustrer la méthode, on commencera par le cas le plus simple -

un seul degré de résonance - puis on indiquera brièvement ce qui change quand 

on passe à plusieurs degrés de résonance. Nous ferons aussi le lien avec les 

travaux de Martinet-Ramis sur les champs résonnants en dimension 2. 

§2. CHAMP A UN DEGRE DE RESONANCE. INTEGRALE FORMELLE. 

Considérons donc les champs X dont les multiplicateurs ne présentent 

qu'un seul degré de résonance. Plus précisément, supposons, au prix d'une réin­

dexation, que l'on ait : 

(3) f , \ f . "VĤ  zr 0 CKJ^UL <kù ΎΙι y Ο e£ juneAujLtM euh^. ê uc 

et que )L )L ... ^ ^ ^ \, soient rationnellement indépendants. 

Lemme 1 : (Niveau ji et résidu j> ) 

Il existe un seul entier é Jjf / &oJ et (lorsque j\ <Co& ) un seul 
complexe J> tels que l'équation : 

(4) J ' * U ^ 

admette une solution formelle ^ G dT [Ç , . . v * v J | sans terme constant. Cette 
solution est du type = Λ X^*... + 6"J a v e c & · L'entier 
>JL est dit niveau du champ résonnant X et le complexe j> est dit résidu du 
champ X . Ce sont deux invariants formels du champ /X . 

Le cas |L - cP est exceptionnel (cf. §7) et, pour Jl <( οθ 9 les cas 
(^sfy s e traitent tous de la même manière (cf. §7). Nous pouvons donc nous 
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concentrer sur l'étude du cas-type ĵft jj> j ~ (i/ OJ . 

Lemme 2. (Forme préparée. Invariants formels) 

Dans le cas-type (^L/ j> j (^^oj on peut, au prix d'un changement 
de variables polynomial : 

(5) χ. ^ ?. ( Z ) 

mettre le champ X sous une forme dite préparée : 

Γ X = ° X + Sb 

, et ^ = Σ Ι ( Σ ' " α ; ) a, £ 

ou les complexes Li vérifient : 

(7) < ^ / τ ;> - οχ,τ, t- . . . ™ ^ τ α = - 1 

et où la somme Z— est étendue à tous les 11 = [^\, · · - / ) de somme 

"̂llj supérieure à 2.^"^ et de coordonnées 'Hj vérifiant : 

(8) ft. > - { 4 -Hj > Ο /uu* j ̂  L 

Les multiplicateurs et les scalaires sont, dans le cas-type 
^Jl/j9^ cj , les seuls invariants formels de X . 

Mais ce ne sont pas les seuls invariants analytiques, tant s'en faut. 
Pour calculer ces derniers, nous allons utiliser l'intégrale formelle 

Î^ ^ i J — (^ty/^^J ' ' ' J ^ / ^ U c^ a mP ^ 9 c ' est""à~*dire la solution 

générale du système : 
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solution générale qui est fonction du temps complexe ^ et de V-i paramètres 

A = (^t/ j ' ' V ^ v ̂  " ̂ o m m e n ç o n s P a r deux définitions. 

Définition 1 (Ensembles SI / S i ; i l ) 

On pose 

i l = \ Z + . . + X Z ( v « » \ ) 

i l = 1 2 

Bien qu'on parle abusivement de "réseaux", peuvent très bien 

être denses dans (L* . De plus (sauf si Αχ ~ V ) le réseau semi-positif 
n'est ni un groupe ni un semi-groupe. En fait, Si- est le plus petit sur-groupe 

de I ? et l u . est le plus grand sous-groupe de • On utilise enfin sur 

une relation qu'on note « bien qu'elle ne soit pas un ordre : 

(10) £ut ^ to^ <£=^> Cu^-(JUX é 

Définition 2 (Les applications (u I—̂  Τ(ω^ jît CJ |—̂  Afcoj ) 

Pour tout Cu on note IT(tu) le nombre complexe tel que le nombre 
^ΊΙ,Τ^ =r ^Σ,^ίΤ^ parcourre l'ensemble Τ (OJ) — IN/ lorsque ΎΙ zz .. m/ 71Ϋ^ 

parcourt l'ensemble des multiindices tels que^K^^^> =r OJ et tels que les 
soient tous sauf au plus un qui peut être ^ - 1 . Autrement dit : 

( 1 1 ) Τ(ω) = %Avd^ ÛTWL Il 4£^-fw*tk^ ^ <//Yl/ } ^ - Cu 

Posons d'autre part : 

(12) \ = \ ï i Ai I 4 i ά \ zz\ Ai 4L<i<V 
on, . . . . l l a 
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Tout Cu é -IL s'écrit alors d'une manière unique 

(13) ίο - 1*1 X + Kl ^3 + . . . yiv \ y A.t>€c é 2 ^ 

et on pose 

(14) 4 (ω) = (^) ... (*v) 

On a évidemment 

(15) Τ(ω%^ων) = Τ (ω,) + T(a; t ) f W i ) A ( ^ + < J ^ = Κω>) 

Proposition 1 (Intégrale formelle : existence et unicité) 

Le champ A donné en (6) possède une intégrale formelle 

de la forme : 

(16) f ( a i ) = Α(ω).£\ £ ί ω ) . Φω fy) (ί-ί,1,...,ν) 

où chaque X ̂  £ ^ est une série entière en ^ (généralement divergente). 

Cette intégrale formelle ^ est unique à une translation ^ I—5 <^ + 

et à des dilatations Ai \ ^ <Ci 4̂  près. 

En effet, d'après [ 2 ] , le champ peut, après un changement de variables 

formel X\ V—^ ^t > se mettre sous forme "résonnante11 : 

( 1 7 ) X = ? 7 P ' + T ' f + | r ί Γ ί ^ 

avec bien sur — ^ , . . . Par rapport aux coordonnées ^ 

le système dynamique s'écrit 

co 

( 1 8 ) / \ , = λ + τ ' · Γ + ^ 
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Puisque <^7K /Xi ^ — - { , cela implique : 

D'où une solution : 

(20) ^ ~ ^ + A//li(L €ΛΛ&Ι* &Λ ^ 

Portant (20jdans (18) on obtient après une simple quadrature : 

Effectuant alors le changement de variable inverse tj |—> ^ on 

trouve l'intégrale générale de X sous la forme 

qui manifestement est du type (16). 

Bien que généralement divergentes, les séries sont résurgentes, 

la résurgence en question étant la résurgence ordinaire lorsque le coeur du réseau 

est discret et une résurgence généralisée dans le cas contraire. Cette pro­

priété de résurgence va nous permettre de calculer les invariants analytiques du 

champ . Mais avant d'aborder ce calcul, il convient d'introduire brièvement les 

fonctions résurgentes et leur maniement. 

§3. RAPPEL SUR LES FONCTIONS RESURGENTES ET LES DERIVATIONS ETRANGERES. 

Pour aller vite, nous donnerons ici des définitions assez restrictives, 

mais suffisantes pour les besoins du présent article. 

Définition 3. (Fonctions résurgentes) 

Une série dénombrable 
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< 2 3 ) = S A ' i ï 

est dite "fonction résurgente" si sa transformée de Borel 

(24) ,5* φ = " Σ 1 a r + Σ _ <v 1 — (*) 

est telle.·. 

(i) que la série / ^ Λ .̂ 0 (^j définisse une fonctionnelle analytique locale, 

ce qui suppose que ^-'(^<*1 —^0 quand 1t ^ cO . 

(ii) que la série ι f-U définisse un germe convergent au point 

0 de (LQO (surface de Riemann de Uïû \ ) 

(iii) que ce germe soit analytiquement prolongeable partout et sans coupures, 

c'est-à-dire sans autres singularités qu'isolées 

(iiii) et enfin qu'au voisinage de chacune de ses singularités ^ , ce germe 

ainsi prolongé soit de la forme : 

<25) Z I 4 · < ? - · 5 . ) τ + 2 1 r . ( 5 - î . f . A j ^ - ? . ) incfaéC 
T é C τ ί Ι Ν "τ (Γ ' « τ 

Proposition 2. (Algèbre de résurgence) 

Les fonctions résurgentes qu'on vient d'introduire forment une algèbre 

pour la multiplication ordinaire. 

Définition 4 (Opérateurs l\y ) 

Pour tout é~ (surface de Riemann de log ̂  ) et toute fonction 

résurgente S , on note la fonction résurgente : 

Fi ~ 

(*) Γ désigne la fonction gamma classique et Ο la n-ième dérivée du 
dirac au point 0. 
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< 2 6 ) à ? s W ^ 5 ν $ 

telle que, pour tout ^ sur \j) / J et proche de 0, on ait : 

et que pour tout 

γ ε Ν on ait : 
Λ 

(28) 4 = iklf. (T.'] y ( n ^ d L ^ 5 ï 0 i t 2 ^ iiiii: £ , (^)l 

- où II désigne le nombre de singularités ï?/9 ' * * yj? / ~ ^ u e l !° n rencontre 

en prolongeant le germe ^ le long du segment [JO/ 9 
- où |tj (resp. ̂  ) désigne le nombre de signes + (de signes - ) dans la suite 

A 

- où ^ ( 3 + *7) désigne la valeur au point ^+"h de la branche de 

5* obtenue en partant de 0, en longeant le segment \jd/ Y) sans jamais 

revenir en arrière, et en contournant le point à droite si 5,̂  =5-H et à 

gauche si jk. — 

Proposition 3. (Dérivations étrangères) 

Pour tout V} €L ^~ΌΟ e t toute paire S") y de fonctions résur­
gentes on a 

«„ (S, . £ ) = ( A ^ , ) . S t +- S , . ( Δ , £ ) 

Les opérateurs /^y sont donc des dérivations sur l'algèbre des fonctions résur­

gentes. Elles sont dites dérivations étrangères. Elles ne sont sujettes à aucune 

contrainte a priori du type ^ ^ /\y ^j— 0. 



- 72 -

Remarque 1 : Une "fonction" résurgente ^ converge pour ^ assez grand 
si et seulement si ^ Ξ Ο pour tout . Les fonctions résurgentes 
intéressantes correspondent donc à des séries (23) qui divergent à l'infini. 

Remarque 2 : Lorsqu'on applique Δν> à une fonction résurgente du type <V ^ 

ou plus généralement du type <i 0 S % û r "2* avec tf~0 é: (L on obtient un 

résultat qui ne dépend que de la projection CxJ de VJ sur *L> . Dans ce cas, 

on indexe les dérivations étrangères non pas avec des Vj £ mais avec des 

Cj 4z. (L · C'est ce que nous ferons souvent dans la suite. 

Remarque 3 : Répétons que la véritable notion de fonction résurgente est plus 

générale et plus souple que celle qui vient d'être introduite, et que les bonnes 

définitions font intervenir la notion de germe qualifié (cf. [3]), cas particulier 

de la notion de microfonction. Les définitions ci-dessus suffisent toutefois 

pour les constructions que nous avons en vue. 

§4. RESURGENCE DE L'INTEGRALE FORMELLE. INVARIANTS HOLOMORPHES. 

Reprenons notre champ résonnant ^Â. donné sous forme préparée (6 ) et 

son intégrale formelle χ donnée par au. Il convient de distinguer deux cas : 

- Premier cas : est discret. C'est toujours le cas quand AA~I (alors \- Ο ) 
et quand U = 2, . C'est généralement le cas quand JU^ — 3 . 

- Deuxième cas : n'est pas discret.C'est exceptionnellement le cas quand 

et c'est toujours le cas quand M. ^ 4"* 

Notons que la dimension V où l'on travaille n'a aucune incidence sur la densité 

de JiL et qu elle peut être arbitrairement grande. 

Proposition 4. (Résurgence de l'intégrale formelle pour JÎ\. discret) 

Chacune des séries £ 3^ ^-[C^'jj entrant dans l'expression 
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de l'intégrale formelle du champ X, est résurgente. Plus précisément, les trans­
i e 

formées de Borel j?^ convergent, se prolongent partout sans coupure, et 

ont toutes leurs singularités au-dessus de i l . De plus, les seules dérivations 

étrangères susceptibles de ne pas annuler ^cu0 correspondent aux ùj de 

- fL tels que Cô ^^Co0 . Enfin, il existe des opérateurs différentiels /\̂  de 

la forme : 

et tels que : 

cfest-à-dire sous forme développée : 

si (ύ%-ω s'écrit Ή γ )?y . 

Principe de la démonstration. 

(i) On introduit un paramètre ? . Autrement dit, on plonge le champ 

de ( 6 ) dans une famille de champs zz +~ ? . 

(ii) On note Φ l'intégrale formelle de }Ç , puis on la développe en puissances 

de S : 

ι φ <* φ 
(32) Τ — Ζ Τ 

et on montre par récurrence sur que e s t u n e fonction résurgente de ̂ . 
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(iii) Plus précisément, on montre que ... Φ = 0 si et qu'il 
existe des opérateurs différentiels ι\ω de la forme (30) et tels que l'on ait 

pour tout t. Ç et tout 6/ é l u 

( i i i i ) On montre que, pour tout triplet (J-yOj, lj , la série 
° ° n · Λ 

(34) 1 Ε | ( J L ) 

converge en ^ uniformément sur tout compact d'une surface de Riemann U{, fixe. 

( i i i i i ) Enfin, pout tout couple ^ > o n montre la convergence de la série 
d'opérateurs différentiels. 

(35) 2 1 Σ * . ( \ ω 

Lorsque est dense mais diophantien, tous les points précédents restent 
en vigueur avec cette seule différence que les séries (34) ne convergent plus 
sur une surface de Riemann fixe. Au lieu de cela, on a convergence sur un ensemble 
Κ qui a un complémentaire de mesure nulle, mais partout dense. La somme obtenue, 
qui a des ramifications partout denses, est dite fonction résurgente généralisée 

(cf. [3] et WY). Les fonctions résurgentes généralisées sont aux fonctions résur­

gentes ordinaires ce que les fonctions monogènes d'Emile Borel (cf. [l]) sont aux 

fonctions méromorphes. La dérivation étrangère des fonctions résurgentes généra­

lisées est assez délicate, mais dans le cas présent, les opérateurs différentiels 

/\^ qui nous intéressent s'obtiennent sans difficulté, comme sommes des séries 

(35) pour \ - \ . 

Lorsqu'au contraire t. est fortement liouvillien̂ on n'a plus convergence 

ni dans (34) ni dans (35). Les démonstrations relatives au cas j fL dense seront 
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esquissées au §5. Pour l'instant, contentons-nous d'énoncer : 

Proposition 5, (Résurgence généralisée de l'intégrale formelle). 

Lorsque est diophantien, chacune des séries j é ^C|C^ J J qui 
entrent dans l'expression de l'intégrale formelle du champ est une fonction 
résurgente - ordinaire si -i^- est discret, généralisée s'il ne l'est pas. De plus, 
il existe des opérateurs - Α ω de la forme (30), calculables au moyen des séries 
(35) et tels que : 

Proposition 6. (Le cas 
il 

diophantien : invariants holomorphes) 

Les opérateurs différentiels /\ ω , définis et calculables pourvu que 
cfi . . (*) V 
JC soit diophantien, sont des invariants analytiques et holomorphes du champ -A . 
La famille < Γ\ω : Cu constitue même un système complet d invariants 

Y J Y/ r 
analytiques : deux champs y\ et de la forme ( ο ) sont conjugués par un 
changement de variables analytique si et seulement si ils ont même famille d'in­

variants £ (\ω |. 
Examinons maintenant le cas exceptionnel où les multiplicateurs sont 

non seulement résonnants, mais encore quasi-résonnants (ce qui ne peut se produire 

que pour V ̂  3 ) · 

Proposition 7. (Le cas jTL liouvillien. Invariants holomorphes et métaholomorphes. 

a) Lorsque il est liouvillien mais que 1 est diophantien, la famille 

^/\^ j ÙJ é~ XL ̂  demeure définie et constitue toujours un système complet 

d'invariants holomorphes, mais elle ne constitue plus un système complet d'invariants 
M 

analytiques/car aux invariants holomorphes s'ajoutent des invariants métaho1omorphes, 

(*) Voir au §1 la distinction entre invariants analytiques et invariants holomorphes. 
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issus de la quasi-résonance et non constructibles. 

b) Lorsque sont tous deux liouvilliens, il existe des invariants 

métaholomorphes (non constructibles) mais pas d'invariants holomorphes 

(scalaires). 

Ainsi donc, lorsqu'à la résonance (phénomène courant) vient à se super­

poser de la quasi-résonance (phénomène hautement exceptionnel), celle-ci n'inter­

fère pas avec celle-là, sauf lorsque les multiplicateurs qui quasi-résonnent sont 

(*) . > ceux-là même qui résonnent . Dans ce cas et dans ce cas seulement, la quasi-reso-

nance fait exploser la résurgence et anéantit les invariants holomorphes que 

porte la résurgence. 

Proposition 8. (Invariants précaires) 

Les opérateurs invariants (\ω sont somme de deux blocs : 
V 

(37) A t o = H^){^lfh] + i i » ) - £ g / Î 4 f 4 . J 

Le second bloc j^.. . | est invariant non seulement par rapport aux changements 

de variables analytiques Xk *~"̂ <J* m ais encore par rapport à la multiplication 

à gauche du champ ^ : 

(38) 

par un facteur analytique (x.) é. ^ { ^ i / . ν * ν | avec terme constant φ Ο 

C Η'ίο) Φ 0^ · Au contraire, le bloc ^ ί\ω S^- ^ n'est invariant que par 
rapport aux changements de variables analytiques. Pour cette raison, on le qualifie 
d'invariant précaire. 

(*) Autrement dit, quand c'est lui-même, et non seulement , qui est 
liouvillien. 
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Proposition 9. (Invariants cruciaux) 

Les O/"^ invariants ^ ω qui correspondent à des indices Oj de la 
forme U) — -^i pour 4L <- l ̂ \/ sont dits cruciaux car ils jouent un rôle très 

particulier. En effet, lorsqu'ils sont tous φ Ο , chacune des fonctions 
Φω (^J composantes de l'intégrale formelle Φ porte à elle seule toute 
l'information invariante. Au contraire, lorsqu'une partie (resp. la totalité) des 

invariants cruciaux sont nuls, il faut considérer une partie infinie (resp. la 

totalité) des ^U)0 CH) pour obtenir toute l'information invariante. 

§5. FORMULES EXPLICITES. LE CAS jR_ DISCRET ET LE CAS FI DENSE. 

Nous allons dans cette section obtenir une formule explicite donnant les 

opérateurs invariants . Cette formule est particulièrement utile dans le 

cas où est dense, car elle nous dispense de manier les fonctions résurgentes 

généralisées. Pour établir la formule que nous cherchons, il faut commencer par 

introduire des "monômes de résurgence", qui sont indexés par des[g]-{^ ...^J 

avec (Οι ; <Γι £ (C . On pose comme d'habitude \[&\\ =. 2l Ο· / zz ΙΣ?Γι 

et on note : 

Définition 5. (Multiindices licites) 

On dit que f / — ( _ \ e s t licite si nour aucune partie 
VJ7 V τ* / · · · / ^ J 

Qvj — 9 d e C<T^ o n n e p e u t a v o * r simultanément : 

(40) ||*'|| = 0 et + II <r'|| £ Ν 

Proposition 10. (Monômes de résurgence ) 

A tout multiindice licite (ψ) ~ (^γ' ' χ ^ l e S f o r m u l e s 

de récurrence : 
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/ι γ-*" ^ + ll<rll ^ _ _ 

associent une fonction résurgente tFq~ bien déterminée. Les ^Tq- s o n t 

dit monômes de résurgence. Ils vérifient la table de multiplication : 

(42) U V . t T T t - ^ . tTq-

( ? ) c £ ) , # ) 

où la notation ( <r ) C ^τ') / C t l J signifie que le multiindice s'obtient 
à partir des multiindices (^t) e t ^<rM ? a r i m^ ri c a t^ o n m a^ s a v e c préservation 

. (*) 
de l'ordre interne ("shuffle" en anglais). 

H<") + « τ" λ Puisque, au facteur 'jL nrès, les monômes de résurgence 

ν (Γ sont des séries entières en ^ (divergentes à moins que (*)% ~(J^- ., , Ο j 

on leur applique non pas les dérivations étrangères indexées sur (surface 

de Riemann de log ̂  ) mais les ti^ indexées sur . De plus : 

Proposition 1 1 . (Dérivation étrangère des monômes de résurgence) 

{ \ ί ω 1 . . M 

Il existe une famille j Y Γ de scalaires définis pour tout Ig-i licite 
et tels que pout tout Co 1 on ait : 

(43) =- ^ Vrr. . tilt 
\ <r' τ1· = vr 
( ll<uMl = ωβ 

(*) Par exemple . (/ ^ = U ̂  ^ ^ -f Ι/^Τ,,Γ, + ^ , Γ , , Τ , 
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c'est-à-dire plus explicitement : 

d 

De plus, les scalaires vérifient la propriété dfalternance 

(u ) Σ Ζ - , V r = 0 ( W m ï ' U î ' ) 

où [2 désigne le "shuffle" tout comme en (42). 

Forts de ces définitions, nous pouvons aborder la construction qui nous 

intéresse. Prenons le champ résonnant X = X +<Z) sous sa forme préparée 

(ζ) et efectuons le changement de variable (2,/(..v£yj ·—> 0î)/^%'m ' ' s a v e c : 

(«) α, = . € > » . ^ C k ) (i.i,...,*) 

pour les À (LJ} et ~C(ÙJ) de la définition £ . Par rapport aux nouvelles variables 

on a 

(46) X - — 

avec 

< « « . , ρ ; = Η ω ) \ ( & ) l ^ i ( S U i } 

et des [νω scalaires. 

Passons du champ c£) à un champ au moyen des formules involutives : 

(48) <B = - (Λ H-«Ο. g)"' . oZ) ; - ^ + e . g )" '* . ( S . 
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Tout comme le champ *D , le champ (j^ s'écrit 

c « ( Ε = "ΣΖ ^ Σ Γ { B l 

avec 

(49 bis) Bl = ^ . | ( Β Γ ) I + Σ ! ( B l j M 2 ^ 

/ R r V ^ 
et des \D(j / scalaires. 

Introduisons maintenant l'opérateur formel : 

où ^ parcourt et ^ parcourt Τ[ωι) — · On vérifie que (50) 
ne fait intervenir que des multiindices £<p̂  licites. On vérifie aussi que, comme 

série formelle en et les Δι , (5) ne présente aucune difficulté d'inter­
prétation : pour tout 01 et tout Oj , seul un nombre fini de termes, au second 
membre de (50), contribuent au monôme ^ . A(cjJ.C " . On vérifie enfin, à 
partir de la table de multiplication (42) des monômes de résurgence, que (̂ ) est 
un automorphisme formel. Autrement dit, pour toute paire ^ €: C ^ y ' Î J 

ou é ^ ^ [ t ^ J ] on a : 

Dfautre part, à l'aide des formules (41), on montre que : 

(52, f- . Θ = Θ . ί | - + 6 ? 

( « , | . Θ " ' = © - . I f + £ ) f 
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De même, à l'aide de (43) on montre que pour tout <v0 £ SI : 

( S <> [ Υ " * Δ „ ( / Θ ] . - Θ . Α . , 

pour des opérateurs différentiels f^Ci ^ a f ° r m e (30) et définis par 

(56) = Σ ^ — \ V ^ . . . ^ E L ( . . . (*> 

sous réserve de convergence du second membre. Notons que, du fait des relations 

d'alternance (44)̂  cette formule équivaut â la suivante : 

Posons maintenant pour λ •=. \ / 2. f . .. / V : 

Il vient alors : 

(59) °% 

(*) On observe que dans (56) et (57) l'ordre des B^. est inverse de ce qu'il 

est dans (50). 
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Soit finalement 

ce qui montre que X de la formule (59) sont bien les composantes de l'inté­

grale formelle du champ . Appliquons maintenant les dérivations étrangères à 

cette intégrale formelle : 

( 6 1 ) Γ - ^ K V ) = ^y4,.·©'·^) 

Soit finalement : 

Se reportant à la proposition 4, formule (31), on voit que les opérateurs diffé­
rentiels définis par (56)-(57) sont bien les invariants holomorphes du champ ̂  . 

Il ne reste donc plus qu'à discuter la convergence du second membre de 

(56) en s'aidant des majorations des scalaires V <p qui sont établies dans [4] 

et qui sont grosso modo du type 

(63) | v £ ' . ; £ | 4 , γ \ ^ * - - % \ \ \ ^ \ γ ~ * \ ΐ Atf-w-in)' 

où désigne la fonction gamma classique. 

- Dans le cas où Î l est « . cret (ce qui suppose ÀA- ̂  3 mais ne restreint pas 

la dimension Ϋ ) on démontre sans aucune peine la convergence de (56). 
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- Dans le cas où < J I est dense mais diophantien, (56) converge encore et les 

séries formelles f ^ C ^ sont encore résurgentes, quoiqu'au sens généralisé 

(ou "monogène"). Cela tient à ce que, pour ίϋ0 fixé dans , on ne peut pas 

avoir une décomposition 

(64) Cô. s ^ + ^ f . . . tûK é J Î Î J 

avec certains (k^... ou certains + * - ωη.^ très petits sans avoir 

en même temps une somme ~^ίωι) +- - - . ΤΓίω^ de partie réelle négative 
et très grande. En se reportant à (56) et compte tenu du caractère diophantien 

de , on voit donc apparaître dans (63) des termes |Γ^. . .^ | très grands 

en dénominateur, qui compensent largement les grands peuvent 

figurer au numérateur. 

- Dans le cas enfin où t u est dense et fortement liouvillien. le second membre 

de (56) ne converge plus et les séries formelles t0^ n e s o n t pl u s 

résurgentes, ni au sens ordinaire, ni au sens généralisé. 

Ceci parachève la démonstration des propositions 6 et 7 et nous permet 

en outre d'énoncer : 

Proposition 12. (Calcul des invariants holomorphes) 

Chaque fois qu'ils sont définis, c'est-à-dire chaque fois que le groupe 

est diophantien, les invariants analytiques /\, sont, pour tout ù>. é S£ . 

explicitement donnés par la formule (56) ou par la formule équivalente (57). 

Comme les opérateurs , via les opérateurs , s expriment 

élémentairement en fonction des coefficients de Taylor du champ , cela résoud 

complètement notre problème. Notons que la formule (57) présente sur la formule 

(56) un triple avantage : elle montre d'abord que les opérateurs f\, sont bien 
ο 

différentiels d'ordre un, alors que dans (56) ils semblent différentiels d'ordre 
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infini; elle montre ensuite que les A / . ne peuvent être différents de 0 que 

pour (00 é. OiL , alors que dans (56) ils semblent pouvoir l'être pour tout 

; enfin elle comporte en son second membre moins de termes distincts, 

du fait des relations universelles entre multicrochets de Lie, 

§6. CROISSANCE DES INVARIANTS HOLOMORPHES. 

Les opérateurs invariants -/\̂  attachés au champ ^ sont de la forme 

(30). Pour évaluer leur croissance en ùj , introduisons la norme 

On montre alors que les attachés à ̂  vérifient une condition de croissance 

(66) j A J Κ , ^ N ^ M ' ( ^K t / K t CsvJoJt, JJvcA^ dt^X j 

mais que l'inverse n'est pas vrai : (66) ne garantit pas qu'une famille ^ / l ^ | 

soit bien la famille d'invariants d'un champ }C . En fait, ce n'est pas directement 
Λ Λ (M.) 

sur les ΓΛ^ , mais sur des opérateurs ΓΛ ^ associes, qu on peut commodé­
ment caractériser les familles d'invariants. Pour tous bx / 0^ réels tels que 

<̂ ΤΓ , posons : 

(67) J R(ê t / è . ) = 7 T ~ | ^ ^ ^ ^ , 4 ^ ν 4 · ^ ^ ζ Κ 
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Proposition 13. (Caractérisation des familles d'invariants) 

Une famille ^ A^j j Cj £L |* d'opérateurs différentiels de la 

forme (30) est la famille d'invariants d'un champ à un degré de résonance si 

et seulement si, pour toutes directions ^ 0 t d'angle 0 ^ - 0t <^ΤΓ , 
(*) 

l'opérateur suivant : 

converge pour fvta, )t z= _ ^LÎ^ et t" assez grand. 

Cela revient à dire que, munis d'une norme naturelle, les opérateurs 

« * ? . % i z c . ; : Λ - Λ Λ 

ont une croissance 

( 7 0 ) \^co I \ \ e 

A 
plus faible que celle des ' \^ . 

D'où le problème de la synthèse : connaissant une famille 

donnant lieu à (70), constuire un champ X dont elle soit la famille d'invariants. 

Il s'agit d'inverser la formule (56) qui fait passer des aux , mais en 

contrôlant la croissance des Όω , qui doivent être / l\Ç £. · Voir 

à ce sujet [41. 

(*) qui n'est pas une dérivation mais un opérateur différentiel d'ordre infini 

et même, en fait, un automorphisme formel. 
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§7. NIVEAU ft, QUELCONQUE. LIEN AVEC LES TRAVAUX DE MARTINET-RAMIS. 

Gardant lfhypothèse (3 ), examinons les champs à un degré de résonance, 

mais de niveau ^ quelconque. 

Lorsque JL ^pO et j> =r Ο , on a une forme préparée χ = ° x +& analogue 
à (G ) mais avec une partie principale un peu plus compliquée et portant 

davantage d'invariants formels (quoique toujours en nombre fini). Pour le reste, 

il n'y a pas grand chose â changer, si ce n'est... 

- que les composantes ^ ̂  [^j de l'intégrale formelle sont des séries 

entières de ^ 1 et non plus de ^ 

- qu'au lieu du facteur A (tS}* \ £X̂ \ / elles sont précédées d'un facteur 

^ίω) ^^'^hfa't) + ζ,Ο)^) o û ^ e s t P o ly n o mi a l d e degré jp-i en 

et additif en Ο 

- enfin, qu'il faut indexer les dérivations étrangères et les opérateurs 

invariants non plus par Cu £ dZ. , mais par ^ £ (jC^ (surface de Riemann 

Lorsque Ji «̂ oO e_t ^ Ο , tout ce passe comme précédemment avec cette 
—\ /κ - */κ seule différence que ^ " ' est remplacé par ^ ' où ^ est l'unique solution 

de l'équation 

( 7 i ) % *p h % = î j 

qui soit de la forme ^ rr; ^ + ^ ^) avec Ç série formelle en ^ 

et t̂rij ̂  (sans terme constant). 

Lien avec les travaux de Martinet-Ramis 

Dans [5] et [7] J. Martinet et J.-P. Ramis ont, par des méthodes géomé­

triques, classe les formes différentielles du type 
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(72) 71 - <U +- . -J 

ou du type 

(73) 1W, ï ( i j + Htt ij cU I (...j ÔJ^C yo^^eMÀe^ejAAejiLK. 

Ils ont en outre mis les classes analytiques des formes (73) (resp. (72)) en 

correspondance biunivoque avec les classes analytiques de difféos locaux de 

tangents à l'identité : 

(74) I : χ t ^ X. + + ^ . 

(resp. avec des classes spéciales de tels difféos) 

Interprétons ces résultats. Classer les formes (72) ou (73) revient a 

classer les champs de vecteur locaux de vL qui ont pour multiplicateurs, 
respectivement : 

(75) ( ) , A ) = M = s ΐ Γ = Ι Ν υ { - ι [ 

(76) ( > , , \ ) = ( f l ^ - I H ^ SU - Ζ 

Plaçons-nous en niveau |i- 1 pour simplifier. D'après la proposition 6 les 

classes analytiques de tels champs sont paramétrées par des familles d'invariants 

(77, < u ~ / U ^ ) { / C | Λ ' κ ΐ l 

Λ* Q Λ 1
 A g 

où le bloc /\> est "précaire" et le bloc ^ fortement invariant, 

c'est-à-dire invariant tant nour les changements de variables analytiques que 

pour la multiplication à gauche par un facteur analytique. Relativement à cette 

notion d'invariance forte qu'adoptent Martinet-Ramis, on trouve donc des classes 
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analytiques caractérisées chacune par une famille dfinvariants 

avec scalaire et parcourant ^ dans le cas (76) et ÎIM dans le cas 

(75). Mais les classes générales (resp. sesquilaterales) de difféos locaux (74) 

sont précisément caractérisées par de telles familles d*invariants, avec exacte­

ment les mêmes conditions de croissance.(cf. [3]). D'ailleurs, ces correspondances 

entre classes analytiques d'objets locaux de différentes sortes (par exemple 

difféos et champs de vecteurs) sont un phénomène très général et qui s'observe 

en toute dimension (cf. [4]) 

Cas |t—oO (niveau infini) 

Tout dépend alors de . Lorsque JiC est discret, il y a une infinité 

d'invariants formels aisément calculables, et pas d'invariants holomorphes ni 

métaholomorphes. Lorsque n'est pas discret, il y a encore une infinité 

d'invariants formels, mais il apparaît aussi des invariants analytiques provenant 

des petits diviseurs. Les petits diviseurs sont des expressions de la forme : 

V 

(78) 2 ^ X + ψ *„) txnt ^(0) = Ο 

qui figurent en dénominateur dans l'intégrale formelle et où le terme scalaire 
thi )lt* peut être arbitrairement petit sans que la série V^*», . . ·/ I e 

soit nécessairement. Les invariants analytiques issus des petits diviseurs sont 

très probablement non constructibles. En tout cas, J.-P. Françoise a montré dans 

[5] qu'il ne saurait, dans ce cas, exister de paramétrage complet des classes 

analytiques au moyen d'invariants (scalaires) holomorphes. Notons que les petits  

diviseurs sont liés à l'existence d'une intégrale première, indépendamment de 

toute hypothèse sur la diophantianité des multiplicateurs ^ . Ils n'ont donc 

rigoureusement rien à voir avec les tout petits diviseurs (cf.§ 1) bien qu'on ait 

souvent tendance à les fourrer dans le même sac. 
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§8. CHAMPS A PLUSIEURS DEGRES DE RESONANCE. 

Passons brièvement en revue le cas le plus général - celui où le degré 

de résonance et le degré de fausse résonance sont quelconques. La fausse résonance 

nfa bien sûr rien à voir avec la quasi-résonance (cf.§l). Donnons-en une définition 

précise : 

Définition 6: (degré de résonance et degré de fausse résonance) 

Le degré de résonance, noté £ , est la dimension du sous-espace (K^ 

de Q engendré par les résonnateurs positifs, cfest-à-dire par les 1!Lï (^i ;-y^j 

orthogonaux à ^ .y et de coordonnées ΉΙ; £ IN 

Le degré de fausse résonance, noté ^ , est la dimension du quotient 

ftj , où d{j est le sous-espace de (Q engendré par tous les résonateurs, 

cfest-à-dire par tous les orthogonaux à ̂  et de coordonnées /Wt; é" 2 * 

Ecartons d'abord les effets parasitaires dus aux petits ou tout petits  

diviseurs. On a alors un résultat d'une stupéfiante simplicité : 

(i) le système dynamique associé au champ 3C possède un nombre fini d'intégrales 

formelles φ (une si 4 1 , une ou plusieurs si t^^-) qui sont fonction : 

- du temps complexe ^ , qui figure par ses puissances négatives (β-tlêo Q*|fv< êuĴ â3^ 

- de paramètres associés à la résonance 

- de ^ paramètres associés à la fausse résonance 

H / // 
- de £ =r V-Ĵ - £ paramètres associés à la dimension £ de Λ L 

(ii) chacune de ces intégrales formelles est résurgente par rapport au temps 
complexe ^ et vérifie des équations de résurgence 

(79, e ^ A , Φ = A , Φ ( 1 é l T ) 

pour des opérateurs différentiels /\^ de la forme : 
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avec des /\^ non plus scalaires mais éléments de [Ĉ ,,. y ; ,̂ , » · y ^/ 3J 

( i i i ) les opérateurs sont des invariants holomorphes du champ -^C et, tous 

ensemble, ils constituent un système complet d'invariants holomorphes sauf lorsque... 

( i i i i ) ... les directeurs \ / - - · · qui sont définis lorsque ^ > ί 

et qui sont des espèces de "multiplicateurs de seconde génération" (voir f4]), 
sont eux-mêmes en résonance de degré ^ . Le processus peut d'ailleurs continuer 

et on peut (très exceptionnellement) voir apparaître des multiplicateurs 

etc.. de troisième, quatrième... génération, mais on s'arrête forcément au bout 

de V générations et les invariants holomorphes issus de cette résonance en 

cascade sont toujours calculables par le même procédé : fonctions résurgentes, 

intégrales formelles et relations (79). C'est la méthode dite de l'arborescence 

(cf. [4]). 

Si maintenant de la quasi-résonance (multiplicateurs liouvilliens) vient 

se greffer sur la résonance, c'est là une source d'invariants métaholomorphes 

qui viennent s'ajouter aux (resp. qui viennent détruire les) invariants holomorphes 

est diophantien (resp. si est lui-même liouvillien). Si enfin on 

a des petits diviseurs (provenant d'intégrales premières)̂  on a là une autre 

source df invariants métaholomorphes (à moins que J^L ne soit discret). Si toutefois 

le nombre d'intégrales premières indépendantes est strictement inférieur au degré 

£ de résonance, il subsiste de la résurgence, qui est porteuse d'invariants 

holomorphes et avec laquelle les petits diviseurs n'interfèrent pas. 

Une dernière remarque. Les tout petits diviseurs sont évidemment parfaite­

ment exceptionnels : pour avoir de la quasi-résonance, il faut "le faire exprès". 

Autre est le cas des petits diviseurs. Pour un champ résonnant quelconque (libre 
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de toute contrainte a priori) le phénomène est évidemment superlativement excep­

tionnel. Mais il devient générique pour certains champs particuliers, notamment 

les champs isochores, qui annulent la forme cJziA^*t · · · A cix^ et les 

champs hamiltoniens, qui annulent la forme j>I (LZL A ^ 2 l 4 ^ · Dans ces 

deux derniers cas, c'est au contraire la résurgence qui fait figure d'exception : 

elle ne fait son apparition que si les multiplicateurs vérifient des relations de 

résonance ^ \ *λι—0 extrinsèques, c'est-à-dire indépendantes des rela­

tions de résonance intrinsèques, à savoir : 

Î
^,+^£+.. ,+~^y - Ο dans le cas isochore 

+ ^i+V = @ Ç - /̂̂ /··v̂ ) dans I e c a s hamiltonien 

§9. TABLEAU RECAPITULATIF. 

i£ = degré de résonance 

^'= degré de fausse résonance 

quasi-résonance multiplicateurs X liouvilliens dans leur ensemble 

I* discrets : en particulier les niveaux et les degrés de résonance 

rationnels 

• résidus, multiplicateurs, directeurs etc.. 

* algébriques 

^* Invariants stricto sensu J Ces invariants sont issus de 

i.e. pour tous les changements / la résonance, portés par la 

INVARIANTS ^ e v a r i a b i e s # j résurgence et constructibles * 
HOLOMORPHES / V 

Λ * ̂  · ι ι au moyen du calcul étranger. \ Invariants lato sensu y 2 — 
i.e. pour les changements de 
variables suffisamment tangents 

^ à l'identité. J 
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^ * provenant des tout petits diviseurs ~) Les invariants métaholo-

et issus de la quasi-résonance / morphes scalaires sont 
INVARIANTS 

METAHOLO- J * provenant des petits diviseurs et y non seulement non holo-

MORPHES \ 

\ et issus dfintégrales premières morphes, mais sans doute 

formelles, notamment dans les cas aussi non constructibles, 

isochores et hamiltoniens. y 
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