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DIFFUSION POUR L'EQUATION DES ONDES DANS UN 
DOMAINE EXTERIEUR 

Gilles LEBEAU 

1. Introduction, 

Soit Qclf (n^3 impair) une sous variété à bord, connexe, non bornée, 
de bord οΩ analytique compact. Dans R̂  χ Ω on considère le problème mixte pour 
l'équation des ondes : 

(ô̂  - Δ )u(t,x) = 0 dans R Χ Ω 
Τ- X "C χ 

(1) u(t,x) = 0 dans R χ ΟΩ 
' t χ 

u(0,x) = uo(x) |H (o,x) = U l(x) . 

On note u(t) les données de Cauchy à l'instant t : 

u(t) = (u(t,x) ,|f(t,x)) s (uQ(t),ui(t)) 

et Η(Ω) = H (Ω) Θ L2(Ω) lfespace de Hubert fermeture de c£(n) X c£(fi) pour 
la norme énergie : 

( 2 ) K v u i ) i 2 - tfn(iVoi2+hi2>J* · 

Si u(0) € Η(Ω) la solution de (l) est unique, u(t) € Η(Ω) pour tout t et on a 

u(t) = U(t)u(0) 
/ tA où U(t) est le groupe unitaire e , avec 

" { i l ) = 

Pour étudier le comportement des solutions de (l) Lax-Phillips [8] introduisent les 

sous espaces de Η(Ω) suivant : Soit p>0 tel que le bord 9Ω soit contenu 
η 

dans la boule de R centrée à lforigine et de rayon ρ ; on pose 
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D P = {u(0) € Η(Ω) , tels que la solution u(t,x) de (l) avec donnée initiale u(o) 

vérifie u(t,x) =0 pour |x|<±t+p dans ±t>0} · 

Les éléments de D P (resp. D P) sont appelés solutions sortantes (resp. rentrantes) 

du problème mixte, et les sous-espaces D p et D P sont orthogonaux dans Η(Ω) . 
(comme la dimension est impaire ne sont pas réduits à zéro,) 

Maintenant le point fondamental est que D p est un sous-espace sortant 
(au sens de [8]) pour l'action du groupe unitaire U(t) sur Η(Ω) , c'est-à-dire 
qufon a : 

i) u(t)Dp c D p pour t>0 
(3) ii) Π U(t)DP = {0} 

t 6R * 
iii) { U f U(t)DP) - Η(Ω) 

t €F + 

[bien sûr, D P est un espace entrant, avec la définition évidente). 

Dans (3) les points i) et ii) sont des banalités, par contre iii) est 

un résultat profond, qui est équivalent à la décroissance de lfénergie locale pour 

les solutions de (i), i.e. si GCQ est borné alors : 

G 
(4) Vu(0)€H lim |u(t)û(0)| =0 

t -*+ œ Ε 
G 2 

où (|ϋ|β) est l'énergie contenue dans le domaine G : 

(IHIE) 2 = S K I 2 + K I 2 · 
G 

On introduit alors le supplémentaire orthogonal Κ de D P Θ D P dans Η(Ω) : 

Η(Ω) = D P Θ Κ Θ D p 

ainsi que les projecteurs orthogonaux P p sur (D^ ) 1 et on pose pour t^O : 

(5) Z(t) = P p U(t)pP . 

Alors Z(t) est un semi-groupe de contractions sur Κ , de générateur infinité­
simal Β : 
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, » tB Z(t) = e . 

Le semi-groupe Z(t) décrit le comportement local pour t>0 de la solution : 
en effet si u(o) est à support dans |x| <p on a : 

(z(t)u(o))(x) =u(t)(x) pour t :> 0 , |x|<p · 

Il est prouvé dans [8] que le spectre σ(β) de Β est purement ponctuel, 
et que la résolvante (μΙά-Β) est méromorphe dans C , et holomorphe dans 
Εεμ^Ο · Sans entrer dans la théorie de Lax, Phillips, rappelons que tuf C est 
un pôle de la matrice S de scattering si et seulement si ΐω€σ(Β) et qu'on 
a la caractérisation suivante du spectre : 

μ€σ(β) si et seulement s1il existe f(x) non nulle vérifiant 
2 

1 ) Af = μ f dans Ω 
2) f - 0 sur ΟΩ 

1 3) f est μ. sortante i.e. il existe une fonction 
j g(y) définie sur οΩ telle que 

= Γ e (x-y)g(y)do(y) 
9Ω μ 

2 
où e est la solution élémentaire sortante de Δ-μ : μ 

n-1 _ ι ι 
e (χ) = C (μ2-Δ) 2 ) . 
μχ 7 n v^ 7 v μ ' 

Ainsi le spectre σ(β) correspond aux "valeurs propres" (associées à des fonctions 
propres généralisées) du Laplacien dans Ω avec condition de Dirichlet, et le 
problème général qufon se pose est d'obtenir de 1finformation sur ce spectre. 

On se limitera essentiellement ici aux résultats qui se déduisent 

des théorèmes de propagation de singularités pour les solutions du problème mixte, 

et qui relient le spectre à la géométrie de l'obstacle. Néanmoins, pour terminer 

cette introduction, on donne deux résultats abstraits : d'une part le spectre est 

infini [9] (donc non vide, ce qui n'est pas évident a priori), d'autre part il 



- 106 -

n'est pas trop gros [14] : le résultat annoncé par Melrose est le suivant : 

!

I1 existe C,N>0 tels que 
# ίμ€σ(Β), | λ} ̂  θ(ΐ + λ) Ν . 

(La méthode de R. Melrose ne permet pas de connaître le meilleur N). 

2 · Géométrie microlocale. 
* / η \ 

Soient Τ ν^ χ
χ^) ^ e -fibre cotangent, π la projection de ce fibre 

sur sa base ï?1 X R , M = Ω χ R , M = Ω χ R , ÔM = ΟΩ X R , T*M = π""1 (M) et T* χ t ' t 1 t t ' v / ôM 
le fibre conormal à ôM dans F n X R . 

χ t 
Soit bM l'espace topologique construit à partir de (τ Μ\θ) \ T g M 

en identifiant les points de π (âM) qui ont même projection dans T (ÔM) \0 . 

Alors bM s'identifie à (Τ Μ\θ) U (T (ÔM) \0) et on a une projection canonique 
•χ- -χ-b de (T M\0) \T sur bM . 

Soit Σ la variété caractéristique de l'équation des ondes 

Σ= {(x,t,ÇfT)€T*(F£xFt) , τ 2 = |§|2} . 
On note 

(8) ^ = b(zriT*M\0) 
et on pose 

ο *° Γι 1 ·* / E B = E b n T M \ 0 ; 2 ^ J = E b n T (ÔM) \0 · 

Γι1 ± 
Au dessus d'un point γίΣ^ ; il existe deux points γ dans Σ tels que 
b ( Y ± ) = γ . On note alors 

= { υ ^ Σ ^ OÙ Y + ^ Y ~ ] (région hyperbolique du bord) 

i f 1 = {Υ€Σ^ 1 ] où Y

+ = Y l 

[2] 

Si γ €Σ^ , alors la bicaractéristique de l'équation des ondes passant 
par γ+ = γ est tangente à ττ VèM) (ou, ce qui est équivalent, sa projection 
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sur la base qui est une droite est tangente à ÔM) . On note alors : 

V Γ2"] 

l£ = {γ € Σ^ tel que a un contact d'ordre k^2 exactement 
avec TT 1(ÔM)} 

2 — 2 — 1 
Σ^' = {γ € tel que soit contenu dans π (M) près de γ̂  = γ } 

2 -
On appelle Σ^' les points diffractifs du bord. 
Comme on a supposé analytique, Σ^ est vide pour k assez grand et lorsque, 

Γ2] 2 -
par exemple, 3Ω est strictement convexe, on a Σ^ = Σ^' 
Près dfun point X Q €ΒΩ on peut choisir un système de coordonnées locales 
y = (Υ-|ΐΥη) t e l <lue ^ soit défini par y n

> 0 e t t e l <ïue l e symbole de lf équa­

tion des ondes se transforme en : 

τ 2 - |||2 , τ2-[τζ+Γ(γ,η·)] (η - (η·,\)) . 
On a alors en posant r (ye

fT)f) = r(y,,0;11f) 

= ίτ2>Γο(γ·,η·)} 

ς£ 2 ] = {τ2 - Γο(γ·,η·)} 

ς 2/* = {τ2 = r 0(y,r) , ̂  (ο,γ',η·) > ο} . 

n 
(̂) Définition : Un rayon est une courbe continue I 3s^y(s) € Σ^ ( I intervalle 
de F ) telle que : 
- Si Y ( S

Q ) € Σ ^ , alors Y(S) est une bicaractéristique de lféquation des ondes 

pour s près de s , i.e. Y(S) = H ^ ^(Y( S ) ) (°Ù h e s t ^ e champ hamiltonien). 

τ -ξ 
- Si Y( s

q) ̂  alors Y(S) € Σ^ pour s ̂  S
Q près de ŝ  (un rayon transverse 

au bord se réfléchit selon les lois de l'optique). 
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- Si Y ( S

0 ) ^ t alors dans un système de coordonnées locales, on a 

Y(s) = b[y(s),T](s),t(s),T(s)] , y(s) , T]»(s) , t(s) , T(S) sont dérivables en S Q 

et 

t(s ) = 2T(S ) T ( S J = 0 

yn(s0) = ο . 
te -Sur un rayon on a toujours τ = C , t = 2TS et les projections sur Ω des 

rayons pour lesquels τ = \ sont les géodésiques (généralisées) de la variété 
à bord Ω , paramétrées par la longueur t . 

La terminologie suivante sera justifiée par la suite 

(9) Définition : Un rayon - C est un rayon qui vérifie de plus : si Y ( S

Q ) ^^5 ' 

Y(s) € pour s ̂  S

Q près de S Q . 

( 00 
De façon imagée un rayon -C est un rayon qui reste le moins de temps possible 

dans le bord). 

(10) Lemme [16] : Pour tout ρ € il existe un unique rayon -C maximal 
passant par ρ . 

(11) Définit ion : On dit que Ω est Mnon-trappingtf s 1 il existe R>0 tel que 
tout rayon -C°° contenu dans la boule |x| - ρ f (sur lequel τ = ̂ ) , est de 
longueur inférieure à R ; Ω est dit trapping dans le cas contraire. [On dit 
aussi non-captif, ou captif]. 

Par exemple, lorsque Ω est le complémentaire dfun convexe fermé, Ω est non-
trapping ; lorsque Ω est le complémentaire de la réunion de deux convexes dis­
joints, Ω est trapping. 
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• unique rayon - C issu de Y Q 

Fig. 1 

3· Propagation des singularités. Application à la localisation des pôles dans  

le cas ηοη-trapping· 

Pour une solution u(t,x) de (l) , on peut définir (cf [16]) de 
façon intrinsèque un ensemble fermé conique WF^(u) , contenu dans Σ^ et qui 
coïncide avec le front dfonde C de Htfrmander [4] dans Τ M \0 , et on a le 
résultat de propagation des singularités suivant : 

(12) Théorème : [16] WFb(u) est réunion de rayons C°° . 

Aux points de Σ^ , c'est le résultat de propagation des singularités à l'intérieur 
1 

de HSrmander [4] , aux points de Σ^ , c'est le théorème sur la réflexion trans-
versale des singularités ([3], [7])· Le cas des points de Σ £ e s t traité dans 
[16] ; on y utilise les résultats de [13] aux- points de Σ^' (diffractifs)· 
Une conséquence importante du théorème précédent est la décroissance exponentielle 
uniforme de l'énergie dans le cas non-trapping ("conjecture de Lax-Phillips", 

voir aussi Morawetz-Palston - Strauss [17])· 

(13) Théorème : [14]· Supposons que Ω soit non-trapping et soit R > 0 et G 
borné dans Ω . Alors il existe C,Œ>0 tels que pour tout u(o) dans Η(Ω) 

On a illustré sur la fig. 1 la différence entre un rayon quelconque et un 
oo 

rayon -C 
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à support dans |x| ̂ R on ait : 

|u(t)|^Ce-at|u(0)|^ . 

En effet on déduit de (12) que pour t assez grand z(t) est un opérateur compact ; 

il en résulte alors la décroissance exponentielle du semi-groupe z(t) (cf [8]) : 

Hz(t)|hCe-at 

dfoù la décroissance exponentielle de lfénergie locale. 

Toujours dans le cas non-trapping, on déduit de (12) qufil existe a,b>0 tels 

que (voir aussi [ΐθ]) 
(14) σ(Β)<= {ϋβμ * - aLog^| + b} . 

Pour améliorer ce résultat, on reprend le problème de propagation des singularités 
en seintéressant cette fois aux singularités Gevrey de u , et non plus aux sin-

00 

gularités C · 

Rappelons que pour f(x) ̂ J1 (Ĥ ) , le spectre G° (1 ̂ σ<+°°) de f , qu'on note 
ici SSa(u) est défini par : 
T*F̂  \ 0 3 (XqI ξ°) fi SSŒ(f) ssi il existe une décomposition 

f(x) = f

0(
x) + £-|(x) P r è s d e * Q > telle que (Xq> ξ°) fi SS(f ) (le spectre ana­

lytique de Sato de f Q , [21 ]) et f̂ (x) est une fonction C°° de classe de 
Gevrey σ près de X q , c'est-à-dire qu'il existe W voisinage de X q , A,B>0 

tels que 

V a € M N sup la* f| £ AB^kvlf . 
X € W X 

Le cas σ = 1 correspond au spectre analytique et on a toujours 

WF(f) e SSQ(f) c SS0*1 (f) (σ· <σ) · 

On peut alors définir SS^(u) c pour u(t,x) solution de (l) et on a : 

(15) Théorème : Pour tout σ^3 , SS^(u) est réunion des rayons C°° . 

(Le même résultat est faux pour 1 ̂ σ<3 comme le montre l'étude de Friedlander-
Melrose [12]). 
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Du résultat précédent, on déduit que si la donnée de Cauchy u(o) est à support 
dans la boule de rayon R et Ω non-trapping, alors pour t ̂  t assez grand, 
u(t,x) est une fonction Gevrey-3 (jusqueau bord οΩ) dans |x| <R et on montre 
[ 2 ] qu'il existe C > 0 , T Q > 0 tels que 

V JI±O ||ΒΛΖ(ΤΟ)|| ^ c ^ 1 U ! ) 3 

d'où il résulte : 

Si Ω est non-trapping, il existe C

O

> 0 t el ( J A E 

(16) σ(Β) c {ΐ?βμ * -CQ(l+|μ|l/3)} . 

Le théorème (15) est une conséquence purement géométrique des résultats suivants : 
d'une part un théorème de propagation abstrait dans toutes les classes de Gevrey, 

dû à J. SJBstrand (cf [20] pour la preuve dans le cas analytique σ = 1 , qui 
s'adapte à toutes les valeurs de σ) : 

07) Théorème : Pour tout σ^1 , SS^(u) est réunion de rayons. 
2 — 

D'autre part le résultat de régularité aux points diffractifs (Σ^' ) [il] : 

(18) Théorème : Soit u solution de (l), γ = 1D(Y) dans Σ^' , σ>3 . Alors 

si exp s H 2 2 ^ & S Sb^ u) p o u r s < 0 o n a Y ^ s s ^ u ) 
τ -|ξ| 

qui se déduit de la construction d'une paramétrix asymptotique, aux points 
diffractifs. L'indice critique σ = 3 provient des propriétés de la fonction 
d'Airy. (Dans le cas σ>3 , on doit pouvoir aussi déduire le résultat d'un argu­
ment d'équivalence pour les hyper surfaces Glancing). 
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4 · Quelques résultats dans le cas trapping» 
oo 

Lorsque Ω est trapping, il existe des rayons - C piégés par 
f OO . ν 

l'obstacle (rayons - C de longueur infime qui restent dans un borne de Ω ) 
et on ne peut espérer une décroissance uniforme exponentielle de l'énergie locale. 
Dans les "bons cas" trapping (il suffit qu'il existe un rayon - C captif, jamais 
tangent à άΩ) [cf [19]] Ralston a démontré qu'on n'a aucun taux de décroissance 
uniforme pour l'énergie locale : en choisissant un rayon assez grand, on a : 

Pour tout ε>0 , et tout T>0 , il existe u(t,x) solution de (l) tel 
(19) que 

η x < R 

|u(0)|£ = 1 et |u(T)|E °*i-e . 
Néanmoins ce résultat n'implique pas qu'il existe toujours une suite de pôles 
-iM»n (ρ»η^σ(Β)) de ̂ a matrice de diffusion S qui tendent vers l'axe réel quand 
η-*+00 · Le cas le plus simple d'obstacle trapping, lorsque Ω est le complémen­
taire de la réunion de deux convexes stricts disjoints , a été étudié par 

Ikawa [5][6] ; dans ce cas, il existe un unique (à homogénéité près) rayon -C 

piégé dont la projection sur Ω est le segment de plus courte distance entre 
et # La description du spectre O(b) qu'obtient Ikawa est la suivante : 

ττ 

!

I1 existe C,C ,C„ >0 , tels qu'on posant μ. = -C + i τ j , j £ Z£ · 
ο 1 ^ ο d ^ 

d = distance (β,,&ρ) , D. = disque de centre μ. et de rayon C(l+|j|) 2 

' 3 3 

Î on ait 1) σ(Β) Π {Εβμ>- c -c } c U D. . 
2) Dans chaque disque D. , il existe au moins un μ\ appartenant au 

3 3 

spectre (pour j assez grand). 

De plus si les données de Cauchy sont assez régulières (5 dérivées pour U

Q(
X) > 
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4 pour u^(x)) , on récupère la décroissance exponentielle pour lfénergie locale. iSi G est un borné de Ω , il existe C,A>0 tels que 

|u(t)|^C[|(u0||5+ HuJ^e" 0* . 

Toujours dans le cas trapping, on peut utiliser une formule de trace pour obtenir 
de l'information sur le spectre : Dans [15], Melrose a démontré le résultat : 

Théorème : Soit E(t,x,y) la solution fondamentale de : 

[ (ô^- Δχ) E(t,x,y) = 0 dans χ Ω χ Ω 

< E(0,x,y) =0 DtE(0fxfy)= ô(x-y) 

\ E(t,x,y) = 0 pour χ € οΩ . 

Alors pour tout cp(t) ÇC^(F^) on a 

J cp(t) E(t,x,y) dt G 0°°(ΩχΩ) 
et 

2 f < φ(·)>Ε(·ιχ»*) > d x = Σ Φ(ίμ.) · 
Ώ μ.6σ(Β) J 

3 
Il en résulte que : 

μ-t 
(23) o(t) Σ e J 

μj €σ(Β) 
est une distribution sur l'intervalle ouvert ]0,+ °°[ , de plus on sait (voir [l]) 
que le support singulier de o(t) est contenu dans l'union des périodes des 
rayons C périodiques. En étudiant les singularités de o(t) , on peut alors 
prouver l'existence de spectre dans certaines régions du plan complexe : Petkov [18]. 
a obtenu le résultat suivant (à comparer à (14) et (16)). 

I S'il existe dans Ω au moins un rayon -C réfléchissant périodique isolé 

(24) / (v°ir [18]> pour la définition), alors pour tout ε>0 , il existe une 
/ infinité de valeurs spzctrales μ., dans la région 
\ -eLog^| < RE[I < 0 . 
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