M. DUNEAU
A.KATZ

Quelques propriétés génériques des énergies potentielles

Les rencontres physiciens-mathématiciens de Strasbourg - RCP25, 1983, tome 31
« Conférences de : B. Malgrange, B. Souillard, M. Duneau, C.-E. Pfister », , exp. n° 3,
p. 41-67

<http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1983__31__41_0>

© Université Louis Pasteur (Strasbourg), 1983, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Recherche Coopérative sur Programme n° 25 » implique 1’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1983__31__41_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

II

I1I

Iv

QUELQUES PROPRIETES GENERIQUES DES ENERGIES POTENTIELLES

M. DUNEAU

A. KATZ

Centre de Physique Théorique de 1'Ecole Polytechnique

Plateau de Palaiseau - 91128 Palaiseau - Cedex - France

"Groupe de Recherche du C.N.R.S. n° 48"

Introduction.

Espace de configuration, énergies potentielles et configura-

tions d'équilibre.

Invariance par les isométries.

Propriété de Morse et stratification par les distances.
Stratification par les symétrigs et leur stabilité.

Conséquences physiques.

A509.0782 Juillet 1982



- L2 -

"o,

St aprés tout, des symétries existent dans la nature c'est qu'en
dépit de leur apparente instabilité, le processus qui leur donne

natssance est structurellement stable.

R. THOM

O. INTRODUCTION

Le probléme initial de la théorie classique du cristal
est de montrer l'existence des cristaux, autrement dit de prouver
qu'un ensemble dénombrable de particules classiques identiques en
interaction est susceptible de fournir des configurations d'énergie

minimale présentant de la symétrie.

La méthode employée jusqu'Zd présent consiste a choisir
une interaction 3 la fois réaliste et suffisamment simple pour qu'une
étude directe des fondamentaux puisse conclure 3 1'existence de

propriétés de symétrie non triviales.

Si des résultats positifs ont Eété obtenus pour des systémes
en dimension un, le probléme de la dépendance vis 3 vis de 1'inter-

action choisie n'a pas été abordé dans tous les cas.

Le but de cet exposé est de présenter une méthode nouvelle
pour aborder la théorie classique du cristal, consistant essentielle-
ment 3 montrer que la propriété pour une interaction de fournir des
équilibres présentant de la symétrie, est stable vis & vis de per-

turbations quelconques de cette interaction.

On considére un systéme classique de n particules dans
' ‘e 3 - . . (™)
1'espace euclidien £ = R~ dont 1'énergie potentielle ? est
la somme sur toutes les paires [/ £ (L/ & A d'une interaction

34 deux corps fonction de la distance :

(n)

¢ ytn) < Z P (1B ) 0
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Nous supposerons que ;0 &€ C_MCJO/Q [> , de sorte
que 549(" e C© (X (“)) ou X“) est 1'ouvert dense de R n
des configurations non coplanaires et dont tous les points sont

distincts.

Les coniigurations d'énergie minimale et plus généralement,
les configurations d'équilibre du systéme correspondent aux points

. (n) . . n)
critiques de }p ,» L.e. aux solutions de d;ﬂ [2«) - o .

Les énergies potentielles sont invariantes sous 1l'action

(n) 3 3
naturelle sur )( du groupe I  des isométries affines de R .

La propriété de Morse, au sens des fonctions I - inva-
riantes, i.e. la non dégénérescence des points critiques en un sens
P ... 0d

que nous préciserons, est générique dans 1'espace CI (X “f)
. . . (n)
des fonctions J - invariantes sur X muni de la topologie
faible, c'est a dire qu'elle est satisfaite sur un ensemble résiduel
et par conséquent dense.
- B . . n)
Cependant, la structure méme des énergies potentielles 90
3 - . 3 ‘
qui ne dépendent que d'une interaction ’0 e C (]0,“[) a pour
conséquence que leur ensemble est un fermé d'intérieur vide dans
C*e [XCM) P s sl N
z , et par conséquent la généricité de la propriété

de Morse ne découle pas directement des théorémes généraux.

Nous présenterons une démonstration spécifique, adaptée 3
cette situation, dont la conclusion sera que 1'ensemble des qui

. (n) ")
engendrent pour tout n des fonctions 90 de Morse sur X » est
résiduel dans C“ (]%"’f) .

On peut alors suivre le déplacement d'un point critique
non dégénéré, associé A une variation petite mais arbitraire de

1'interaction qui lui donne naissance.

Une étude plus détaillée montre alors que la propriété
pour une interaction de fournir une configuration d'équilibre dans
)((“)présentant de la symétrie - invariance globale par un sous-

groupe fini des isométries - est une propriété ouverte et non vide

dans CN C]O;"" f) .
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(h)

Autrement dit, si 99 admet un point critique non
dégénéré correspondant 3 un groupe de symétrie non trivial, il en
sera de méme pour tous les points critiques voisins associés &
des variations petites mais arbitraires de ;0 , conclusion que
1'on doit interpréter en relation avec la théorie du cristal

évoquée ci-dessus.

I - ESPACE DE CONFIGURATION, ENERGIES POTENTIELLES ET CONFIGURATIONS
D'EQUILIBRE

(n)
Nous définissons 1'espace de configuration X de n

3
particules dans R~ comme 1'ensemble des configurations X =(2,--, )

In
de R » non coplanaires et dont tous les points sont distincts :
(“' 3" . N N -
X _—{x:{x,,...,zu)ek l'tha,o{’.of-tgél-—; 2;.;62:}} (2)

‘n) 3
Alors )( est un ouvert dense de MK 1 . Si 90 € C“(]c/oo[‘)

. . e , o (h
les configurations d'équilibre sont les points critiques de ? ,.

On pose Xy = 7('2—73

et A nmyn = W £ () 3

3n
ol £{J (x) est la forme lindaire sur &R définie par

4005 = (wy13y) (%)
avec \S:CS‘/.., §n) , gg =-§~L—§j et od (\) est
le produit scalaire euclidien de ’ﬂs . Dans ces conditions, la

différentielle de ?(n) s'écrit

d(f{“,[z) = ('Zq ‘70,[“7({;}“) I ud l\_( gcj (x,) (5)
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n
Si x est un point critique de so » la dégénérescence
et la stabilité de 1'équilibre sont déterminées par le hessien
/71 (n) (n) . e o .
x ? de (/ en A , qul est la forme bilinéaire sur
R donnée par

n ’” ’ . A Tl M -t
#??z ) _ % %‘P (i) - ¢ (uudn) L\an'§ltuJ(\ &) (I)inad'a\
r°S / . Y R
. % TR ST

i Eq(%,5) = GBl3y)  avee ¥=(%,-., %),
|g=(_5‘/"'/'5"‘\ et g«.{, = E.L—EA ) glé = Si-gé'

ITI - TINVARIANCE PAR LES ISOMETRIES

3 3
soit I = R XO[S) le groupe des isométries de R ,

produit direct des translations par les rotations.

(n)
si [z, f} A , 1'action naturelle (Z,/) sur

X
est donnée par

[z,f}[”% = ((7/f/z'/ .=y [z’/o} 2") (8)

ot (CP)A = TrpU

¢ .
Soit .Z/’t) 1'orbite de X € X "l pour cette action

Un théoréme de géométrie élémentaire [ BE ] permet de montrer que

L) - fyé)(“" | Mgy, Wyh = [3'.3\\}
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(n)

Pour tout X € )( J AL (1) est une sous-variété

de dimension 6 dont l'espace tangent en 2 est

Ja) = §xer> | i, (njl3y) = ] (9)

L'ensemble des formes linéaires qui s'annulent sur <;?%}

. *\,cCn *
est un sous espace vectoriel de 7;‘ X ’gg /R3N

£z aln-1)
In) = {ezé ay Ejcx)| fajyeR = } (10)

ol éz/ (x) est la forme linéaire donnée par (4).
' . . s (n) . o
L'invariance euclidienne de entraine les propriétés
) (nl ITY .
suivantes pour d{ﬁ " (x) , et ?L/z ip ) si A est un point

critique :

)

L
al
1) d? * (x) € J&/ pour tout 2 € X
o™ ) = cen Mo O o
2) si f (2) =0 , le hessien ,(;p considéré comme

sn
un homomorphisme de R 3" dans /R3" satisfait
Ker Hn @) en) -
Ttx) < n P et Im Hy @ < Jla) (11)

n
La propriété des configurations de X d'étre non
coplanaires implique que leur groupe d'isotropie pour 1'action (8)
e a4 se = . . - o e in)
est réduit 3 1'identité, de sorte que 1l'espace réduit ,K //1.

¢ . - 0
a une structure de variété C

Dans ces conditions les énergies potentielles passent

au quotient et on peut énnoncer la
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i e . .. n)
Définition : Un point critique X de 5’ est "non dégénéré”
) ‘n) . (n) .
(resp. ?’ est une "fonction de Morse" sur X ) si le point
PN

o~

critique 2  correspondant de la projection sﬂcn) de V )

¢ - PP N .
sur X “)//l_ est non dégénéré (resp. si 99(") est une fonction

tn)
de Morse sur X n/I ).

s ‘n)
On vérifie que le relévement dans )( de la non-
dégénérescence est donné par les trois propriétés équivalentes

suivantes
‘i
i) Tfz) = Ker Hx ™!
£ - Cin
ii) Tra)” = L Ha ¢ ’ (12)

/MJ //m 50[") = Sn-¢6

iii)
III - ©PROPRIETE DE MORSE ET STRATIFICATION PAR LES DISTANCES
o
L'espace ffz- (}((~') des fonctions I-invariantes sur
( . . N /n)
X ") est homéomorphe pour la topologie faible a C”(X "/I)

Un théoréme classique de topologie différentielle permet de conclure
" f2+a " C“ €nl P
que la "propriété de Morse'" dans z [,K » au sens précédant

est générique.

L'ensemble des énergies potentielles &tant un fermé d'inté-
. . od e o -
rieur vide dans C‘Z (’)( '"') , nous devons présenter une démons-

L e n
tration adaptée a la structure spécifique des 90 ) .

ob
Propriété de Morse dans C (R M)

¥
Soit F : Cn//RM} — C&(RM, R R™ L.: [A“))

1'application définie par

f;/l) = ev F(¢/7) = (%, 4/515["}/ Ha ¢ )
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ol ¢ o C“//K ) . d¢[1) est la différentielle

en 2 et 6’7‘ ¢ la matrice des dérivées secondes.

soit W = g(l,ojﬂj \d&%(:o} C/R‘Z,ﬂ“"i L;(/Q««)

H/lest une sous variété algébrique qui correspond exactement aux points

critiques dégénérés.

I1 est clair que est une fonction de Morse si et

seulement si /;(/;e”’) n'intersecte pas w .

La généricité de la propriété de Morse s'obtient en utili-

sant la théorie de la transversalité de Thom.

- . . ”ne
Dans le cas présent, la non intersection de /%b (2? }
avec W est équivalente, pour des raisons de dimension, & la trans-

versalité de F¢ 3 w

En effet si F¢ (x) € W , la condition de transversalité

s'écrit

T T bg v Ty W = T (RGR Lk

Elle est impossible a réaliser car a’m (Jm —/;c ’L;f} = m
et todivn W = m+1

Les théorémes originaux de la théorie de la transversalité
ont été étendus i des situations plus générales par Abraham-Robbin
[ A-R], puis par Robinson [R], 1'idée directrice &tant d'utiliser une
extension de F;é a un espace 3 x X suffisamment grand pour que
la transversalité soit assurée, et d'en conclure que pour presque

tout /bé B les applications partielles sont transverses.

Nous rappelons quelques définitions entrant dans 1'énnoncé

du théoréme de Robinson que nous utiliserons dans la suite.
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Représentation : Soit A, X,Y des variétés C/\ et
F.: A C".[X) )’) une application. On pose

evF o Ax X — Y defini par
evF o (a,2) = fa ()

On dit que F est une représentation de classe Cr si evF
est une application de classe cr de Ax X dans y .

Pseudo-représentation : Soit A un espace topologique , X: Y
P ~
deux varistés C et F A ., CP(X, YJ une application.

Pour tout k £~  on définit
FO Ay TR T, ThY)
par ev F®lra 5) = T*CR)(E)

v SeTéX = T(T(---(TX)--")) et TR |est

éme . . . . .
la k itérée de 1'application tangente.

On dit que / est une pseudo-représentation de classe
r ) (7] ] . o
C s1 e~ F est une application de classe C pour tout

o £k £nr

Nous pouvons maintenant énnoncer le théoréme de Robinson.

Théoréme [R1 : Soit A un espace de Baire, X, Y deux variétés
C”™ ( ~ assez grand) et F: A _- Ch[x, Y) une pseudo-

~ . t
représentation de classe C .

Soit M/ une sous variété de Y et 6 un espace

de Banach.

On suppose qu'il existe un recouvrement de )< par une
famille dénombrable de compacts telle que pour tout tel compact K ,

on ait les propriétés suivantes
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i) b‘a = A , 11 existe une application continue ‘fq
de B dans A telle que Y5 {o) - a

ii) y&t e A ) Fa‘f’q RS S CP(X,Y) est une

- . r
représentation de classe C .

11i) 6‘0 ,éA Y &‘/(Fa%ﬂ)" Bx X-—>\/ a une restriction

i Bx K qui est transverse 3 274

Alors il existe un ensemble résiduel Aw tel que pour

tout o € Aw , fao ¢ X — VA soit transverse 3 W/ .

Remarquons que la situation est optimale lorsque W[/‘: ;ba)
est une submersion. C'est précisément le cas de 1'application du
S N s o0 .
théoréme a la propriété de Morse dans C (K “‘) si 1'on prend

pour B3 1'espace des polynomes de degrés 2 sur R

Dans notre situation, les égalités de distance éventuelles
du type ‘\')\,(9 W = “lkﬂ I ont pour conséquence que les diffé-
. L “
rentielles d? ‘"‘(x) n'engendrent pas J/Z} , de méme que

les hessiens #y ¢ “*) sont soumis 3 des contraintes non triviales.
La démonstration que nous présentons maintenant est légére-
ment différente de notre démonstration originale [K-D] et s'inspire

d'une remarque de M. Chaperon [C].

Stratification par les distances

Soit A une relation d'équivalence entre les couples

[i,j)/ (éidj £ A . On pose alors

Xg = gz_ e X | (1) e (k€)= Ixcifl = Ixagf 3 (3

aln-1]

VR :20(6/(—2—_. ‘/('//’/rvk[bf/# Q/.'d :ﬁ/k(z{

Considérons maintenant les applications suivantes
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1) S;Q  Xe 2 VR —n ﬁQM“

SR (2,%) < 5 oAy Wyl £ 6
Alors pour tout a1 &€ Xpg

Rta) = L o4 (a,.) = Sp (%, Yz ) (14)

lnl
est engendré par les différentielles d¢ (x) lorsque 50 parcourt

C (1o,()
’ {Q C Xe . Y,Ql__.» Rn‘@ Ptia
- A (yap) - é $piy —oij it} lm;rl & (1)@ &y (1)
- + %. Adif nugn" £y (15)

Alors Z[,/ , l'ensemble des hessiens en A , est inclus dans

“ZM%RZZJ'/')

Les applications {R et {R permettent de reconstruire
 cex . ») . .
les différentielles dl/ * (x) et les hessiens 74[,, P[“)en fonction

des paramétres Q/L'/ = ?I[IMJ‘II) ’ ﬁ"'J = Sl’” [/)l‘”'/l)

Les points critiques dégénérés correspondent en termes

des paramétres & et ﬂ i 1'ensemble

W = £(1,0,p) | SgCa)za , ray helama)<n-gd (16

I1 est clair que XR et WQ sont des variétés semi—algébriques

n) nin-1) n(n-l)
2 =

x /K x R respec—

(n)
et algébriques de X et X

tivement.

Un théordme classique de Whitney [ W] permet d'affirmer que

1'on peut présenter W‘Q comme une union finie de sous variétés h/)«
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C= N X X o
dont les projections \ sur R sont des sous-variétés
connexes et I-invariantes. On peut également imposer que la pro-

jection W/\ —a X) soit une fibration.

Pour toute partie lisse M/)\ de WR , la fibre

M [1J au dessus de X est certainement contenue dans

Wg(z) = g (a4, p) € qu.\ Sp (1,%)z0 , recey 7 (2,%)< 3n-¢§

La condition sur le rang du hessien étant mnon triviale,

on en déduit que

diw W) (3) ¢ Ao Ker Sg(n, ) + i Yo =1 (n

Par ailleurs on a le

Lemme I : Pour tout X €& X) ,

L
J/;)”L = RADa) + (TaXa) (18)

Preuve : Soit & = Z Q’;:/ 5‘7‘/1) un élément quelconque

! 7 i)

Posons & = /Z- Q/‘a‘f Z‘; ()(} ol 0(9 est
obtenu en faisant la moyenne de dkt pour (A,{’) 'VK (l'/‘/ } . Dans
ces conditions o = {o_?‘,\/} € YR et & € cg{z)

On vérifie alors aisément que & —& s'annulle sur Vx X\

ce qui achéve la preuve. Q.E.D.

On a donc Mg(z);MXx—é et comme
02/1) = Jw g (2) , (17) a pour conséquence
ol Ker S‘R (x) £ i y;q — s X} -+ & et finalement
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%kazjé 2 dhin \//g—daiux,\,‘/‘é"/ (18)

Nous pouvons maintenant appliquer le théoréme de Robinson

dans la formulation suivante.

Soit F/; M A = Cd’(]oloﬂ(\) —_ C’Q(XA,/ XXK YRZ)

défini par
e (g 2) = (2,79 Gngn)t, ey ) ao

Alors /i\ est manifestement une pseudo-représentation de classe

cr pour tout > e

m
Soit /S bt P (/R) 1'espace de Banach des polynomes de

degré M sur M , m étant choisi assez grand.

Si ?GA on pose ‘f;, . R —_— A avec

On a alors le

Lemme 2 : Pour tout fﬁ e A , 1'application
2 .
W[F)‘ o ‘/J‘f) L) x XA. — X,\x \/R est une submersion.

Preuve : On a

e (B o tfy) (6,2) = (0, § € C0an +5 0ot § @'(mag) +b"Tuin)3 )

I1 est clair que pour tout (6, 2) € Bx X). 1'application
tangente est une surjection pourvu que le degré /M soit assez

élevé. Q.E.D.

Une submersion &tant transverse i n'importe quelle sous

variété, on a le corollaire
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Corollaire 1 : Pour tout VéA , 1'application

2
W(F,\ o ‘/’9) : B« X,\ — )(;\ X ‘7’@ est transverse 3 la
sous variété W/\ , partie lisse de Wpx se projetant sur X

La conclusion du théoréme de Robinson est la suivante

L'ensemble A, = {}0 &A ( Fale) A W)\} des
interactions 9/ telles que £y (@) soit transverse a W),

est résiduel et par conséquent dense dans A.

I1 nous reste maintenant 3 interpréter cette propriété de

.. P (n)
transversalité comme la propriété de Morse pour ? sur Xx .

P cer e s (n
Théoréme 2 : Pour tout V £ AA , défini ci-dessus, ? I est
une fonction de Morse sur X) , au sens des fonctions JZ - invariantes
. . . .. ‘n
i.e, si TGXX est un point critique de Q ,, alors le rang du

hessien A/xf(") est 3a-6 .

Preuve : Compte tenu de la définition (16) de h/,q , nous devons
montrer que la transversalité de /5 /?’) i % implique la
non—-intersection de F;\[?}(X,\ ) avec M/,\ . I1 s'agit donc, comme

dans le cas de C“[K“) d'un calcul de dimension.

En cas d'intersection /C;\/f?//;) € W , la

condition de transversalité s'écrit
i 7. 7; T Xy x Yo
b T B () + 1B fo1ia) Wa = XX x (20)

ol nous avons identifié Y/Q d son espace tangent.

L'invariance par les isométries implique que

Im 7;5/?’) 7 TFA[P//I) Wi o ]/7)(§°}&fo5

Par conséquent la dimension du membre de gauche de (20) est

majorée par diin X)‘ + £ di YR -/
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On en déduit que l'intersection transverse est impossible
donc que FA [?) [X,\.) N % est vide pour tout 9" EA,\ .

autrement dit que ?"*’ est une fonction de Morse sur )(x . Q.E.D.

La résidualité étant conservée par intersection dénombrable

on a le
. ' ‘u)
Corollaire 2 : L'ensembledes 5/6/4 tels que pout tout v sﬂ
. . ‘n) . .
soit une fonction de Morse sur X est résiduel, autrement dit la

propriété de Morse pour les énergies potentielles est générique.

Les théorémes d'ouverture locale de la transversalité
impliquent dans le cas présent que pour tout 21 et pour tout
(n)
compact K de X » 1'ensemble AK des ? tels que

’n)
¥

pour la topologie faible.

soit de Morse sur A est un ouvert dense de C""(:\o,-ol’)

On a un résultat analogue pour la topologie forte de
C‘Qa"/"’(‘) ou topologie de Whitney : Ak est manifestement un
ouvert fort. On peut s'assurer qu'il est dense en remarquant que
la condition d'@tre de Morse sur p( ne fait intervenir 90 que

sur un compact de ]°,°3r et non son comportement 3 1'infini.

o0 .
C C] °,°‘D étant un espace de Baire pour la topologie
forte, on a également la généricité, et la densité de la propriété

de Morse pour cette topologie.

IV - STRATIFICATION PAR LES SYMETRIES ET LEUR STABILITE

S
Si ¢ e C a“)admet un point critique non dégénéré X
o . iq e, = . /
on a la propriété classique de stabilité : toute fonction 4¢
. . .. / . .
assez voisine de 99 admet également un point critique 2 voisin
. . - . Cw(KM
de x et localement unique. Autrement dit, a8 un chemin de )
partant de ¢ est associée un chemin de points critiques dans /R™
partant de % , ne présentant aucune bifurcation tant qu'il n'y

a pas dégénérescence.
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Dans le cas des énergies potentielles, une telle situation
. ) . N
n'est possible que dans 1'espace réduit )( /’1: , puisqu'a chaque
. A {n . . .
polnt critique x de gﬂ )est associé une orbite Jr/ﬁ) de

points critiques.

Dans cette partie nous montrons que si un point critique
. (x) . P . e
non dégénéré de ?’ présente de la symétrie, les points critiques
voisins obtenus en perturbant 99 présentent la méme symétrie,

sous réserve de non dégénérescence.

Les propriétés de symétrie des configurations de
apparaissent naturellement si 1l'on considére le produit direct
in) . e .

L x 2 des isométries par le groupe des permutations de n

éléments, et son action définie par

n) . -
(z0f:7) "2 = 4 ) Jio= Tt PR 2n

Le groupe de symétrie d'une configuration est alors

défini comme son groupe d'isotropie pour cette action :
& T2V, = z2+P A7 22

Les configurations &tant non coplanaires, il y a bijection
entre les permutations ¢ et les isométries {'z, f) associées
dans les éléments de C;i . En outre, C%i est isomorphe 3 chacune

de ses projections .Z',( sur L et Z,L sur 2",

Jra est le sous-groupe d'isométries dont 1'effet sur X

est de permuter les points.

On a également
Zxc §reZ™ [ Micy NN = Uty @2

Dans la suite, nous considérons les différentes parties de

(ny
X' dans lesquelles les groupes de symétrie des points sont cons-
tants, 3 une conjugaison prés. Dans cette perspective nous rappelons

le théoréme suivant
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Théoréme 3 [BR] : Soit ¢ un groupe de Lie compact agissant sur

une variété X et H  un sous groupe de (& . On pose

SH:{xeX]G,( tonpingud a H dow 6} (23)

ot C%i est le groupe d'isotropie de &

f;ll
Alors est une sous variété de )Q dont le bord

topologique est 1l'union des .S‘< pour }  contenant strictement H

. (a) n)
Dans le cas de l'action de [x 2 sur X , les
translations peuvent €tre prises en compte séparément, par exemple

en centrant les configurations, et on déduit du théoréme précédent

le résultat suivant :

(a)
Pour tout 2 € X , On pose

Snzggéx(“‘lzx:ZJVl.IaWMd%MI&(ZA)

x(ﬂ)

Alors \Sx_ est une sous-variété de et des argu-
. . e o . (.,

ments de finitude montrent que la stratification de )( ainsi

obtenue est finie.

On considére également

S =§ge X Guo= Gy} 25)

o
On vérifie que fLK est l'orbite de f;z sous 1'acticn
o
des isométries et que 'Sz. est un ouvert dense d'un sous espace

in
vectoriel de ﬂ?

n)
Définitions : Pour tout X E&X on pose

S %)

{§ € lksn, V(z,f,o‘)éé,( , [f,tr)[“"g < € } (26)

7't)

n

§Ten’” | GZ. or)"s =0} (27)
Sr)

I\

{ ¥ e pn ] Vorelsy, (’10}”&4) = (h—cnrcj\Brmmh}(zs)
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On a alors

Cn)
Lemme 3 : Pour tout X & X les relations sulvantes sont vérifiées

o RN Th) e P (29)

o o
iy %)= Tn Sa (30)
iy ) = TuSa 31)
o !

Preuve : :/ ) et .V/z) sont respectivement 1'image et le

. K3'\ -\ (n) '~
noyau du projecteur de IG,LI Z. (f, 0"') , d'ol

Ca

la propriété 1i).

On obtient i1i) en explicitant le sous espace vectoriel

fermeture de 5: dans /(3& .

Enfin on remarque que 7;¢ Sz = yofl) +* 7/1) . I1
suffit donct de montrer que y/z) y°/2) + ‘7/1)

\1

1) Il est clair que 7/7) c y/’l}

Si 5S¢ () alors ‘V(z_,f,g-) e G ,
on a [f/ ﬂ')(") €. ¥ , 1.e. f f(/ = Er('_' vei) et
également 2{/.

we 7°%4) < 7 (x)

Z i) o)) , d'olii 1'on peut conclure

2) Réciproquement si % € .‘f/l} alors
E = 'G,L(-‘ zZ. C(’,d’)“‘ X € '7’°[1/ et on vérifie que
(%

€« _% ¢ j/;) . Q.E.D.

Nous examinons maintenant les propriétés de symétrie des
différentielles et de hessiens, en relation avec les groupes de

symétrie des points.
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Par analogie avec les définitions (26) et (27), on pose

*
f/p[z)

|

jee Ty~ | Yz 0)e6x , 6-(£,0) =0 § (32)

(flgﬁ)

foc T4 e. &Z" r5) 2o J: (33)

On a alors

)
Lerme 4 : Pour tout X € X . » les propriétés suivantes sont
vérifiées
WA * ¥
iy Jk) = Pha) @ P a) (34)

¥
ii) 02(2) C .(/ /1) ; @/z} étant 1l'espace engendré (35)
par les différentielles 5/50 (.'[z,[

iii) Pour tout hessien % en 2 , considéré comme un homo-
. 3n «
morphisme de R dans &3 .

A (7)) < ¥°%12)

(36)
(L)) < ¥ny
iv) Pour tout hessien ( en X de rang 3n-6
{ [7”(1/) = .7"(/;)
37)

Ry ) = 9 tay

A ¢
Preuve : L'application & —s lém‘ Oo 62 ({’16-) “) est un
. 8

projecteur de (7/7} dont 70[7) et V’(U sont respecti-

vement 1'image et le noyau. On a donc la somme directe 1i).

Soit & = ,Z, Aij E5(x) avec W%yl = NXee = Xij= %y
un élément quelconque de a[z) . Pour tout CZ,{’, r) € 6',_
et 3 € /K-s'\ on a
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o.(p5)" s Z Ay

& X9 (rglp Ty )

]

-1 ' -1
= & oy (g | Bomea)

4]

%;, o(:(; (16'(:\0"(;) | 3400 ¢"c<i)>

Comme 0(400 = o(fh\ 0:,C¢')
6.(po)"s - o.X

pour tout I~ & Z’L R

et e € yo?z)

On montre de la méme fagon que si { est un hessien

en X , on a pour tout (Z,/’,d')éé'a p S,S&RS‘\

ALY, (er)™8) = A(5S)

On en déduit directement 1ii).

Enfin si K est de rang maximum, nous avons vu que
£ ¥ «
ImK = ,7/1} = 7" (z) & "f’_(,‘) d'ol la propriété iv). Q.E.D.

La propriété iv) implique en particulier que si K est
non dégénéré, sa restriction a V(Z) est de rang maximum. Autrement
. . . . PP (n
dit si1i 2 est un point critique non dégénéré de '

, c'est un
. . L .. th)
point critique non dégénéré de la restriction de ?’ A la strate
Sa -

V)
La propriété ii) implique que pour tout ? e C (]0,50[\
) . . . .
d? * (2) est complétement déterminé par sa restriction i f/z}
En effet pour tout ¥ € R34

dya) 8 < dpT). E

f]

ou

T s lalT Z 0TS e VG
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Nous pouvons maintenant démontrer la stabilité des symétries

dans le sens suilvant :

Théoréme 4 : Soit 6& e C (]°/°’ t\ et x € X ,un

. .. P o
point critique non dégénéré de ?p ) .

I1 existe alors un voisinage faible U de & tel que
n) Lo . L. PP
V ‘f' e U ) (// ait également un point critique non dégénéré
dans la strate 52_ .
. . .o P (n)
Preuve : Si X  est un point critique non dégénéré de ? s Ssa
[

. . P ny PP
projection X dans 1'espace réduit X /I est non dégénérée au sens
~o

stricte pour 9”"' .

. . . . & - .
L'application qui associe ? " ? est continue
pour la topologie faible. Il existe donc un voisinage 'U; de V

(‘\) N

tel que b’ye’b‘,, ¥

est de Morse dans un voisinage de X .
. . N - 3
Le lemme 4 implique que X  est egall\e,ment un point
critique non dégénéré pour la restriction de f’("’ a S« /I .
11 existe donc par stabilité, un voisinage 'UT de 50 tel que

# 50 c 1 , la restriction de ('l/('" a Sa I a un
'
Ll P~

point critique voisin de X (également critique pour lf/("’ ). On
en déduit la propriété annoncée pour tout y’ e V- V- f]?j,_ G.E.D.

Nous terminons cette partie en montrant que les strates
de la symétrie n'admettent pas de partie stable plus petite, 3
1'exception possible d'un nombre fini de sous variétés de codimension
non nulle. Autrement dit, si @A est un point critique non dégénéré
de ? (n) , les variations de Sﬁ entrainent des déplacements de X

qui couvrent localement la strate Sa .

Examinons d'abord la relation entre la stratification par

les distances et la stratification par les symétries.
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Lemme 5 : Soit x ¢ X et X; la partie lisse de la
variété algébrique XR a laquelle il appartient. Alors X)‘ est

inclus dans la strate S,,_

Preuve : Soit R la relation 4d' equlvalen('e associée 3 X
R entraine certainement les égalités de distance \l =
| Neay 53y {l , dues au groupe de symétrie G—x .

Donc Vy EXA , 2; > 2a

. e . fu)

Par ailleurs, on vérifie aisément que pour tout X & X

il existe un voisinage Vax tel que Vy € V / Z'J S Zn -

On en déduit par connexité que 23 = Zz pour tout
: € X; » et par conséquent que X)‘ c 57( . Q.E.D.

La stratification par les distances &tant finie, il existe
un ouvert dense de Sk , complémentaire de sous-variétés de

codimension non nulle, telle que dinva X,\ = Mﬁ.' On a alors

Théoréme 5 : Soit )(; une strate de la distance ouverte dans 51
ou A est un point critique non dégénéré de V “’. Alors les
perturbations de X  associées a des variations petites mais
arbitraires de 7 couvrent localement la strate Sa .

Preuve : Soit A 1le point critique de {;a', projection de A
dans X(”/Z . I1 existe un voisinage V"  de o dans c* (]0,“’()
tel que pour tout A€ [o0,1] et tout (//é?f ((704-% ‘,V)C"’ ait

un point critique "?\tj\ dans S /I , voisin de X .

-
La trajectoire A — ZA est solution du systéme

ful

5(?”%)(”(5) + A (R) =o

5 oc %
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o~
o

La trajectoire est tangente en X a gp tel que

He 92 (8) + ¢ “ix) =

Cette équation se reléve en

(0
0

(38)

H,((/{“’(E) 2 dgtm/z)

I1 suffit donc de montrer que lorsque y’ varie dans Y s
1'ensemble des S sclution de (38) coincide avec 3?3), i.e. pour

tout hessien A_ non dégénéré en Xk K[y[z/) = 03(1)

Soit %o = % £1/ (2) & £¢'/' (x) qui est un

hessien de rang 3n-6. On a alors

D A (TaXy) € D)

2) 7;( )()‘ = 7/;/ car X)‘ est ouvert dans Sa{
Py

3) @/2) < y () = 4; [yw/z}} par non-dégénérescence.

Autrement dit, 03 /X) = yo ;z) = %e [7&)) I1

-

est clair qu'on peut alors étendre cette 8galité & tous les hessiens

non dégénérés, ce qui achéve la preuve. Q.E.D.

V - CONSEQUENCES PHYSIQUES

Dans les parties précédentes nous avons vu d'une part, que
pour presque toute interaction (au sens de Baire), les énergies
potentielles 3 n particules, sont simultanément des fonctions de Morse
et d'autre part que les symétries éventuelles des points critiques

sont stables.
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Cependant, pour tout n , la strate associée au groupe
trivial (qui est 1'ensemble des configurations ne présentant
aucune symétrie) est un ouvert dense de )(c“, . On peut donc se
demander si la classe des potentiels donnant lieu & des symétries
non triviales est non vide, et si oul, si cette classe est assez

grande pour contenir des interactions réalistes.

On peut voir assez facilement que n'importe quel point
rd é'><cn)constitue un point critique, stable au sens mécanique,
pour une certaine interaction ? € C“(‘Jo/ ] CB . L'ensemble
des interactions réalisant cette condition est méme dense pour
la topologie C® faible. Il existe donc certainement des inter-
actions donnant lieu i des symétries non triviales pour tout n
fixé. Ce résultat est cependant insuffisant dans la perspective

d'une théorie classique du cristal.

Considérons alors la classe suivante d'interactions
6 = g (f &€ CwC_lO,“()\ Cm ((’(l:'\:.-\-oo ,.’ir)o '-t),"‘:g ‘f/Cl')>o} (39)
t—’)e

Zg est un ouvert pour la topologie de Whitney, qui
consiste en 1'ensemble des interactions divergentes & l'origine

et attractives A grande distance.

Un argument é€lémentaire de géométrie euclidienne implique

. . [ .
que pour tout V c ff , les points critiques de V( ) satisfont

"1;3[\ Z (n—l) s pour tout i,j. En outre, pour toute strate
(w) ‘s . . . ez
S ¢ X 7 de la stratification par les symétries, la borne infé-
4 .
rieure de (/ ‘) dans 5 est atteinte dans 5'( ol
L3 = . s . .
ST=fxesS |xd > #% ] (40)

- < . 3n
et oi la fermeture :S est prise dans R .
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L 4
I1 est clair que les points de S. NS » ou bien
. N / . . .
appartiennent a des strates S; assoclées a des groupes de
symétrie strictement plus grands , ou correspondent a des configura-

. . 3n Cn
tions planaires dans ﬂ( \ AX ! .

En d'autres termes, pour tout groupe de symétrie & .
S¥ (n}
on a pour les strates correspondantes, ou < )( pour
< X .
tout n (avec éventuellement S - 715 ), ou S contient

des configurations planaires pour un cartain n.

On vérifie aisément que le groupe trivial, les groupes
cycliques et diédraux sont dans la seconde classe et que cette
classe est caractérisée par l'existence d'un plan P de R

invariant par & qui n'est pas un plan de symétrie.

Une analyse détaillée montre que la premiére classe de
groupes de symétrie (tels que tout plan invariant est un plan de
symétrie) contient les groupes suivants, dans les notations de

Hermann-Manguin [ P] :

-mmm (systéme orthorhombique)

4/m et 4/m mm (systéme tetragomal)

6, 6/m, 62m et 6/mmm (systéme hexagonal)

- m3 et m3m (systéme cubique)

|

les deux groupes de l'icosaédre.

Pour chacun de ces groupes et selon n, l'une des trois

propriétéds suivantes est réalisée :

i) :S = 7‘ : la symétrie correspondante n'est pas réalisée
)]
dans X .

¥ .
ii) S = S 75 & : aucun groupe strictement plus grand
que (G n'est réalisé dans X ) .

iii) S.( v S 7‘ ¢ : la symdtrie correspondante n'est

; (a
pas maximale dans X ‘
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On a alors le

Théoréme 6 : Soit & et A tels que la strate correspondante f;
s e e s s . (
vérifie la propriété ii) ci-dessus. Alors pour tout 9/ c 6 . @ =)

admet au moins un point critique dans :3 avec le groupe de

symétrie G .

Preuve : elle découle directement des remarques précédentes et
du lemme 4. Nous avons vu en effet que tout point critique de la
. . ny s .
restriction de ?’ d une strate de la symétrie est un point
.. (n) () . . ga
critique de ?’ dens X . Il suffit donc de considérer

. - (h . . .
le point de 5 ou (f ! attelnt son minlmum. Q.E.D.

Remarquons que les configurations d'équilibre obtenues
ainsi sont mécaniquement stables & 1'intérieur de leur strate,

mais que rien ne peut &tre affirmer a priori sur la stabilité

L. 7Y
mécanique dans )( .

Enfin, si N est assez grand, il existe plusieurs
.o . . . - L
groupes vérifiant la condition ii) et par conséquent )
- . . , o s (n)
présente plusieurs configurations d'équilibre dans X . On
Z . A (»n) "
en déduit que pour tout §0 & s ;P ne peut €tre une

. (n . g .
fonction convexe sur .X ) contrairement au cas unidimensionnel.
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