
Recherche Coopérative sur
Programme no 25

PH. COMBE

R. RODRIGUEZ

M. SIRUGUE

M. SIRUGUE-COLLIN
Définition de l’intégrale de Feynman et processus à sauts
Les rencontres physiciens-mathématiciens de Strasbourg - RCP25, 1982, tome 30
« Conférences de : P. Moussa, J. Fröhlich, J.L. Koszul, P.A. Meyer, M. Sirugue », ,
exp. no 6, p. 134-178
<http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1982__30__134_0>

© Université Louis Pasteur (Strasbourg), 1982, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Recherche Coopérative sur Programme no 25 » implique l’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1982__30__134_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


- 134 -

DEFINITION DE L'INTEGRALE DE FEYNMAN 

ET PROCESSUS A SAUTS 

* * 
Th. Combe Rod/ilg.ue.g 

* * * * * 
S L/iug.u Q S l /iug,ud~Co 11 In 

* Universi té d 1 Aix-Marseï Me H et C.P.T. Cors Marsei l le 

* * C.P.T. Cnrs Marseil le 

* * * Universi té de Provence et C.P.T. Cnrs Marsei l le 

Adresse Postale : Centre de Physique Théorique, C . n . r . s . , 

Centre de Lumïny, Case 907 - Route Léon Lachamp 

13 288 Marsei l le Cedex 9. 



- 135 -

§ 1 - Introduct ion . 

§ 2 - Paral lè le entre l 'équat ion de la chaleur et une équation de 

Schródinger simpl i f iée dans l fespace des impulsions. 

§ 3 - Quant i f icat ion à la Weyl et Intégrale de Feynman. 

§ 4 - Intégrale de Feynman - Théorie des champs re la t i v is te 

de Boson - Modèles tr igonométriques. 

§ 5 - Relation avec la théorie des équations di f férent ie l les 

stochastiques. 

-o0 ( * )0ô -



- 136 -

JL 1 - Introduct ion : 

La formule de Feyn man 
[ i ] , [ 2 ] , exprime l 'ampl i tude 

de t rans i t ion (y»t | X,o) d 'une par t icu le non re la t i v is te entre 

les points x au temps zéro et y au temps t : 

( 1 1 } ( y , t | x,o)= N f exp S (Y) + i $ I ( Y ) > i 1 <¥T) 
• ' J Y ( O ) = x te [ot3 

Y ( t ) = y 

comme une " in tégra le" sur les chemins Y qui partent de x au 

temps 0 et ar r ivent en y au temps t , de l 'exponent iel le imaginaire 

. de l 'act ion classique S q ( Y ) + Sj ( Y ) associée au chemin Y , divisée 

par "h la constante de Planck. N est un facteur de normal isat ion. 

Cette formule présente du point de vue de la physique un très 

grand intérêt . 

On ne c i tera que deux raisons : 

i - la valeur très petite de la constante de Planck t i permet 

d 'envisager I ' " in tégra le " précédente comme une intégrale osci l lante 

qui p r i v i l ég ie les trajectoires qui satisfont les équations d 'Eu ler -

Lagrange. En ce sens la formule (1.1) nous permet d'espérer une 

bonne compréhension des liens entre la mécanique classique et 

la mécanique quantîque. 

i j - La formule (1.1) ou mieux les extensions naturel les fournissent 

une prescr ipt ion de quant i f icat ion qui permet de t ra i te r des systèmes 

plus généraux pour lesquels le formalisme canonique ne s 'appl ique 

pas. Cette dernière idée était déjà présente dans les t ravaux o r i -

-g inaux de Feynman, mais ne s'est trouvé réalisée que récemment. 

Malgré cela l ' u t i l i s a t i o n , en dehors de raisonnements 

qua l i t a t i f s ^ de l ' i n tégra le de Feynman ne s'est pas développée 

pendant de nombreuses années par le fa i t même que l 'expression 

(1.1) est très mal déf in ie . Il a été très v i te reconnu que l 'existence 

d'une par t ie imaginaire dans l 'exposant de l 'exponent iel le de 

la formule (1.1) empêchait de déf in i r une mesure QT-additive s u r 

un espace raisonnable de chemins (cf. par exemple [ 3*\ ) Ce qui 

se t radu i t par exemple pratiquement dans la d i f f i cu l té q u ' i l y 
a à calculer le facteur de normalisat ion N dans la formule (1.1) 

lorsqu'on veut déf in i r le membre de droite comme une l imite d ' i n té ­

grales sur des espaces de dimension f i n i e . Il est très connu que 

ceci est l ié à la non existence d'une mesure de Haar sur un espace 

de Hi lber t . 
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Les raisons physiques évoquées ont suscité de nombreuses 

approches quant à la déf in i t ion de l ' i n tégra le de Feynman. Nous 

ne citerons que les plus populaires ! 

j - Les méthodes de cy I i ndr if icat ion qui consistent à déf in i r l ' i n ­

tégrale de Feynman comme la l imi te, quand el le existe, d ' in tégra les 

sur des espaces de dimension f i n i e . Il est c l a i r que dans cette 

approche on ne peut contrôler la nature de la l imite et l 'on perd 

ainsi tout le support probabî l iste qui est si suggestif dans l 'approche 

or ig ina le de Feynman. 

i j - Les méthodes euclidiennes qui ont été si fructueuses ces dernières 

années (cf. [4] et les références citées) et que l 'on peut car ica­

turer ainsi : dans le remplacement t } i t , le facteur exponentiel 

de (1.1) devient une exponentielle réelle qui contient un facteur 

quadrat ique. L ' in tégra le devient alors une intégrale gaussienne 

que l 'on peut dé f in i r précisément. D'une manière plus générale 

on exploite l 'analogie qui existe alors avec la mécanique s tat is t ique. 

Un inconvénient de ces méthodes est que l ' idée or ig ina le 

de Feynman quant à la connextion entre mécanique classique et 

mécanique quantique est un peu perdue . 

i i j - La méthode des intégrales de Fresnel [ 5J , qui permet de 

déf in i r (1.1) par dua l i té , est mieux adaptée à ce problème et 

en par t i cu l ie r à la l imite c lassique. Effectivement ceci permet 

de regarder le comportement en 1n *o (Cf. [é] ) . 

Ces méthodes ont un inconvénient qui est que l ' in tégra le 

de Fresnel n'est pas définie comme une intégrale de probabi l i té 

mais comme une forme l inéaire continue sur un certa in espace de 

Banach. 

jv - Les méthodes liées aux processus de Poisson qui dérivent 

d 'une remarque or ig ina le de Maslov et Chebotarev, (cf. [ 7 J à 

[ j l j ) sont l 'objet du présent exposé. A nouveau caricaturons 

ces méthodes : la méthode euclidienne consistait essentiellement 

à incorporer exp S o ( ï ) } et N11 d Y (T) pour en fa i re , 
T etof] 

après le remplacement t * i t , une mesure et c'est la philosophie 

de la formule de Feynman— Hcic La philosophie de cette approche 

est d ' incorporer e x p { ^ ^ y ( Y ) } à N ïï dy (T) pour en 
1 TG[Ot] 

fa i re une mesure, ce qui permettra de dér iver une formule à la 



- 138 -

Feynman-Kac, où les rôles de I 'énergie cinétique et du potentiel 

sont inversés. Ceci permet de comprendre le rôle joué par la repré­

sentation d ' impuls ion dans la remarque or ig ina le de Maslov et 

Chebotarev. 

Cet exposé est, sauf pour quelques points, basé sur 

une série d ' a r t i c l es , [ l 2] à [l 6] , où les preuves sont plus dé ta i l ­

lées. Il est surtout destiné à fourn i r les idées de base de l ' u t i l i s a ­

tion des processus à sauts en physique et c'est pourquoi beaucoup 

de détai ls techniques n'ont pas été abordés. 
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§ 2 - Le para l lè le entre l 'équation de la chaleur et une équation  

de Schrodinger dans l'espace des impulsions. 

Dans ce paragraphe, nous rappellerons les fa i ts essen­

t iels re la t i f s à la solution de l 'équat ion de la chaleur, et en 

par t i cu l ie r la représentation intégrale de chemin de la solution 

de cette équat ion. En para l lè le nous donnerons une équation qui 

peut s ' in te rpré ter comme une équation de Schrodinger dans l'espace 

des impulsions et qui a une représentation " in tégra le de chemin" 

évidente, la mesure correspondante étant tout à fa i t dif férente 

de la mesure de Wiener. 

Nous décrirons alors une réal isat ion de l'espace de pro-

babi I i te ( H , F , P ) qui est naturel le pour les physiciens, ainsi que 

les processus associés qui sont des général isat ions naturel les des 

processus de Poisson. Dans le dernier paragraphe nous donnerons 

une construction équivalente plus abstra i te de ces mêmes processus. 

Soit donc l 'équat ion de la chaleur à N dimensions 

N 2 

(2.1) 7 Ï F ( t f x ) xe.RN, t>0 

ainsi que la condit ion in i t i a le : 

( 2 . 2 ) 1 1 m U o F ^ t , X ^ = f ^ 

où f est une fonction suffisamment régul ière. Il est bien connu 

que (2.1) est l 'équat ion de Schrodinger l i b re , où le temps a été 

pr is imaginaire pur . 

Les équations (2.1) et (2.2) s ' in tègrent immédiatement 

grâce au noyau P (x , y) : 
w 

N 

(2.3) PÎ<*'y> = ( 2 ™ t f N / 2 exp 1 = 1 ( x r y t ) 2 > 

par la formule : 

( 2 > 3 ) F ( t . x ) = J ^ dy p j ( x , y ) f ( y ) 

Cette dernière expression a la forme d'une intégrale 
(*) 

de chemin : 

* pour un exposé général voir par exemple [ 1 7 ) . 
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(2.4) F ( t . x ) -fa P x t (du) f(u)) 

comme on le rappel lera brièvement en décr ivant l'espace p robab i -

lisé des chemins (Q, *f > ^xt )• 

Soit T > o, on envisage l ' i n te r va l l e {p, • De plus 

on considère R ^ le compactifié à un point de R ^ # fi e s ^ l'espace 

des fonctions de [o, TJ dans R : 

( 2 - 5 ) fi = {<*>: [ O , T ] + R } 

De par la déf in i t ion précédente : 

(2.6) fi = {R N } L J . 

Par le théorème de Tychonov c'est un espace compact pour la topo-

logie produ i t . 

Soit alors C ( ^ ) l 'espace des fonctions continues sur 

fi . 

Soi t l'espace des fonctions cy l indr iques sur 

fi . Une fonction F : fi ~* £ appart ient à C (fi ) s ' i l existe 

k > o, une fonction continue de (K "** C et ^ < ^ , 

t. e [o, TJ tels que : 

( 2.7) F(w) « f (o>(t-,), , u ) ( t k ) ) , Vcoefi . 

On remarque que f n'est pas univoquement déf in ie . 

Les fonctions cy l indr iques forment une sous-* - algèbre 

de l 'a lgèbre C ( ^ ) , et comme évidemment elles séparent les points 

de ^ , elles sont denses dans C ( ^ ) pour la topologie uniforme. 

Soit alors une fonction de t rans i t ion P*(x, dy) tel le que : 

(2.8) j - P*(x, dy) est une mesure de probabi l i té 

(2.9) i j - p*(x, dy) sat is fa i t à l 'équat ion de Chapman-Kolmogorov 
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Jpt(xyày) p S ( y , d z ) = p t + S ( x , d z ) 

Ces deux propriétés sont sat isfai tes par : 

(2.10) Pw< x> dy) = P w ( x , y ) d y ' 

Il est alors possible de déf in i r une forme l inéaire I sur C(çi): 

(2.11) l x ( F ) =J...Jp}(x9dx}) p 1 2 ( x r d x 2 ) . . . . 

P ( x N - 1 ' d X N ) f ( V ' X N ' ' 

où f est une fonction associée à F i .e . 

(2.12) F U ) - f ( 0 ) ( t 1 ) , . . . a ) ( t N ) ) , Vcoeft . 

Cette forme est l inéaire et bornée sur £ (tt) : 
c 

(2.13) | l x ( F ) | < Sup | F(u>) | , F e t ( f i ) 

et par conséquent el le s'étend en une forme l inéaire T de 

même norme sur t ( f t ) . Enfin I déf in i t sur Œ une mesure P (dw). 

/

x x 

P ( d w ) F ( J 
Q x 

Associé à cette construct ion, i l y a un processus , 

T e C ^ > ^ ] déf ini par 
£ (w) = O)(T) , a)£ft 

T 

Grâce aux formules précédentes on peut calculer la fonction 

caractér is t ique du processus : 

E [expHXF 1] = / P (d a ) ) exp{ i XÇ U ) } . 
J Çi X 

a) exp {i X Ç } est une fonctionnelle cy l indr ique sur Q et par 
x 

conséquent 

(2.15) E [expt îXC } ] - / p T ( x , d y ) exp { j X y } 

Dans l'exemple précédent on a bien sûr , pour toute fonction 

f raisonnable 

(2.16) E [ f ( Ç ) ] / p T ( x ,dy ) f ( y ) 
T J N R 
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C'est une représentation intégrale (de chemin) de la solution 

de l 'équat ion de la chaleur tel le que : 

(2.17) lim E [ f ( ç ) ] = f ( x ) 
T 

On peut cependant envisager d 'aut res fonctions 

de t rans i t ion et en par t i cu l ie r si t < T : 

(2.18) p* (x ,A) - e x p { ~ ( ï - t ) X) l — ( T - t ) n

 x (x -nx ) 
px n>0 n! A o 

ri ° 

où X est un paramètre posi t i f , et x ^ e s t ' a fonction carac tér is ­

t ique de A, AÇR. p^ ( x , dy ) vér i f ie les condit ions j et i j 

des fonctions de t ransi t ion et déf in i t sur o, une mesure 
x 

par la méthode précédente. 

Cette fonction de t ransi t ion est la fonction de Green 

d'une équation q u ' i l est très faci le de déterminer. En effet 

soi t I ' équat ion 

(2.19) ^Ç ( t , x ) - - x F ( t , x - x ), 0 < t <T , x>0 3 t o 

avec la condit ion in i t i a le : 

(2.20) lim F ( t , x ) = f ( x ) . 
t >T 

f étant une fonction bornée. 

La solution des équations précédentes s 'écr i t immé­

diatement : 

n 
(2.21) F ( t , x ) = l - X

T ( T - t ) n f ( x - n x ) _ n ! o n ^0 

ou encore en u t i l i san t (2.18) 

(2.22) F ( t , x ) = exp { (T - t )x } j Pp(x,dy) f ( y ) , 

so i t encore : 

(T - t )x 
(2.23) F ( t , x ) - e E [ f ( 
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L'équat ion (2.19) est un modèle pour l 'équat ion 

de Schrodinger. Soit en effet cette équation dans l'espace 

des impulsions et pour le temps t purement imaginaire : 

(2.24) ^ ( t , p ) - - ( l p?p Y ( t , p ) + J V ( p - p ' ) Y ( t , p ' ) d p ' 

où l 'on a supposé que V est la transformée de Fourier du 

potentiel V. Intuit ivement (2.19) correspond à (2.24) dans 

la l imite où la masse M de la par t icu le est in f in ie et la t rans­

formée de Fourier du Potentiel est X fois une masse de Dirac 

au point p . 
o 

A nouveau on ne semble pouvoir étudier que les 

équations de Schrodinger avec le temps purement imaginai re, 

cependant l 'équat ion : 

<~\ 
(2.25) — G( t , x ) = i XG( t ,x -x ) , X>o 9 t O 

avec pour condit ion in i t i a le : 

(2.26) Mm G( t ,x ) - f ( x ) 

a pour solution 

(2.27) G( t ,x ) = Z i n [A(T-t)] n f(x-nx ) . 

n>o : 1 

^ n ! 
Cette solution a une expression en terme d ' in tégra le de chemin: 

(2.28) G( t ,x ) - exp{ ( T - t ) x } E [exp Ct } f ( x " x

0 ^ t ^ 

Nous reviendrons sur ce point , mais alors que la 

mesure de Wiener perd son caractère de mesure [3 ] lorsque 

le paramètre (ou le temps) devient imaginai re, la mesure 

de Poisson se transforme en une mesure absolument continue 

par rapport à la mesure de Poisson dans ce même remplace­

ment. Ceci est l ié au fa i t que la solution de (2.19) est une 

fonction entière de X. 

Signalons un dernier point qui sera développé plus 

tard : L 'équation (2.25) est, comme nous l 'avons d i t , le modè­

le d'une équation de Schrodinger dans le cas où la masse 
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de la par t icu le est in f in ie . Mais c'est aussi un modèle pour l ' é ­

quation ~ dé Schrodinger dans le schéma d ' in te rac t ion et dans la 

représentation d ' impuls ion . Soit en effet l 'équat ion : 

(2.29) i j - f H<( t ,p ) - e (p) ¥ ( t , p ) + J V ( p - p ' ) Y ( t , p ' ) dp ' 

où bien sûr e(p) = (2M) ^ £ p^, mais ce pourra i t être une 
¡ = 1 ' 

fonction plus générale. On cherche la solution sous la forme : 

(2.30) V(t ,p) = exp { - i t e(p) } * ( t , p ) 

ce qui n 'entraîne aucune restr ic t ion sur les propriétés de e (p ) . 

De même la condit ion in i t i a le (pour t = o) n'est pas changée. 

Alors $ sat is fa i t à l 'équat ion 

(2.31) ^ l * ( t , p ) = / d p ' e x P { i t ( e ( p ) - e ( P , ) ) > ^ P ~ P ' ) ^ ( t . P ' ) 

Bien sûr dans ce cas le noyau dans le membre de droi te dépend 

explicitement du temps, mais dans les paragraphes suivants nous 

montrerons que le schéma général peut être poursuiv i en u t i l i ­

sant une formule du type Feynman-Kac. 

Comme il est bien connu, étant donnée une fonction 

de t rans i t i on , le support de la mesure associée sur & est en gé­

néral plus petit que U . Pour la mesure de Wiener on peut le 

caractér iser complètement comme étant l'ensemble des fonctions 
N 

continues de [ 0 , T ] dans R sat isfa isant une condit ion de 

Lipschitz (cf. par exemple [ 1 8 ] ) . De même pour le processus de 

Poisson, on peut caractér iser ce support comme étant l'ensemble 
N 

des fonctions de [ 0 , T ] R constantes excepté pour un nombre 

f in i de points. Nous allons plutôt décrire un espace probabi l isé 

( f i , F, P) et un processus Ç , t £ [0,T] sur fi qui redonne la 

fonction caractér is t ique du processus de Poisson. Cette réa l i sa ­

tion a quelques avantages du point de vue physique. 

Dans ce qui suit ^ est le groupe R ^ , mais éventuellement la 

construction peut se fa i re avec un espace plus général 

fi = fi (3£, [ 0 ,T ] ) ,T >0, est l 'un ion dis jo inte des espaces 

a n = « n (X, fO,T]) : 
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fi = I ! Q 

n > o 
( 2 . 3 2 ) 

où 

( 2 . 3 3 ) fi : r { iù } , fi est réduit à un point , 
o o o 

et pour n > o 

( 2 . 3 4 ) { U> = (n , t . , x . ) ; o < t 1 < < t n < T , X . G £ } 

C'est l'espace des n-uples { t . } . _ ^ n , ordonnés, les "temps", 

et des n-uples d'éléments de . 

Sur fi on déf in i t les ouverts fondamentaux 

(2.35) & ( o ) = ( w } 
o 

(2.36) V = { w = ( n , t . , x . ) ; t. e a . , x. £ B. > v a .B. I I I i i i i i 

où les a. sont des sous ensembles d is jo in ts , ordonnés, Lebesgue 

mesurablesde {o, TJ ie : 

( 2 . 3 7 ) i < j , t. e a. , t. G a. + t. < t. 

I » J J • J 

et où les B. sont des Boréliens de 9f. i 

4 ^ F est la a -a lgèbre de 

f - . m B o r e l e n g e ; d r i e p a r c e s 

^ j ^ ^ ///s ^ ^// ^ n c ' ° ' t ^marquer 
\ ^ 7 —^ que fi n'est pas un es-

B J —CL— — i * 

t\ ~ V? < àx » <ô"> « £ t | t P a c e d e t rajectoires au 

g t l '///sfy. sens in tu i t i f du terme. 

M l En effet si 3f= R, 
' _i222aj les points suivants de 

fi sont d ist incts : 

Exe.p.e de ^ 

B 2 ^ B 2 U B 2 
1 2 

A 3 A 3 A 3 
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" i ( 3 ' V V *3' X T X 2 ' X 3 J 

W2 = ( 4 ' V
 l2> l 2 ' V

 X 1 ' X 2 ' ° ' X 3 ) 

et ceci est important si la mesure que Ton considère sur 

a des masses. 

Soit V une mesure posit ive bornée sur 3C . On peut 

dé f in i r une fonction posit ive P v sur le c lan engendré par les 

a.B. i i 

(2.38) P v ( t f ( o ) ) = 1 

(2.39) P v ( l ^ n ¿ ) = r i | a . | V ( B . ) 
i ï i = 1 

Un résultat essentiel est que cette fonction s'étend 

(de manière unique) en une mesure posit ive bornée que nous 

noterons avec le même symbole. 

On vér i f ie aisément, par exemple sur les fonctions carac­

tér ist iques de î 7 ^ n 2 , que dans cette réal isat ion l ' i n tégra le 

par rapport à la mesure Pv a une expression part icul ièrement 

simple. Plus précisément si F est une fonction integrable sur 

(2 .40) JQPvidu) Fiu)) = J] dtnJ
X

Q* d t n - 1 . . . j l2 d t , j d v ( x p ) . . . j d v l ^ ) 

. F(u> = ( n , T P X . ) ) . 

Cette formule va nous permettre de fa i re le l ien avec 

ce qui a été d i t précédemment. 

On déf in i t en effet le processus de Poisson X T , 

T e [O,T] explicitement par : 

n 

(2 .41) X T ( u= ( n , t. x . ) ) = i J 1 0 ( t . - T ) 

où * 

o si t < o 
0 ( 0 = 1 si t > Q 
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C'est bien un processus à valeur dans les entiers et 

on peut calculer explicitement à l 'a ide de (2.40) sa fonction 

carácter i st i que 

( 2 - 4 2 ) J a * > " > > < - i X X t ( M ) - exp { ( T - ,) I , ' - , , » , » , } 

Ce qui est exactement la transformée de Fourier de (2.18). 

Plus généralement nous envisagerons les processus : 

f n 

(2.43) Xf ( 0) = ( n , t . , x . ) ) = L f ( t - T ; x ) G î t . - T ) 
i ~1 

qui ont pour fonction caractér ist ique 

Í p 

(2.45) J n

 rv(dCi>) exp {¡X XT (u) )} 
= exp x) exp { i Xf ( T - t ; x) }1 

J f 
Par conséquent en choisissant f, les trajectoires de X ie 

(2.46) 0) ( t ) - x[ (w) 

peuvent être continues. 

L'espace Q est aussi muni d'une fami l le décroissante 

?Q , QE [ o , ï j f de a-a lgèbres qui sont définies comme suit : 

(2.47) 2¿T I N ¿ = U U U i T n + p ) , 

i i P > o a'.e[o,o-] S . c ï . a j , a . , B . , B . 

'Ci est la a -algèbre de Borel engendrée par les n a. o. i i 

(2.48) F a C f a . si a ' < „ 

(2.49) 7 " T s { 0 , fi} 

(2.50) f Q = f 

On peut explicitement montrer que les espérances condi­

t ionnelles s 'écr ivent alors dans cette réal isat ion : 
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E [F | Fa ] ( w = (k+n, u 1 , u k , t ^ . . t n , y}... Y k , x ) ( . . x n ) 

= exp {^JV ( * ) } Z fJ

Q dv . . . J q

2 dv} f d V ( Z ] ) . . . f dv(z ) 

F(p+n, v r . . v p ; t r . . t n , Z j . . . z p , x j . . . x n ) 
ou < o < t j . 

On peut vér i f i e r explicitement s u r ces formules les- propr ié­
tés de martingales de certains x j . 
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§ 3 - Quanti f icat ion à la Wey8 et intégrale de Feynman, 

Un de nos buts est de montrer que les processus à 

saut permettent une déf in i t ion de l ' i n tégra le de Feynman mais 

auss i , suivant la philosophie or ig ina le de Feynman, que cette 

intégrale permet une formulation équivalente de la q u a n t i f i ­

cation . 

Dans ce paragraphe on décrit une général isat ion de 

la quant i f ica t ion usuel le. On donnera plus tard les dif férents 

cas par t i cu l ie rs qui peuvent être envisagés. On décr i ra ensuite 

une général isat ion naturel le de la représentation de Schròdinger 

et enf in on montrera la connection entre la formule de Feynman 

et la quan t i f i ca t ion , ceci tant pour la mécanique quantique 

non re la t i v is te usuelle que pour des systèmes qui ne sont pas 

généralement considérés sous ce rappor t . 

Dans ce paragraphe G est un groupe localement compact . 

Ce groupe est celui de l'espace des phases dans la mécanique 

quantique usuel le. 
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M est bien connu que le problème de l 'existence d 'ex ­

tensions centrales de G par le tore S ̂  est équivalent au problème 

de l 'existence de mul t ip l icateur sur G ie de fonction £ : G X G 

Sj sat is fa isant 

(3.1) £ ( g r 92) ç ( G 1 G 2 , G 3 ) - ç ( G , , 92 G 3 ) £ ( G 2 , G 3 ) 

V g-j , 92» 9 3 e ^ ^C^* p a r e x e m P * e [ ^ ] ) • Donnons quelques exemples : 

1 - G H R 2 N 

(3.2) Ç(x , y) = exp { - a ( x , y ) } 

2 

où 0 est une forme bi l inéaire ant isymétr ique, par exemple 

N 
(3.3) 0 ( x , y) = E { x. y . + N - x . + N y . ) 

¡ = 1 

2 - G = G ^ X G 2 , G^ est un groupe localement compact abélien 
A r -

et G2 un sous groupe de son duai Ĝ  , [20 j . 

(3.4) Sil9v92) ( g ] , G £ > > - ( G , L G £ ) F G [ T I ^ ) 

9^1 g] e G1 , g 2 ? g^ £ G2» et ( l ) dénote la dual i té entre et G ^ 

Ce cas recouvre le précédent. 

3 - G = fi (A) X (A) , | l (A) désigne le groupe (abél ien) des 

part ies f inies d 'un ensemble A > a u plus dénombrable. La loi 

de groupe est déf inie comme la différence symétrique : 

X.j A * 2 A ••• = {x qui appart iennent à un nombre impair de X } 

|X ' | |Y| + | X ' A 0 (X) | + JY'O 0 (Y) I 

(3.5) K ( (X, Y ) , ( X 1 , Y ' ) ) - (- ) 

o u 0 désigne l 'un ique homomorphisme de JBL (A) tel que : 

(3.6) 0 ( ( x . } ) - ( x t , x 0 , . . , x. , ) A - { x . } 1 1 2 i-l 1 . _ _ 1 ^ Z 
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et J X I la card ina l i té de X , [ 21 ] . 

On supposera dans ce qui suit que 

(3.7) Ç (e, e) = ç (g , g " 1 ) = 1 , Vg e G 

Cette hypothèse s impl i f ie les formules, mais n'est pas néces­

saire pour ce qui suit (cf. exemple 3 ) . 

Un système de Weyl est une appl icat ion de G 

dans le groupe un i ta i re d 'un espace de Hilbert H tel le que 

(3.8) UE

G, = ç < g , g ' ) u * g l 

E* l 
- U \ Vg ,g ' e G 

9 9 

C'est une représentation un i ta i re project ive de G, mais c'est 

aussi une représentation un i ta i re de l 'extension centrale de 

G par 5^ déf inie par £ . 

En effet si £ est un mul t ip l icateur sur G, alors GXS^ muni 

des lois : 

(3.9) (g ,a)(g' ,a') - ( g g ' , ç f g . g ' W ) 

(3.10) (g,a)" 1 = (9 1 »** ) , V g , g ' e G , a.a'eS! 

est un groupe que nous noterons G ® S . . On a la suite exacte : 
£ 1 

(3.11) I S. -> G © S -v G I 
1 K 1 " 

I l est bien connu que deux extensions centrales de G cor­

respondant à deux mul t ip l icateurs £ et ç équivalents dans le sens 

q u ' i l existe une fonction \ de G dans S ^ avec la propriété 

(3.12) ç ( g , g ' ) = x(g) x_(g'). x ( g g ' ) ç ( g . g ' ) *g>gf e g , 

sont isomorphes. 

Cette équivalence a une traduct ion dans le cadre de la 

quan t i f i ca t ion . C'est le problème de l ' " o rde r i ng " sur lequel nous re­

viendrons plus t a r d . 

Nous pouvons considérer maintenant des systèmes de Weyl 

qui sont bien connus et qui correspondent aux dif férents mu l t ip l i ca­

teurs que nous avons donnés. 
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1. Correspondant à l'exemple 1, et sous des hypothèses évidentes, 

S N ~2N 
(3.13) U x = exp { i i {x.P. - x N + . Q . } } , X E R 

où les opérateurs sel f -adjo ints P et Q. sont les opérateurs impul ­

sion et posit ion de la mécanique quantique non re la t i v i s te . 

2. Correspondant à l'exemple 2, dans le cas par t i cu l ie r où 

= G^ - ( A), A au plus dénombrable, et dans le cas où la 

dual i té est donnée par : 

l X f | Y I 
(3.14) (X| Y) = (-) VX,Y e f * (A) 

|Z | dénote la card ina l ité de Z e | | (A ) 

(3.15) U ^ ( X , Y ) - C(X,Y) B a? » a

2 . 
i ex 1 j ey J 

1 2 

a et a sont les matrices de Paul i usuelles C(X,Y) est un facteur 

de module 1 . 

3. Correspondant au troisième exemple 

(3.16) U^(X,Y) = C'(X,Y) b(e. ) . . . b ( e . ) b( f . ) . . . b ( f . ) 
*l 'm J l J n 

où X = / x | • • - X ¡ } Y ^ { x . . . . x . | , C ( X , Y ) est un facteur de 
' l 'm Jf J n 

module 1 et les b(e. ) (resp. b( f . ) sont des opérateurs de champs 

correspondants aux éléments 6. (resp. f. ) d 'une base or tho-
'k J

 T normée ê. , f. de l'espace à une par t i cu le . 

Jusqu'à présent, nous n'avons pas précisé le type de con t i ­

nuité requis pour l 'app l ica t ion g U £ , ce sera fa i t explicitement 
9 E 

ou implicitement dans chaque cas. En par t i cu l i e r si U est un sys­
tème de Weyl tel que g -+ est mesurable, alors pour toute mesure 
bornée V sur G on peut déf in i r un opérateur borné 

(3.17) Q Ç ( v ) = f dv(g) 
G 9 

Dans l'exemple 2 et plus précisément dans le cas où G ?

r rG 1 , 

si f est une fonction sur Ĝ  X Ĝ  (espace des phases), tel le que sa 

transformée de Fourier 
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(3.18) ( F f ) ( g i , g 2 ) = f ç ( ( g 1 , g 2 ) , ( g ] , g ^ ) f ( g ; , g ^ ) d g | dg^ 

G 1 X G 2 

où dg^ (resp. dg2)dénote la mesure de Haar sur ( resp. sur Gg) , 

définisse une mesure bornée sur Ĝ  X G^ » alors : 

(3.19) i f ) = f d g i d g 2 ( F f ) ( g i > g 2 ) u | ^ 

" V G 2
 1 2 

déf in i t le quant i f ié à la Weyl de la fonction classique f. En p a r t i ­
cu l ier les sont les quant i f ies a la Weyl des caractères de 

9 1 9 2 
X G£ . 

Le choix de £ dans sa classe d'équivalence déf in i t un "or -

deri n g " . 

Dans chaque cas par t i cu l ie r on peut étendre la déf in i t ion 

des quant i f iés à une classe plus large de fonct ions. 

L'étape suivante consiste à décrire une classe de systèmes 

de Weyl, représentations uni ta i res projectives de G, qui sont des gé­

néral isat ions naturel les de la représentation de Schrodinger. 

Dans le cas où l 'on demande la cont inui té de g , si 
9 

le groupe G est abelien et si le bicaractère b^ associé à £ r 

(3.20) bç ( g , g ' ) = ç ( g , g ' ) Ç ( g ' , g ) 

assure une bi ject ion de G sur G alors toutes les représentations U ^ 

sont quasiéquivalentes (théorème de Mackey-von Neumann. [20] ). Ceci 

discr imine ce que l 'on peut appeler la mécanique quantique généra­

lisée de la théorie des champs. 

Considérons alors un espace j£ où le groupe G ag i t , 

ie. i l existe une appl icat ion GX j£ -> 3£ tel le que 

(3.21) e, x -fx ]f x e 9Ç où e est l ' i dent i té de G. 

(3.22) g ( g ' x) = gg ' x 9 , 9 , e G 
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On suppose q u ' i l existe sur SE une mesure |A. posi t ive e_t 

quasi invar ian te pour l 'act ion de G. 

On suppose q u ' i l existe une fonction Z de GX % dans tel le 

que : 

(3.23) Z (g , x ) Z ( g ' , g x ) = £ ( g , g ' ) Z ( g g ' , x ) 

Alors la re la t ion , pour tout f £ L_2 (3?,d^c) : 

(3.24) ( U g f ) ( x ) Z (x ,g ) f ( xg ) , 

déf in i t une représentation un i ta i re project ive de G de mul t ip l icateur 

On peut remarquer que la re lat ion (3.23) peut s ' in te rpré ter 

comme suit : G® S. agi t s u r j e n posant 
Z 

(3.25) (g ,d l ) , x •+ gx VgeG, a t S j , x E X 

De même on peut dé f in i r à pa r t i r de Z, une fonction Z sur GH S X 3£ 
E 

par la re lat ion : ^ 

ru 

(3.26) Z ( ( g , a ) , x ) = a Z ( x , g ) Vg G G, a e S ] x e 5 f -

Mais alors Z vér i f ie à pa r t i r de (3.23 ) une re lat ion qui exprime 

que c'est un homomorphisme du groupolde déduit de l 'act ion de 

GH S . sur , dans S 1 . Cette remarque permet de résoudre la 
Ç , l r 1 par t ie algébr ique du problème de l 'existence de Z M3J . 

Reprenons l'exemple 2. On peut chois i r pour 3€ Ĝ  l u i -

même avec pour action 

( 9 ^ 9 2 ) h = 9 ^ 

On peut prendre pour la mesure de Haar et pour Z 

(3.27) Z ( ( 9 l g 2 ) , h ) = ( h , g 2 ) 

N 

Dans le cas par t i cu l ie r où G = R ceci donne la représentation 

" x " ou " p " en échangeant les roles de G et G j . 
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Dans l'exemple 3 en prenant A = { x } on obtient une repré-
1 2 

sentation des matrices de Pauli où soit a soit a sont diagonales. 

On peut aussi en choisissant une autre act ion, sur la diagonale de 

^t( A)X|j(A) , obtenir la représentation où O est diagonale. 

Le problème à résoudre est le suivant : Soit une équation 

du type de celle de Schrodinger : 

(3.28) - i £ lM t ,x ) = e ( x ) i M t , x ) +/ d v ( g ) ( U Ç ( t , x ) 

J G 9 

avec la condit ion in i t i a le f 

(3.29) lim i|> ( t , x ) - (x) , 
t+o 

où x-* e ( x ) est une fonction continue sur j j , Vest une mesure bornée 

sur G. 

On cherche des solutions ^ ( t , . ) e ( ï , dy ) . 

Le premier point est de déf in i r le module de la mesure 

V comme la plus petite mesure posit ive Jv | qui majore v : 

(3.30) | ( V f ) | < ( |v| , |f |) V f 

et sa phase $ : 

(3.31) d v ( g ) = exp { i (f>(g) } d | V | (g) . 

La solution des équations (3.28) et (3.29) est donnée par : 

(3.32) ip ( t , X) = / ^ P | v | < d ^ ) exp { i$ (o) ) }exp{ iSo(co)} iJ;(G o((A))^
1x) 

où évidemment fi E Çl (G, [ 0 , t J ) , 

inTT n 

(3.33) e x p ^ i ^ ^ = n, t . ' ,g . ) ) } - exp 

(3.34) exp{ i S (o) = (n , t . , g . ) ) }~ exp { i FX e ( G » x ) d t } 
O I I O L 

• Ç ( 9 n ' 9 n 1 g n - 1 ) - - - 5 ( g n - - - - 9 k ' S k ^ k - I ^ " e ( 9 n " ' 9 2 ' 9 2 L 9 1 ) * 

. / dy (G 1 x ) 
Z ( g ; ' U ) x ) \ / - ° — 

° V dV U ) 

et 
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( 3 . 3 5 ) G T(O)= ( n . t j . g , ) ) = g ^ g ^ 9 ^ si T , e ] t R 1 , t R J 

GT(o>= ( n , t . , g i ) ) = e si T e ] t p , t ] 

-1 - 1 -1 
GT(U>= ( n , t . , g . ) ) = g g 2 . . . g n si x ê [ 0 , ^ ] 

On peut donner plusieurs preuves de la formule (3 .32) : 

j - On peut remarquer, grâce à la formule ( 2 . 4 0 ) , que 

( 3 . 3 2 ) est équivalente à la formule de Dyson qui converge avec les 

hypothèses que nous avons fa i tes . 

i j - On peut aussi calculer la dérivée par rapport au temps 

de (3 .32) et u t i l i se r des propriétés bien connues des processus de 

Poisson à savoir : 

a - la probabi l i té de n sauts dans un in terva l le At est propor t ion­

nelle à ( At ) n 

b - la probab i l i té pour, qu 'étant donné un saut, son amplitude soit 

en dehors d 'un compact K est proport ionnel le a 1-i v | ( K ) . 

c - c'est un processus de Markov (cf. par exemple [9 ] ) . 

i i j - Ou encore, mais cette méthode est très voisine de la 

précédente, reconnaître que l 'équat ion ( 3 . 2 8 ) est l 'équat ion de 

Kolmogorov d 'un processus de Markov, dont on peut écr i re les équa­

tions d i f férent ie l les stochastiques. 

jv - Dans le cas où le temps est imaginai re, et la mesure 

V pos i t ive, on peut u t i l i se r le théorème de Trot ter-Kato, comme nous 

l ' ind iquerons à la f i n de ce paragraphe. 

Avant cela nous donnerons des appl icat ions : 

Dans le cas de la mécanique quantique non re la t i v is te 

usuel le, l 'équat ion de Schrodinger dans la représentation d ' impuls ion 

s 'écr i t : 

I ^ L J L I P X 

(3 .3«) i ^ - <Mt,p) = e (p) <Mt,p) + / d v ( x \ p ' ) e 2 e * ( t , p + p') 
2N 

R 
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(3.37) (t = o,p) = I\)(p) } 

ce qui correspond à un potentiel dépendant possiblement des vitesses. 

La solution des équations (3.36) et (3.37) s 'écr i t alors : 

(3.38) ^ ( t , p ) = | P. . (du) exp{i$(u)) + iS ( o)) } \J/(p+P (u))) 

où l 'on a maintenant deux processus : 

(3.39) X (o>= ( n , t . x . p . ) ) - I x. 0 ( t . - T ) 
T I I I . _ j i i 

n 
(3.40) P ( w = (n , t . x. p.)) - l p . e ( t . - x ) 

T I I I î = 1 i « 

(3.41) * (a>= ( n , t . x .p . ) ) - - ^ + E {(j)(x p ) + . ^ J - } 

I I I Z F1 2 

t 1 

(3.42) S n (X,P) = - / e(p+P )dT - / P dX - pX . f O T T T o o o 

La solution des équations (3.36) et (3.37) a bien la forme 

d'une intégrale fonctionnelle par rapport à une mesure bornée mais 

non posit ive en général : 

(3.43) exp { i*(u>)} P j v j (do)) 

D'autre part c'est bien l 'act ion classique du système qui 

interv ient dans cette formule soit : 

(3. 44) exp {-i ( / * € (p+P )dT - / 1 P dX - pX ) } T T T o o o 

Enfin le changement d " ' o rde r i ng " revient à remplacer la 

mesure exp { i $ ( oo) } ^ | v | ^a)) par une mesure équivalente. 

On doit remarquer que l ' i n tégra le de Feynman donnée par 

la formule (3. 38) est une intégrale de Feynman sur l'espace des 

phases. Ce qui avai t été envisagé dans de nombreux t ravaux (cf. 

par exemple [22J ). Elle se réduit à une expression plus simple dans 

le cas où le potentiel ne dépend pas des vitesses. 
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On peut aussi appl iquer la formule (3.32) aux cas suivants 

que nous n'avons pas la place de développer : 

A. Correspondant au groupe ^ ( A)X^( A) déf in i précédemment 

on peut envisager : 

j - des modèles de spin quantiques sur réseau où l 'on perturbe un 

hamiltonien l ibre du type : 

(3. 45) H = Z J(X) ol 
° XCÀ X 

où o l - 8 a z . 
X i e X ' 

i j - des modèles de champs de Fermions non re la t i v i s tes . 

B - Correspondant au groupe Z X on peut envisager des 

perturbat ions de Hamiltoniens à spectre purement d iscret . 

C - De la même façon on peut t ra i te r certains problèmes 

liés au Laplacien discrétisé 

(3.46) 1 ( A d f ) ( n ) - | ( f ( n + 1 ) + f (n -1 ) ) + Nf(n) 

feL^(Z ^ ) . Ceci a été envisagé déjà dans [23] . 

Enfin on peut t ra i te r certains modèles de théorie des champs 

de Bosons. Ces modèles nécessitent cependant trop de régular isat ions 

dans ce cadre et dans le paragraphe suivant nous donnerons une 

méthode un peu dif férente qui permet d'étendre les résul tats précé­

dents et sera mieux adapté à la théorie des champs. 

I l est peut être intéressant de remarquer que l 'on peut 

démontrer la formule (3.38) en u t i l i san t le théorème de Trot ter-Kato, 

comme cela se fa i t pour la formule de Feynman-Kac (cf . par exemple 

[18]) . 

Soit en effet l 'équat ion de Schrodinger pour le temps imagi ­

naire 
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(3.47) i|Mt,x) = ^ M> ( t , x ) + V(x) ip(t,x) 

lim ^ ( t , x ) = (x) 
t +o 

Pour des raisons de simpl ic i té on suppose que V est la transformée 

de Fourier d 'une mesure bornée posit ive y 

(3.48) V(x) = / dy(p) exp { - i p x } 

On peut u t i l i se r la formule de Trotter-Kato 

(3.44) exp { t(H +V) } = lim ( e x p { - H } e x p { ï 5 r V } ) N 

o K l
 U M oJ LN J 

N + oo , N 

et ceci dans l'espace des impulsions où : 

( 3 . 5 0 ) exp ( 1 H o ) ( P ) = e x p { ^ e ( p ) } 

tandis que 

t t

 n 

( 3 . 5 1 ) (exp{^ V ) (p) = E ( i ) / . . . / d y ( p n ) . . . 

n ^o 
d y ( p 1 ) <J> ( p + p ^ . . -+P ) • 

La remarque essentielle est que 

( 3 . 5 2 ) p N p ^ P o ) = exp ( - tV(o)) exp {tV} (p«, pn) 

déf in i t une fonction de t rans i t i on . 

Par conséquent l 'approximat ion d 'ordre N de la solution 

de l 'équat ion (3.36) donnée par le théorème de Trotter-Kato 

TV(o) j j 
(3,53)- <J;(T,p) = e / . . . / exp { — e ( P p ) + ^ e ( p R + P p _ l ) . •. } 

N 

exp V ( 0 ) + ~ V } ( p n , p n - 1 ) . . . . ^ ( p + p n . . . + p 1 ) d p n . . dp, 

n'est r ien d 'au t re que l 'approximat ion cy l indr ique de la formule 
kT 

(3.38) pour X = j ^ — , k = 1 , . . , N. 
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§ 4 - Intégrale de Feynman. Théorie des champs re la t iv îs tes de 

Boson. Modèles tr igonométriques. 

Dans ce paragraphe nous étendrons ce qui a été fa i t pour 
2 

des perturbat ions du Marni Itonien non re la t i v i s te P /2M à des per tu r -
2 2 2 

bâtions du Hami Itonien P /2M + ^ / 2 0 , qui est celui d 'un osc i l ­
lateur harmonique. Ce sera un modèle s impl i f ié pour certaines per­
turbat ions du Hami Itonien re la t i v is te 

H O = fdx-JIÎ + <V4>X>
2 • M 2 * X

2 > ; 

En par t i cu l i e r cela permettra d 'écr i re une formule à la Feynman-Kac 

pour les éléments de matrice de l 'opérateur 

exp { Î H o T } exp { - i { H Q + V } T } 

V étant une per turbat ion relativement gen t i l l e , déf inissant un modèle 

tr igonométrique de théorie des champs. 

Le cadre est le même que précédemment. C 'est -à-d i re que 

l 'on considère un groupe G et un mul t ip l ica teur ç de G . Mais on con­

sidérera également des "évolutions l ibres" du système de Weyl cor­

respondant : 

Soit t —> Ot un groupe à un paramètre d'automorphismes de 
t 

G qui laissent invar ian t le mul t ip l icateur Ç i .e . 

(4.1. ) ç i a t ( g ) , a t ( g ' ) ) = ç ( g , g ' ) vt. * R , V g , g ' e g. 

Une "évolut ion l i b re " est un groupe de transformation a du système 

de Weyl U ^ tel que : 

(4.2) ' a t ( u j ) - A ( t , g ) , , Vt e R, Vg, g ' e G . 

où X : R X G ^ 5̂  est une fonction tel le que : 

(4.3) X (s ,g) A( t , a s ( g ) ) = À (s+t ,g) Vs,t e R, g e G . 
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2N 

Un exemple non t r i v i a l de X est donné par , G = R y 

(4.4) a t ( q , p ) = (q+tp,p) q,p G R N 

(4.5) À ( t , (q ,p ) ) = exp { îa (p g- - qt) } a G R . 

Néanmoins pour s impl i f ier les formules nous supposerons que X f 1. 

En dehors de l'exemple (4.4) nous pouvons donner d'autres 

exemples d 'évolut ion " l ib res" . 

2N 

Dans le cas de R , on peut considérer l 'évolut ion correspondant 

à un osci l la teur harmonique isotrope : 

a t ( q , P ) = ^ t ' P t ) 

(4.7) q = cos (o)t)q + — sin (a)t)p 

(4.8) p = - a)sin(a)t)q + cos(a)t)p 

En fa i t on peut envisager toutes les évolutions correspondant à des 

hamiltoniens au plus b i l inéa i res . 

On considère alors un système de Weyl sur un espace de 

Hilbert H où est unitairement implementé. Ceci est automatique 

dans le cas de la mécanique quantique usuelle. Soit { Û  } le groupe 

d 'un i ta i res correspondant. On supposera de plus que ce groupe est 

faiblement continu % ie: 

(4.9) U t = exp { i HQ1 } 

On envisage alors une perturbat ion de H q de la forme 

(4.10) V = J d v (g) U g

Ç 

^ G 

où v e s t u n e mesure bornée sur G , et le groupe exp{ it(H o+V) } 

engendré par H q + V. 

Soient deux vecteurs ^ et jj/ de l'espace de Hilbert H. On envisage 

la fonction : 

(4.11) t + F ( t , g , i|; , ^' ) 

= (*|e>p{it HQ} exp { - i t ( H Q + V ) } U? ^ ' ) 
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Cette fonction sat is fa i t aux équations : 

(4.12) jjJÎ ( t , g , ^ , ^ ) = -\j d v ( g f ) ç ( a t ( g , ) , g ) F ( t , a t ( g ï ) g , ^ , l f ; ' ) 

(4.13) F ( 0 , g , , f , , f ) - ( ^ | U | 

F ( 0 , g , ^ , • ) est une fonction bornée de g . 

Reprenons alors le même espace de probab i l i té que précé­

demment, Q ~ f2(G, [ o , t ] ) , mais un autre processus : 

(4.14) G (CD= ( n , t . , g . ) ) =« t ( g ~ Y . . . a ( g " 1 ) , T c ] t , t j 
k n 

= a ( 9 ; 1 ) . . . a T ( - 1 } , v e [ 0 , t l 

= e , T e ] t n , t ] 

r 
ainsi que la fonctionnelle s sur fi 

(4.15) 5 Ç ( 0) = (n , t . , g . ) ) 

= ç ( a t ( g 2 ) , a t ( g ^ ) ç ( a t ( g 3 ) , a t ( g 2 ) a t (G})) 

5 ( a t ( 9 n } > a t ' 9 ^ , ) . . . . « ( g , ) ) . 
n n-1 1 

En u t i l i san t ces déf in i t ions on peut donner une représenta­

tion intégrale de la solution des équations (4.12) et (4.13) : 

(4.16) F(t,g,, | , , , | , ' ) 

/ P . i (du) exp{ № (w) } = Ç (w) Ç (G (w), g) 
fi 1 1 ° 

O 

où $ est la fonction définie par : 

(4.17) *(<*> = (n , t . ,g . ) ' ) - + S <|) (g.) 
j = ] 

(j) étant la phase de v définie en (3 . 31) . 
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La fonction F( t , g , ip, V ) définie par (4.16) est une fonction 

bornée sur G. 

Nous ferons deux remarques évidentes dont la première est 

re la t ive au problème de I ' "order i n g " . 

Soient £ et Ç deux mul t ip l icateurs sur G, équivalents c 'est -

à-d i re sat is fa isant la re lat ion 

(4.18) £ ( g , g ' ) = \ ( g ) \ ( g • ) \ ( 7£ • ) ç ( g , g • ) 

pour une certaine fonction \ de G dans le tore S^ . 

Alors : 
n 

(4.19) S ^ ( r y . g . ) ) = HMuHn t - . g . ) ) H\( ^ ( g . ) )X (a t ( g , ) . . a t <9 n>) 
i = 1 i , % • n 

et par conséquent 

(4.20) H Ç (a>=(n,t.g.)) Ç (Go(o>), g) 

= E*<aHn , t . g . ) ) ç (G o (o ) ) ,g ) f 1 ] A ( a t (g . ) ) X (Go(o, ) g ) \ ( G ) 

i = 1 i 
La structure de (4.16) reste la même. 

Si maintenant Ç est un bicaractère de G 

(4.21) ie. ç ( g , g 1 g 2 ) = ç ( g , g 1 ) ç ( g , g 2 ) g , 9V 92

 e G 

( la re lat ion symétrique est automatiquement vér i f iée) alors : 

(4.22) 5C U H n J i . g . ) ) = H ç ( g . , a t . t (9 : ) ) 
• < j j « 

2N 

On doit remarquer que dans le cas où G - R avec le mul­

t ip l i ca teur hab i tue l , et dans le cas où a est déf ini par (4 .4 ) , on 

retrouve une expression identique à celle donnée par (3.32) avec 

e (p) = p 2 . 
2N 

Nous al lons maintenant nous restreindre au cas où G - R 

et où la mesure associée au potentiel est de la forme : 
(4.23) dv ( q , p.) - 6 Q « dp (p) 

ce qui fa i t que le potentiel ne dépend pas des vitesses. 
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I l est fac i le de se convaincre que : 

(4.24) d | v | (q ,p ) = 6 G B d jp j (p) 

et q u ' i l y a un i somorphi sme entre ( jj , T , P , , ) et ( f t ' , j £ ' , P , , ) 
| V | 7" JPJ 

où 
A • = N » ( r n , [ o , t ] ) 

ce qui permet de réécrire la formule (4.16) 

(4.25) F ( t , ( q , p ) , i|» , <K) 

= J P | p j ( d U ) ' ) e x p { i $ ( o o , ) } 5 Ç ( o l ,
, ) c ( G o ( W ' ) , ( q , p ) ) 

<*» U G o U ' ) + (q ,p) * ' ) -

où W = ( n , t . , p . ) et 

n Pj 
(4.26) G_(W - ( n , t . , p . ) ) = ( Z 6<T-t.) — sin ( u Ì T - t . ) ) , 

1 1 1 ¡ = 1 1 0) 1 

E 0 (T - t . )p . cos ( w ( T - t . ) ) ) , 
i=1 

tandis que 

p.p. 
(4.27) S C ( w ' = ( n , t . , p . ) ) = exp { ^ j - Î - J - sin ( w ( t - t . ) ) } . 

I l Z I J 
•<J 0) 

L'exemple précédent est un modèle de théorie des champs. 

Plus précisément nous nous intéressons à une théorie de champ de 

Bosons re la t i v is te et nous nous proposons d 'é tud ier les éléments de 

matrice de l 'opérateur d'onde correspondant à un modèle trigonomé-

tr i que. 

Auparavant nous décrirons brièvement la quant i f i ca t ion du 

champ de Bosons re la t iv is te (cf. [24J ) . 

s s 

G, espace des phases, est le groupe add i t i f S^(R )X Sp(R ) 

où S^(R S) dénote l'espace des fonctions réelles de R s , indéfiniment 

di f férent i ab les et à décroissance rap ide. C'est, pour un champ de 

Bosons re la t i v is te à s+1 dimensions d'espace-temps, l'espace des con 

dit ions in i t ia les c 'es t -à -d i re des valeurs du champ et de sa dérivée 

temporelle au temps 0. Les fonctions sont choisies réelles pour dé~ 

c. r i re u P- c h a mp neu t-re. 
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On dispose sur G d 'un mul t ip l icateur 

(4.28) Ç ( ( f , g ) , ( f , , g 1 ) ) = e x p { ^ fax { f ' ( x ) g ( x )-f ( x ) g • ( x) } } 

qui correspond aux relat ions de commutation canoniques du champs 

et de sa dérivée temporelle au temps zéro. 

L 'évolut ion l ibre est donnée par l 'équat ion de Klein-Gordon. 

I l lui correspond un groupe de transformations t->a de S D (R S )X S^Ri 5 ) 
t K K 

qui laisse ^ i n v a r i a n t . 
d t : ( f , g )eS R (R S )XS R (R S ) > ( f ^ ) e S R (R S )XS R (R S ) 

où f et g^ sont déf in is par leurs transformées de Fourier : 

(4.29) (F f ) (p ) = ( 2 t t ) - s / 2 j e " i p X f ( x ) dx 

R S 

comme 

(4.30) ( F f t ) ( p ) = cos(o)(p)t)(Ff)(p) + a) (p) " 1 s in(a ) (p ) t ) (Fg) (p) 

(4.31) ( F g t ) ( p ) = -0)(p)sin (o)(p)t) (F f ) (p ) + cos ( o)( p ) t ) ( Fg ) ( p ) 

2 2 2 où 0) (p) = p + m , m > 0. 

T 
Une représentation un i ta i re project ive W de G = (R s ) 

XS D (R S ) et tel le que les fonctions : rs 

X e R -> V\LÇ , y G R + W Ç . 
f ^ 9 y9> f 

soient continues, peut s 'écr i re : 

(4.32) - exp { i ( < f T T > - <g<t>>)} 
fg 

où les opérateurs (à valeur d is t r ibu t ion) $ et ^ satisfont les re la ­

tions 

(4.33) 0 ( f ) M g ) - M g ) $ ( f ) C î ( f ,g)l 

Nous allons maintenant dé f in i r les modèles trigonométriques 

(cf. par exemple [ j25j) . 
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Soit X une fonction réelle symétrique, indéfiniment dér ivable 

et à support compact dans le cube de côté 1 

(4.34) x (x) = o si | x. | > 1/2 . 

On déf in i t X k , k >0 par 

(4.35) X k ( x ) = k s X (kx) 

C'est une fonction de coupure u l t ra v io let te . Soit alors x ^ déf inie 

par : 

(4.36) X k

X ( y ) = X k < x - y ) 

et le champ correspondant $ ( x ) . 

L ' in teract ion trigonométrique est déf inie par : 

(4.37) H k A - J dx J dv(a) m exp { - i a $ (x* ) } " y 

s * 
où A est un cube de R de coté [ A | 7 

(4.38) A = { x € RS ; Jx. | < \A\ /2 } 

V est une mesure bornée sur la droi te R. On demande que 

V (a) = v ( - a ) de façon à ce que l ' in terac t ion soit se l f -adjo inte . 

•• désigne l 'o rdre de Wick pour la masse u • 

Un cas par t i cu l ie r est celui du modèle de Sine-Gordon où 

V est la mesure de Bernoull i 

(4.39) V = y (ô +S ) = — Z 6 X e R 

et c'est celui que nous al lons considérer. Ce modèle a déjà été é tu­

dié dans la région euclidienne (cf. [ 26 ] ) mais nous trai terons ici 

le modèle dans la région du temps rée l . I l est fac i le de voir à par ­

t i r des résul tats précédents que l 'on peut démontrer la proposit ion 

suivante : 
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Proposi t ion : Soit le vecteur de vide de la représentation de Fock, 

soit tyr = ip f , g F S 0 (R S ) , soit H le Hamiltonien l ibre de fg fg y o ' R ' o 
la représentation de Fock . 

On a la représentation " in tégra le du chemin' 1 : 

(4.40) ( l e x p i i H T }exp{ i (H + H k A ) T } ^ ) 
fg 1 o o tg 

= / P . . (du>) F, ( w ) 
^ n A| X | km 

où ft = fi (AXZ 2 , [0,T ]) . 

F, a la structure suivante : km 

(4.41) F k m ( u ) = F l ( M ) F 2 f g U ) F 3 k m ( w ) 

avec 

(4.42) F1(o)= ( n , t. x. e . ) ) = ( - i A _ ) n 

1 I I I ) X | 

(4.43) F 2 f g ( w = ^ ^ ¡ V i ^ 

= e x p ( i a o

 n e ¡ j J d ^ d c V 0 Û R ( x . - ç - ç , t . ) g ( ç ) } 

n 

exp { - i oQ ï t. Jj d ç d ç x k ( C ) 8q A ̂  ( x r C - ç , t . ) f ( ç ) } 

(4.44) F,. (u> = ( n , t . x . e . ) ) 
3km ' I I I 

= exp { ü ¿ F [x. ( k)I 2 ( J 1 ) dk } 

l/k + y l/k +m 
exp { - a_o z e.e.jfjdçdc * k < V ° Ç ( Ç- Ç t. -t. ) X ^ x-c)} . 

Dans ces formules A™ et A !T sont les d is t r ibu t ions invar iantes : 
K h 

' i k x 

(4.45) i j ( x , t ) = {2„f^2J ^ y e sin (o»(k)t) G ( t) 
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// TA\ A m / + \ /o x ~ s / 2 F dk i k x - i |tlu) (k) (4.46) A F ( x , t ) = (2tt) I — ^ e 1 

De plus P « est déf inie par 
A [ X | 

( 4 - 4 7 ) p m x i < v l n L . > = r r i m ib, . . i 

| 8 j l étant le volume de B. C A . 

Lorsque k + 0 0 , i .e . lorsque le cu t . o f f u l t rav io le t est re ­

jeté à l ' i n f i n i , F ^ devient s ingul ière mais néanmoins si s=1 , m=0 

et I a

Q I < 2 7T on peut contrôler la s ingu la r i t é . Plus précisément on 

a le résul tat suivant : 

2 
^ Proposi t ion. Pour s= 1, <2lï la l imite suivante existe : 

k A 
lim lim (* Jexp {-i T(H +H ) * ) o 0 0 k -**> m+o 

= l u P A | X ' | ( D U ) F U ) 

où 

(4.49) F( io=(n f t .x e )) • 

- i X' n «o 2 

= ( ^r~rr) exP{ - 1 e- 6 C f r ( x . - x . , t . - t . ) } 
» X I 4ir tfj ' J F ' J ' • J 

si E e. = 0 et zéro autrement. 

(4.50) C F ( x , t ) = 1 In ( t 2 - x 2 ) + l î - si 0 < l x | < l i l 

= \ In ( x 2 - t 2 ) si O < 1 t 1 < J x j 

X' = X (—) ' * et C - exp (Y ) , Y étant la constante 

d 'Eu le r . 

Nous signalerons encore une autre appl icat ion de la théorie 

des processus à sauts. Elle concerne l 'existence de dynamiques re la -

t iv is tes non t r i v ia les [16 ] . 
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L' idée est la suivante : Soit G un groupe abélien et Ç un 

mul t ip l icateur de G. On peut construire des représentations isométr i­

ques projectives de G sur l'espace de Banach des fonctions bornées 

sur G comme suit : 

(4.51) (R%) (h) = K (h ,g) F(hg) 

(4.52) ( L % ) (h) = C ( g " \ h ) F ( g " 1 h ) 

Ces deux représentations commutent. 

Soient un système de Weyl et $ , *l> deux vecteurs de l 'es­

pace de représentât ion j alors : 

(4.53) F (h) - (<rçW/>) 

est une fonction bornée sur G et l 'on vér i f ie immédiatement que : 

(4.54) R V = F ... K , 
• g # <i> , W J * 

et 

(4.55) L C F = F 
9 W E * 

g 

iH t 

De même si t-* e est un groupe à un paramètre d 'un i ta i res qui 

implementent une évolution l ibre t a ° 

(4.56) (U°F) (h) = F ( a ° (h) ) 

est un groupe à un paramètre d' isométries de l'espace de Banach 

des fonctions bornées sur G. 

Soit alors un modèle tr igonométrique de théorie des champs, 

i l est fac i le de comprendre que l 'on peut exprimer les fonctions 

i(H +V)t - i (H +V)t o o 

(4.57) t - U |e g e * ) 

comme espérance par rapport à un processus de Poisson. Cette repré­

sentation intégrale s'étend à des fonctionnelles qui ne sont pas né­

cessairement des éléments de matrice d 'un système de Weyl. 
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On peut alors u t i l i ser cette expression pour montrer que 

sur certaines fonctions bornées sur le groupe G on peut él iminer les 

régular isat ions dans le cas des modèles tr igonométriques. On montre 

ainsi l 'existence d 'un flot re ia t i v i s te . 
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§ 5 - Relation avec la théorie des Equations d i f férent ie l Ses sto­

chastiques. 

Ce paragraphe est destiné à fa i re le l ien entre la 

théorie des équations di f férent ie l les stochastiques et les résultats 

précédents. 

Pour cela nous devons in t rodui re la notion de mesure 
2N 

de Poisson a léato i re. 3£ est un espace R mais on pourra i t a i ­

sément général iser à d 'autres espaces. T est un nombre pos i t i f . 

On envisage alors l 'app l ica t ion v tel le que 

- V t & [0 ,T ] , B f i xé , Borélien de X , v ( t , B) est un 

processus de Poisson i .e. 

i X 

(5.1 ) E (exp f i A v( t, B) ) ) = e x p ( t ( e - 1 ) f y | ( B ) > 

où |M Jest une mesure bornée sur % . 

- V t e [0 ,T ] et B ] et B 2 des Boréliens d is jo ints de jE, v( t, Bj ) 

et v ( t ,B 2 ) sont indépendants. 

Ces mesures de Poisson aléatoires permettent de dé­

cr i re des processus à sauts solutions d'équations di f férent ie l les 

stochastiques du type : 

(5.2 ) C x t ( s ) = x + | 5 A ( T , E X T ( T ) ) D T 4 - F 5 F C ( T , C x t( T ) , u ) v ( d T , d u ) 
/ t , J t 

Des hypothèses que nous ne détai l lerons pas (cf. [27] [28]) sur 

les coefficients A et C assurent l 'existence et l ' un ic i té des solu­

tions des équations (5.2 ) . 

En pa r t i cu l i e r , i l est fac i le de voir que sous ce r ta i ­

nes condit ions larges sur la fonction K, le processus : 

(5.3 ) Ç K ( t ) = / K(u) v ( t ,du ) 

a pour fonction caractér is t ique 
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(5.4) E [ exp { i x ç K ( t ) } ] 

= exp {t / {exp ixK (u) - I l d j u ; | ( u ) } 

Plus généralement on peut donner comme pour les 

processus de di f fusion une équation de Kolmogorov sat is fa i te par 

l 'espérance de fonctions du processus ( 5 , 2 ) , [ 2 8 ] • 

L 'équat ion de Schrodinger non re la t i v is te dans l 'es­

pace des impulsions est une équation de ce type. Pour montrer 

le même fa i t pour l 'équat ion de Schrodinger dans le schéma d ' i n ­

teraction d 'un osci l lateur harmonique per turbé, nous avons be­

soin d 'une extension de ces résultats (cf. aussi [ 2 8 ] ) . 

On considère le système d'équations d i f férent ie l les stochastiques 

suivant : 

( 5 . 5 ) Ç x t ( S ) = X + J J D T A ( T ' W T ) ) C ( * ' 5 x t ( ^ ) ^ ) ^ ( d i T , d u ) 

( 5 . 6 ) n y t ( s ) = y dx A ' ( T , Ç x t ( t ) ) + ^ ^ N C ' ( T , C x t ( t ) , u ) v ( d t , d u ) 

où v désigne la mesure de Poisson aléatoire centrée 

( 5 . 7 ) v ( t ,B) = v ( t , B ) - tjM | (B ) . 

On doit supposer que les différentes fonctions A , A ' , 

C et C satisfont des conditions qui assurent l 'existence et l ' u n i ­

cité des solutions de ( 5 . 5 ) et ( 5 . 6 ), que l 'on peut trouver dans 

[ 1 9 ] , et que l 'on peut vér i f ie r dans chacun des cas. 

N M 

On considère alors une fonction F : R xR C qui est deux fois 

continuement d i f férent ïable et avec des dérivées par t ie l les d 'ordre 

un et deux bornées, alors : 

( 5 . 8 ) V ( t , x , y ) - E [ F U x t ( T ) , n ( T ) ) ] 

sat is fa i t une équation de Kolmogorov inverse: 
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(5.9) - V + Z A . ( t , x ) ^ + ^ A ! ( t , x ) ^ 
i = 1 i J=1 J y j 

+ J ÍV(t ,x + C ( t , x , u ) , y + C ' ( t , x , u ) ) - V ( t , x , y ) 

- f C . ( t , x , u ) ~ - V - J C ' ( t , x , u ) - ^ - V } d.jy.l(u) = 0 

Nous al lons montrer dans le cas d 'un osci l la teur harmonique per­

turbé par une interact ion du type t r i gonométrique, que l 'équa­

tion de Schrodinger dans le schéma d ' in terac t ion est en fa i t l ' é ­

quation de Kolmogorov inverse pour un système d'équations d i f fé ­

rent iel les stochastiques du type précédent. Nous nous l imiterons au 

cas de N degrés de l iberté mais i l est évident que ceci fourni t 

un modèle de théorie re la t iv is te d 'un champ de Bosons. 

2N 

a e R -v W est un système de Weyl qui sat is fa i t comme 

précédemment : 
W a W a ' = e x p ("2~° ( a ' a < ) ) W

a + a l 

w" - w 

a -a 

avec, si a = (q ,p) q,p e R 

N 
a ( a , a ' ) = l {q! p - q p' } 

i = 1 

a est un groupe à un paramètre d 1 *-automorphïsmes de l 'a lgèbre 

engendrée qui satisfont 

(5.10) V W a * = e x p < i B < ^ a ) ) W « t ( a ) 

2N 
où a

t est une transformation l inéaire symplectique de R' 

B( t ,a ) est l inéaire en a et sat is fa i t une relat ion de co-

cycle en t. Il en existe de non t r i v i aux pour certains a comme 

le montre l'exemple (4.5 ) . 
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Comme on considère le cas d 'un nombre f i n i de de­

grés de l iber té , a est unitairement implémenté dans n' importe 

quelle représentation de Weyl. De plus on fa i t l 'hypothèse que 

le groupe d ' un i t a i r e qui implemente a est cont inu, ce qui per­

met de déf in i r un générateur infinitésimal H^ : 

/\ 
(5.11) a (W ) - expUH t } W exp { - i H t } . 

t a K o a K o s 

Soit alors M une mesure bornée sur l'espace des phases et 

(5.12) du(a) - exp { î cf> ( a )} d [y) ' (a) , 

la décomposition polaire de M . 

On considère l 'opérateur borné V déf ini par l ' i n tégra le de 

Bochner 

(5.13) V = f dP (a) W Q 

^ 2N 

Notre but est alors d 'étudier la dépendance en temps des quan t i ­

tés: 

(5.14) F ( t , a , <t>, *) 

- (*|W expf iH (T-t }exp {- i(H +V) (T- t ) } • ) - -a o o 

où 4> et ^ sont deux vecteurs de l'espace de Hilbert de la repré­

sentation de Weyl des W . 
a 

i l est très faci le d 'écr i re l 'équat ion d i f férent ie l le 

sat is fa i te par la quant i té F : 

(5.15) ( t , a , 0 , * ) 

= - i J dJMÎ(b) e x p { i U ( b ) + B( t ,b ) + a ( a , a (b)))> 

F( t ,a + a

t ( b ) , * , * ) 

(5.16) avec évidemment la condit ion 

F(t - T, a,<f , * ) = UIW i> ) 
a 

qui est une fonction continue bornée de a. 
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C'est cette dernière équation que l'on veut interpréter comme une 

équation de Kolmogorov. Pour cela on envisage la fonction : 

(5.17) G(t,a,X,4>, *) = F ( t , a , * , * ) e' X, XeR 

qui sat is fa i t : " 

(5.18) G( t , a ,o , i>) = F(t,a,4>,*) 

Si on choisit alors la fonction C : ÎO,T] X R 2 N X R 2 N - R 2 N 

(5.19) C ( t , x , u ) = a

t ( u ) V t c f o , T ] , x e R 2 N , u e R 2 N 

et la fonction C : 

(5.20) C ' ( t , x , u ) = J + * (u ) + B( t ,u ) + a ( x , a^U)) 

en imposant l 'existence des intégrales : 

J 2N u d | u | ( u ) ainsi que J ^ <1>(U) d ] y j ( u ) , C et C satisfont 
R R 

aux conditions qui assurent l 'existence et l 'un ic i té des solutions 

des équations di f férent ie l les stochastiques. De plus on choisit : 

(5.21) A ( t , x ) = j £ 2 N « (u) d lMÏ (u) 

Tandis que : 

(5.22) A ' ( t , x ) = 

= J | ' M ( ( R 2 N ) + j * ( u ) d | Mtu) + J ^ 2 N o (x , a t (u))d| i»l (u) 

+ / B ( t ,u ) d jMÍ (u) . 
¿2N 

Dans ces conditions si l 'on considère la fonction : 

(5.23) V ( t , x , o ) = E [ f ( i x t ) e x p {i n o t } ] 

elle sat is fa i t l 'équation de Kolmogorov : 

(5.24) ( t , x , o ) = - i / V ( t ,x + « ( u ) ) . 

. exp { i( *(u) + o (a , a (u)) + B ( t , u ) ) } d | M | ( U ) 

+ |p | ( R 2 N ) V ( t , x ,o ) 
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Le dernier terme d isparaî t en écr ivant : 

(5.25) F ( t , a , «*) = exp { + j M | ( R )t } V ( t ,a ,o ) 

avec la condit ion 

(5.26) I'm V( t ,a ,o ) = f (a) 

a 
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