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Introduction

Paralléle entre 1'équation de ia chaleur et une équation

Schrodinger simplifiée dans |'espace des impulsions.

Quantification a la Weyl et intégrale de Feynman.

intégrale de Feynman - Théorie des champs relativiste

de Boson - Modeéles trigonométriques.

Relation avec la théorie des équations différentielles

stochastiques.
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§ 1 - Introduction :
La formule de Feynman [1] y [2] , exprime |'amplitude
de transition (y,t | X,0) d'une particule non relativiste entre

les points x au temps zéro et y au temps t:

(y+t | x.0F Nf exp G S(0) + a4 Sy T 1 dy(m)

v(0) = x e (o]
Y(t) =y
comme une "intégrale'" sur les chemins Y gui partent de x au
temps O et arrivent en y au temps t, de |'exponentielle imaginaire
de |'action claséique SO(Y) + S, (Y) associée au chemin Y , divisée

par h la constante de Planck. N est un facteur de normalisation.
Cette formule présente du point de vue de la physique un trés
grand intéreét.

On ne citera que deux raisons
i - la valeur trés petite de la constante de Planck h permet
d'envisager |'"intégrale'" précédente comme une intégrale oscillante
qui priviiégie les trajectoires qui satisfont les équations d'Euler-
Lagrange. En ce sens la formule (1.1) nous permet d'espérer une
bonne compréhension des liens entre la mécanique classique et
la mécanique quantique.
ij - La formule (1.1) ou mieux les extensions naturelles fournissent
une prescription de quantification qui permet de traiter des systémes
plus généraux pour lesquels le formalisme canonique ne s'applique
pas. Cette derniére idée était déja présente dans les travaux ori-
~-ginaux de Feynman, mais ne s'est trouvé réalisée que récemment.

Malgré ceta [Tutilisation, en dehors de raisonnements
qualitatifs , de I'intégrale de Feynman ne s'est pas développée
pendant de nombreuses années par le fait méme que |'expression
(1.1) est trés mal définie. 1l a été trés vite reconnu que I|'existence
d'une partie imaginaire dans I'exposant de 1'exponentielle de
la formule (1.1) empéchait de définir une mesure (@.additive sur

un espace raisonnable de chemins (cf. par exemple [3] ) Ce qui

se traduit par exemple pratiquement dans la difficulté qu'il vy
a a calculer le facteur de normalisation N dans la formuie (1.1)
forsqu'on veut définir le membre de droite comme une limite d'inté-
grales sur des espaces de dimension finie. |l est trés connu que
ceci est lié & la non existence d'une mesure de Haar sur un espace

de Hitbert.
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Les raisons physiques évoguées ont suscité de nombreuses
approches quant a la définition de |'intégrale de Feynman. Nous

ne citerons que les pius populaires °

i - Les méthodes de cylindrification qui consistent a définir |'in-
tégrale de Feynman comme la limite, quand elle existe, d'intégrales
sur des espaces de dimension finie. 11 est clair que dans cette
approche on ne peut contrdéier la nature de la limite et l'on perd

ainsi tout le support probabiliste qui est si suggestif dans |'approche

originale de Feynman.

ij - Les méthodes euclidiennes qui ont été si fructueuses ces derniéres
années (cf. [h] et les références citées) et que l'on peut carica-
turer ainsi : dans le remplacement t -—— it, le facteur exponentiel

de (1.1) devient une exponentielle réelle qui contient un facteur

'quadr‘atique. L'intégrale devient alors une intégrale gaussienne
qQue i'on peut définir précisément. D'une maniére plus générale
on exploite |'analogie qui existe alors avec la mécanique statistique.

Un inconvénient de ces méthodes est que 1'idée originale

de Feynman quant a la connextion entre mécanique classique et

mécanique quantique est un peu perdue .

iij - La méthode des intégrales de Fresnel [5] , qui permet de
définir (1.1) par dualité, est mieux adaptée a ce probléme et
en particulier a la" limite classique. Effectivement ceci permet

de regarder le comportement en —ro (CF. [6] ).

Ces méthodes ont un inconvénient qui est que I['intégrale
de Fresnel n'est pas définie comme wune intégrale de probabilité
mais comme une forme Ilinéaire continue sur un certain espace de
Banach.
jv - Les méthodes liées aux processus de Poisson qui dérivent
d'une remarque originale de Maslov et Chebotarev, (cf. [7] a
[11]) sont 1'objet du présent exposé. A nouveau caricaturons

ces méthodes : la méthode euclidienne consistait essentiellement

i .
“a incorporer  €xp {ﬁ S0 (v) } et NI dvy (1) pour en faire,
T elot]

aprés le remplacement t —— it, une mesure et c'est fa philosophie

de la formule de Feynman--Kac. La philosophie de cette approche

;
est d'incorporer exp { & SI(’Y) } a N ¥€ [d\{ (7) pour en
01]

faire une mesure, ce qui permettra de dériver une formule a la
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Feynman-Kac, oU les roles de 1'énergie cinétique et du potentiel
sont inversés. Ceci permet de comprendre le role joué par la repré-
sentation d'impulsion dans l|a remarque originale de Maslov et
Chebotarev.

Cet exposé est, sauf pour quelques points, basé sur
une série d'articles, [12] a [16] , ou les preuves sont plus détail-
lées. il est surtout destiné a fournir les idées de base de ['utilisa-
tion des processus a sauts en physique et c'est pourquoi beaucoup

de détails techniques n'ont pas été abordés.
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§ 2 - Le paralléle entre 1'équation de la chaleur et une équation

de Schrodinger dans l'espace des impulsions.

Dans <ce paragraphe, nous rappellerons les faits essen-

tiels relatifs a la solution de I'éguation de la chaleur, et en
particulier 1a représentation intégrale de chemin de la solution
de cette équation. En paraliéle nous donnerons une équation qui
peut s'interpréter comme une équation de Schrddinger dans |'espace
des impulsions et qui a une représentation "intégrale de chemin"
évidente, la mesure correspondante étant tout & fait différente

de la mesure de Wiener.

Nous décrirons alors une réalisation de |'espace de pro-
babilité (ﬂsT, P) qui est naturelle pour les physiciens, ainsi que
les processus associés qui sont des généralisations naturelles des
processus de Poisson., Dans le dernier paragraphe nous donnerons

une construction équivalente plus abstraite de ces mémes processus.

Soit donc |'équation de la chaleur 3 N dimensions

2

9 F(t,x) g ;l ___7_8 F(t,x) xeRN 0
s s ’ ’
ainsi que la condition initiale
Tim F(t,x) = f(x)
tso0
ou f est une fonction suffisamment réguliére. |l est bien connu
que (2.1) est I'équation de Schrddinger Ilibre, ou le ter‘nps a été

pris imaginaire pur.

Les équations (2.1) et (2.2) s'intégrent immédiatement

grice au noyau Pvf (x, vy)

N

- -1 z 2

P‘E(Xs.Y) = (2mot) N/z exp {'Z('j‘f i=1 (X47y4) }
. par la formule
t
F(t.x) = f dy p(xsy) f(y)
RN

Cett derniére expression a la forme d'une intégrale

(*)

de chemin

* pour un exposé général voir par exemple [17].
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F(t,x) ='/;2 Pyp (dw) fw)

comme on le rappeliera briévement en décrivant |'espace probabi-

lisé des chemins (@, F » Pyt ).

Soit T > o, on envisage |'intervalle [o, T] . De plus
°
N N PPN . N
on considere R le compactifié a un point de R™, £ est 'espace
- °N
des fonctions de [o, T] dans R

N
Q ={w: [0,T] > R} .

De par la définition précédente

0 0,T
Q = {RN} P-1]

Par le théoréme de Tychonov c'est un espace compact pour la topo-

logie produit.

Soit alors C () |'espace des fonctions continues sur
Q
Soit Cc (Q) |'espace des fonctions cylindriques sur
2 . Une fonction F : @ > € appartient a Cc () s'il existe
k > o, une fonction continue de (R N)k > € et {t1}1<k ,
~

ti € [o, T] tels que

Flw) = f (u)(t1), ...... s w(tk)), Yoel .

On remarque que f n'est pas univoquement définie.

*

lLes fonctions cylindriques forment une sous-*- algeébre

de |'algébre C (%), et comme évidemment elles séparent les points

de Q, elles sont denses dans C(Q) pour la topologie uniforme.
. . - t
Soit alors une fonction de transition p (x, dy) telie que
. t s
j - p {x, dy) est une mesure de probabilité

.. { . L . .
ij - p (x, dy) satisfait a !'équation de Chapman-Kolmogorov
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fpt(x,dy) p°(y,dz) = pHS(x,dz)

Ces deux propriétés sont satisfaites par

t t
(2.10) pw(x,dy) = pw(x,y)dy
1l est alors possible de définir une forme linéaire l>< sur Cc(g):
t t, -t
B 1 )
(2.11) IX(F) —f...[p (x,dx1) P (x1,dx2)....
t ~t
N-1 'N
o) (xN_],de) f (x,‘, ...... , xN) ,
ou f est une fonction associée a F i.e.
(2.12) Flu) = f (w(ty)s . ulty)), ¥Yuen

Cette forme est |indaire et bornée sur CC(Q)

(2.13) [V (Y] < sup | Flw) | , F eC;(Q)
wen

et par conséquent elle s'étend en une forme linéaire 'x de

méme norme sur C(2). Enfin I—x définit sur £ une mesure Px(dm).

(2.14) | (F) fﬂ P (dw)F(u)

Associé a cette construction, il y a un processus ET ,

v € (0,T] défini par
£ {w) = w(T) , WEQ

Grice aux formules précédentes on peut calculer {a fonction

caractéristique du processus

E [exp(i)&r}] = fﬂ Px(dm) explirg ()} .
w > exp {ixrxg} est une fonctionnelle cylindrique sur Q et par
conséquent '
(2.15) - E [exp{i)\ET}] =[ pT{x,dy) exp {ir yl
RN
Dans |'exemple précédent on a bien sir, pour toute fonction

f raisonnable

(2.16) E [f(e)] - f pT (x,dy) fly)
T RN
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(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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Ciest une représentation intégrale {(de chemin) de la solution

de |'équation de la chaleur telle que

TV O
On peut cependant envisager d'autres fonctions

de transition et en particulier si t< T
t A0 n
p (x,A) = exp{-(T-t) a} =z 2 (T-1) X (x-nxo)
pX nz0 n! A
o
»
i
ou A est un parameétre positif, et Xp €St la fonction caractéris-

tique de A, ALR. p:) (x,dy) vérifie les conditions j et ij

~des fonctions de transition et définit sur gune mesure PZ

par la méthode précédente.

Cette fonction de transition est |la fonction de Green
d'une équation qu'il est trés facile de déterminer. En effet

soit |'équation
S—(t,x) = -2 F(t,x—xo), O<t<T , >0

avec la condition initiale

lim Flt,x) = f(x).
t+T

f étant une fonction bornée.

La solution des équations précédentes s'écrit immé-

diatement

ou encore en utilisant (2.18)

Flt,x) = exp {(T-t)r} [ p:)(X,dy) fly) ,

soit encore
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(2.25)

(2.26)

(2.27)
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L' équation (2.19) est un modéle pour |'équation
de Schrddinger. Soit en effet cette équation dans |'espace

des impulsions et pour le temps t purement imaginaire :

N
¥ 1 2 v
—t,p) = - 5 (. p) ¥ (t,p) + Vip-p') ¥ (t,p")dp’
3t M (1 i
~ ’ r‘J ’
ou I{'on a supposé que V est la transformée de Fourier du
potentiel V. Intuitivement (2.19}) correspond & (2.24) dans

la limite ou la masse M de la particule est infinie et la trans-
formée de Fourier du Potentiel est A fois une masse de Dirac

au point Py

A nouveau on ne semble pouvoir étudier que les
équations de Schrodinger avec le temps purement imaginaire,
cependant |'équation

3

x G(t,x) = i )\G(t,x—xo) , A>o0

avec pour condition initiale

lim G(t,x) = f(x)
t-T

a pour solution

LN n
G(t,x) = & i (T-1)] f(x-nx,).

N30 - !

Cette solution a une expression en terme d'intégrale de chemin:
_ im
Gl{t,x) = exp{ (T-t)ar} E [exp {7 gt} f(x-xogt)]

Nous reviendrons sur ce point, mais alors que la
mesure de Wiener perd son caractere de mesure [3] lorsque
le parameétre (ou le temps) devient imaginaire, la mesure
de Poisson se transforme en une mesure absolument continue
par rapport a la mesure de Poisson dans ce méme remplace-

ment. Ceci est lié au fait que la solution de (2.19) est une

fonction entiére de .

Signalons un dernier point qui sera développé plus
tard : L'équation (2.25) est, comme nous |'avons dit, le mode-

le d'une équation de Schrodinger dans le cas ou la masse



(2.29)

(2.30)

(2.31)
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de la particuie est infinie. Mais c'est aussi un modeéle pour |'é-
quation - de Schrodinger dans le schéma d'interaction et dans la

représentation d'impulsion . Soit en effet i'équation

N\,
i 'g-t—‘i’(t,p) = ¢ (p) ‘Y(t,p) +f Vip-p') Y (t,p'}) dp'

1 2 . . ~
p,, mais ce pourrait etre une

i=1
fonction plus générale. On cherche la solution sous ila forme :

oU bien sGr e{p) = (2M)~

=

¥(t,p) = exp{-itelp) } o (t,p)

ce qui n'entraine aucune restriction sur les propriétés de e{(p).

De méme la condition initiale (pour t = o) n'est pas changée.
Alors ¢ satisfait a |'équation
id

a—t“’“’p)

il

f dp' exp{it(e(p)—e(p'))}\q/'(p—p'W(t,p')

Bien sir dans ce cas le noyau dans le membre de droite dépend
explicitement du temps, mais dans les paragraphes suivants nous
montrerons que le schéma général peut étre poursuivi en utili-

sant une formule du type Feynman-Kac.

Comme ‘il est bien connu, étant donnée une fonction
de transition, le support de la mesure associée sur 0 est en gé-
néral plus petit que Q . Pour la mesure de Wiener on peut le
caractériser complétement comme étant |'ensembie des fonctions
continues de [O,T] dans RN satisfaisant une condition de
Lipschitz (cf. par exemple [18]). De méme pour le processus de
Poisson, on peui caractériser ce support comme étant |'ensemble
des fonctions de [0O,T] =~ RN constantes excepté pour un nombre
fini de points. Nous allons plutdt décrire un espace probabilisé
(@, F, P) et un processus &, t € [0,T] sur 2@ qui redonne la
fonction caractéristique du processus de Poisson. Cette réalisa-

tion a quelques avantages du point de vue physique.

. . 2N . .
Dans ce qui suit ¥ est le groupe R, mais éventuellement la

construction peut se faire avec un espace plus général

o = 2(¥%, [0,T]),T >0, est |'union disjointe des espaces

e = o (¥ [0,T]

] mn



(2.

(2.

(2.

.32)

33)

34)

.35)

36)

.37)

Q . | l Q
n 2o n
ou
- 0 est réduit & un point
e =1luw_}, o i point,
et pour n > o
O ={w =
o { (n, t, xl) ;o< ot < <t < T, xiEX}
C'est |'espace des n-uples {ti} Do N ordonnés, les "temps',
et des n-uples d'éiéments de ¥.
Sur £ on définit les ouverts fondamentaux
Vv (o) - {w )
o
v(n) = {w = (n, t., x.) t. €a., x €8 !
aiBi O A R i’ i
ol les a, sont des sous ensembles disjoints, ordonnés, Lebesgue
mesurables de ]:o, T] ie :
i <j, t. ea., t. € a. >t < t.
i i ] j i ]

g
L 4

£

sont distincts

ﬂ X F est la g -algébre de
( /// // Bore! engendrée par ces
11 / / ouverts,
B i 7
r 3 7 / é/ On doit remarquer
,/Z, —4- que Q n'est pas un es-
BJ - o < 2. 2 (ﬂ;)T ; pace de trajectoires au
% |f///// sens intuitif du terme.
LS s
\ 7 ///% En effet si X= R,
__/__/_:_.Z/Z. les points suivants de
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X.)

W o= (3, t, t,, t 21 %3

1 10t 3 X

1?0 =

1
BTt ety g gy Xg, 00 )

et ceci est important si la mesure que l'on consideére sur

{ a des masses.

Soit \Y une mesure positive bornée sur 2 . On peut
définir une fonction positive Py sur le clan engendré par les
U (n)
a.B.
i
(2.38) Py @)y =4
(n) L
(2.39) Py (B = N V(B,)
i i=1
Un résultat essentiel est que cette fonction s'étend

(de maniére unique) en une mesure positive bornée que nous
noterons avec le meéme symbole.

On vérifie aisément, par exemple sur les fonctions carac-

téristiques de V;né , que dans cette réalisation |'intégrale
par rapport a Ia'rr%esure Pv a une expression particuliérement
simple. Plus précisément si F est une fonction intégrable sur
2
(2.40) Pu(dw) Flw) = 2 [ D dtn | '™ dtp-1... [ '24dt, | dvix )... | duix)
o Vv n>o o o o 1 n 1
Flw = (n, ti‘xi))'
Cette formule wva nous permettre de faire Ile lien avec

ce qui a été dit précédemment.
On définit en effet le processus de Poisson X ,

TE [O,T] explicitement par

(2.41) X (@= (n, t. x.)) =



(2.

(2.

(2.

42)

43)

45)

.46)

L47)

.48)

.49)

.50)
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C'est bien un processus a valeur dans les entiers et
on peut calculer explicitement a i'aide de (2.40}) sa fonction

caractéristique

=] A Xt () i
fg \)(dw)e t - exp{(T—-t) (e—])\)(){)}

Ce qui est exactement la transformée de Fourier de (2.18).

Plus généralement nous envisagerons les processus

n
Xt (0w = (n, t, x.)) = roo fly -t o5 ) 0t - 1)
qui ont pour fonction caractéristique

IQ p\)(dw) exp {ix Xi (w)}
= expl - Ty (¥) + [T dT fd\)(x) exp {iMf (T -1t ; x) 1}
(@]

’ 3 - - - f -
Par conséquent en choisissant f, les trajectoires de X ie

w(t) = X (w)
peuvent étre continues.

L'espace . est aussi muni d'une famille décroissante

FO, Oe[o, T],de O-algeébres qui sont définies comme suit

v - U U U e

. . ¥ [}
i pyo aig[o,o’] Bic{ a, ai’Bi"Bi

N . a
?.0 est la o -algebre de Borel engendree par les w E(‘n)

.B
P

FOC_ Fo. si g'<go
;.T = {()19}

F, - F

On peut explicitement montrer que les espérances condi-

tionneiles s'écrivenl alors dans cette réalisation



- 148 -

E[Flro](m= (k+n, Upreses Uy bieee B, yoee. Yk’ Xyoee xn)
- T Vo
= exp {ov (¥)} ¢ fo dvp... jo dv, /d'u(z1)... [d\)(zp)
p20 X* x
Fip+n, (ZREE vp’t‘... t Zpees 2, Xqees xn)
ou uk < g < ftj.

On peut vérifier explicitement sur ces formules les proprié-

. . . f
tés de martingales de certains Xt'
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§ 3 - Quantification a4 la Weyl et intégrale de Feynman.

Un de nos buts est de montrer que les processus a
saut permettent une définition de |'intégrale de Feynman mais
aussi, suivant la philosophie originale de Feynman, que cette
intégrale permet une formulation équivalente de la quantifi-

cation.

Dans ce paragraphe on décrit une généralisation de
la quantification usuelle. On donnera plus tard les différents
cas particuliers qui peuvent étre envisagés. On décrira ensuite
une généralisation naturelle de la représentation de Schrodinger
et enfin on montrera lta connection entre la formule de Feynman
et la quantification, ceci tant pour la mécanique quantique
non relativiste usuelle que pour des systémes qui ne sont pas

généralement considérés sous ce rapport.

Dans ce paragraphe G est un groupe localement compact.
Ce groupe est celui de |'espace des phases dans la mécanique

quantique usuelle,



(3.1)

(3.2)

(3.4)

(3.6)

- 150 -

il est bien connu que le probleme de I'existence d'ex-
tensions centrales de G par le tore S1 est équivalent au probléme
de I'existence de mulitiplicateur sur G ie de fonction & : G X G
-+ 51 satisfaisant A

£ gy 9,) £l9y 9, 939 = €9, 9, 95) & (9,, 93 ;
v 9yr 95493 € G (cf. par exemple [19J ). Donnons queiques exemples

I—GERZN

E(x, y) = exp {i— olx, y)}
2

oll g est une forme bilinéaire antisymétrique, par exemple

N ,
= Z -~
o (x, v) o Ui vien = Xan !
2 - G = G X G G est un groupe localement compact abélien

1 2° 1
A
et Gp un sous groupe de son dual G], [_20] .
1 oy} — g}
£la,,8,) (gy, §3)) (9,185 (g7} §,)

~

. , . . . .
910 97 € Gy, 95 95 € G, et (1) dénote la dualité entre G, et G,

Ce cas recouvre le précédent.

3 -6 = }1 (n) x‘#l (n), 4:! {A) désigne e groupe (abélien) des
parties finies d'un ensemble J , au pilus dénombrable. La loi

de groupe est définie comme la différence symétrique
Xy A XA -n 'A)(n = {x qui appartiennent a un nombre impair de Xi}

LY + X0 (X)] + |Y'no(Y)]
E((X, Y), (X', Y')) = ()

ol o désigne |'unique homomorphisme de P (A) tel que

9({xi}):{x x

1° . } A= {xi}



(3.7)

(3.8)

(3.11)

(3.12)
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et |X| la cardinalité de X, [ 21 ].

On supposera dans ce qui suit que
gle, el = g(g, g ) =1, ¥Yg e G

Cette hypothese simplifie les formules, mais n'est pas néces-
saire pour ce qui suit (cf. exemple 3).
Un systéme de Weyl ué est une application de G

dans le groupe unitaire d'un espace de Hilbert H telle que

£ £
uz u-, = &£( "u
g g 9,9 L
sk
U‘g = UE Yg,g' €6
g -1
g
C'est une représentation unitaire projective de G, mais c'est
aussi une représentation unitaire de I'extension centrale de

G par S] définie par £ .

En effet si £ est un multiplicateur sur G, alors stl muni

des lois
(g,a){g",a') = (gg', £(g,9')qaa")
_1 -1 . .
(g, a) = (9 ,5&), VYg,g'e G, 0O Esl

est un groupe que nous noterons G ®ds On a la suite exacte

1°

Ii est bien connu que deux extensions centrales de G cor-
respondant a deux multiplicateurs ¢ et équivalents dans le sens

qu'il existe une fonction )} de G dans $, avec la propriété

i

z {g,9') = alg) A (g") algg') £ (g.9') V¥g,g'e G,
sont isomorphes.
Cette équivalence a une traduction dans le cadre de la

quantification. C'est le probleme de |'"ordering" sur lequel nous re-

viendrons plus tard.

Nous pouvons considérer maintenant des systémes de Weyl
qui sont bien connus et qui correspondent aux différents multiplica-

teurs que nous avons donnés.



(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

1. Correspondant a l'exemple 1, et sous des hypothéses évidentes,

2N

& . N
Ux = exp {i |§1 {xiPi = XN Qi}}' x £ R

ou les opérateurs self-adjoints Pi et Qi sont les opérateurs impul-

sion et position de la mécanique quantique non relativiste.

2. Correspondant a I'exemple 2, dans le cas particulier ou
G, =G, = F(A)) A au plus dénombrable, et dans le cas ou la

dualité est donnée par

IXay |
(X1Y) = () vX,Y e (A)

|Z| dénote la cardinalité de ZEP (A)

Ul (X,Y) =CX,Y) 8 o' B o> .

iex ' ey
cy1 et 02 sont les matrices de Pauli usuelles C(X,Y) est un facteur

de modute 1.

3. Correspondant au troisiéme exemple

UEX,Y) = € (X,Y) ble )...ble, ) b(f, )...b(f, )

| m | n
ou X = {xi ee X } Y = {xj see X e , C'(X,Y) est un facteur de
| | n
module 1 et les b(ei ) (resp. b{f. ) sont des opérateurs de champs
correspondants aux éﬁéments ei ¢ (resp. fj ) d'une base ortho-
normée ei’ fi de l'espace a ukne particule.

Jusqu'a présent, nous n'avons pas précisé le type de conti-

nuité requis pour |'application g -»Ué , ce sera fait explicitement

ou implicitement dans chaque cas. En particulier si UE

£

téme de Weyl tel que g~ U9 est mesurable, alors pour toute mesure

est un sys-

bornée V sur G on peut définir un opérateur borné

Qg(%') = [ dvl(g) ub
G 9

A

Dans |'exemple 2 et plus précisément dans le cas ou GZZG],

’~
si f est une fonction sur G1 X G] (espace des phases), telle que sa

transformée de Fourier



(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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(Ff)(g;,9,) [ £ ({9,,9,),(9],95)f(ai,95)da; dg,
G])(G2

ou dg] {resp. dg z)dénote fa mesure de Haar sur G1 (resp. sur GZ) "

définisse une mesure bornée sur G] X Gy 5 alors

g€ - £
Q> (f) [ dg,dg,(Ff)(g,,g,) ug192

G]XG2

définit le quantifié a ta Weyl de la fonction classique f. En parti-

culier les Ug 9 sont les quantifiés a la Weyl des caractéres de
172

G1 X G2 .

Le choix de & dans sa classe d'équivalence définit un "or-

dering".

Dans chaque cas particulier on peut étendre la définition

des quantifiés a une classe plus large de fonctions.

L'étape suivante consiste a décrire une cliasse de systémes
de Weyl, représentations unitaires projectives de G, qui sont des gé-

néralisations naturellies de la représentation de Schrodinger.

Dans le cas ou l'on demande la continuité de g-» Ug, si

le groupe G est abelien et si le bicaractére b_ associé a £ ¢

g

bE (g,9') = gfg,9") g(g",9)

assure une bijection de G sur G alors toutes les représentations U &
sont quasiéquivalentes (théoréme de Mackey-von Neumann. [20] ). Ceci
discrimine ce que |'on peut appeier la mécanique quantique généra-

lisée de la théorie des champs.

Considérons alors un espace z ot le groupe G agit,

ie. il existe une application GX % » ¥telle que

e, X +X ¥V x€ X ou e est I'identité de G.

x Yx€eX, 9,9'€ G
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On suppose qu'il existe sur X une mesure P’ positive et
quasi invariante pour I['action de G.
On suppose qu'il existe une fonction Z de GX % dans S1 telle
que
(3.23) z (g,x) 2(9',9x) = &(g,9"') Z{gg',x)
Alors la relation, pour tout f €L2 (%,dr)
N d¥(xg)
(3.24) (Ugf)(x) = W Z(x,g) fixg) ,

définit une représentation unitaire projective de G de multiplicateur

. E .
On peut remarquer que la relation (3.23) peut s'interpréter
comme suit : G® S1 agit sur ¥ en posant '
€
(3.25) (g,d), X > gx YgeEG, OLE.S], x €%

~J
De méme on peut définir a partir de Z, une fonction Z sur GR S])( x

par la relation &
N . .
(3.26) Z((g,a),x) = aZlx,q) V9eG, aeS; xe¥.
) N P4 -~ -
Mais alors Z vérifie a partir de (3.23 ) une relation qui exprime
que c'est un homomorphisme du groupoide déduit de I'action de
GR S1 sur ¥ , dans S.1 . Cette remarque permet de résoudre la

partie algébrique du probléme de |'existence de Z [13J .

Reprenons I'exemple 2. On peut choisir pour * G] lui-

méme avec pour action
(9;,87) h = g;h
On peut prendre pour M la mesure de Haar et pour Z
(3.27) Z((g,§,),h) = (h,§,)

. . < N . . .
Dans le cas particulier ou G1 = R ceci donne la représentation

~
1] " et Gl'

"x" ou "p'" en échangeant les roles de G

i
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(3.29)

(3.30)

(3.30)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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Dans I'exemple 3 en prenant A = { x} on obtient une repré-

. . L s . 1 . 2 .
sentation des matrices de Pauli ou soit ¢ soit o  sont diagonales.
On peut aussi en choisissant une autre action, sur la diagonale de

,F(A)XP(A), obtenir la représentation ou 03est diagonale.

Le probléme a résoudre est le suivant : Soit une équation

du type de celle de Schrodinger

i 5% Pt,x) =€ (x) ¥ (t,x) +{ dV(g)(Ug

v (t,x)
Jo

avec la condition initiales?

lim ¥ (t,x) = ¥ (x) ,

t*o

ou x> €(x) est une fonction continue sur ¥, V est une mesure bornée

sur G.
On cherche des solutions Y (t,.) € LZ(';F, du).

Le premier point est de définir le module de la mesure
comme la plus petite mesure positive l\)! gui majore V :

ISR IR I R v of

et sa phase ¢ :

d vig) = exp {ig¢(g) }d|v]| (g)

La solution des équations (3.28) et (3.29) est donnée par:

1

(6,50 = fo P (9l exp £ atwlYexp £ iS,(w)} (6, (w7

x)
ou évidemment § = (G, [O,t] ),

. n
exp{iply = n’ti”gi))} = exp{—'—%TL + ‘Zl¢(9i)}
=

expli S (0 = (n,t;,9))= exp {i L' € (G (w)x)dT}

1 1
-9, 9, gk—-t)"' £ (gn...gz,g2 g])

et
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-1 -1 -1

(3.35) GT(w: (n,ti,gi)) = 9 G4 0 9y si T.¢ ] te_q th
GT(w= (n,ti,gi)) = e si T€ ] t t]
-1 -1 -1 .
GT(w= (n,ti,gi)) = 9 gy -+ 9, si T g [O,t]]

(3.36)

On peut donner plusieurs preuves de la formule (3.32)

j - On peut remarquer, grice a la formule (2.40), que
(3.32) est équivalente a la formule de Dyson qui converge avec les

hypothéses que nous avons faites.

ij - On peut aussi calculer la dérivée par rapport au temps
de (3.32) et utiliser des propriétés bien connues des processus de
Poisson a savoir
a - la probabilité de n sauts dans un intervalle At est proportion-
. n
nelle a (At)
b - la probabilité pour, qu'étant donné un saut, son amplitude soit

en dehors d'un compact K est proportionnelle a 1—[\)&(K).

c - c'est un processus de Markov (cf. par exemple [9]).
iij - Ou encore, mais cette méthode est trés voisine de la
précédente, reconnaitre que I'équation (3.28) est |'équation de

Kolmogorov d'un processus de Markov, dont on peut écrire les équa-

tions différentielles stochastiques.

jv - Dans le cas ou le temps est imaginaire, et la mesure
V positive, on peut utiliser le théoreme de Trotter-Kato, comme nous

i'indiquerons a la fin de ce paragraphe.

Avant cela nous donnerons des applications

Dans le cas de la wmécanique quantique non relativiste

usuelle, l|'équation de Schrddinger dans la représentation d'impulsion
s'écrit
cplx!
5 1 1pX
[}
igr V(L,p) =e () ¥lt,p) + [ dVx',p')e 2 4 Y(t, p+p')
2N

R
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(3.37) y (t = o,p) = wlp) ,
ce qui correspond a un potentiel dépendant possiblement des vitesses.
La solution des équations (3.36) et (3.37 s'écrit alors
(3.38) y(t,p) = | P, (dwexp{idlw) + iS (w) } Y(p+P (w))
Q I\)l o o

oUu l'on a maintenant deux processus

N

(3.39) X (= (n,t.x.p.)) = ¢ x. 0(t.-D
T i =1 i i
o
(3.40) P (p= (n,t. x. p.)) =35 p.o(t.-1
4 T A =1 i i
x.p.
(3.41) @ (0= (mt xp)) = - T o T {o(x,p.) + —1 }
1 i 2 . [ i
=1 2
‘ t
(3.42) 'SO(X,P) = —Of s:(p+PT )t - of P dX_r - PX,

La solution des équations (3.36) et (3.37) a bien la forme
d'une intégrale fonctionneile par rapport a une mesure bornée mais

non positive en général

(3.43) exp {i¢>(w)} P'\)l (du))

D'autre part c'est bien |'action classique du systéme qui

intervient dans cette formule soit

(3. 44) exp {-i | ft E(p+PT)d‘t . PTdXTF- pX )}

o
o o

Enfin le changement d'"ordering" revient a remplacer la

. mesure exp { i ()} P l\)l (dw) par une mesure équivaliente.

On doit remarquer que |'intégrale de Feynman donnée par
la formule (3. 38} est une intégrale de Feynman sur I'espacé des
phases. Ce qui avait été envisagé dans de nombreux travaux (cf.
par exemple [22] ). Elle se réduit a une expression plus simple dans

le cas oUu le potentiel ne dépend pas des vitesses.



(3. 45)
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On peut aussi appliquer la formule (3. 32) aux cas suivants

que nous n'avons pas la place de développer :

A. Correspondant au groupe ?(A)XP( A) défini précédemment

on peut envisager

j - des modéles de spin quantiques sur réseau ou l'on perturbe un

hamiltonien libre du type :

H, = I J(X) 0)—‘;
XCA
ou 0. =W Oiz .
ieX
ij - des modéles de champs de Fermions non relativistes.
B - Correspondant au groupe Z X S, on peut envisager des

1
perturbations de Hamiltoniens a spectre purement discret,

C - De la méme fagon on peut traiter certains problémes
liés au Laplacien discrétisé

1 (8% (n) = 2rar1) + f(n-1)) + NP(n)

1
2

2(Z N). Ceci a été envisagé déja dans [23].

fel

Enfin on peut traiter certains modéies de théorie des champs
de Bosons. Ces modéles nécessitent cependant trop de régularisations
dans ce cadre et dans le paragraphe suivant nous donnerons une
méthode un peu différente qui permet d'étendre les résultats précé-

dents et sera mieux adapté a la théorie des champs.

Il est peut etre intéressant de remarquer que |'on peut
démontrer la formule (3.38) en utilisant le théoréme de Trotter-Kato,
comme cela se fait pour la formule de Feynman-Kac (cf. par exemple
[18]).

Soit en effet 1'éguation de Schrodinger pour le temps imagi-

naire
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(3.67) 5o W (1,x) = 2o B0 (1,%) + VO B(t,x)

lim ¥ (t,x) = ¥ (x)

t ro

Pour des raisons de simplicité on suppose que V est la

positive y

transformée
de Fourier d'une mesure bornée

(3.48) V(x) = [ du(p) exp { -ipx}
On peut utiliser la formule de Trotter-Kato
. o t t N
(3.49) exp {t(H +V)} = 1im (exp{—~ H]} exp{zV })
. o N o N o N

et ceci dans |'espace des impulsions ou

(3.50) exp (-,—fj— HO)(p) = exp {ﬁ e(p)}
tandis que
t _ ~
(3.51) (exp{G Vi3e) (p) = 1 Jooof dulp )...
' n3o

du (py) ¢ (prp +...4p )

La remarque essentielle est que

t N
(3.52) p (p;,p,) = exp (-tV(o)) exp {tV} (p,, p,)
définit une fonction de transition.
Par conséquent |'approximation d'ordre N de la solution
de I'équation (3.36) donnée par le théoréme de Trotter-Kato
TV(o) T T
(3.53) p(T,p) = e j...fexp{ﬁe(pn) +ﬁe(pn+pn_1)...}
N
N
/‘—"\——/ﬂ
exp {i V(0) + & v e, P )eee. p (Ptp .o tpy) dp .. dp
N N n n-1 n i n

n'est rien d'autre que

(3.38) pour L = E—T—, k =1, .., N.

|'approximation cylindrique de la formule
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§ 4 - Intégrale de Feynman. Théorie des champs relativistes de

Boson. Modéles trigonométriques.

Dans ce paragraphe nous étendrons ce qui a été fait pour
des perturbations du Hamiltonien non relativiste F’Z/ZM a des pertur-
bations du Hamiltonien P2/2M + w2/2 QZ, qui est celui d'un oscil-
lateur harmonique. Ce sera un modéle simplifié pour certaines per-
turbations du Hamiltonien relativiste

. .oe 2 2 2 2 _.
HO = fdx.{q)x + (V¢x) + M o }

- En particulier cela permettra d'écrire une formule & la Feynman-Kac

(4.1.)

(4.2)°

(4.3)

pour les éléments de matrice de |'opérateur

exp{iHOT}exp{—i{Ho+V}T} )

V étant une perturbation relativement gentille, définissant un modeéle

trigonométrique de théorie des champs.

Le cadre est le méme que précédemment. C'est-a-dire que
I'on considere un groupe G et un multiplicateur Cde G. Mais on con-
sidérera également des "évolutions libres" du systéme de Weyl cor-

respondant

Soit t - O un groupe a un paramétre d'automorphismes de
{

G qui laissent invariant le multiplicateur [ i.e.

zla,(9), olg')) =¢(g,9') VieR, Vvg,g'es.

Une "évolution libre" est un groupe de transformation o du systéme

de Weyl Ut tel que

a, (U%) = ) (t,g) Ub vt € R, Vg, g'e€ G.
t g at(g)

ou »: R X G » S1 est une fonction telle que

A (s,9) alt, o _(g)) = x(stt,g) ¥s,t ¢ R, g eG.



(4.4)

(4.5)

(4.8)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)
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Un exemple non trivial de A est donné par, G = RZN,
- N
a,(ap) = (g*tp,p) q,p e R
t2
A (t,(a,p)) = exp {ia (p 5 - at)} acR .

Néanmoins pour simplifier les formules nous supposerons que A 7 1.

En dehors de |'exemple (4.4) nous pouvons donner d'autres
exemples d'évolution "libres",

2N - »’ ’ -
Dans te cas de R , on peut considérer |'évolution correspondant

a un oscillateur harmonique isotrope
a,la,p) = (qt,pt)
1.
cos (wt)g + — sin (wt)p

o
- wsin(wt)g + cos(wt)p

0
il

Py

En fait on peut envisager toutes les évolutions correspondant a des

hamiltoniens au plus bilinéaires.

On considére alors un systéme de Weyl sur un espace de

Hilbert H ou o, est unitairement implementé. Ceci est automatique

dans le cas de la mécanique quantique usuelle. Soit {Ut} le groupe
d'unitaires correspondant. On supposera de plus que ce groupe est

faiblement continu .ie:

Ut=exp{vHot}

On envisage alors une perturbation de H0 de la forme

v =f dvy (g) ugf
G

ol y est une mesure bornée sur G, et le groupe exp{it(H0+V) }

engendré par H0 + V.
Soient deux vecteurs ¢ et ¢ de I'espace de Hilbert H. On envisage
la fonction

t >F{t,g, 9, ')

= (Plexp (it H} exp {-it (HO+V) }ug v ")
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Cette fonction satisfait aux équations

(4.12) g—f— (tya,y,y') = —ijG dvlg')gla,(a'),9)F(t,q, (9" )g,y,y")

(4.13) F(O,g,y,¢') = (Mug P -
F(O,g9,y,p') est une fonction bornée de g.

Reprenons alors le méme espace de probabilité que précé-

demment, = Q(G, fo,t]), mais un autre processus

- -1 -1
(4.14) G_ (w= (n,t.,9.)) =a T~tk(gk | aT_tn(gn ), Te]tk_1, tk']

] see O _tn(gr‘;i) ) ¥ € [Oyt-ll]

ainsi que la fonctionnelie = ¢ sur §
(4.15) z 5w

z (o, (g9,), a, (g.)) g la, (g;), a, (g,) o, 6 (g,))
t22 t] 1 t33 t22 t1 1

...... r (U,t (gn), o, (gnn]).... a, (g])).
n n-1 1

En utilisant ces définitions on peut donner une représenta-

tion intégrale de la solution des équations (4.12) et (4.13)

(4.16) F(t,g,w,w')
= Py dw expl @ ()} = ® () TG (w), g)
Q
g '
(“UGO(w)g b,
ot ¢ est la fonction définie par
(4.17) o (w = (nt,0)) = 27+ 3 (g,

1 I

¢ étant la phase de y définie en (3. 33)

i
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La fonction F(t,g, ¥, v') définie par (4.16) est une fonction

bornée sur G.

Nous ferons deux remarques évidentes dont la premiére est
relative au probléme de 1'"ordering".
Soient & et [ deux multiplicateurs sur G, équivalents c'est-

a-dire satisfaisant la relation

(4.18) £ (g,9') = 2aflg)algalagg')lg,g")

pour une certaine fonction )} de G dans le tore S]

Alors

n
(1.19) 2 5w=(n;a)) = =% (wrtnto) | g (6,)730a, (8p) - ap (a,)
i=1 , ) n

et par conséquent

(4.20) 2% (w=(n,t,9.)) £ (G_(w), @)

=2%(w=(n,t,9,)) T (G_(w),9) 1, (a, (9,)) X (6_lwIg)a(a)
i=1 i

La structure de {(4.16) reste la méme.

Si maintenant r est un bicaractére de G

(4.21) ie. trlg,9,9,) =t lg,9,) ¢lg,9,) 9, 9;» 9,¢6

(la relation symétrique est automatiquement vérifiée) alors

1

. ;
(4.22) 2 (w=(nt. g.)) = [ l (9., a (g.))
i i L. 1 t.-t. J
i<j joi
. N 2N
On doit remarqgquer que dans le cas ou G = R avec le mul-
tiplicateur habituel, et dans le cas ou a, est défini par (4.4), on

retrouve une expression identique a celle donnée par (2,32) avec

elp) = pz

; . R 2N
Nous allons maintenant nous restreindre au cas ou G = R

et ol la mesure associée au potentiel est de la forme

(4.23) dv (a, p) =6 _ @ dp (p)

ce qui fait que le potentiel ne dépend pas des vitesses.



(4.24)

(4.25)

{4.26)

(4.27)

- 164 -

11. est facile de se convaincre que
d |v| (a,p) = & B dlp| (p)

et qu'il y a un isomorphisme entre ( q , ¥, P}‘)I ) et (Q',;--,Plpl )

~

ou

2= 90 (RY, [o,])

ce qui permet de réécrire la formule (4.16)

F (t,(a,p), ¥, ¥")
:f P‘p| (dw") exp{i‘I)(u)')}Ec(w')g(Go(w'),(q,p))
' g '
(vl uGo(co') + (a,p) Y )
ou W = (n,t‘,pi) et
n Py
GT(m' = (n,t.,p.)) = (L 6{r-t.) — sin (wir-t.)) ,
i } I:‘. \ n |
I 0lt-t))p; cos (wlr-t,)) ),
i=1
tandis que
g i PPy
= (' = (n’ti’pi)) = exp{—z- T sin (w(ti~tj))}
i<i W

L'exemple précédent est un modéle de théorie des champs.
Plus précisément nous nous intéressons a une théorie de champ de
Bosons relativiste et nous nous proposons d'étudier ies éléments de
matrice de |'opérateur d'onde correspondant a un modéle trigonomé-

trique.

Auparavant nous décrirons briévement la quantification du
champ de Bosons relativiste {cf. [24] ).
s
)

G, espace des phases, est le groupe additif SR(R X SR(RS)

ou SR(RS) dénote |'espace des fonctions réelles de RS, indéfiniment
différentiables et a décroissance rapide. C'est, pour un champ de
Bosons relativiste a s+l dimensions d'espace-temps, |'espace des con-
ditions initiales c'est-a-dire des valeurs du champ et de sa dérivée

temporelle au temps O. Les fonctions sont choisies réelles pour dé-

crire umr champ neutye.
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(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

- 165 -

On dispose sur G d'un multiplicateur

if
z((f,9),(f',9")) = exp{z~ [dx {f'(x)g(x)-f(x)g'(x) }}
S
qui correspond aux relationg de commutation canoniques du champs

et de sa dérivée temporeile au temps zéro.

L'évolution libre est donnée par |'équation de Klein-Gordon.
11 lui correspond un groupe de transformations t>a, de SR(RS)X SR(RS)
qui laisse rinvariant,
S S S S
IXSp(RT) — (f,9,) e Sg(RT)IXSL(R”)

o (f,g)eSR(R

t

ol ft et g, sont définis par leurs transformées de Fourier

Ffp) = (z'rr)‘S/Z/ e P £(x) dx

RS
comme

(Fft)(p) = coslw(p)t)(Ff)(p) + w(p)_1sin(w(p)t)(F9)(p)

(th)(p) = —wip)sin (w(p)t) (Ff)(p) + cos(wlp)t)(Fg)(p)
ou (Jt)(p)2 = pz + m2 , h> 0.

Une représentation unitaire projective W & de G = SR(RS)
XSR(RS) et telle que les fonctions
i g - C
MeR o> Welig we s et

soient continues, peut s'écrire

C _ .
Wfq = exp { i{<fm> - <go¢>)]

ou les opérateurs (& valeur distribution) ¢ et T satisfont les refa-

‘tions

o(f) T(g) - T(g) e (f) C ilf,a)]

Nous allons maintenant définir les modeéles trigonométriques

(cf. par exemple [25]).



(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

Soit X une fonction réelie symétrique, indéfiniment dérivable

et & support compact dans le cube de c6té 1

x (x) = o si Ixil > 1/2 .
On définit Xk , k >0 par

X,JX) = Kk % (kx)

. . X e .
C'est une fonction de coupure ultra violette. Soit alors y K définie

par

X 1« (y) = Xk(X—y)

)

et le champ correspondant o (y K

'interaction trigonométrique est définie par

/ dx/d\) ’ exp{—iOLfb()(:)}'u

ol A est un cube de R® de coté [A],

3
A= {xe R x| < ya1 /23
Vv est une mesure bornée sur la droite R. On demande que
v (a) = v(-a de fagon a ce que |'interaction soit self-adjointe

::udésigne I'ordre de Wick pour la masse .

Un cas particulier est celui du modéle de Sine-Gordon ou

v est la mesure de Bernoulii

§
e=f1 €9 reR

2
o]
!
R
]
N

et c'est celui que nous allons considérer. Ce modéle a déja été étu-
dié dans la région euclidienne {cf. [26]) mais nous traiterons ici
le modéle dans la région du temps réel. Il est facile de voir a par-
tir des résultats précédents que |'on peut démontrer la proposition

suivante
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(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.48)

(4.45)
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Proposition : Soit q;o le vecteur de vide de la représentation de Fock,

. oW s . . . .
soit  $o = ng v f,g ¢ SR(R ) , soit HO fe Hamiltonien libre de

la représentation de Fock
On a la représentation "intégrale du chemin"

. B KA
( q;fg]exp{uHOT} exp{l(HO+H )T} Ve )

g
=f9 Piay (99 P

o @ = o (AXZ [0,T1])

2 b

ka a la structure suivante

km 1 2fg 3k
avec

F1(m= {n, t. ox, e = - )“ n

I A

szg(w‘ (n,t.x.e.))
B} n (]
= explia sijfdgdc (&) a0 -e-c,t)alc) }

i=1

. m
exp{—loto):1 Eiff dgdg Xk(E) R (x1—€—c,ti) flz)}

F' {(w = (n tx €. ))

1 4

= exp {—-Q lxk - = ——) dk}
/2 2 2 2
k +u k™ +m

2 m
o . - —
exp { - _% r 5 Ej[[dgdc X (x-€) '\T(E‘C’ti_ tj) Xk(xj ¢)}
i £
Dans ces formules Ag] et Aan sont les distributions invariantes
‘ ikx
-g/2 [ dk__ sin. (0 (k)t) o (1)

m
AR(x,t) = (2x) 5T
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m _ —5/2 dk ikx-ijtio (k)
(A.AG) A F(X,t) = (2") m) e .
De plus PA (A est définie par
(4.47) P wind o I"E'] fa lls. |
' Aal Ha B, i % i

|Bi| étant le volume de B, C A .

Lorsque k=+ « | i,e. lorsque le cut.off ultraviolet est re-
jeté a 1'infini, F3km devient singuliére mais néanmoins si s=1, m=0
et IGO|< 2+ on peut contrdler la singularité. Plus précisément on

-a le résultat suivant

(4.48) Proposition. Pour s= 1, 002 <2n la limite suivante existe
A
lim lim (v _lexp Ci T(H +H<") v )
kK oo m-+o
[Q PA]A'I(dw) Fw)
ou
(4.49) F(mI(n,tixiei))A
n 2
- A
= (- L1 ' exp{ - %o I e. & C_o(x.-x. , t.~t.)}
F
si Le = 0 et zéro autrement.
(4.50) Cel,t) = 5 In () + 0 si 0 < Uxl<jy)
:—12— In (xz—tz) si O<!.tl<|xi
2
4 ’
A A (ZE-) % /e et C = exp (YY), ¥ étant la constante
n
d'Euler.

Nous signalerons encore une autre application de la théorie

des processus a sauts. Elle concerne lI'existence de dynamiques reia-

tivistes non triviales [16].
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(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
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L'idée est la suivante : Soit G un groupe abélien et £ un
multiplicateur de G. On peut construire des représentations isométri-
ques projectives de G sur l'espace de Banach des fonctions bornées

sur G comme suit

(R;?F) (h) £(h,g) F(hg)

1) Flg'h)

£
(LgF) (h) € (g

Ces deux représentations commutent,

Soient WE un systéme de Weyl et ¢ , ¥ deux vecteurs de l'es-

‘pace de représentation, alors

£

F (h) = (oW _1)
oV h
est une fonction bornée sur G et |'on vérifie immédiatement que
£
R F = F
g o W o
g
et
L;Fw T Fe
Wg o, v
iHOt
De méme si t» e est un groupe a un paramétre d'unitaires qui

implementent une évolution libre t + Ot(t)
0 o
(U'F) (h) = F(a~ (h))
t ~t
est un groupe a un paramétre d'isométries de |'espace de Banach

des fonctions bornées sur G.

Soit alors un modéle trigonométrique de théorie des champs,

il est facile de comprendre que I1'on peut exprimer les fonctions
i(H +V)t -i(H +V)t
o £ o)
t ~ f(ofe W9 e V)

comme espérance par rapport a un processus de Poisson. Cette repré-
sentation intégrale s'étend a des fonctionnelles qui ne sont pas né-

cessairement des éléments de matrice d'un systeme de Weyl.
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On peut alors utiliser cette expression pour montirer que
sur certaines fonctions bornées sur le groupe G on peut éliminer les
régularisations dans le cas des modéles trigonométriques. On montre

ainsi l'existence d'un flot reiativiste.



(5.1

(5.2 )

(5.3 )
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§ 5 - Relation avec la théorie des Equations différentielles sto-

chastiques.

Ce paragraphe est destiné a faire le lien entre la
théorie des équations différentielles stochastiques et les résultats

précédents.

Pour cela nous devons introduire la notion de mesure

. , . 2N . . .

de Poisson aléatoire. ¥ est un espace R mais on pourrait ai-
sément généraliser a d'autres espaces. T est un nombre positif.

On envisage alors |'application v telle que

- VY te [0,T], B fixé, Borélien de ¥ , v (t, B) est un

processus de Poisson i.e.

E(exp{irv(t,B)}) = exp {t(ei )‘—1) fuj(B)?

ou ‘u lest une mesure bornée sur 3€

- v te [0,T] et B] et B, des Boréliens disjoints de x,\’(t,B1)

2

et v(t,B,) sont indépendants.

2

Ces mesures de Poisson aléatoires permettent de dé-
crire des processus a sauts solutions d'équatiors différentielles

stochastiques du type

Ext(S) = X +[S Al 1, Ext(T))dT +ﬁsf c(r, Ext(T),u)v(dt,du)
X x

Des hypothéses que nous ne détaillerons pas (cf. [27] [28]) sur
les coefficients A et C assurent |'existence et 1'unicité des solu-

tions des équations (5.2 ).

En particulier, il est facile de voir que sous certai-

nes conditions larges sur la fonction K, le processus

TS, :/ K(u) v (t,du)
RN

a pour fonction caractéristique



(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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E [ exp{i ng(t)}]

= exp {tf fexp irK(u) - Hdiu;i(u)}
RN

Plus généralement on peut donner comme pour les
processus de diffusion une équation de Kolmogorov satisfaite par

I'espérance de fonctions du processus (5.2 ), [28] .

L'équation de Schrddinger non relativiste dans |'es-
pace des impulsions est une équation de ce type. Pour montrer
le méme fait pour 1'équation de Schrodinger dans le schéma d'in-
teraction d'un oscillateur harmonique perturbé, nous avons be-

soin d'une extension de ces résultats (cf. aussi [28]).

On considére le systéme d'équations différentielles stochastiques

suivant

Ext(s) = X +j5 dt A(r, t;xt(r)) t/tSfRN c(=, s;xt(x),u)%’(d;,du)
t

S N
n(3) = % de A'(T,E (1)) +fLNc'(r, £ (1),u)v(aT,du)

Y
v

1

ou désigne la mesure de Poisson aléatoire centrée

V(t,B) = o(1,B) - tjui(B).

On doit supposer que les différentes fonctions A A',
C et C' satisfont des conditions qui assurent |'existence et |'uni-
cité des solutions de (5.5 ) et (5.6 ), que I'on peut trouver dans

[19], et que l'on peut vérifier dans chacun des cas.

© s . N M ) .
On considere alors une fonction F : R xR * € qui est deux fois

continuement différentiable et avec des dérivées partielles d'ordre

un et deux bornées, alors

Vit,x,y) = E[F(Ext(T), nyt(T)H

satisfait une équation de Koimogorov inverse?



(5.9)
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d N vV
_ + v
atV bX Ai(t,x) ™

i=1 i J
+[(V(t,x + C(t,x,u), y + C'(t,x,u)) - V(t,x,y)

- I 3 _ I _9 ’ =
i Ci(t,x,u) 3xi \Y) i Cj(t,x,u) ayj Vi d]u,i_(u) 0

Nous allons montrer dans le cas d'un oscillateur harmonique per-
turbé par une interaction du type trigonométrique, que |'équa-
tion de Schrédinger dans le schéma d'interaction est en fait 1'é-
quation de Kolmogorov inverse pour un systeme d'équations diffé-
rentielleg stochastiques du type précédent. Nous nous limiterons au
cas de N degrés de liberté mais il est évident que ceci fournit

un modéle de théorie relativiste d'un champ de Bosons.

2N . ; . .
ae R + Wa est un systeme de Weyl qui satisfait comme
précédemment
- LN '

woow_, exp (Zo(a,a )) L

%

W= W

a ~-a

\ N
avec, si a = (qg,p) a,p e R

* est un groupe a un paramétre d'm-automorphismes de |'algébre

engendrée qui satisfont

at(Wa) = exp (iB(t,a)) W(!t(a)

N . P . 2N
ou O‘t est une transformation iinéaire symplectique de R

B(t,a) est linéaire en a et satisfait une relation de co-
cycle en t. Il en existe de non triviaux pour certains Ott comme

le montre |'exemple (4.5 ).
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(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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Comme on considére le cas d'un nombre fini de de-
grés de liberté, a  est unitairement implémenté dans n'importe
quelle représentation de Weyi. De pius on fait |'hypothése que
le groupe d'unitaire qui implemente O‘t est continu, ce qui per-
met de définir un générateur infinitésimal H

A

A - . .
t(wa) exp{lHOt} Wa expi-i Hot}

Soit alors p une mesure bornée sur |'espace des phases et

il

du(a) exp {i¢(a)} dhﬁ'(a) ,

la décomposition polaire de u

On considére |'opérateur borné V défini par |'intégrale de

Bochner

vV = ] dr (a) W
a
RZN

Notre but est alors d'étudier la dépendance en temps des quanti-

»

tes:
F(t,a, ¢, ¥)
= (Mwa exp (iH_(T-t Jexp (i (H +V)(T-t)} ¥) -

ou ¢ et ¥ sont deux vecteurs de ('espace de Hilbert de la repré-

sentation de Weyl des Wa'

Il est trés facile d'écrire I'équation différentielie

satisfaite par la quantité F

— o v
2t (tvav r )

= -af djul(b) exp{ilo(b) + B(t,b) + ola, « (b)))}
2N
R
F(t,a + O‘t(b), *, )

avec évidemment la condition

F(t =T, a,o,¥) = (cpiwa b )

qQui est une fonction continue bornée de a.
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C'est cette derniére équation que I'on veut interpréter comme une

rd - - .
équation de Kolmogorov. Pour cela on envisage la fonction

A

(5.17) G(t,a,x, o, %) = F(t,a,0,¥) e, 1reR

qui satisfait

(5.18) G(t,a,o, ¢, ¥ = F(t,a,o, ¥

Si on choisit alors la fonction C : 10,T] x RZN x r2N . Rr2N
(5.19) Clt,x,u) = () vie lo,T], xer®™, uer®™

et la fonction C'
(5.20) C'(t,x,u) = 5"+ d(u) + B(t,u>) + o (x, at(u))

en imposant |'existence des intégrales

[RZN u dju|(u) ainsi que ]RZN ¢(u) djni(u), C et C' satisfont

aux conditions qui assurent |'existence et I'unicité des solutions

des équations différentielles stochastiques. De plus on choisit
(5.21) Alt,x) ZLZN 0;(u) di #i'(u)
Tandis que

(5.22) A(t,x) =

%i'u[(RZN) +fR2N o(u)di vifu) + lZN 0(x,ut(u))d,;‘ui(u)

il

+ B(t,u) dimt{u)
2N
Dans ces conditions si l'on considére la fonction
(5.23) V(t,x,0) = E [f({xt)exp{lnot}]

elle satisfait. i|'éguation de Kolmogorov

(5.24) —g_‘t’ (t,x,0) = —i[V(t,x +a (u).

.exp {i(du) + o (a,at(u)) + B(t,u))} djujlu)

+ fu (R2N) V(t,x,0)
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Le dernier terme disparait en écrivant

2N

(5.25) F(t,a, op) = exp { + { u}(RT)t } V(t,a,0)

avec ia condition

(5.26) lim Vit,a,o) = f(a) -

BT cow g oW RTDT
a

i
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