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Résumé

On expose la démonstration de Enss de la complétude
asymptotique dans le probléme a deux corps avec interaction a
courte portée, par la méthode "dépendant du temps", en essayant
de faire une synthése des différentes améliorations apportées a
cette méthode depuis son apparition. En préliminaire, on dis-
cute la notion de subordination de deux opérateurs autoadjoints,
et on montre son intérét dans les problémes de localisation du
spectre essentiel (théoréme de Weyl) et d'existence des opérateurs
d'onde (généralisation du critére de Cook). L'exposé est a voca-

tion didactique et ne prétend pas a l'originalité.



(1) Introduction

Depuis sa formulation mathématique précise a la fin
des années cinquante, la théorie de la diffusion a connu un déve-
loppement considérable. Le cadre en est typiquement le suivant:
soit ﬁ}% un espace de Hilbert séparable et U (E) un groupe
unitaire fortement continu & un paramétre, supposé décrire 1'évo-
lution d'un systéme physique, et engendré par un opérateur auto-

adjoint H
U(k) = exp(=xtH).

H est le hamiltonien du systéme. On se propose d'étudier, simul-
tanément car ces deux classes de propriétés sont étroitement liées,
les propriétés spectrales de H et le comportement asymptotique

gquand £ —» * co0 des solutions

P(e) = U(k) ¥ (o)

de l'équation d'évolution
Ld - HWY
Dans un grand nombre de cas d'intérét physique, il existe
dans QHS un second groupe unitaire fortement continu & un paramétre
\Jo(t) plus simple que U (k) , dont on peut espérer qu'il est
asymptotiquement équivalent a LJ(E) en un sens convenable. Uo (t)

est appelé 1'évolution libre, et est engendré& par un opérateur

autoadjoint i4o , le hamiltonien libre

Uo(k) = Q/)(/im(-—xdb Ho)'

Les propriétés spectrales de H sont en général simples et connues.
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Le but de la théorie de la diffusion est alors d'étudier les
propriétés spectrales de H et les comportements asymptotiques
engendrés par L}(k) en les comparant aux propriétés correspon-
dantes de \—h) et UO(E). Il est commode et traditionnel d'orga-
niser cette étude autour de la liste de questions suivante

(1) Détermination du spectre essentielc@r(k4) de H et
comparaison avec Cﬁa(_FJO) (Pour la définition des différentes
composantes du spectre, voir [12] p. 231-236).

(2) Existence des opérateurs d'onde

) = 0-Um U(-B)UL) E,

- ) T, e

ac

ot Ezocxc. est le projecteur sur le sous-espace d'absolue continuité
de F*O.
(3) Absence de spectre continu singulier pour H 02<5(F4)::;5,
(4) Contrdle du spectre ponctuel plongé dans le spectre es-
sentiel, %(H)ﬂ O”Q(H) . Dans les meilleurs cas, on espére
T (H) N g (H) = &

On voit facilement que si les _(l_+.existent, alors

qu'il est absent, c.-a-d.

leurs espaces imagesCR_(-(Lft)sont contenus dans le sous-espace
{th(: d'absolue continuité de H . La question naturelle est

alors :
(5) Complétude asymptotique : déterminer si en fait
R(LLy)="6,.
En général, les questions (1) et (2) sont assez faciles, tandis
que les questions (3), (4) et (5) sont difficiles. Dans le cadre

2, -m
de la Mé&canique Quantique, on prend typiquement 96,:; L ('ﬁ? ),
m
Ho:——A oi A est le Laplacien dans IR, et H:HO+V od V



est par exemple l'opérateur de multiplication par une fonction
réelle. Dans ce cas, les problémes (1) & (5) ont été &tudiés et ré-
solus de fagon satisfaisante pour une classe trés générale de
potentiels V (Voir par exemple [13]). Cependant jusqu'ad une
date récente et d l'exception notable du théoréme de Kato-Birman
(Dﬁ], p. 23-27), les méthodes les plus efficaces utilisées pour
traiter les problémes (3), (4) et (5) étaient des méthodes sta-
tionnaires, c'est-a-dire des méthodes ol on élimine du probléme
le groupe unitaire LJ(E) par une transformée de Fourier et ol
on étudie 3 la place la résolvante R(%):U"{- %)—i de H '

en particulier pour 5’ au voisinage du spectre essentiel. Ce
n'est qu'en 1977 que 1l'équilibre entre la méthode directe, dite
"dépendant du temps" et la méthode stationnaire a été rétabli

au profit de la premiére grdce aux travaux de Enss [4,5,6])qui

a proposé une méthode dépéndant du temps pour traiter les pro-
blémes (3) et (5), absence de spectre continu singulier et com-
plétude asymptotique. Cette méthode a suscité un grand intérét
et a été rapidement améliorée et généralisée par de nombreux
auteurs [1,3,9,11,17,18]. Elle est maintenant bien au point, au
moins dans le cas d'interactions a courte portée. Le but du pré-
sent exposé est de présenter cette méthode dans une version qui
incorpore les améliorations successives apportées par les auteurs
précédents. Il ne contient donc pas de résultats nouveaux. Le
spécialiste reconnaitra facilement la structure générale de la
méthode calquée sur [4,17], l'utilisation systématique de la con-
vergence faible et de la compacité empruntée a [9], et 1'utili-

sation de la subordination mutuelle pour le traitement des sin-

gularités locales et des états cohérents pour la localisation



dans l'espace de phase, empruntée a [3]. Cet exposé fait l'objet
de la section 3, ol on raméne le probléme & la construction de
deux opérateurs F{t satisfaisant des propriétés convenables, et
de la section 4, ol on construit explicitement ces opérateurs et
oll on démontre les propriétés requises. La section 2 est consa-
crée a quelques préliminaires, en particulier la définition et
une bréve discussion de la notion de subordination (YlO],[}3]

p- 28, [3]), une démonstration élémentaire d'un critére de compa-
raison des spectres essentiels de deux opérateurs autoadjoints,
voisin d'un résultat de Weyl, et une généralisation du critére de
Cook plus simple et aussi efficace que celles proposées par

d'autres auteurs [8,15,16].



(2) Préliminaires. Subordination, spectre essentiel et critére de Cook.

Dans toute cette section, Ho et H4 sont deux opéra-
teurs autoadjoints dans un espace de Hilbert 3% . on note Uo( ( \:)
= Q/x/f\,(-— Lk Ho() ,&X= 0,4, les groupes unitaires engendrés,

Ro( (:b) :(Ho‘— é)' 4 les résolvantes, Eo( (1) 1les projecteurs

spectraux associés a un intervalle IclR R Eo(a.c les pro-
jecteurs sur les sous-espaces %0( ac d'absolue continuité
de Ho( . Tous les résultats de cette section sont formulés avec

un seul espace de Hilbert %, mais de fagon a avoir une exten-

sion évidente a une théorie & deux espaces %o et %4_ ol

opérent respectivement les groupes unitaires Uo (E) et U1 ( b)

et reliés entre eux par un opérateur borné J (respectivement J*)

de %
I(o()l éventuellement avec un indice &, un intervalle borné de

R , et IC_—_ IP\\ I 1e complément de 1 dans TR . Si I: Ea.) Qr:],

on dira que T tend vers 1'infini si o. - — co et & — +oo0.

o dans %4_ (respectivement de %4. dans %o ) . On note

On note ‘60 (TR) l'espace des fonctions complexes continues d'une
variable réelle, tendant vers zéro a l1l'infini, et (6C (TR) le
sous-espace des fonctions continues a support compact. Enfin,
pour tout opérateur A dans % , borné ou non, on note R (A)
l'espace image de A .

Avant de définir la notion de subordination, on donne

un lemme préparatoire.
Lemme 2.1. Soient }40 et F4i autoadjoints et J borné. Les
conditions suivantes sont équivalentes

(1) Il existe deux fonctions localement bornées % et %1
o}

définies dans TR , telles que ‘g,(x ( >\) ' >/ 4 pour tout



>\€TR)O(:0,/.L) |%1(>\H —> o0 quand \Al —> oo, et telles

que l'opérateur
4
B, (Ha) T (1)
soit borné.

(2) Pour tout intervalle borné 1 , 11 existe une fonction

localement bornée %I définie dans IR telle queig—I(A)l 2 1

pour tout Xé]R,l%I(A)] —> o0 quand [N} — oo , et telle

que l'opérateur
f (M) T E,(T)
soit borné.

(3) Pour tout intervalle borné I(),
C —
WE, (I,) J E_(I )l —0
quand l'intervalle (borné) Ii tend vers 1'infini.

Remarque 2.1. Dans la condition (1), on n'a pas précisé de condi-

tions de régularité locale sur gd . Il suffit qu'on puisse définir
les opérateurs %o( ( Hd) . Par exemple, il suffit que les %.o(
soient boréliennes. Cependant il est clair que si on a un couple
%0 ’ %]- satisfaisant la condition (1), on peut trouver un couple
%;)) %i satisfaisant la méme condition, et qui soit, 3 volonté,

oo P g ) P~
continu ou @ . Il suffit de prendre \%1 l < ‘ %4_ \ et \ %’o ' P \ 8—0 \

'opé it b é.
pour que 1'opérateur gi'(kt1> J gb (}40) soit borné
Une remarque analogue s'applique a la condition (2).

Preuve du lemme 2.1. On montre que (1) = (2) =>(3)=>(1).

(1)=>» (2). On a pour tout intervalle borné



g, (H,) TE (D) ={g,(H,) T B (Ho) 3B, (Ho) B, (D]

Le premier facteur du second membre est borné d'aprés (1) et le

-

second est borné pour L fixé car %’o est localement bornée.

Ceci prouve (2). De plus, on peut prendre %I = %':1_ indépendante
de T.

(2) = (3). Pour tout couple d'intervalles bornés l—o ) Id. '
on a

. -1
E, (T ) TE (T,) :{Ei(Ij)%Ic)(Hi) W, () TE, ()

Le second facteur du second membre est borné d'aprés (2) pour Io

fixé, et le premier facteur tend vers z&ro en norme quand Id. tend

vers 1'infini & Io fixé, car l %I (}\)l-—>oo quand \)\ | > 0.
“+o

Ceci prouve (3).

(3)=>(1). Il suffit de considérer le cas particulier ol
Ho >/O et Hj_)/O . Le cas général s'en déduira en appliquant le
cas particulier a “—‘lol et | HiI.On note 'X( I) la fonction

caractéristique d'un intervalle I , et on cherche %o et -8-4_ sous

la forme

%o: 2 a, X(Lm,m+4)) ,
M=o

%4: 2 Q"mz 7(<[>‘M) >‘m+d.)) )

ou {O‘“M} ) { 'Qrm} et {)\m} sont des suites croissantes de nombres
réels positifs avec a, = Q"o =4 , )‘o — O, et tendant vers

1'infini quand m. —» co. Les {am},{%m,} et { >\m} seront choisis

plus loin. On a alors
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o

B (MO T §o(H) = 2 8 B (D, 00y )T

* Z: QJ:f_‘fi Eo([-}f“)’f”'*"/i))'

o

Pour chaque M on sépare la somme sur /14, en Am—i— AI,W avec

A = g_:_w ol E (4, p+a)) =A_ E_(Lo,m))

" t
-4
A =2 oy By (L, pta)) = Ar Eo(Im,c0)).
—
- | -4
I1 est clair que I Am Il = o, =1 et |l A/w Il = o, -

On a donc

L) TR () = 22 & {E (D Ara) TE, ([0,m))A,,
FE (D e DT ALY

et par suite

~-4
1§, (Hy) TR (H,) I <

oo

> & {IIE, ([An,e) TE, (Co,m) Il +a . Il T}

Mm =0

pourvu que la série au second membre converge. Par la condition
(3), bn peut choisir la suite { An»} de fagon que

. _ R . 42

lE, ([M,. ) TE (Lo,m) Il £ 2

‘ ! Y

Pour ce choix de )\m, et par exemple pour CL%-:_Q, et me, :m«\—d.,
la série précédente converge ett%i()\)]—) ©c0 dquand )\ —» o0 , ce

qui prouve (1).
Q.E.D.



11

Le lemme 2.1 appelle la définition suivante.

Définition 2.1. Soient Ho et H1 autoadjoints et J borné. On

dira que Hi est J -subordonna a HQ si 1'une des trois condi-
tions équivalentes du lemme 2.1 est satisfaite. Si J=14, on
dira simplement que Hf1 est subordonné a Ho‘ Si Hd_ est subor-
donné a Ho et Ho subordonné a "‘L1 on dira que Ho et H:L

sont mutuellement subordonnés.

On donne maintenant quelques exemples.

Exemple 2.1. Soit Ho semi-borné et Hi - Ho + \V défini

comme somme au sens des formes quadratiques avec Hd. semi-borné

et (Hd_) - Q(Ho) , ot Q(H) est le domaine de forme de
A/2

H si H est semi-borné&, c.-3-d. Q(H):—_;D«H-\'C) / ) pour

un C réel assez grand. Alors Ho est subordonné a H:L par la

condition (1) du lemme 2.1 avec g’i(A) - %O(A):()\+L)4/2.

Exemple 2.2. Soit ‘;Do = W 0{ ( Eo ( I )) oli la réunion
I
est prise sur les intervalles bornés I. Supposons que Hd. est

semi-borné, H, > C et que Hi = Ho +V  comme forme quadra-

tique sur &)OX@ od V est une forme quadratique sur @oxébo

o
et ol Eo (I) V Eo ( I) définit un opérateur borné pour tout
intervalle borné I . Alors H«:L est subordonné a Ho , par la

condition (2) du lemme 2.1 avec %—I(A) :()\ ~'C+~i)4/2.

Exemple 2.3. C'est un cas particulier des exemples 2.1 et 2.2.
o= P(-4V) oa P(k)=P(k) € % (R™)

et P(&)—-? ©0 quand \&l—-—r oo, soit

Soit H

Ve F(=xs¥) W F(=1T)
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, m

ol F() (= (6 (TR ) et W est l'opérateur de multiplication
4 m. ) m

par une fonction réelle positive we L (IR )+ L (TR )

Soit H4: Ho + vV au sens des formes quadratiques. Alors Hc et

¥4d_sont mutuellement subordonnés.

La subordination se combine commodément & certaines pro-

priétés de compacité [3].

Proposition 2.1. Soit F*o'et F41 autoadjoints et J borné. Alors

les conditions (1), (2) et (3) ci-dessous sont équivalentes.
(1) Pour un (ou pour tout) 3 e €C\ R
Ri(%) J-J Ro(%> est compact.

(2) Pour un (ou pour tout) 3, € € VTR et pour tout intervalle
borné I ,
(a) (Ri(%) J-J Ro(%)) E, ( I) est compact
) B, (T)(RL(3)T-T Ro(3)) est compact.
(3) (a) H, est J-subordonné a H_,
(b) H, est J-subordonné & M,

(c) Pour un (ou pour tout) é e CNTR et pour tout inter-

valle borné I ,
E,(I)(R4(3) T - T Ry(3)) Ex (T)  est compact.

De plus, on a les équivalences suivantes

(2a) est équivalent a (3, a + c)

(2b) est équivalent a (3, b + c¢)

Preuve. Il est évident que (1) = (2). Il suffit donc de montrer

que (2) => (1) et que (2a)<» (3, a + c). En échangeant F*o et F{1
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J et ;ﬁ*, on en déduira que (2b) <« (3, b + ¢), ce qui entralnera

que (2)&> (3). On omet partout la variable 3-.
(2) =>(1). Pour tout couple d'intervalles bornés I;,tli, on a
Ry T-JTRe = B, (I,)(R, T-T Ro)
+ E,(T7)(Ry T - T Ro) By (T,)
C C
+ B4 (I7)(Ra T - TRo) E,(T,)

Le premier terme du second membre est compact d'aprés (2b), le
second terme est compact d'aprés (2a) , et le troisiéme

est la différence de deux opérateurs qui tendent vers zéro en
norme de fagon indépendante quand :Ii et.Io tendent vers 1'infini.
Le premier membre est donc limite en norme d'op&rateurs compacts,

donc est lui-méme compact.

(2a) => (3, a + c). Il est évident que (2a) = (3c). Pour prouver
(3a), on note que Ed_(:[ix) est autoadjoint et tend fortement

vers zé&ro quand .Iﬁ tend vers 1'infini, et que l'opérateur
C=(R, T- JTR)(Hs=-3) E_(I,)

<
est compact d'aprés (2a). Donc Eﬁ_(ifi ) C tend vers zéro en

norme quand :Ii tend vers 1'infini. Mais

E, ('If) ¢ :{Ei (If)Ri}{ ‘T(Ho“é) Eo (Io>}

- E,(I,) T EL(T,).
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Dans le second membre, le premier terme tend vers z&ro en norme
quand :21 tend vers 1'infini a on fixé, car il en est ainsi pour
le facteur Ed. (Ii) Rd. tandis que le second facteur est
borné. Donc le second terme tend aussi vers zéro en norme quand

Ii tend vers 1'infini a Io fixé, ce qui prouve (3a).

(3, a + ¢) =3 (2a). Pour tout couple d'intervalles bornés :IO)TIAJ

on a

(Ri J—-JRo) Eg (Io) = B4 (Ii>(Ri J-J Ro) E,(T,)

+ B, (IS) Ry TEL(T,) ~{E,(I5) T E, (T)}]Ro.
Dans le second membre, le premier terme est compact par (3c), et
quand :Li tend vers 1l'infini & Io fixé, le second terme tend
vers zéro en norme de fagon évidente et le troisiéme tend vers
zé€ro en norme par (3a). Donc le premier membre est limite en

norme d'opérateurs compacts, donc compact, ce qui prouve (2a).

Q.E.D.

Remarque 2.2. Dans toutes les conditions de la proposition 2.1,

on peut remplacer
(ot ) pour tout intervalle borné, E, (T) M est compact,

par une des conditions suivantes :

(f) pour tout %-(Z Q% (R), %.(lﬂ YM est compact
(K) pour un (ou pour tout) 3 & C\R et un X >0, R(%) M

est compact,

-1
(%) pour un g, < (60 (TR) tel que %_ soit localement

borné, %(HA.) M est compact.

-4
La raison est que d'une part si ‘%.é:(éo (ﬁ{) et %- est locale-

ment borné, alors
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-4 :
E,(T)= §(H) 3§ (He) EL(I)F
ol le second facteur du second membre est borné, et d'autre part

toute g— < (@0 UR) est limite uniforme de fonctions du type

2_ o, X (I,)

1444 9

o X (I) est la fonction caractéristique de l'intervalle T , Si

bien que (ﬁ) = (¥) = (D) = () ':7(%)

D'autre part dans toutes les conditions de la proposition 2.2, il
est équivalent d'écrire "pour un 3 € €C\TR " ou "pour tout

%é([:\TK ". En effet, on a

Ra (3)) T= T Rol3) f(Hi=3) R, (3 R (3) T= T Re(3)]
* {(Ho"’%) Ro(%l)}

et les facteurs extrémes du second membre sont bornés pour é et

5’ e C\R.

Remarque 2.3. La condition (3c) de la proposition 2.2 est évidem-

ment é&quivalente & la condition

(3c') Pour tout intervalle borné 1,
Ei(I)(Hij- JHO) E.O(I) est compact .

Une fagon commode de la vérifier est de mettre la forme
quadratique ¥41 J - J H, sous la forme d'une somme de termes
de la forme A*B , ol A et B sont deux opérateurs tels que pour
tout intervalle borné I, A E(TI) soit bornéd et B Ey, (1)

soit compact.
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Exemple 2.4. C'est un cas particulier de 1l'exemple 2.3. Sous les

¥
mémes hypothéses, on factorise V=A"B avec

Azp = W E(-.v).
On a alors

0< A¥A = V < H.

ponc A E ( I) est borné pour tout T . si on renforce 1'hypothése
sur W en supposant de plus que W e L.i (TP\%> + \—og (‘Rm)

oill Lf: est le sous-espace (fermé) de Lf” formé des fonctions qui
tendent vers zéro & 1'infini, il est facile de voir que B E, (TI)
est compact pour tout intervalle borné 1.

On donne maintenant un critére de comparaison des spectres
essentiels de deux opérateurs autoadjoints qui confére un intérét
pratique a la proposition précédente. Ce critére est apparenté &
un théoréme de Weyl (cf. [14}, p. 112). On désigne par GE’(F4)

le spectre essentiel d'un opérateur autcadjoint H .

Proposition 2.2. Soit F4O et V{i autoadjoints et J bornég. on
considére les conditions suivantes

(1) Pour un (ou pour tout) 3 € C\NTR,

Ra.(é) J-- J Ro (g)) est compact,

(2) Pour toute { € @, (R), (- T*T) g (Hg) est
compact.
(3) Pour toute § € G, (R), §(HL)H@ - T I™) est
compact.
Alors on a les implications suivantes
(1) et (2) ==> 05 (H,) C 0, (Hy),
(1) et (3) === 0, (Hy) c g; (Hp).
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En particulier

(1), (2) et 3) —=> g, (Hy)=ag, (H,).

Preuve. Il suffit de prouver la premiére assertion ; la seconde
s'en déduit en échangeant F41 et ¥40 , J et J”*, et la troisiéme

en combinant les deux premiéres.

On montre d'abord que l'hypothése (1) entraine que
%(Hi)‘T" J%(Ho) est compact pour toute -8, = ('Coo (R)
Soit en effet & 1'ensemble des '@ 65(60 (W{) telles que
%(Hi)j_J'g(Ho) et %(HO)J*—J‘)(@U—M) soient
compacts. Alors F est une % -algébre fermée pour la norme uni-

forme : le seul point non évident est le fait que g et g_ e &

< ' yz
= %% e @& , et résulte de 1'identité

BlHL) g (H,) T = T (Ho) g(He) = §(H.)(gHy) T T g (Ho)
+(§ (Hg) T = T §(Ho)) g (Ho)

et d'une identité analogue avec:;rx. D'autre part, & contient

-4

les fonctions ()\ po .A;) par 1l'hypothése (1). Donc F= (80 (R)

par le théoréme de Stone-Weierstrass.

On montre ensuite que si g, c 6,(IR) et si %(Hi)
est compact, alors sous les hypothéses (1) et (2),-%(}40) est

compact : en effet

BCHy)=(4 = T*T) § (Ho) - T(B (HyT— TH(H) +T §(H) T

Le premier terme du second membre est compact par l'hypothése (2),

et le second par la premiére partie de la preuve.



Enfin, on caractérise T (¥4) comme le complément du
plus grand ouvert O C R tel que % (H) soit compact pour toute
‘% < Q%C (ﬁ{) a support contenu dans O ({l@},p.’259). Par l'argu-
ment précédent, si % éi(ek (ﬁ{)) g.(k4i> compact entraine

g (Hy) compact, donc Ty (H,) € T (H, ).

Remarque 2.4. Les hypothéses (2) et (3) de la proposition 2.2

peuvent &tre remplacées respectivement par

(2') Pour tout intervalle borné [ , (41 - J_>(-J_) E'o (I) est
compact.
(3') Pour tout intervalle borné I , Ei(I)(ﬂ - J J*) est

compact. La raison est la méme que dans la remarque 2.2.

La proposition 2.2 généralise le résultat de Weyl selon
lequel o, (Hi) = T, (Ho) si Ri (%)~ Ro(%) est compact. Ses
hypothéses sont trés maniables grdce a la proposition 2.1. En
particulier, la condition (1) de la proposition 2.2 est identique
a la condition (1) de la proposition 2.1. Les conditions (2) et
(3) sont triviales pour J= 4 . Souvent, pour traiter des pro-
blémes avec potentiels trés singuliers localement, on prend pour
J 1l'opérateur de multiplication par une fonction réelle

4 & @ (TRM') telle que g‘:O sur un certain compact, 4 = 4
en dehors d'un compact plus grand. Dans ce cas,~jt::T* et la
condition (2) est trivialement satisfaite pour le F*o de l'exemple
2.3. Dans ce méme cas, la condition (3) est satisfaite si de plus

F%o est subordonné a ¥4d_(et pas seulement .Jaisubordonné a }41)

car alors, pour tout intervalle borné I)
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E,(T)A—- T3%) = E, (I )E(I,)(@A-T?)

+ By (T) Eq(IS)(A—T)

Le premier terme du second membre est compact par la condition (2),
et le second terme tend vers zéro quand on-—» o0 par la subor-

dination de Fﬂ) a \41, donc le premier membre est compact.

On termine cette section en donnant une généralisation

du critére de Cook (cf. {8,15,16]).

Proposition 2.3. Soit H_ et W, autoadjoints et J borné. On

suppose qu'il existe un sous-espace ) de o tel que

(1) SD est un sous-espace dense de R ( Eo ac).

(2) Pour tout (P éiéb pour tous intervallesbornés Iﬁ ,.I)

T oo
J,, NEL(TL)(H T - TH) U (B EUDE,, 9l <o

(3) Hd. est J -subordonné i Ho'

Alors les opérateurs d'ondes généralisés existent :

Ll (Hy,Hy 5 T) = 0- Reme U(-E) T U, (k) E

k — oo

oc.C -

Si de -plus :

(4) A~ Lo (-{ﬂ_.:T*J) U, (E) Ejpe =0,

A - *o0

alors les _O_i' ( Hi) -

o ;;J) sont isométriques.

Si de plus
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(5) o= U (M- TJ) U (k) E =0,

— % oo

alors les opérateurs d'onde usuels _I)_j:(Pia, H,) existent et

L (Hy, He) = LL g (Hy, W3 T).

Preuve. Il1 suffit de montrer la convergence forte sur un sous-

espace dense de QR (E pour lequel on prend

OOL-) ’
D, = U{E (T)E . % : % e}

I
ol la réunion est prise sur les intervalles bornés. Pour Q’ézdbi,

e R(E,(T)) , on écrit
Ul=8) T U (E) % = B, (I;) Y, (-8) T U (E)E,(T)¢
+ B (T )V, (-8 TU(BE(I)Y.

La norme du premier terme est majorée par ” EA. (Ii) J Eo (I) “
et tend vers zé&ro quand tIi tend vers 1'infini par 1'hypothése (3).
Le second terme se traite par dérivation et intégration
et converge fortement pour Ii fixé par l'hypothése (2), de la
méme fagon que dans la preuve usuelle du critére de Cook. Ceci
montre 1l'existence des _fl“t (¥44)\4o ;:T),
La deuxiéme assertion de la proposition résulte de
l'identité
. ) 2 2
N, ~e) TU (B E, Il - lIE; ¢!

=<U(BE,_ 9,(J*T-4) U (B)E . P>

et la troisiéme assertion est évidente.
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Remarque 2.5. Dans les applications, o sera souvent un sous-

espace dense de
D, = U R(E(DE,,.)
T

et on aura alors dai:z RO

Une facon commode de vérifier 1'hypothése (2) est de
mettre la forme quadratique Fh J - JH_ sous la forme d'une
somme de termes de la forme F@eB , o A et B  sont deux opéra-
teurs tels que pour tout intervalle borné I,AE (:[) soit

borné, que <D (B)D ébo et que pour tout Y & @4_,

* o0
|deliBu, e < oo
T4
(cf. la remarque 2.3 ol on avait recours d une factorisation du

méme type).
L'hypothése (3) a &été disculée plus haut.
L'hypothése (4) est satisfaite en particulier si
(4]— T* 3—) Eo (I) est compact pour tout intervalle borné 1 ,
c'est-a-dire sous l'hypothése (2') ou (2) de la proposition 2.2.
Voir la remarque 2.4 et la discussion qui suit pour un exemple ty-
pique.
De la méme facon, l'hypothése (5) est satisfaite si
Gﬂ - 37 Ek)(I) est compact pour tout intervalle borné I , et en

particulier dans 1l'exemple mentionné ci-dessus.

On conclut cette section avec un exemple d'application
¥

qui est un cas particulier de 1l'exemple 2.3. On a J = A  dans

ce cas.

Exemple 2.5. On prend H, et V comme dans 1'exemple 2.3, mais




on suppose de plus que P(. ) & (CQO( Wﬁitw) et que dak V&% P(&)

) 42"
# O pour tout ‘& e R (Cette condition pourrait &tre affaiblie).

e

Sans hypothése supplémentaire sur I~ , on utilise la factorisation
*
V=A"B de l'exemple 2.4, qui assure déj3 que /‘\Ei(I) est
. ) L2
borné. Il suffit alors que W satisfasse la condition

d'HOrmander

o0 412

| akd | W(tx)da] <o

1 1< (x| <2

pour assurer l'intégrabilité de l!fﬂ L& (B) ¢ ” pour LP dans

un D convenable [7] et prr anlte gatisfaire toutes les hypothéses

de la proposition 2.3.

Cet exemple nécessite cependant que W ait une décrois-
-2
sance a 1'infini plus rapide que o | , ce qui n'est pas satis-
faisant. Avec des hypothéses supplémentaires sur F et P , on

peut affaiblir cette condition. Suppraona par exemple qu'il

existe une constante C telle que

\F(&Hﬂ' < Cc(P(k)y+C)

4%
pour tout 4§ & ﬂ? . Alors on peut utiliser une factorisation

V=AB avec
A= Max (2, w'?) F-.®
B = Mo (W, W) F(-.9) .
On a alors
A € Fl-a9) @ W) F(-29)
cch +v+Cc? € Max(C,4) H+cC

ce qui assure dque AE (]:} est borné pour tout I , et il suffit
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2, .

A
d'imposer la condition d'HSrmander a rﬂbm,(vv) w ) ; cette

condition est satisfaite avec une décroissance de W 3 1'infini

-
un peu meilleure que j oc | 5

comme on s'y attend.
Un autre exemple ol on peut obtenir une amélioration
analogue est le cas F(“A»V) = P(-Lv) = -—/_\)oﬁ on peut utili-

ser des propriétés de positivité ponctuelle. On renvoie a [3]

pour ce point.
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(3) Principe de la méthode et réduction du probléme

Dans cette section, on commence 1'exposé proprement dit
de la méthode de Enss et on raméne le probléme 3 la construction
de deux opérateurs Fi:t satisfaisant certaines propriétés et en
particulier une estimation fondamentale. La construction de ces
opérateurs sera faite par un découpage approprié de 1l'espace de
phase et l'estimation sera démontrée par une méthode de phase sta-
tionnaire dans la section 4.

On étudie,dans 36 = li? (TF(NV) 1'évolution décrite
par le groupe unitaire U (t) engendré par le Hamiltonien H= Ho +V
ol Ho = P(-,{,V) et V est un opérateur d'interaction & courte
portée, c'est-a-dire localisé en un sens convenable, et on compare
cette évolution a& 1'évolution libre ‘Jo (b) engendrée par }40 '
en vue de répondre aux questions (2) a (5) de la section 1.

Le principe de la méthode est le suivant. On considére
1'évolution au cours du temps d'un état de diffusion, typiquement
d'un état du spectre absolument continu de H . Soit“(F(h)::L}(b)(P
le vecteur d'état au temps £t . Pour lE|l grand, par exemple £ grand
et positif, ce vecteur est concentré loin du centre diffuseur (au
sens de la norme) et é&volue donc 3 peu pré&s selon 1l'évolution
libre (Jo( t) . Dans ces conditions, le vecteur d'état reste con-
centré au voisinage des trajectoires classiques engendrées par le
Hamiltonien libre Fﬁo, en un sens exprimé quantitativement par des

estimations de phase stationnaire. On peut décomposer approximati-
vement (?(b) nJ LF+(E> + (‘P_(t> )

ol (€+(t) et.ql_(t) sont les parties

sortante et entrante de Y (L) , C'est-ad-dire les parties pour
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lesquelles OC*\)'(Q)}O et . v(R)<o , on V(E)EVP(&)
est la vitesse classique. Cette séparation s'effectue de fagon

approchée par un découpage de l'espace de phase : on s'efforce

d'assurer que oc, Ar (\Q) >0 (resp. o .a (&) <0) pour =

dans le support de W} (b) (resp. %{_(ﬁ)) et & dans le support
~ N

de sa transformée de Fourier (£+_(E) (resp. ¥ (k)) . Dans

ces conditions 1'évolution de (~{9_+(l:) dans le futur et de (.ﬂ_ (b)

dans le passé est régie par l'évolution libre :
U (.9) Lﬁ+ (k) v Uo (.8) Lf+ (k) pour b>0 et X grand,
U(a) Y_ (b) ~J Uo (A) ‘f_ ( (;) pour 4 <0 et kK grand.

Par suite, on a approximativement

ce qui montre que pour X grand, (f(t)est presque dans

(P\.(__(L+) + R (_ﬂ__) et par suiteque ¥ & (R,(_()_+>+ (R,(_.(L_)
Pour montrer qu'en fait (P est dans chacun des deux, par exemple

dans (P\(—(Z—,+), on a recours a l'argument suivant : par définition

P=U(-BIP(E) ~v U(-E) D (E) + U(-E) C_(k),

ot U(=bt) ¥, (E) est approximativement dans R (€L ). D'apres
ce qui précéde U(—E)P_ (L) v U, (-&)¥_(E)- Pour k& grand,
¥_(k) est loin du centre diffuseur, et a fortiori U (-t)P_ (k)

en est encore plus loin, et en particulier est presque orthogonal
a %Y . par suite Y(L) ne peut pas &tre orthogonal i ('P+('\:) . On

en déduit que le complément orthogonal de a(ﬂ%‘) dans

&(ﬂ+) -t CP\,( ﬂ_) est réduit a zéro, ce gqui termine la preuve
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de la complétude asymptotique. En fait, si le découpage (f( b)nd
&R+(t)~f ¥ (t) est bien fait, on trouve que ¥_(k)—> O quand
L —>+o0 . On va maintenant garnir ce squelette d'énoncés pré-
cis et de démonstrations appropriées. Dans cette section, on ra-
méne le probléme & la construction, pour chaque intervalle borné
d'énergie, de deux opérateurs ‘{:t destinés a effectuer la dé-
composition tf.i () = Ry (k) et satisfaisant un certain
nombre de conditions. Dans la section suivante, on construira
effectivement de tels opérateurs et on montrera que les conditions
requises sont satisfaites.

Les notations sont les mémes que dans la section précé-
dente, a la différence prés qu'on omet partout 1'indice 1 dans les
quantités lides a 1'&volution totale H, 6 U(t), E(I), E, .,
%ac ,Q( %> . On se limite au cas od J = A4 et J n'apparai-
tra plus désormais (voir [1,173 pour le cas J #:41) . On note &
indifféremment la variable impulsion, conjuguée de Fourier de X ,

et 1l'opérateur -AV dans la variable x . Si B est un ensemble

Borélien de TR%, on note F (¢ € B) (resp. F(R € B)) 1'opé-

rateur de multiplication par la fonction caractéristique de B dans
l'espace des positions (resp. des impulsions). Tous ces F(. )

sont des projecteurs orthogonaux.

Les hypothéses sur {H sont les suivantes.

(H1) Le hamiltonien libre est de la forme Fﬁo-: f>(<—,t‘7) ol

P(Q):: P(Q) & (G(IRM') et P(&)—r + 00 quand \&l —» 0O .
4

De plus P est %3Q4- pour un L assez grand (il suffit que

> m + 2 et V P(&) £0 sauf sur un ensemble assez petit.

Plus précisément, soit
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0+4 :
S = { & : Pn'est (e? dans aucun voisinage de & , ou 4 P(—P&): O} .
I1 est évident que S est fermé. De plus P{%) est fermé : en
effet pour tout intervalle compact L , F{S)N 1L = P(S5N P—_i(jr))
est compact, car F’ est continu, S est fermé et Fy*i(ff) est
fermé ([ continu) et bornd (FP-» o0 a 1'infini), donc compact.

On fait 1l'hypothése

FD(S) est dénombrable.

(H2) Le hamiltonien total H est un opérateur autoadjoint tel
que pour un (ou pour tout)3 € CNR, R(é) — Rs(3) est
compact.

Il résulte des propositions 2.1 et 2.2 que H et F4o
sont mutuellement subordonnés et que (xi(}%) =a, (¥4o) . De
plus,\/::|4‘~F4o est bien défini comme forme sesquilinéaire sur
SD(H) x dD(\%o) . (On ne suppose pas que V est défini comme

opérateur).

o0 m
(H3) Il existe une fonction g9 c ¢ (R ) ,|%| )2 4, telle

que pour tout intervalle borné 1 , 1a fonction
, -4 4, +
()= IECT) V g(R) Fllxlz n)ll € L (R, dn).

Ces hypothéses appellent quelques remarques : La pre-
miére partie de 1l'hypothése (H1l) est la méme que dans 1l'exemple
2.3. Ladeuxiéme partie, PP & (@Q+4‘(TRM\S>Q/E VP £0,
est destinée d permettre 1l'application des méthodes de phase sta-
tionnaire (voir les lemmes 4.2 et 4.3 ci-dessous), pour lesquelles

il importe que la vitesse classique §7F>(~k) soit bien définie

et non nulle. La théorie qu'on va développer ne donnera pas d'in-
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formation sur la partie du spectre de H  contenue dans F’(fS).
L'hypothdse P (S) dénombrable assure que P (S) est trop petit
pour porter du spectre continu. Elle entraine en particulier

que Fﬂc n'a pas de spectre continu singulier. Par contre }*o
peut avoir des valeurs propres de multiplicité infinie : si
P(&) = Mo pour £ dans un ouvert O C TRM’) alors O C §

et }40 admet Pb -comme valeur propre avec un sous—espace propre
de dimension infinie qui contient au moins |jl((3). Dans les ap-
plications, on aura souvent | analytique et S et F’(S) seront
localement finis.

L'hypothése (H3) est la version adaptée & la présente
théorie de la condition de décroissance de V a 1'infini plus
rapide que |OCIW'4: Elle est satisfaite en particulier pour
. —-(4+€) )
V@:(ﬂx+\OCD avec g = 4 . Noter que la fonction Q&I()L)
est fonction décroissante de ® , et donc, a4 cause de (H3), tend
vers zé&ro quand Ju —r o0.

En ce qui concerne les singularités locales du potentiel,
il est difficile d'éviter de supposer que = (TI)V E, (1) est
borné pour tout I et que H est subordonné a F*O, car on va uti-
liser de fagon essentielle le criteére de Cook (proposition 2.3).
Ceci entraine que E ( I) NV (é(‘k)“i est borné pour un % croissant
assez vite, et par suite, au besoin en augmentant la croissance de
q » que I:(I)\/%G’l) -t F{lx]<nr) est compact pour
tout L . Il résulte alors de (H3) que F‘(If)‘V’E}(&) est limite
en norme de compacts, donc compact. A fortiori E(T) V E, (I)
est compact pour tout I . comme Q'autre part on utilisera presque
explicitement la subordination de }40 3 H , on est conduit natu-

rellement, par la proposition 2.1, & imposer 1l'hypothése (HZ). Le
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choix de (3(&> est dans une large mesure arbitraire. On prendra
% croissant assez vite pour que E(T)V %L&) soit compact,

ce qui sera réalisé si | %(&)] >4 + P& par la pro-
position 2.1, et d'autre part assez régulier pour ne pas détério-

-4
rer la décroissance en X contenue dans V , par exemple 9 (&)

e Y(RrR™).

Dans tout ce qui suit, on suppose les hypothéses (H1),
(H2) et (H3) satisfaites. On peut alors énoncer le résultat fon-

damental.

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3),

(1) Les opérateurs d'onde..fl_i:existent.

2 a_ , (H) = &.
(3) Le spectre ponctuel de H dans ﬂ?‘\F’(S) est formé de
valeurs propres isolées de multiplicité finie, ne pouvant s'accu-

muler que sur P(S).

(4) La complétude asymptotique est vérifiée :

Dans toute la suite de cette section, on supposera sans
le répéter explicitement l'existence des J?_j:,Elle sera prouvée
dans la section suivante au moyen des estimations de phase sta-
tionnaire et du critére de Cook, sans recourir a la décomposition
de‘f(t) en parties entrante et sortante. Dans le reste de la
présente section, on va ramener la preuve des assertions (2) a (4)
du théoréme 3.1 4 des propriétés de cette décomposition. La pre-

miére &tape de cette réduction est le lemme suivant.
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Lemme 3.1. Soit 1l un intervalle compact. On suppose qu'il

existe deux opérateure bornés th tels que
(a) les opérateurs <_£7__+-— ﬁI) F{:t sont compacts.

(b) 1'opérateur Ro E(I) est compact, ol Ro est défini par
R, = A—R, - R_.

o

Alors
W o, (H)N I = &,

(2)

O:{_V (H) N I consiste en valeurs propres isolées de
multiplicité finie,

(3 E(I) 36, . = ELIN(RLO,)+ RUL)).

oll le signe -+ désigne l'enveloppe linéaire.
On suppose en outre
*
(c) - Lo Fizt lJ( b) Ealc, =0
J —> F oo

Alors
@ E(I) R(Q,) = E(T)B6,, = B(T) RIL_),
c'est-a-dire, la complétude asymptotique est vérifiée localement

dans I .

Preuve. Tout CP ' 4 admet une décomposition (‘F = (f’_._ -+ ('(’__ -+ LPO
avec P = Ri ¢, ¢, = Rg P - soit {(‘Pd} une famille de
vecteurs (.Fot € ® (E(I)), normée ( e, Il = 4) et convergeant
faiblement vers zéro. Il résulte alors de (a) et (b) que
(,Qi.—’ﬂ)(f’dt_qyo et que CFO(OEROE(I)(PO(-—?O-
En utilisant cette propriété, on prouve d'abord (1), (2) et (3).
Pour prouver (1) et (2), il suffit de prouver que le
L 1
complément orthogonal R (E (I)) N %ac = E(T) G@ac de
E(I) %% dans @«( E (.I)) est de dimension finie. On raisonne
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) , L
par l'absurde. Supposons que E ( I) %ac/ soit de dimension
infinie. Alors il contient une suite orthonormée infinie {‘“Pm,}

En particulier (-Fm. - O gquand /. —> 00 . On a alors

T = —()—4, LPM + T L f o + LP/W

P =@ =L ) Gy + @=L ) F0 -+ Do

Il résulte alors de (a) et (b), par la remarque précédente, que
”LPM || — O tandis que ‘*f’%m LPM/ & (R(f)_+> +(R(ﬂ-__) - %O.C, ’
en contradiction avec le fait que “ ‘-Pm H:: 1 et (-P/Y\, S %;Lo .
Ceci prouve (1) et (2).

Pour prouver (3), on considére un vecteur LP e E ( I)%a
Alors YP(k) = U(E)YP tend faiblement vers zéro quand £ —» == o0,

par une application classique du lemme de Riemann-Lebesgue. On

ascompose ¢ (&) = P, (t) + P_(t) + ¢_(E) . on a alors

P=U(-B) E(T) (AL, ¢ (B)+ OL_9_(b)+ P (L))

P(E) =(A- )P () + (@~ _)P_(k) + P, (k)

donc, par 1'entrelacement,

¢= E(I){ 2, U (-&)F, () + L1_U, (-&) $_(E)}
+ E(T) U(-E)PLE).

Mais

NE(I)U(-t)w ()l = HECD) PRI < IRl —0

quand k »>* o0 , donc C(" est limite en norme de vecteurs

c-



32

appartenant & E( I)(CR,(_O_#) —+ (R (_n._)),ce gui prouve (3).

Pour prouver (4) en supposant en outre (c), on raisonne
par 1'absurde. Supposons qu'il existe (f) c E( 1—) %ac 5 HL{’ [l = /.L)

¢ L <R,(_Q__L) . On écrit alors
®(E) = L, o, (8)+ P_(E) +(@- ) P(E) + P, (E)

et par suite

Heud = e = <PE), L, P, (0> + <PLE), P (E)>

FLPE), (A1) P, (k) + P (B)> .

Dans le dernier membre, le premier terme est nul par hypothése,

le second est &gal a3 < R;__Q v(k) (-P) V(E)YP > et tend vers
zéro quand A —> +oo par 1'hypothése (c), et le troisidme tend
vers zéro par le méme argument que précédemment ; donc le second
membre tend vers zéro quand &k —» <+ 00, en contradiction avec
1'hypothese I YPil= 4 . Ceci prouve que E (I) R (ﬂ__,_) =
E(I) %QC . La seconde partie de (4) est prouvée de la méme

fagon en faisant tendre £ vers — co.

Remarque 3.1. Si on remplagait 1l'hypothése (c) par

(c') A= Lo RI U(t) Eo.c =0
Xk — oo
on obtiendrait immédiatement Lf)j: (l:) — O pour .t —> F o0 et
(PGE E(T) {NLCLC , ce qui entrafnerait (4) de fagon directe sans
utiliser l'argument d'orthogonalité précédent. La raison pour
utiliser (c) est que les majorations qui permettent de prouver (a)

et (b) conduisent naturellement a (c) et non & (c'). Cependant (c')
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est une conséquence immédiate de (c) et de la condition supplé-

mentaire
* —_
(c") (Ri — Rj__) E(I) est compact,

qui sera réalisée en pratique par la construction de la section

suivante, ol on aura en fait R“+ - R“+ .

Corollaire 3.1. On suppose que pour tout intervalle compact I

ne rencontrant pas P(5) )<I N P(S) = ¢ ) , il existe deux

opérateurs bornés RTi (dépendant de 1 en général), satisfaisant
les hypothéses (a),(b) et (c) du lemme 3.1. Alors les assertions

(2), (3) et (4) du théoréme 3.1 sont vérifiées.

Preuve. Résulte immédiatement du lemme 3.1 et du fait que P(:S)

est fermé et dénombrable.

On continue maintenant la réduction du probléme en don-
nant des conditions suffisantes pour que les conditions (a) et (c)
soient satisfaites. Dans toute la fin de cette section, T est
un intervalle compact fixé. On ne le suppose pas explicitement
disjoint de P(S) pour le moment.

On remarque tout d'abord que sous la seule hypothése
(H2) , 1l'opérateur ( U(-—— t) Uo (E) — /_ﬂ> Eo ( Io) est compact
pour tout intervalle borné I, et tout .k & TR, En effet, pour

tout intervalle borné 14_, on a

(V(=¥) U, (E) = 0) B, (T,) = E(I)(U(-£)U,(t) =) E,(T,)
t

+A ) de UL-=) E(I,)V E (T)) U, (e).
0
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Le premier terme du second membre tend vers zéro en norme quand
]:4 tend vers 1'infini car H est subordonné i Fio. Le second
terme a un intégrand compact d'aprés (H2) et continu en norme &
cause des projecteurs, donc est compach.
Pour assurer la condition {(a), il suffit donc d'assurer
que, si on multiplie 1l'intégrand par R“t’ 1'intégrale converge
en norme quand k£ —> = 00 . Ceci conduit naturellement au lemme

ci-dessous.
Lemme 3.2. Soit L un intervalle compact et F{:t deux opérateurs
bornés. On suppose que
(d) Il existe un intervalle borné Io tel que Eo (Io)Ri: Ri'
(e) Il existe un %‘>>O tel que les fonctions (positives conti-

nues) Mm.p (&) définies par

g (E) = IFQacl <& 1ED U, (k) g (&) Ry |l

satisfassent M@.‘t & L_',L ( ‘th) d\:).

Alors (‘O““_'_' _4]) R:t est compact, c.-a-d. (a) est vérifiée.
On suppose en outre que
(£f) m\,&i_(\;) —> 0 quand k£ — * co.
Alors (c) est vérifiée.
Preuve. D'aprés la remarque précédente et la condition (d), pour

prouver la condition (a), il suffit de prouver que pour tout inter-

valle borné 'Ii’ les intégrales

i e
J dt E(Ii) U(vb)'\/’Uo('\:) Rﬁ_
o +

convergent en norme a 1'infini. On majore en norme par
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+ o0

—4
-l <) de NECT)VgRY Flixpy elenl lig(R)R: |

+ ) Tae BTV g (BT TIIF (1l €& 16D U, (£) gR) R4 |

* o0
< g(R)E (TR R, (&1ED)

T oo
+€"Ii(o) jo Mg (E) dE,

&

ol Rﬁ[ est défini dans l1'hypothése (H3). L'intégrabilité résulte
-4
alors de (H3) et de (e).

Pour prouver (c) on écrit pour ¥ € %Q,c

* * * * $v4
RyUB)P=Rae(@-LLy)P(E)+ReU(E)L L P.

Le premier terme du second membre tend vers zéro par (a) et la

convergence faible $(k)-— O . On décompose le second terme en
* * % :
R U, (6) L% ¢ = RE U () g ()" Fllxln &1EDY

+ Ry U, () g &Y F(1xl < & 1E1) W
ol
* ~ 4 »*
Y = glk) L, ¢

Par suite

- < llg(RYReLITFClalz & 1el) Pl + oy (-E) IWL

et ceci tend vers zéro quand x — 4 ©0 par (d) et (f).
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Remarque 3.2. Pour prouver (c), il suffirait de supposer au lieu

de (f) que pour tout . >0 ,

IFUx) €n) U (E) Ry | —> 0
quand.):~> =* 00 . La démonstration serait obtenue en décomposant

, ¥
R U, (5) 0 9= Ry U (6) Fliml < 1) 0% ¢

i3
+ RE Uy (k) Fllal 3 n)(Ly ¢

)

si bien que

(< NReU I F(lxl ) L% @

+ W FQxlcn) U () R il Tl

et en faisant tendre £ vers F o0 et N vers 1'infini dans
cet ordre. On a préféré 1'hypothése sous la forme (f) car elle
fait intervenir les fonctions/w»eﬂ+(b) qu'on doit de toute fagon

contrdler dans (e).

La derniére étape de la réduction du probléme consiste

3 ramener la construction des opérateurs T?.+ a celle de deux

R:t = %(Ho)Pt %(Ho) pour une %— convenable dans (66 (TR ),

ce qui permettra de satisfaire facilement les conditions (b) et (4)

opérateurs P,  tels que F; +P = 1. On prendra alors

-~

et raménera la vérification de (e) et (f) d celle d'une estimation

fondamentale (g):



37

Lemme 3.3. Soit I un intervalle compact. Soit ‘?t deux opé-
rateurs bornés tels que P+ + P - 1. Soit % & (éc (TR)
réelle 3 support compact IO , % = 4 sur 1 , 0% g, < 4.
Soit R':t = %(HO) PJ: %, (HO) . Alors

(1) Les conditions (b) du lemme 3.1 et (d) du lemme 3.2 sont
satisfaites (avec Io = Supp % Y. 51 en outre les Tit sont

autoadjoints, alors les |§‘+ sont autoadjoints et la condition (c")

de la remarque 3.1 est satisfaite.
(2) On suppose en outre vérifiée la condition suivante

(g) Il existe g >0 C 20et ¥ > 1 tels que

I

_¥
JE(Ixl< &1e)U ) g(R) G (H )P I £ C el

pour Lk >< O

Alors les conditions (e) et (f) du lemme 3.2 sont satisfaites.

Preuve. Pour prouver (b), on remarque que
2 \ 2 .
R, E(I) = (§(H)" = fH ) ) ECT)

est compact par 1l'hypothése (H2) et le méme argument que dans la
preuve de la proposition 2.2. Les autres assertions du lemme

sont évidentes.
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Ceci termine la réduction du probléme. Dans la section
suivante, on construira des opérateurs Fb:t satisfaisant la condi-
tion (g) pour un g— convenable.

On conclut cette section en indiquant briévement quelques
variantes de la réduction précédente, de fagon d permettre sa com-
paraison avec les versions antérieures de la théorie. Dans [3] et
[lf], on utilise une forme différente du lemme 3.1, ol la décompo-
sition Lf—e-LPj: est effectuée individuellement pour chaque suite
{(ﬂhé}et non de fagon systématique au moyen d'opérateurs th ne
dépendant que de I.

Une des formes possibles de ce lemme est la suivante.

Lemme 3.1'. Soit I un intervalle compact. On suppose que toute

suite {(Pm.} dans R(E (I)) , normée ( H¥, ll= 41 pour tout m)

/
et faiblement convergente (Hin,">‘0) admet une sous-suite {(P”b}

pour laquelle il existe une décomposition

) ! j
P = Py + ('P.in- + @0

! !
telle que(_ﬂ_i__:ﬂ)kfmtéo et (-Pm.o-)O guand A —» CO -

Alors les conclusions (1), (2) et (3) du lemme 3.2 sont vérifiées.

{
On suppose en outre que < ‘-ij) LP/W;:> —> 0
gquand m —> ©0 lorsque {‘Pim}- est la sous-suite extraite d'une
suite (-P/n = U (Em)‘f pour un Y € %ac et une suite ):m-—> =+ o00.

Alors la conclusion (4) du lemme 3.1 est vérifiée.

La preuve du lemme 3.1' est pratiquement identique a
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celle du lemme 3.1. Pour prouver (1) et (2), on opére avec la
/ W
sous-suite {fP”b} extraite de la suite initiale {%ﬂh‘} et pour

prouver (3) et (4), avec la sous-suite {tehfgextraite de q)(kn»)
: =+
=U(t,) @, au lieu de garder Y (k) pour tout £ & IR~
D'autre part, il est évident que les hypothéses du lemme 3.1 en-
trainent celles du lemme 3.1', sans méme qu'il soit besoin de

passer a une sous-suite.

La convergence faible vers zéro d'une suite {;%;\} dans
R (E(TI)) est une fagon commode d'exprimer que (?n» s'éloigne
indéfiniment du centre diffuseur. La relation entre ces deux
propriétés est exprimée par le lemme suivant (qui ne sera pas uti-

lisé dans le présent exposé).

Lemme 3.3. Soit {Lﬂhéi une suite dans G{(JE(;I)) , normée
(”Lﬁnlii‘i) et tendant faiblement vers zéro (‘fq» ;b-C)) . Alors
pour toute suite {IEM,} croissante de réels positifs tendant vers
1'infini, pour toute suite {:Eh»} décroissante de réels stricte-
ment positifs tendant vers zéro, il existe une sous-suite {(fib}
de §.%;M} telle que

I F(lel €, )9l 1] < &

o pour tout .

Réciproquement si une suite {%ﬂh'} , ll%%xl\:: 47 satisfait
NFE (el € n, ), U < €,

pour une suite {)an} et une suite {_EQL} comme ci-dessus, alors

{fﬂwb}tend faiblement vers zéro.

Preuve. Pour tout JL > O et tout intervalle TIO borné,
Flxlgn) E(T) = Fllxlg ) E_(T,) E(T)

+Fax)<a) E_(TIS) E(T).



Le premier terme du second membre est compact et le second tend

vers z&ro en norme quand tI; —> ©O0 car H est subordonné &
P*o' Donc le premier membre est compact. Donc si {({M_} est
une suite dans R (E ( I)) normée (H \{)% Il = d.) et tendant faible-

ment vers zéro, la suite

Fllal€n)®, = F(lxl <) E(I) 4,

tend vers zéro quand m —> o0 pour /. fixé. La premiére asser-

tion du lemme en résulte immédiatement. La seconde est évidente.

Q.E.D.

Grace au lemme 3.3, on peut utiliser indifférement la
convergence faible ou 1'éloignement a 1'infini (au sens de ce
lemme) pour formuler le lemme 3.1'. (Comparer [3] et [17]).

L'idée d'utiliser une décomposition opératorielle Al
({+-+f{_ pour obtenir la décomposition de Y ( E) en partie
entrante et sortante et d'utiliser en association la convergence
faible et la compacité& pour obtenir les convergences fortes re-
quises est due & Mourre [9]. Cette mé&thode permet une économie
importante de majorations explicites.

Dans des versions antérieures de la théorie, 1'absence
de spectre continu singulier était prouvée en appliquant le
lemme 3.1 ou3.1' & une suite LPM: V(tn)Y pourun @ 6%64 ,
le sous-espace continu singulier de H . Pour obtenir une suite
de ce type tendant faiblement vers zéro (ou s'é@loignant & 1'infini),
on recourait & un théoréme ergodigque ([}3] p. 343). L'inutilité de
ce théoréme a été remarquée par Davies [3]. La preuve est mainte-
nant basée sur le fait é&lémentaire gu'il n'y a pas de spectre

continu singulier en dimension finie.
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(4) Estimations de phase stationnaire et construction des opérateurs P + -

Dans cette section on commence par rappeler les estima-
tions de phase stationnaire qui serviront a démontrer la condition
(g) du lemme 3.3 . On les applique ensuite & la démonstration
de l'existence des opérateurs d'onde, qui avait été laissée en
suspens. On construit ensuite explicitement, pour tout intervalle
compact I disjoint de P(S), les opérateurs Pi associés, et
on montre que la condition (g) du lemme 3.3 est
satisfaite . On donne, dans le cas général, une premiére construc-
tion qui est & un détail prés (voir remarque 4.2) celle de [3].

On donne ensuite, en ne traitant explicitement que le cas ol P
est a symétrie sphérique, une deuxiéme construction qui généralise
simultanément celles de [9,11,18]. La section s'achéve avec di-

verses remarques.

On commence par rappeler une estimation de phase station-
naire (ou plutdt non stationnaire) due & HSrmander ({7],[133 p. 37).
m e
Pour tout compact K < IR , on note @ (V() l'ensemble des

fonctions de (GQKJ$<4L) 3 support compact contenu dans P(.

Mn
Lemme 4.1. Soit K CLITQ ) K compact, U un voisinage de <,
Ra4a
€ entier > 0, g_ e & (cu’), g, réelle, telle que V%(&)# (o)
pour tout R e K., soit w réel, W >0, et ¥ EL@Q(K).

Alors on a la majoration suivante

~e
Jdk onp(ew B(R) P(R) € Cp(a+w)™ I,

9l 0 = 2= Sup 1079 (R)]

it1<@
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ol K est un multi-indice K = (O(-i> e, O(,W) A = O(i+... T A,

et DO(- rr (bi(b avec ‘54; = B/B&&

T ALAtm
La constante CE dépend de K mais peut étre prise uniforme
en g— si ‘V%(\Q)] o7 O pour tout R € K et, si 0 > 4,

1) g, ” g M <eco pour a. et M fixés, avec

2 Supe | DR (RN

]
e, . =
tra K, e0 2 £\l < R+4 ReK

Preuve. Pour chaque k ek , 11 existe un E{i,m, /Y\—} tel

due 'b,i, 8, ( &.) ;,":O ) et un voisinage de & dans lequel BL%

s'annule pas. Par la compacité&, on peut recouvrir ¥ par un

nombre fini de tels voisinages, tous contenus dans QL . Soit {SJL}
. s P _ (p©O

une partition de 1'unité adaptée a ce recouvrement GJL < € )

Z 6, =4 sur K . on décompose L{) = Z P 6 et on traite

Y. . e

chague terme séparément. En intégrant £ fois par parties

[db exp (Lo B(R) W (R) B, (&)

= £ JdR onplew §RY 2 | %’El ) e, (R)
34

=2 fak wx(,cwgm»{;h(s% ) 1ok B, (R)

ol chaque b/B&is'applique d tout ce qui est & sa droite. Par suite

, b .
d'oll 1'estimation annoncée en sommant sur Ju.

Pour montrer l'uniformité en %, , Oon note que CQ contient une

somme sur A , et pour chaque A. , une somme de termes contenant



des dérivées de G,L jusqu'a l'ordre ., et des facteurs contenant

. . e X s — -
g’/ qu'on peut mettre sous la forme & { {7 & ) ‘E‘L %, l ol
X est un polynéme de dérivées d'ordre <% , 2 < {d | < Q+’«L,

oo {
donc contrslé par |8 i < M . Pour assurer l'uniformité
E T L4 oo ke O

Vs L h, 00 2

4

annoncée, 11 zuffit donc quion pulsse choisir un recouvrement {U,L}

fixe, dans chaque ouvert duquel la d8rivée sélectionnée N()“L 8 soit

minorée uniformément. Avec |V V, [ > a >0 , il existe pour
: ; —4/2
chaque B un 4 tel que | a',; % (&)l > a m / , car
, 2 o 42 P ) B .
\V%} = % | ¢, %i . Avec il % H.Q,oo‘,K uniformément borné, 112

existe un & >C uniforme en B. tel que QNOJ'LQI 2 Q(Q.m)“i/
dans la boule de centre ’2’\ et de rayon b , et pour le A sélec-
tionné au point £ . 11 suffit alors de prendre un recouvrement
fixe {U,L} par des boules ouvertes de rayon ) , et pour chaque
boule de choisir 4 comme ci-dessus pour 1@1 au centre de la boule.

Ceci prouve l'uniformité& pour Q} 1. Le cas £ =0 est trivial.

Q.E.D.

On applique maintenant ce résultat a l1'évolution libre

A
Uo(t) . Pour tout compact B < IR et tout &£ £ O on note

kB = {x%:,%e B}
et d,(:t,. B) 1la distance euclidienne de o a B ( d(%,%) =0
. Y

si 2 & B). Onnote & la transformation de Fourier et QF = G:(P
la transformée de Fourier d'une fonction ‘-P .
Lemme 4.2. On suppose que Ho satisfait 1'hypothése (Hl1l). Soit

. m. -

K € IR 7 un compact disjoint de S . Soit @ & /b telle que
N ()‘ : ~ PN . .
Lfé. (6 (K).Soit L‘(b = UC (‘{:)L? , y o f= O . Soit

BEVP(KJE '{/\«*‘ . 1:; i)—?\ e K tel que VP(&): /U'}

! T y . . . .
Alors pour tout 2 & b b3 Lﬂ/ satisfait la majoration

-
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| -2
(6,0 € Cp 4+ d(xtB) Py .

La constante CQ dépend de K , mais est uniforme en o, E et "F

pourvu gue d,(D;/b) B) > & >o.

Preuve. On note d'abord que B est compact (et ne contient pas
l'origine car K est compact et disjoint de §). (Pb peut é&tre

représenté comme l'intégrale

(Pb(ct) :(.‘21’1’)_#“’/2 Jd& st (Jc&. x—ak P(%)) Q (&) .

On applique alors le lemme 4.1 pour 9OC ¢: EB avec W = d. (x, t B)

et w{’,(&).—_ R.o - £ P(‘&) . On a alors
-4
VO (&)= dl=x,tB) (s -k VP(R) |,

donc \v-%,! > 4 pour tout R € K ., D'autre part, pour £> 4

)

-4
k£ dfo,tB)

/ /
U%H(Hi,oo,K = P ”Q-&—i,oo,K

—4 . .
= d(2/b,8) " WP, ,

et cette quantité est majorée uniformément en 2C et t pour
d(x/k, B) P2 £, > O. Le résultat est alors une conséquence immé-

diate du lemme 4.1.

En utilisant le lemme 4.2, on démontre maintenant 1'exis-
tence des opérateurs d'onde,qui avait été laissée en suspens dans
la section 3. La méthode est une variante du critére de Cook (pro-
position 2.3) et est logiquement indépendante de la décomposition

de q}(b) en parties entrante et sortante (Lemme 3.1 et suivants).
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Lemme 4.3. Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3), les opérateurs

d'onde () 4 existent.

———

Preuve. D'aprés la subordination de H a Ho ;, 11 suffit de montrer

que pour tout intervalle borné Ii et tout ‘? dans un sous-espace

dense D de (R(E

- inté S i rgent
oac), les intégrales suivantes converg

&+ 00

L VECI) VU, ()Pl ae < oo

On prend

D=uU -t e p iy
I

ol la réunion est prise sur les intervalles compacts I disjoints
-4

de P(S). 11 résulte de 1'hypothése (H1) que P (I) est un

compact disjoint de S pour tout 1 de ce type, et que D  est un

sous-espace dense de R ( EO ac) = {}Go ac » car il en est ainsi

de
U R (E,(I),
I

et pour chaque I ’ G:mi(@e( Pwd( I)) est dense dans (R,(Eo (I))
= "2p (1)

Soit alors I compact disjoint de P(S)) kK = P’—i( I)
et B = VP(K). KK  est un compact disjoint de S et B
est un compact ne contenant pas 1'origine. Soit d,(O) B) = 2 Qf? 0.
Il est clair que CL(QC/t , B ) > b pour tout &K & R%
et tout £ £ 0 tels que | ] < e el
Soit LPég:*i (68 ( ) , c.-a-d. (-/{\) € 6

On décompose l'intégrale précédente comme suit

.
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=+ o0

—

§., Tt VU )elar <

jmdtnE(Ii)v%(&) Flxl» &1E1) g(R) U, (£) ¢ I

* oo

+f,, O IELTOV g(R) " Flixl < B1ED g (R) Upl) ¢ I

*+ o0

< lgrRyIeu | & (&1E)dE
+ R (@) at IF(al <8161 U (6) g(R) Il
4 *1

La premiére intégrale est convergente par 1l'hypothése (H3). L'in-
tégrand de la deuxiéme est majoré pour tout k par “ 3,( &) ¢ “ <
I %(&) EO( I)L U Pl et pour tout L 4 0, d'aprés le lemme 4.2, par

L
4/2(.@“;‘) c, ISAME,IH d(x,tB) ”%(Q>Q”€oo
xl& ’

<o, (a1 gm@ i,

m

ol O;» est le volume de la boule unité dans TRm', et on a utilisé
le fait que oL(x ‘:B) P)'lb| pour |acl Q’-H—’"

Par suite, avec E l-m,/,Q,] + 2 , la deuxiéme inté-

grale est convergente, ce qui achéve la preuve du lemme.
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On commence maintenant la construction des opérateurs
R‘.t’ qu'on cherche sous la forme Ri‘ = g(Ho) Pi @(HO) .
La fonction % sert a assurer uﬁe localisation dans l'espace des
impulsions grice a laquelle la vitesse classique /\J‘(&) = VP(&)
est bien définie et non nulle. Il reste a construire les opéra-
teurs }?t gui effectuent la séparation en partie entrante et
sortante. Les différentes constructions existantes sont a des
détails prés, du type suivant : on introduit un espace de Hilbert
auxiliaire :)'(, et une isométrie C@ de 4> dans X (}{ et B
peuvent dépendre de l'intervalle d'énergie I considéré) ét on
prend FE:.: qg)e ?it G oli Pj: sont essentiellement deux
projecteurs orthogonaux particuliérement simples dans X tels
que .EiF"F Fi = 1. Ceci entraine que les th sont autoad-

joints positifs et que E;~+ P = 1 , grédce 3 l'isométrie de 6.

On donne d'abord une premiére construction dans laquelle
la séparation en parties entrante et sortante est effectuée selon
la condition 92¢, /\)’(&) ><;O . Comme les opérateurs 2¢ et & ne
commutent pas dans 3 , on doit se contenter d'une séparation ap-
prochée, 3 une erreur finie prés en impulsion et 3 une décroissance
rapide prés en position. Pour cela, on choisit comme espace

auxiliaire

2 m oM .
X = (R xIR ,otta,dq)
" .—
ol ﬁ{ X n2~ est considéré comme 1l'espace de phase classique.
La construction de 1'isométrie Yg s'effectue commodément au

moyen d'états cohérents généralisés ([?] p. 41).

P
On note Z@b et ?fuﬂ respectivement les opérateurs de
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translation par At dans l'espace des positions et des impulsions:

(T @) () = Plox-an),

(T ) 2) = 77 fio),
—1
/C\M = & t,,u, G‘/,

m m
Soit 2 & %, 2% Ih=1. Pourtoutpoint(Aé)q ) € IR x IR

de l'espace de phase classique, on définit la double translatée

de;‘z,
2 -7, T 2
49 4 9
ou encore

4. (x-u '
’qu(oc): e,ivq ) 2(x-a).

Intuitivement, on doit considérer ?%C‘ comme localisée au voisi-
nage de /} en position et au voisinage de q en impulsion. Les
2 sont des états cohérents généralisés. On définit 1l'appli-

49
cation °@?L (dépendant de 3 ) de ¢ dans I par

L

(B, 4)(x,a) = <2yq, €

‘G,& est une isométrie. En effet, pour tout "{’ dans % ’

: 2
Jaydq 1< 2,,,%7I

=fdy dq | [ % (x-4) VT ) de |
iy de | 2oV ™ = BT

par le théoréme de Plancherel. Par contre, \G;Z n'est évidemment
pas unitaire. En particulier G\, (CG%/) est composé de fonctions

bornées continues, et on a pour tout Lf’ < %
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e . < o
NG, Pl < .
Mo v
Pour tout ensemble borélien M C IR x R , on note
E:((b)¢1)é}P4) ou plus briévement = (Fﬂ) 1'opérateur de multi-
plication dans X par la fonction caractéristique de W\, et on
définit un opérateur autoadjoint positif iil(b4) dans It par

)(,N

R (M) = B, FM)G,

ou plus explicitement

2

<9, R (M) P> :jM dy dq | <2 ¢rl.

4q°
L'application M — Fii(r4) est une mesure sur les
" Yu
ensembles boréliens de IR X R a valeurs dans les opérateurs
positifs dans'gé , absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesqgue, et dénombrablement additive (au sens de la convergence
faible monotone, qui entraine la convergence forte). Il est ins-

tructif de calculer les opérateurs F%‘(P4) lorsque M est de la

"o e YL
forme MixTR ou IR X MQ, . On a alors

m - L (x-y) 2
<C(’,F,Z(de'ﬂ{ ¥y = JM dg&dq“doc 2(x-y)e 1 LF(:r,)'
1

= de [ (2 map 1P|
M,

.
par le théoréme de Plancherel. Par suite Iii(t4d;x ﬂ? ,) est
. 2
1'opérateur de multiplication par la fonction X ( M_'L) > ‘ 2 |
dans l'espace des positions, ol % désigne la convolution et

9((“11) désigne la fonction caractéristique de P41, De la méme

fagon

i A 9 A~
PR (R x M) 4> = _,\,M (;«,,;ﬂ,m 12 (R=q) 1 (&)1
,
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et F%'(H<~XVLP4Q) est l'opérateur de multiplication par 1la fonction
X(Ml) bV l/’;/ 12' dans 1'espace des impulsions . F’L ( Mi X TRM)
et F%’(ni””x P1l> sont des projecteurs régularisés sur L?'(P4i>
dans l'espace des positions et sur l:L(PqQ“) dans 1'espace des

impulsions.

On définit alors les opérateurs F%t par

A

P, = C

+ = % FE: %3%,

avec

/F\;_ :E(qgﬁSeJaz«é.,V(q)%o) + 43 E(q & S))

Ptzi(qﬁtSwg-v(q)?Lo) + L F, (qe $)-

Les F‘_’i- sont autoadjoints positifs et P+ + P =1 (Le second
terme dans la définition a été inclus pour assurer cette propriété,
mais ne jouera aucun r8le par la suite. De plus, il est nul si S

est de mesure nulle).

Pour achever la construction des opérateurs R‘i: associés
3 un intervalle compact T disjoint de P(S), In P(S)= ¢, il
ne reste plus gu'a choisir la fonction 8— qui assure la localisa-
tion en impulsion par la définition Rj__ = %(HO) P._.‘__ 8,( HO),
et la fonction ;2 qui figure dans la définition des-E; . On
choisit d'abord un intervalle compact Io contenant un voisinage
dge I (T cC I,) et aisjoint de P(S), I N P(S) = D .

) 200 TN o -
On prend = Q@ (ER) a support compact contenu dans ]: ' réelle,
P o
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OS%S 1, gz 4 sur I . On choisit ensuite % de fagon

d maintenir une localisation stricte en impulsion et aussi bonne
A M

que possible en position. On prend pour cela AR Ef( ﬁ{ )

//\
telle que 2 soit a support compact

S.MM\,/’Z C {P{: l&\é@}

pour un . > O qgu'on choisira plus bas.

On peut maintenant démontrer la majoration fondamentale

(g) du lemme 3.3.

Lemme 4.4. On suppose satisfaites les hypothéses (H1), (H2) et (H3).
Soit I un intervalle compact disjoint de F% S).Alors il existe
o> 0 dépendant seulement de I tel que, Bf et th étant choi-

sis comme ci-dessus, la majoration (g) du lemme 3.3 soit satisfaite.

Preuve. On commence par choisir la constante O. qui limite le

support de 7 et la constante Qr qui figure dans la condition

(@). soit K, = P (IL,) et

B Em(KO)_‘—;{A}:E ke K, tel que x\r(&):/\r} :

(o4

k(o est un compact disjoint de S et ESO est un compact ne con-

tenant pas l'origine. On choisit

Soit maintenant

o= d (K, 8) = Imp | -0,
Rek,,es

On note Ei(q,~i) la boule fermée de centre c1 et de rayon o



M
dans IR . Pour L‘ € KO et a < W, , on définit

D(gq,a) 2 ar(B(q,2) =3 ke B(g,0) tel que ()= ],

D((,‘,LL) est un compact contenant uw\i/ et peut étre rendu ar-
bitrairement petit en prenant ¢. assez petit uniformément pour

q E KO, En effet

Sup Sup |olq)-m (B < a Supe 2 [DTP(R)]
QeEK, [R-gq]<a Rels, laige
ol
ch = U B(&)O“) = {Q' d ‘i{é,t{m) < O,}.
kek,

En particulier, il existe &, tel que le premier membre de 1l'iné-
galité précédente soit majoré par s pour tout a < Ay , c'est-

da-dire

D(Q)OU) - B(A”’<‘ﬂ);e") pour tout qEKO

On prend A <Q, etQ % Q, , par exemple Q = Mm(oud, %: ao)_
Avec ce choix de a et & , et 8, et P:)_- étant définis

comme précédemment, on démontre maintenant la majoration fondamen-

tale. On se limite au cas de P+ , avec A >C . On majore

I Fllel € &8) U, (6) g(R) B(H) P ¢ il <
o @8 S U 1) gl §(H) P9 ]
FARS

Le support de %““ g (P(P\’)} en impulision est contenu dans K

et puisque @ < @, , on a %( H, ) [" (i c8)=0. Si on pose
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M={(y,q): g ¢ S & 4. v(q) 30l

on a donc

(U (B) g (R) § (Ho) P @) (oe)]

-:Uqu dy (U, (6) g (k) B(Ho) 2, ) (x) <Zygq, ¢

’ ) 2 1/2 |
S| dasy 100 g(R) §He) 2y Yol ) i

par 1'inégalité de Schwarz et l'isométrie de Céi ‘

‘ Al2
= dqdy (U (0 g(R) f(H) T, 2) -]} NP
M

car la translation Cﬂ commute avec Uo(t))%(&) et @(Ho).
On majore maintenant l'intégrand dans la derniére intégrale en
appliquant le lemme 4.2. Dans la variable impulsion & , le
/\\
{ oy =
support de la fonction %,(HG) 2:(i JL est contenu dans
Koﬂ B(q) a.) . En particulier cette fonction est identiquement
nulle si qé Ko., . Pour q fix&, q & Ko. , l'ensemble des
vitesses permises est contenu dans BO N B(/U"(q) , Qy) , par la

définition de B et le choix de . . D'autre part, pour q

o
fixé, quand 9% balaie la boule lc| € &€ et A4 le demi-espace
;é/\)-(ci) > O , le vecteur AL = (3C~Aé,)/t balaie le demi-

espace AL. v (q) I/U“(o\)lmié D5 . Par suite

Ad((x-4)/t, B,NB(v(q), &) > d((x-y)/E, B(r(q),8)) = &

pour tout q ek, tout(ﬁ"),«é) € M et tout x avec |x| < &L,
(voir figure 1). On peut donc appliquer le lemme 4.2 et on obtient,

avec une constante C indépendante de oc/,«a) L et q :
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(U (B g(R) §(H,) B @)(x)] < C livl

9k — T 9 172
U dqdy d(x-g,EBwa), )7 Iglpm) 2,2 0, |
M e)oo
Pour (i fixé, q Eif<6b , on majore l'intégrale sur 1} en remar-
quant que dans la variable 4o = (a:,~/ﬁ3;)/t , le domaine d'inté-
gration est contenu dans la région !,4,(, - /V'(Ci) j > 20 et que
dans toute cette région,
d(oc-n, £ B(r(q),9) = & dluw, B(rv(q), &)
=t (lm=-r(q))~-86) .
Par suite, avec ar = Q,v*i(ﬂu, -~ "V'(G\));
« ~28
deé' d (9‘; ~Y%H E B('U'(Ci)/ Q’))
m—28 | _9¢e
< (-0 | dv- (1wl - 2)
[l 2
uniformément pour 9 € Ka, et |x]| £ &k . Rassemblant toutes
les estimations précédentes, on obtient donc
I Fllzl € &8) U, (E) gl) §(Ho) Pl <
m-@ T A/2
C(&t) da |l g®) P (H) T = ||
( {SKQIC1 9( @ ) 9 I(a,ooj

ol la derniére intégrale est trivialement convergente. Ceci
prouve la condition (g) avec ¥ = Q-—.am,, qui satisfait X'>wi
si P 2 m+2

Q.E.D
Remarque 4.1. Il existe évidemment une certaine part d'arbitraire

dans le choix de o et b et dans la fagon de conduire les majo-

rations. Par exemple, pour simplifier 1l'exposé&, on a pris @- assez
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petit pour pouvoir remplacer ﬁ%(fhnwf})(;(fgolj E:(Ar(q))~%ﬁ))
par d,(9L~st}) k E)(w#(q))@d)sﬂz‘ma garder de la premiére forme que
1'information que Ei,f)fﬁ(Af{q}}{ﬂﬁ doit Stre non vide. D'autre
part, dans le cadre de la présente méthode, il n'est pas indispen-
sable de prendre I{;t sous la forme e(fﬁo) F;,el}4o).0n pourrait

aussi bien prendre

l?:t = F% ( q < k:Qf et qg.-4f(61) Z C)).

Ce choix serait plus proche de l3]. La démonstration du lemme 3.3
serait un peu plus compliquée et celle du lemme 4.4 se transpose-

rait avec des changements minimes.

Remarque 4.2. Dans des versions précédentes de la méthode [3,17],

on effectue la décomposition en partie entrante et sortante pour
chaque suite {,%L»},) %zx - O , et dans la définition de %ktt

on élimine la contribution d'une région x| < Jv pour une

o
suite‘{ﬂvh]—é-oo ; la suitfz{quLS dépend de la suite'{%ib}considé—
rée, ce qui interdit d'effectuer la décomposition de fagon opéra-
torielle avec deux opérateurs th ne dépendant que de I . bpans
la version présente, on ne fait pas ce découpage supplémentaire.
La raison est qu'on ne cherche pas 3 montrer que(ll_iszﬂ)(fi:(t)
tend vers z&ro par une estimation directe, mais seulement que
(flni ~fﬂ)[?,+ est compact, car représenté par une intégrale
qui converge en norme. La convergence forte vers zéro résulte

ensuite de la compacité et de l1'éloignement a 1'infini sans estima-

tion explicite (voir la preuve du lemme 3.1).

Il existe des méthodes différentes pour effectuer le
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découpage au moyen d'opérateurs R‘i‘ = @(_HO) P.+ g, (Ho) . Dans
[9,1{], les fit sont les projecteurs spectraux associés aux par-

ties positive ou négative du spectre de 1'opérateur
A = _:g_@c.v-i-v. ) = % (%/&ﬁ-ﬁa x ),

qui est le générateur infinitésimal des dilatations. Dans [18], on
effectue une transformation de Fourier 3 une dimension dans la va-
riable énergie cinétique, et les ?it sont les restrictions aux
demi-axes positif et négatif de la variable conjuguée. Les choix
des opérateurs Tit faits dans [9,11,18] sont des cas particuliers
d'une méme construction, qu'on va décrire briévement dans la fin
de cette section. Cette construction utilise comme la précédente
un espace auxiliaire D{ , qu'on précisera plus loin. ©On se limite
au cas particulier ol on suppose, en plus des hypothéses (H1), (HZ)
et (H3), que P est a symétrie sphérique, P(&) — E(l&‘)
:a(f)) avec P = l&t . Dans ce cas, l'image Si de & par
la transformation R —» Pr: i&} est un sous-ensemble fermé de
'ﬂ<4— qui contient l'origine, car si P est (gti en Qg: O, alors

V P(0)=0Opar symétrie. On définit

Si :{P éTR+\5j_: Pil(P) ZO}-

g
I1 est clair que 5_—&: sont des ouverts et que IR = Si U S+ UsS_
est une partition de ﬂ{+— . On suppose également que la fonction
%, de 1'hypothése (H3) est & symétrie sphérique, 3(&): %1(1&0
Un point P\’ < TRM \ {O} peut &tre représenté par un
couple (P,G‘ ) ot P:l&‘ 6R+ et g & Z.‘m_’i , la sphére

. ry Y . .
unité dans ﬂ{ . On note d o~ la mesure invariante sur
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m—4 M —4

Z , si bien que o & = P o’Lp do.

On introduit 1l'espace auxiliaire

L3 T 4 UL

M= LR, dp) @ Lo 2 o)

5.
1

ainsi gque les deux sous espaces

y 4 ¢ m '
Xy = L5 (R™, dp) ® (X, de).

Il est clair que XX = (}{4_ < 3{_ . Soit Zi les projecteurs
orthogonaux de 3{, sur :H:j: . L'application A ILP~>QAdeéfinie
par
(m—-24)/2 A
(Wo)(p,o) = p Y (p,o)

est un isomorphisme de 2 sur 3%¢+

On définit maintenant une famille d'isométries de 3{+_
dans X de la facgon suivante. Soit Q\, & (6Q+i((0,00)),réelle,
strictement croissante (‘LQP) > O pour tout p >0 ) et tendant
vers + 00 quand P > + o0 , si bien que PL est un difféomor-
phisme de 1'intervalle ouvert (0,00 ) sur un autre intervalle

ouvert (5 ,00) ( ® peut &tre — oo ). On définit la transformation

Cp b > Bpd par

. —A4/2% /2
(@% CF)(A,cr) - (:UT) Jod/f» QVI@)Q eoq»(_ A x&(p)) ¢ (p,7)

qgﬁ, est donc la transformation de Fourier a une dimension dans
la variable R,(P) a g fixé. Il résulte du théoréme de Plan-

cherel que qga’ est une isométrie de D{Cf dans-3<



o0 i
[axcdo [(By i, PETI Joode [ doldhipal,
c'est 3 dire qjﬁ;fgﬁ = Al . par contre, qgﬁﬂ n'est par uni-
taire si © > - 0 , i.e. Oi(c@gJ);# W
Ayant choisi un tel b et défini fgﬁ’ , on définit
maintenant les opérateurs F?+ . Soit \Yi: les opérateurs de

multiplication dans 3{+ par les fonctions X:t ((D) définies par

’

(X+ (Gﬁ = 4¢~~fxm_kp) -
O si P e S .

. } y e G —_— : : .
(Le choix de 7<i:(9) pour P C,\JJ- est sans importance. Le

choix ci-dessus est commode, car il entraine TX+f:’1 si fi' est

vide). On définit P4 par

L N A A 7 M R ST
= ’ + }

+ - h T TR - % "R

I1 est clair que Fit est autoadjoint, et que F;,ﬁ—Ei:: il,car

2§+4—7£df: 1, Tia/ est isométrique, et »q_+‘yw’:: Al . Intui-

. . /.
tivement, Fﬁ: assure que A a le signe opposé 3 celui de:t’FL_(p),

On peut alors démontrer la majoration fondamentale.
Lemme 4.4'. On suppose satisfaites (H1), (H2) et (H3), et de plus
P(s) et<%(g) d symétrie sphérique. soit 1 un intervalle compact
disjoint de P(S), ‘Io un intervalle compact disjoint de F}(S) ot

Y . Xy ~ -
contenant un voisinage de I R %,ér(@ (“3) d support compact
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contenu dans Io , 0« % s 4, %JE 41 sur L, et Pi: définis
comme ci-dessus. Alors la condition (g) du lemme 3.3 est satis-
faite.

Preuve. On se limite au cas A >O . Soit 8. comme dans

1'énoncé et
b, (o) = g.p) FLE (R
Soit L() & 36 . On veut estimer pour un Pf 7 O convenable

I F(lx| ¢ &t) U, (k) g (R) £ (Ho) P P i
, / |
< a2 BY T S WVat) g, (1RD P ¢)(2)] .
x|l <&t

Pour X et b fixés, on définit Cth e 36 par

-Mn/2

/\ .
b (k) =@M exp (ko v 4B BOIRD) BURD

Alors

(U, () g, (R P )@y | = 1<
< e & et

P ¢

D'aprés la définition de P ; on peut estimer la derniére norme

+
par

NP e U2 G Y W, I+1Z 8 Y wd,

avec
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~(m+4)/2
(Z:_ T, Ve ), E) =(2T) (%)

c0 A2 (m—-1)/2 o
I, dp Rie)p 6. (P) Xx (p)
< @X,h(-——y(, e (@.x) +at Pi(P) — AL A %(p)).

Q4
Puisque g'i & ‘6

contenu dans 1'ouvert 54_Llf;_, les fonctions %1 X 4+ sont
d+a -

+
(‘F{ ) et que gj, est & support compact

(W<+) , & support compact contenu dans Ei+.

également dans (@

On majore la quantité précédente en module pour
]gglfg bt avec un -8— convenable par une application du lemme

4.1. On choisit

26 = Iep IR,
P E St by

et on pose

c = Ing ' (p)
pE Supt by

On applique le lemme 4.1 avec (W ::'%-t *—Cllxi et avec la

fonction @' du lemme 4.1 définie par

wR(p) = -p(o =) +k B(e) - Xkip) ,

si bien que

plp) =(Bt +c INDTE(EPR, (p) - (o 2) = AR/ (p)) -

I1 résulte de la définition de Fi_ , que pour A DO et PES,M'F,}\, 8’:1.)

les termes A P;.(P) et _UX &/(P)ont le méme signe. Par suite
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(%I(P)iz; 4 pour || < &t . D'autre part, pour
X > .‘2., | D°( g,I est indépendant de o , x , et majoré
uniformément en A et w pour P dans un compact. On

obtient donc, par le lemme 4.1,
. _L
| - 1 £ C(e‘t“"C(/\‘)

avec une constante C uniforme en ,X, g, 2 et t pour
le| € 2. par suite, pour |} < bt , on obtient en

intégrant sur ( X, g )
s iy

1P ¢y Il < € (W)
et par conséquent,

- o , _P+(m+a)/2
IFUxi<er) U (b §, (RN P 1] < C (28)

ce qui prouve la majoration (g) du corollaire 3.2 avec & =

€ —(n+12) /2.

Q.E.D.

On conclut cette section par quelques remarques per-

mettant en particulier de faire le lien avec [9,11,18] .

Remarque 4.3 Les opérateurs FE: utilisés dans [9,11,18] '

o 2
dans le cas particulier \3_(9) =P correspondent respecti-
. . N \ . : 2
vement i P\/(P) = L@ﬁfet V»(P) = Pﬂ,(P) = f . Cependant il

est clair, d'une part que la méthode n'est pas limitée 3 ce choix
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particulier de E;, comme on le voit dans 1l'énoncé du lemme 4.4°
et dans la remarque 4.6 ci-dessous, et d'autre part que ces choix
de gv ne présentent pas d'avantage particulier du point de vue

de la présente théorie. En outre, le choix 9»(9)::‘%_(@) est
mal adapté au cas ol Fi n'est pas monotone, par exemple fz.(P);:

(™0™

Remarque 4.4. Dans (9,11 , avec ‘K((ﬂ‘: L«m% P , les

opérateurs FE: sont les projecteurs spectraux associés aux

demi- axes positif et négatif de 1'opérateur A = %i<og.‘& +‘&L-DL).
Cette propriété s'étend au cas général, dans le cas ol Fi est
monotone (i.e. S_ = 95 ).

bans ce cas, TZF se réduit a

U,

Y

¥ o -

et Fﬁ_ sont alors les projecteurs spectraux associés aux

demi-axes positif et négatif de 1'opérateur

* oK ,

ot M est 1'opérateur dans BN défini par

Md(ho) = X d(X, o).

Un calcul élémentaire montre que

| =12 _(m-4)fa o, =12 (m-4))2
A, = Kp) p AL e e

o
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ou encore

-1 -4
A= 2 (x. Ror'GeD v RIGRDT B L),
o= o3 (o RURD o RURD O )

qui se réduit a A pour %(V) = L&% e -

Remarque 4.5. On a vu que la théorie présentée dans cet exposé

requiert seulement la construction d'un couple d'opérateurs FE:
pour chaque intervalle compact L disjoint de]D(S). En particulier,
dans la construction précédente, on peut prendre R/ dépendant

de I de fagon arbitraire. Par exemple, si F; n'est pas monotone,
on peut néanmoins choisir pour chaque [ un %L relié a EZ par

la condition que Rj(p)“: i?{£(_g>] sur le support de @i . Il
suffit de prendre R”(ED):: C + Fi(:p) sur chaque composante
connexe de E;i'[) Eiu%%» @ﬁ' , avec une constante C:dépendant de
la composante choisie, de facon a pouvoir interpoler ces choix

partiels par une fonction strictement monotone.

Remarque 4.6. Il est clair que la méthode précédente s'étend au

cas ol P(&) n'est pas a8 symétrie sphérique. Dans ce cas, on

peut par exemple se ramener d'abord & un probléme local en

énergie. Ensuite, pour un petit intervalle I ne rencontrant pas
1 A

P(S)et dans chaque composante connexe de P (I))on peut prendre

comme variable radiale X fp(‘%) et comme variable angulaire

-4
un point ¢ de P (}LG} pour un kbo e L . Les courbes
intégrales du champ de vecteur {7F){91) définissent pour
c1l un difféomorphisme de Fyﬂi( ) sur
‘v‘-— )},{,‘#_’/LC 7 ) 1T Te0morpnlsn t,lva

- . -4
P (FL) qui permet d'utiliser o pour paramétrer P (PJ
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On fait ensuite une transformation de Fourier dans la variable
radiale (ou dans une fonction strictement monotone de celle-ci),
et on définit des P&_ locaux comme précédemment par la res-
triction aux demi axes positif et négatif de la variable con-

juguée. Le détail de la construction est laissé au lecteur.
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Localisation dans l'espace des vitesses.



