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Ch IT , § 1 - 81 -

CHAPTTRE IT .

FONCTIONS LAGRANGIENNES ; OPERATEURS DIFFERENTIELS LAGRANGIENS

INTRODUCTION . - Sommaire . - Le chapitre I n'étudie que des opérateurs différen-
tiels & coefficients polynomiaux et des fonctions définies sur X = RJz tout entier.

Le but du chapitre IT est d'étendre ces résultats : son § 2 se dorme un espace
symplectique Z , de dimension 2 £, mmi d'une géométrie 2 - symplectique ; il
définit :

des fonctlons lagrangiennes, sur lesquelles Sp, (Z) opére localement ;

des opérateurs lagrangiens, plus généraux que les opérateurs différentiels,transformés

par Sp2 (Z) comme le sont les opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux
(ef. Chap. I, § 1, théor. 3.1) .

Chaque fonction lagrangiemme U. est définie sur une variété lagrangierme V de Zj

dans-chaque 2-repére R , U posséde une expression UR y qui est une fonction a
valeurs formelles, définie sur V \'J . Dans chaque repere R , chaque opérateur
R

lagrangien a posséde une expression ap = a; (vyx ,% % ) y qui est un opérateur

différentiel formel d'ordre =~ , opérant localement sur les UR .

Un changement de repére

1

s=RR™ e5p, (1) (ef. Chap.I, §3, no 3)

est un opérateur local , qui transforme

en a, =35 a S-1,

Upe o0 Up =571 R R R

R R Rs’a

donc
ag, Upy en ap Uy =S (ag, T ) s

i1 en résulte que les opérateurs lagrangiens opérent sur les fonctions lagrangiemmes .
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Toutes les expressions ap d'un mfme opérateur lagrangien a se déduisent aisément

o]
d'mme méme fonction formelle a , définie sur 2.
En géométrie, un changement de repére laisse invariante (ou transforme linéairement)

la valeur en un point d'une fonction scalaire (ou vectorielle) ; mais un caractire
essentiel de 1'analyse lagrangiemme est le suivant : en chaque point z de V ,

le groupe sz (£) des changements de repére opére sur les germes des expressions

UR d'une méme fonction lagrangierme U et non sur les valeurs en z de ces expres-

sions ; UR = 5 Up, peut avoir des singularités sur ), , mais n'en a pas sur
R

DR" \ ER' N ER s alors que les singularités de Uy, sont sur ER' ; les singularités
des cxpressions Up de U ne sont donc pas des singularités de U-sr s1les pevient
8tre gqualifidee de-singularités apparentes ; leur nature peut 8tre précisée, grice &
1'indice de Maslov. -

Historique « = V.P. Maslov [10] a explicité ce caractire essentiel de 1'analyse

lagrangierme, bien qu'il n'ait étudié que les projections sur X des fonctions
lagrangiermes, sans définir ni les fonctions lagrangiennes explicitement , ni les
opérateurs lagrangiens. I1 n'a employé qu'un sous-groupe de Sp, (£) , déperdant
d'un choix des coordormées de X : 1le sous-groupe qu'engendrent les transformations
de Fourier portant sur wne seule coordommée .
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§ 1. Analyse formelle .

0. SOMMATRE . - Ile no 1 définit et étudie les classes d'équivalence asymptotique

des fonctions.
Ie no 2 définit les fonctions formelles ; les fonctions formelles définies sur X

et & support compact sont des classes d'équivalence asymptotique. On peut donc (n°c 3,
4 et 6) leur appliquer 1'intégration, Sp 5 (£) et les opérateurs différentiels, dont
la définition peut &tre généralisée. On en déduit (no 4 et 6) que Sp, (£) et les

opérateurs différentiels formels opérent localement sur les fonctions formelles définie:
sur les variétés lagrangiemmes V ou leurs rev8tements V , ces fonctions
formelles étant & support compact ou non. le no 5 étudie leur produit scalaire.

v

Les fonctions formelles sur V, qui ne sont plus des classes d'équivalence asymp-

totique, permettront au § 2 de définir les fonctions lagrangiemnes .

1. L'ALGEBRE C (X) DES CLASSES D'EQUIVALENCE ASYMPTOTIQUE . - L'algdbre B (X).
Soit J la demi-droite imaginaire pure de ¢ @
=1 I: 1 9°°[

B (X) désignera 1l'algtbre des applications

£ UixXd(vyx)— £ (v,x)€cC,

dont toutes les dérivées en x sont continues en (v ,x) et vérifient :

(1.1) (Vq,rélNL) Sup =2 (%Sa-;c)rf(v,x) <o,

Sp, (2) et les opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux en ( —: y X)
- .t 13 vy, R
a=a (vavvax)’a (V’\) Bx’x)

opérent sur B (X) .
S £=dimX=0, B (X) est not§ B : B est 1l'algtbre des applications continues

bornées J — C.
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Ltalgtbre C (X) . - Soit N € R, ; soit BN (X) 1'ensemble des f € B (X)
telles que l'application
N
(V’x) +yv f (v,x)

appartienne encore 2 B (X) ; évidemment By (X) est un idéal de B (X), qui

)

décroit quand N croit ; B (X) n By (X) est donc un idéal de B (X) .

NER,

Définissons ¢

(1.2) c (X

B(X) /B, (X);

C (X) est une algdbre sur le corps C ; ses éléments seront nommés : classes d'équi~-
valence asymptotique ; la condition que les éléments f et f' de B (X) appar-
tierment & wne m®me ‘classe est que

(VN€R+) £ - £ € By (X),
(1.3) Cy (¥) = By (X) / B, (X)

est évidemment-wn idéal de C (X), qui décroit quand N croit ;

(1.4) n cN ()

NER, o

?

Soient f et f' € B(X), de classes f et f'€ C (X) ; pour exprimer les relations

équivalentes

(1.5) £-11€B (X)) ,f L £re X)),

..

nous écrirons 1l'une quelconque des relations

(1.6) £=f wd 15, f = £ mdf, £'ET md .
\Y \Y \Y

Si £=dimX=0,C (X) est noté C. Evidement, C (X) est wme sous-algdbre

de 1'algébre des fonetions X -+ C,

Tout élément f de C (X) possiéde donc wne restriction 2 toute partie de

X et un support :
(1.7) Supp(%)cX.
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Note 1 . = Soit une fonction holomorphe

F:c' +c telloque F (0)=0;

(Vfﬁ € fj) jes F (ff;;..xfg)~scnt*dan8'ﬁne méme elasse notée F (f1,...,fJ Y.

ainsi ¢ ijec(X) (3 =150easd) F(f1,...,fJ)60(x).

Soit une fonction holdérienne

F:CJ—DC telle que F (0) = 0 ;

on définit de méme

1]

Vf.ec (j=1"oo, J) 9 F(f1,.oo,f:]:)€c‘

Par exemple; si f € C , alors |f| y Ref , Im f sont définis. f € C est réel
si Imf =0; alors f, (partie positive) et f_  sont définis ; f_=0

s'éerit 0=1f ot définit wn ordre partiel sur Re C, ensemble des éléments réels

~

de C: solent f et g€ReC;f=0 et g=0 dmpliquent: f + g=20 ,

- e

et £ . g=Z0; 203 =0 (.60 - f=0) exclut £>0 (d.6. 0= £ # 0); mais

T M

f peut ne vérifierni f =0 ni £ >0,

Soit une fonction h¥ldériemne (croissante)
F:R +R telle que F (o) =0
Yf€ERC, ona F (f) €Re C (la relation d'ordre de Re C- étant conservée ).

En particulier, on a 1'inégalité de Schwarz :

-
wjR

~ ~ . ~r ~ 2 ~ 2
(V£,,85€C) : !z? fjgjl ét?lfjl J.@Igjl ]

1
Les opérateurs différentiels, & coefficients polynomiaux en ( 3! x)

<l

.a%.c’x)

<l

a=a+(v,x, Sa'gc)=a-(\)9
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sont évidemment des endomorphismes de B (X) , BN X),c (X)), CN (X) . s operent

localement : la restrictionde a f & un ouvert Q de X ne dépend que de la

restriction de f 2 cet ouvert ;
Supp (a f) c Supp (f) .

Comme au § 1, no 3, 1'opérateur différentiel

< j=

+ 1 -
a=a (A),x,';"aéi):a (Vr "a'a;ch)
est associé au polynome a’ de (%,,x,p) valant
1.3 2 1.3

o= g—
(1.8) 2’ (vyx,p) = e 2v T 3x '3p” 2~ (vyx,p)

L*intégration opére sur C (X) ¢ si f € B (X), 1la fonction

vaf(v,x)dzx
X

appartient & B; sa classe d'équivalence asymptotique, qui ne dépend que de la

clagse f de f ,sera notée :

f(v,x)cfszC;

M1

~

f est nommée intégrale asymptotique .

\

.) est une forme sesquilinéaire sur C (X) x C (X) , a

Le_preduit scalaire (.

valeurs dans C, définie par :

(1.9)  Gh,e)= (v, x) T 0 dx, ot TETEC(X) ,gcgec (X,
X

g (v,x) est 1'imaginaire conjugude de g (v 9X) 3y V== v, Donec :

(8 vf)=(f98) .
la semi-nomme [li]l est 1a fonetion C (X) % C, & valeurs = 0 , ddfinide par

1£1% = (£,£) 3
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évidemment ¢

£+ gl =it +llel ] (E,8) [SUEN. gl dans C.

D'autre part ¢

IEME 1.1. = Sp, () constitue wn groupe d'automorphismes de C (X) , qui
sont wnitaires, c'est-i-dire conservent normes et produits scalaires.
Preuve. - Soit 5, € Sp, (LY \D ; sa définition ch. I , § 1 par 1'intégrale
Sp
2

~

(1.10) prouve que S A transforme la classe d'équivalence asymptotique f' en la

clagsse S A f' définie par 1'intégrale asymptotique

~ 1/ ~ ~
' 2 A ' 1
(SAf )(x)=(%li) A(A)Iev (x’x)f"(x')d x'
X
cette formule a un sens, car le produit par e\)A y ou v A est imaginaire pur,

conserve évidemment 1l'équivalence asymptotique. Les S A opérent sur C (X) , en se
composant comme ils le font quand ils opérent sur ¥ (X) ; or ils engerdrent 1le
groupe  Sp, (£) ; ee groupe opére donc sur. C (X) .

Puisque Spo (£) est unitaire sur ZF(X) y 11 est unitaire sur C (X)

Les théordmes 3.1 et 3.2 du chap I, § 16t leurs corollaires dorment :

IEMME 1.2, - le transformé S a S™' de 1'opérateur différentiel a par

o 1

S € Sp, (£) est 1'opérateur différentiel associé & a os” ; s désigne 1'image

de S dans Sp(£) ; s opére sur l'espace Z (£) des vecteurs (x,p).

LEMME 1.3. - Pour que les opérateurs différentiels a et b solent adjoints, il
faut et suffit que

o o]
b (vyx,p) =2 (v,x,p).
En particulier ¢ a est auto-adjoint quand a’ (vyx,p) estd valeurs réelles pour

v€ T, (x,p) €Z().

S transforms des operateurs adjoints en opérateurs adjoints.



ChII, &1 - 88 -

2. NOMBRES FORMELS ; FONCTIONS FORMEILLES . -~ Le théoréme 2.2 reliera les définitions
suivantes aux précédentes.

Un nombre formel est une série formelle

o, Vo,
(2.1) u=u(v)=p §» =L ¢ J,
5€J reN T

ou : J est un ensemble fini ; aj €¢C, mj €ER , wj # Py si j# k.
r

L'expression (2.1) d'un nombre formel est unique, par définition.

L'ensemble des nombres formels est une algébre commutative F dont les régles
d'addition et multiplication sont évidentes.

F est muni de la topologie que définit le sytime de voisinages W (N,e) de son

origine que voici ¢

NEN,c€R, ,u€W(N,c) signifie : (Vrsy) EI%J<€.
j€EJ

Une fonction formelle sur X est une application wu : X - F qui peut 8tre

mise sous la forme

a.r‘ v(pn
(2.2) u=1u (V) = Z) E _Jr_ e J
jed reN v
ou ¢ J est un ensemble fini ; ajr ct X ¢ ¢j : X 2R ;

ajr et $j sont indéfiniment différentiables.

u peut 8tre mis de plusieurs fagons sous la forme (2.2) en les points au voisinage

desquels deux des mj sont égaux. la valeur de u (v) en =x est notée :

. . (
(2.3) ulvyx)= 2 O Zir (x) o 3 X>.
jEJ TEN vl

u (v) a un support ;

(2.4) Supp u (v) = U Supp a.

JsT jr’
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L'ensemble F (X) des fonctions formelles sur X est une algébre sur F ;
elle est commtative . L'ensemble des fonctions formelles sur X , & supports

compacts, est une sous-algébre F (X) de F (X) .

.
Les @ sont nommés phases ; les ay = > —‘L; amplitudes .
reN v

L'ensemble F. [ resp. F (X)] des éléments de F [resp. F (X)] de phase

nulle constitue une sous-algtbre de F (resp. F (X)),

Notons Z un espace symplectique, wmmi d'une géométrie 2 - symplectique, V
une variété lagrangiemme de Z (ch I, § 3, no 1 et 4) et V le rev&tement

miversel de V .

Une fonction formelle Ug sur V est constituée par :

i) wm 2-repére R de Z;

ii) wune application

v

(2.5) UR={IR(\))= o = e :V 2 F,

ou : ¢p estlaphasede RV (chI, §3,n02) ,
o ¢V 4 ¢ est indéfiniment différentiable

Evidemment ¢

v

(2.6) Supp Up = Y Supp @ cV .
Pour R et V donnés, l'ensemble de ces fonctions formelles ij est un espace

vectoriel sur FO, noté F (V,R ) ; 1l'ensemble de celles de ces fonctions dont

le support est compact est un sous espace Fo- (V,R).

F (V,R) est mmi de la topologie que définit le systéme de voisinages W (K,p,r,¢)

de 1l'origine que voici :

K est un compact de V;p,r€N‘,e€R+;

Up€W (Kypyr,ye) signifie que sur X 1les dérivées d'ordres = p des oy

(s = r) sont de modules < ¢ .
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53 désigne le contour apparent de V pour le repére R (chI, §3, nc'2);

-y

R

7 désigne le contour apparent de V , c'est-a-dire 1'ensemble des points de V
R

se projetant sur ER ; nous déduirons les propriétés de F (V \ER s R) de

v

celles de Fo {v \ Dg s R) 3 celles-ci seront déduites de celles de Fo (X) par

le morphisme résultant de la composition des deux morphismes que vont définir respec-

tivement les théorémes 2.1 et 2.2,
Notation. . - 51 z€Z et Rz=(x,p) , alors nous notens x = By z . Ie

compogé de la projection naturelle V -+ V et de la restriction de RX a V est

note inv -+ X,

THEOREME 2.1, - 11 existe un morphisme naturel

(2.7) Ty ¢ R, (TAD SR T (D).

appelé projection ; i1 se définit comme suit @

soit UREFO (V\Z HR) yu=0n, U, vaut

R R "R
(2.8) u(v,x)=VE 5 Up (Vvyz).
%€ R 'x
Note 2.1 « = HR ost un mondmorphisme si aucune période de Pp n'est nulle.
v 1 v
Preuve . - La formule (2.8) a un sens, car Ry xN Supp UR est un ensemble

hd

fini puisque Supp Up est une partie compacte de V \ D et que Ry est un homéo-~
R

morphisme local v\ i + X .
R

THEOREME 2.2, - Il existe un monomorphisme naturel de 1'algibre Fo (X) dans

1'algébre C (X) ; 4l permet la comvention

(2.9) Fo (X) ¢ ¢ (X);

i1 se définit comme suit.
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Soit
@ VY,

(2.10) u= n =& e J E€F (X);

jEJrEN T °
notons

N <1 Q/.r V@ .

(2.11) w=2 » —F e J:JxXac

. r

jJeEdr=o0 v
10) I awiste dus fenctions £ € B (X) telles gque (VN): f-uy =0 mod —x .

\Y

20) Toutes ces fonctions appartierment 3 une méme classe d'équivalence asymptotique

f € C(X) ; 1l'application u ~ f définit wn morphisme naturel Fo xX) »Cc (X .

3°) Ce morphisme est un mmomprphisme .

Ce théoreme résulte d'un raisermement de type classique ; -explieitons -le.

" Preuve de 1°) . - Il suffit de traiter le cas ol (2.10) se réduit & :

(2.12) u(v,x) =2 _?I_Ef)_ ) ve (x) .
rell vT

Pour tout g € B (X) , nul hors d"un compact de X, employons la norme :

)sgloﬁ vED yxE€EX,|s|=sr.

<

(2.13) lg| . = Sup. | ( %

r
VeXyS

Choisissons e sulte croissante de nombres

telle que

r
(2.14) 2 [are
choissons wne suite de fonctions continues g 7 €q90ee : 4 4R +

telle que

(2.15) 0= €. (V) =13 €. (v)=0 pour |v| = Hp 3 € (v)=1 pour Zp,rélv

définissons alors :
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@ o ( v
(2.16) flvex)= 3 e (v) —Lx—) e @ () ;
r=0 T Vr

cette série converge, puisque, vu (2.14) , et (2.1 5),, sur tout intervalle borné de

variation de v, ses termes non mils sont en nombre fini. Notons, conformément i

(2.11) :
N1 o, (%)
(2.17) uy (v,x) = D rr L o vo(x) .
r=0 v
Tu (2.15)3 » pour 2py S lv| ¢
® € (V) Vo
f (V)=u v = 7 Ly .
or (2.14), (2.15), et (2.15), impliquent :
€ (v) 27 lar eWplr_é Iv]s
donc, pour 2p,N§ lv| ¢
2 1 1 1 1
‘f (V)"uN (\))l = Z> = - <
+1 Wy - =
r=N+1 27|y |T 1 2va|N 2 - ’:—‘— MN
car 1= |v| ; done :
(2.18) |f —u,| =0 md —= .
Wy N
Prouvons que, plus généralement :
— 1
(2.19) (v M,N €N) lf-uNlM—Omod_ = .

\Y

S1 Ms N, (2,19) résulte de (2.18) et de la croissance

. avec M .

Si N< M , (2,19) résulte des relatiens :

lf;uNk{ = |f-'-un|M+ oy =y IM; lf-tth = 0 mod -Jﬁ-dmcmdiﬁ,
v v
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Puisque les supports de f et des Uy appartiemment & Supp u = |; Supp a
r

qui est compact, (2.19) implique

(v M,N,q €EN) lxq(f-uN)[ =O'1mod-—117I
M v

clost-i-dire

= A

Preuve de 20) . - S5i f et f' € B (X) et vérifient

_ _ 1
(Vv N) faouy =£' = uy —Omova
on a évidemment

f af'=0md —

Preuve de 30) . -~ Supposons

donc

(YNeW , ¥V x€X) wuy (vyx) =0 mod —% H
i1 s‘'agit de prouver que v
(v x€X) ul(v,x)=0
Tl suffit donc de traiter le cas oi u est un nombre formel ; supposons que dans son

expression (2.1)

(v 5 €J) o sp =0 pour r<\N;
nous avons donc . v cpJ

uN+1(V)—E -—J-—N e = 0 mod W !

€d v v
donc
Vo,
lim 25 o,y ® J =0,
y+ieo jEJ Y

ce qui implique

d'otl le théoréme 2.2



ChIT, §1 - 94 -

COROLLATRE 2, - L'intégration asymptotique, les éléments de sz (2) et les

opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux sont des morphismes :

F(X)» C3F (X)»C(X)3F (X)+F (X).

la fin de ce § 1 explicitera les propriétés de ces morphismes.

Le no 3 du § 2 emplodera, pour étudier la norme des fonctions lagrangiennes, le

THEOREME 2.3 . = 1°) Soit un nombre formel de phase nulle :

la condition qu'il soit réel, u € Re F° , est :

o4 -7

r . . .
(vr) - est réel ; 1.e ¢ i o, est réel .
v

La cordition u> 0 @est, en notant s 1le premier des r 1els que @, ;5 0 :

o -S

O<—§;ioeo: :.L o >O.
S 8

Tout u € Re F°©  vérifie donc ¢ soit u >0 $ soit us 0.

= définit donec une relation d'ordre sur Re F© .

2¢) Ia condition u'/? € Re F° équivaut b la suivante :

u €F° ; u>03; l'entier s (défini ci-dessus) est pair.

u1/2

Notation . = a alors deux déterminations opposées ; on choisit : u /20,

Preuve : Soit

o
qu[N —; € F° ; notons s le premier des r tels que ozriéO .
r¢c v

. -1‘ b 2’ ~ ~ .
S1 (Vr) @, v est & valeurs réelles, la preuve du théoréme 2.2 construit une

fonction f € u, 3 valeurs réelles ; donc u € Re F° . D'ou :
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Donc u € Re F© si et seulement si (Vr) o, v est réel .

1/2

Etudions u .

done
1/2 o .
u € Re F° exige ¢ s pair ; u=0 (cf. Note 1) .

Pour prouver la réciproque, il suffit évidemment de prouver ceci :

u2¢ Ro F° quand o >0

c'est évident puisque la condition

R

aI‘ 2 r
(2 =) =2 =%
T v r N

équivaut 3 la condition si =a et & des conditions donnant (pour chaque

- 2 o s '3 F MK ] V4 .
r=1,2, )Bo Br en fonction 1linéaire réelle de @, et des Bt Bt (O<t<r)
1/2 o . . s
Or u € Re F dmplique u= O ( cf. Note 1) ; donc o > 0 implique u > 0;

donc @ v >0 jmplique u >0 . Tout u € Re F® vérifie donc : soit u > O R

soit u=0.

3. INTEGRATION DES EIEMENTS DE Fo (X) « = Les propriétés essentielles des fonctions
formelles seront déduites du théoréme suivant, qui précise des résultats classiques
(méthode de la phase statiormaire); ces précisions exigent 1'emploi des lemmes 3.4
et 3.5 au lieu du lewme de Marston MORSE [12] , qui transforme localement par chan-

gement de coordormées une fonction ayant un point eritique non-dégénéré en ume forme
quadratique. Nous rappelons brisvement les autre lemmes nécessaires & la preuve de

ce théoréme .
Vu le corollaire 2, 1'intégration asymptotique est un morphisme

~

{ 2 F Xy »cC.

Eviderment, quand les phases de u sont toutes constantes :
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[ u(v,x)a*x €F.
X

Ie théoréme 3 prouve que, dans le cas important qu'énonce le corollaire 3 :

~

Wi/2 fu (v yx) dxer.
X

THEOREME 3 . - Sit u € F_ (X) .

~

10) La valeur de f u (v,x) d'cx ne dépend que de la restrictionde u & un voisi-

nage arbitrairementxjpetit de 1'ensemble des points critiques des phases de u ; cette

valeur est O si cet ensemble est vide.

20)  Soit
(3.1) wv) = 5 —r VP EF (X),
rZéN T °
\Y
ol @ a_, sur Suppu , un point critique unique, X, 9 non-dégénéré . Notons ¢

¢, = @ (xc) la valeur critique de o ; arg :'L'ﬁ/2 =04/h;

JHessccp la valeur en x, de / Hess ¢ , (Dére2.3duche I,81).

Alors
~ . 2/2 5
(3.2) [ wv,® dx= (2" (s 0)" 5 -1 (e50)e ©°,
X [ v ¢ reEWN vy r
ou ¢
(3.3), I (p50) =a (x);
. _p Eres) (st 3 33 \T
(3.3), NODR) m!t@ Qe ®],
.x':xc

$,¢8 et © étant définis comme suit .
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Notations. - lLe développement de Taylor d'ordre 2 de ¢ en X, est noté @
(3.4) o (x) = & (x=x) + ®(x) ;
donec ¢ €& s'armule 3 fols en X, ¢ est une forme quadratique .

*
¢ est sa forme "duale™ ; c'est-i-dire :

*

(3.5) & (p) est la valeur critique de la fonction x % & (x) + <p,x>;
autrement dit, si M est la valeur en X, de la matrice (cpj k~) :

X'

* *
(3.6) 3 (x) =3 <Mx,x>,8 (p) =-2<p, p>,0n M= M: XX .

Evidemment ¢

COROLLATRE 3, - Soit u € Fo (x) . Si, sur Supp u , Ztous les points critiques

de toutes les phases de u sont non-dégénérés, alors :

~

L/2
v / [ (v,yx) dLXEF;

X

L/2 L
les phases de v / I ud x sont les valeurs critigues, sur Supp u, des phases de u.
X

T suffit évidemment de prouver le théoréme 3 quand on y remplace u par une fonc-

tion f wvalant :
(3-7) £ (v ’x) = a (X) e ve (x) ’

on o € & (c-a-d ¢ est indéfiniment diférentiable, & support compact) . Ce théorime

résulte alors des lemmes suivants, dont le premier prouve le 10) du théoréme :

LEMME 3.1. = Notons X, les points critiques de ¢ appartenant & Supp f . S'ils

sont tous non-dégénérés, alors

3{’(01 (x) o VO ghx moa L

\Y

est fonction 1inéaire des valeurs, en les points X, des dérivées de o d ‘ordres

< 20N,
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Preuve . - Il s'agit de prouver ceci @

(3.8 Si o s'ammule 2 Nw fois en les points x , alors [r de = 0 mod - .
N c 3{ N N

Or (3.8) est évident. Supposons (3.8)N vrai . 51 o s'annule 2 (N+1) - fois
0

en les points X, alors 11 existe des Bj €5 tels que ¢

o =70B. @ :9B. stanmule (2N+1) - fois en les points x ;
3 J X.J J c

done, vu (3.8)N :

1
—FrT
X jBXJ \JN1

<

dB.
fae \“pdﬂx=- fl E-——q— ewpd'tx = 0 mod
X

ce qul prouve (3'8)N+1 .
On prouve de méme :

IEME 3.2.- Soit o € 3 (notation de L. Schwartz ; of chI, §1,n01) .

Soit ¢ wune forme quadratique non-dégénérée X -+ R . Alors

£a (x) eVQ(X) &% mod JN-

v
est une fonction linéaire des valeurs en 0 des dérivées de o d'ordre < 2 N .

Ce lemme s'explicite comme sult :

IEMME 3.3. - Soit o € ¥ . Soit & wune forme quadratique non-dégénérde X - R .

Aors

[a(x)e v e (x) & x=

X
2mi /2 z 1 T 1
(m) [ Hess 8] rEEN r!vr[‘i (BX) Q(X)]x=o mod \')—m .

Preuve. - On sait (cf. ch. I, §1, lemme 2.2) que

W2
-2 X -1/2 bl
dx = /2w u pour‘argp,|<-é-.

[ee)
e
-0
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D'oh, par dérivations en u

IXZI‘G2 dx = J2n & (2r) !
- (zuy™ T
2
1r 1 Q__Z -
-3 : 2r
=/2m le 2 dx X J
- x=0
Or © _uz
(vrem) j\xzr'He £ d4x=0.

Donc, pour toute £ x £ matrice diagonale complexe Mc s 2 valeurs propres non

nulles, d'arguments € ] -% , %— [ , et pour tout polynome P : X - ¢ :

-%
(3.9) [P(x)e °© i atx =
X
- 1/2 L
(Zn)L/Z[Hesséc] / [e\yc(ax)P(X) ] ’
x=0

o™
o]
V

_1 -1
8, () =2 <M =,x>,v (p)=2<p,

arg. Hess & est la somme des arg. des valeurs propres de & .
c c

Explicitons ¢

§>c=§>+-v§,

ou : v €i[1,o] 3 §+ et & sont des formes quadratiques: X + R, indépendantes

de v ; o, est définie positive ; nous supposons ¢ non-dégénérée.

L'hypothése que la matrice Mc est diagonale est surperflue, puisqu'un changement

de coordommées réduit deux telles formes & :

- 2 = 2
8, (x)—Zj)xj , 3 (x)—? ¢, X, (cjf 0) .

Soit ¢ €5 tel que ¢ (¥} =1 pour x voisinde O . Le lemme 3.2 et (3.9)

donnent :
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4 -0, (=) ¢
(3.10) (- -2\)—”) /2 e (x) P () e\)@(x) 24+ (x) d"x =
1 -1/2 Yo ('cbac_) 1
[Hess(@-—§>+)] le P (x)] mod —3 3
v x=0 V)
arg Hess ( & -% §+) est la somme des arg. des valeurs propres de & --5- @,y

qui appartiement & 10, n[ ; - v=-,—z-l- a pour arg-‘czL .

Ie second membre est une fonction de -\1)— s holomorphe pour —\1)- =0, donc, mod -1; ’
v

un élément de F , dont 1la 1im est, vu le développement de Taylor de cette

Qﬁ;—?o
fonetion :
1 % .9
- % (=)
[ Hess @]'1/2 [e Vv 0 X P (x)] mod—‘lo-o;
x=0 v

arg. Hess & a la définition 2.3 du chap. I, S 1.

Le premier membre de (3.10) est donc, mod — , un élément de F ; wu le
v

lemme 3.2, sa 1lim est
§+-’o

(_[_v_l ) L/2 fe (x) P (x) ev@ (x) d'lx.
X

2mi
Donc :
(3.11) [e(x) P (x) oV (X)) oty _
X
1 %2
20 L/2 -1/2 —@(—a—)
(ﬁ) [ Hess ¢ ] [ eV * P(X)3<=o modv_lo. ;

d'ou le lemme 3.3, en approximant o & l'origine par sa série de Taylor limitde

P et en appliquant le lemme 3.2.

Lo lemme 3.3 prouve le 20) du théoréme 3 dans le cas particulier ol la phase o« est

une forme quadratique & ; nous déduirons le cas général de ce cas particulier en
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appliquant au reste d'un développement de Taylor limité le lemme suivant, dont la
preuve est analogue & celle du lemme 3.1 :

IEMME 3.4 , - Sodent:

0 €lo,1] 3 x€X;

ot (B8,x) o (6,x) €,

indéfiniment différentiable, & support compact, s'armulant 2N -fois quand x

s'annule ;
ot (6,%x) v ¢ (6,x) €ER ,

indéfiniment différentiable, tel que, sur Suppo , V0, o ¢ x+ ¢ (0 ,x) ait

1'origine pour point critique unique, non-dégénéré . Alors :

v (8 4,x)
’ dL

1
(3.12) IdeIQ(G,X)e x =0 mod
(o)

—
N L]
X v

Nous déduirons de ce lemme le suivant :

IEMME 3.5 . = Soit ¢ ¢ X -+ R, indéfiniment différentiable, ayant 1l‘'origine pour

point critique wnique, non dégénéré, sa valeur critique étant nulle :

¢ (0) =0 , ¢ (o) =0, Hess ¢ (o) # 0.

Soit

p (x) =8 (x) + 6(x)

son développement de Taylor d'ordre 2 & 1l'origine :

¢ est une forme quadratique ; ® s'ammule 3 fois a 1l'origine .

Soit o ¢ X - ¢, indéfiniment différentiable, dont le support est compact et ne
contient pas d'autre point critique que l'origine . Alors :

[+]

(3.13) far(x)evqp(x)dzx =3 -V—J-, f ®‘j(x)oz(x) evé(x)dzx mod-%;
X s=o 9 X v

cette série converge dans ¥, puisque, vu le lemme 3.3,

RENN SRl i
v I®J(X)Q(X)ev§(x)dzx==o mod v 2 2 ;ﬁgw**\
X
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ol [ o..] désigne la partie entidre de ..., c'est-2-dire le plus grand entier =... .

Preuve . - Vu (3.12) et la formule de Taylor :

2Ne1 33 1 2N -1
(3.14) AR AR RN G5 =) s S ACRAAE L
J= o}
le lemme 3.4 donne :
1
(3.15) \JZN fdzxj‘ (1-6)2N-1 ®2N(x)a(x)ev(§+e®) de = o 1r10d"j'1\'I ’
X 0 v

puisque 6" stanmide 6 Nafois 2 l'origine ; quand N tend vers 1l'infini , (3.14)

et (3.15) dimpliquent (3.13).

Preuve du 2°) du théoréme 3 . - On peut remplacer u par une fonction f , de

valeur (3.7) 3 ¢ posséde un point critique unique, non dégénéré ; il suffit de
traiter le cas ol ce point critique est 1l'origine et ol la valeur critique est nulle.
Mors, vu (3.13) et le lemme 3.3 :

(3.16) [o(x)e¥® (=) 44, -
X
. L]z -3 . _
(z!ﬂvll) (Hess @) rz,jm{é T(Sa;)[@‘](x)a(x)ilo m°d:1;'

ou ry,jE€N, Notoms q=r - j 1l'exposant de v . Puisque @(x)=omod}x]3,

la condition {"'}x=o # o0 dmplique 3J sS2r, clest-d-dire j=2q. Soit :
2q . .
— 1 *q+ 3 J
I (es5a)=0 ooy (#4772 e) x)alx) 1)
. + 131 ’
q 2o (at 3] dx x=o

donc, en particulier :

I, (p5a) =a (o) 5

(3.16) stéerit :

4

L/2 3
(Hess ) 5 —1I (pja) .

Q/( eVCp(X)dﬁ - 2mi
£ g * (m) q€N vi 4
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D'ou le 20) du théoréme .
4. TRANSFORMATION IES FONCTIONS FORMELIES PAR LES ELEMENTS DE Sp, () . - Tout
5 € Sp, (£) induit un isomorphisme

Sz C(X) =+ C (X) (voir n° 1) ,
dont la restriction &
F (X) =« C (X) (théoreme 2.2.)
est un monomorphisme
(4.1) S:F (X)»C(X).
les théorémes 4.1, 4.2 et 4.3 précisent les propriétés de ce monomorphisme .

THEOREME 4,1 . = Soit un espace 2 -symplectique Z , une variété lagrangienne

V deo Z, mn 2-repére R' de Z et

S€Sp, (4) 3

R=SR' est doncun 2-repére de Z (Chap. I,§3,n°3) .

10) Tl existe un isomorphisme , induit par S et noté S s

(4.2) S:tF (VATD U ,R)F (V\D, U ,R)
°© R R ° R Rt

caractérisé par les deux propriétés suivantes :

1) il est local ; c'est-d-dire : soit

U € F (TAND Uy s B Uy = 8T, € F (TAD U2 B,

v v

alors la valeur UR (v, z) de UR en z €V est fonction 1lindaire de la valeur

v

de U

pes et de ses dérivées en ce méme point =z ;

11) 1le diagramme suivant est commutatif :
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(4.2) F (V\D UD »R)SF (V\D UD ,R)
°© R RY ° R R
n | . |
R* | R |
Q/ AN
(4.1) F (%) i y C®
0]

il définit donc un morphisme

v

0S:F (VA UE,,R')-;FO(X).
R

(403) Sol =]
R o R

RY

20) la loi de composition des morphismes (4.1) et (4.2) est celle de Sp, (4) .
Note 4., - La restriction de (4.1)

(&4 S s Ogs Fo (v \ER UER', R') — Ig Fo (v \ERUER' s R) ¢ Fo (X)

est donc un isomorphisme ; alors que (4.2) est local,(4.4) n'est pas local, mais

seulement ponctuel : si
ut €0, F (V\Z U ,R) ,u=5Su",
R' "o R RY

alors la valeur u (v,x) en x € X eost fonction lindaire de la valeur de u' et de

-1

ses dérivées en les points de 1'ensemble fini R'X RX X

le caractire local du morphisme (4.2) s'explicite comms suit :
THEOREME 4,2 . - Soit
(4.5) Upe = D —5 o, e €F, (V\ZRUE RADE:

alors ¢

v

R =S Up €F (V\Z}RUZ)R' s R) , ou R=SR',

(o= R
i

vaut en 2z

atpe 37102 c v

(4.6) G (o) = B G = np (330) 0
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ou ¢

1/2

(4.7) X = RX z 3 X' = ‘?)'{ z 3 [dzx] est défini chap I , § 3 coroll. 3 ;
J est une fonction linéaire des dérivées d'ordres = 2 (r-s) , sur V , des

Ryr

o (s s r); ses coefficients sont des fonctions indéfiniment différentiables de

z € V\) ; ces fonctions dépendent de V,R' et S ;
Rl

(4.8) oz 1) = e (2) .

la formule (4.6) garde un sens pour tout Up, €F (V\NZ L R"Y) ; et
R'

7 € V\ER UER' ; done, évidemment :

THEOREME 4,3, = lLa formule (4.6) définit un isomorphisms, induit par S et noté S

(4.9) S:F('\vr\é ui s RY) -»F(\?\i ULV‘ s R).
R R R R

Ila loi de composition de ces isomorphismes et celle du groupe Sp, (2) .

Preuve des théorémes précédents. - Soit U, €F (VAL UZ 4 R') tel que

1 ]
la restriction R R

v v

R}'(: Supp Up, + X de R)'(:V + X

soit un difféomorphisme, dont 1'inverse sera noté RX

Cas o S ¢X . -~ Mors S5=35, (Ch. I,81,n01) . Soit (4.5)
Sp, (4)

v

1'expression de UR' 3

vaut en x!

(4.10) u' (v,yx") = o L o (x'") e
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Op (Ri' 1x$ pour x'€ Supp u',

H
i

a () =a (271 x) ,0r ()

r

0 pour x' ¢ Supp u'

H

M (x") Ry Supp U} ;

puisque u' € F_ XN)cCX), u=Su'e€Cc (X 3 vualech. I, §1, (1.10) ,

l'expressionde u en x est

(4.11)  u (v,x) = %;f%f) o/ A (A) ; Z% A ’X')‘+w'(x'>]d£x'.

i—r af (x') e

I

Appliquons le théoréme 3 & cette intégrale asymptotique »

i) Pour chaque x € X , cherchons sur Supp u' les points critiques de la phase :

(4.12) L3x' = A(x,x") +o¢" (x') €R ;
c'est-a~dire les x' € Supp u' tels que :
(4.13) A 4+t =0.
xt X'
Notons :

v v v ooV *
(ho1t) 2z = R)'(—1 x' 3 R'z =(x',p') , clesta-dire p' =o' €X .
X'

La relation (4.13) s'éerit

p' +A =03
X'

*
vu ch. T,§ 1, (1.11) elle signifie 1'existence de p € X tel que
(X9P)=SA (X"P') 5

elle équivaut donc & :
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Sur supp u'yles points critiques de la phase (4.12) sont donec les points :

v v v v_']
zyou z€R x 0Supp Ug, .

(L.15) x' = R
X X

Leur ensemble est fini, puisque Supp UR' est une partie compacte de V \ ii au
R

v

voisinage de laquelle RX est, localement, un difféormorphisme .

11) Cherchons les valeurs critiques de la phase (4.712) ., Au point critique x!'

défini par (4.15), notons

v v

Rz=(x sP) ¢ R' 2 = (x' yP') 3

d'aprés les formules précédentes

puisque A est une forme quadratique en (x,x') , nous avons donc :
Alxyx") =53 <p,yx> -3 <p',x'>,

c'est-d-dire, vu ch. I, § 3, (2.4) :
A(x,x") = @ (;) - 9, (;) , ol oy (;) =o' (x') .

A point critique x' défini par (4.15), la valeur de la phase (4.712) est donc

Pp (;) .

11i1) ILa racine carré du Hessien de cette phase (4.12) est donnés par 1= ch. I,

§3,03.7)

Y 1/2
(4.16) { Hess_, [A(x,x") + ¢ (x")] )1/2==& (4) [ézjij

d x!

-

lors du calcul de Hessx, y x et x' sont considérés comme indépendants ; puils

v v

on leur dome les valeurs x = RX z et x'= Ri z 3 au second membre, x et x'

v

ont ces valeurs, c'estea-Gire sont les coordommées locales d'un méme point

“

z € VN U . De (4.16) résulte donc
R Rt
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Hess,, [ A(x,x') +o" (x*)] #0.

Par suite le théoréme 3 s'applique au calcul de (4.11) .

iV) Fin de la preuve . - Cette application & (4.11) du théorime 3 domne :

(&.17) ulv,x)= 2 Up (vyz)
zER"1x
X
ou : UR & méme support que UR' 3
U vauten z , ennotant x=R_z et x'=R' 2z :
R X X
. -, vop (3)

(L.18) UR(v,z) = A (4) [Hessx, (A+o*) ] EEN —;Ir(A-Hp';o/')e .

r v

Or d'une part, (4.17) signifie :

d'autre part, vu (4.16) , (4.18) équivaut & (4.6) ; en effet : vu (3'3)1- ’
T (A+ @' 5 0') est la valeur d'une fonction lindaire des dérivées d'ordres

= 2(r-s) des ar; (s = r) ; les coefficients de cette fonction sont des fonctions
ratiomnelles des dérivées de o' ; le dénominateur commun de ces fonctions rationnelles

3r
est [Hessx, (A+e')] , dont (4.16) donne la valeur .

les théorémes 4.1 et 4.2 s'appliquent donc aux SAE Sp, LY\ .

sz
Cas ou S €} e« ~Vulechs I,§1, lomme 2.5 , étant gonné S € 7 , 11
SPZ SPZ
existe SA et SA' € sz(i)\z\ tels que
Sp2
5=5,,5, .

Puisque les morphismes (4.1) et (4.2) se composent comme les éléments de Sp2 ()
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qui les induisent, les composés des morphismes induits par SA et SA' ne
déperdent que de S = SA' SA ; ce sont donc des morphismes induits par S
étant dormé U, tel que Supp U,, cV\}D U T s on peut choisir S, asse:
R R RY SR A
voisin de 1'identité pour que 3 N Supp Up = ¢ 5 d'ou les théorimes
S, R
A

b.1 et 4.2 , qui impliquent le théoréme 4,3,

5. NORME ET PRODUIT SCALATRE DES FONCTICONS FORMEILES A SUPPORT COMPACT . - Soilent :
V et V' deux variétés lagrangiemmes de 2Z ;
LA et V' leurs rev&tements universels ; R un 2-repére de 2 ;

o et o' les phasesde RV et R V' ;

R. R
U, =5 - "Roer an R)
= -« e VAV ’
R reN V' Ryr ° R
(5.1) '
v v v v
Up= 2 — of _& © €F (V'\1',R),
seEN ’ S ° R

de projections

=

i
=
=4

-y

]
=]

51

v

Définition 5. - Sous 1l'hypothdse (5.1), le produit scalaire de U, et Ul est

la classe asymptotique
(5.2) (U | T§) = (ufun) €c,
ou (u|u') est défini par 1'intégrale asympotique (1.9) . Donc @

»

( UR | Uﬁ) et ( Ué ]IIR) sont imaginaires conjugués ;
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1 'inégalité de Schwarz stapplique s

(5.3) | @, [ o) | = (T,

v v v v 1/2
La semi~norme de Up st (U | U) =lullz0;
cette semil-norme-vérifie 1'inégalité du triangle.

THEOREME 5.1, - 1°) Ia valeur de (UR é) ne dépend que de 1'allure de

U, et Up, enles couples de points de V et V' se projetant en wn méms point
de VN V',

Cette valeur est O si VN V' =9,

20) Si V=V', ce qui implique ¢p = c,ol;L s alors

-1)8 . ~ v .
PR SR e, @, G0 S @ ey,

T,SV z €V v ' T dx € F,
242
- . _ £
ol : X = RXZ y d x>0 3
v v' . v v
z ot z' _sont les points de Supp Up et Supp U;{ se

projetant en =z .

Dans (5.4) , v (2) =~ ¢ (2*) est 1'une des périodes de ¢ @

c =%f[z,dz],_o§ v est un lacet de V.
Y

les phases de (U 1; ) sont donc ces périodes ¢ de § .

v

30) 58 V et V' sont transverses, alors
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(5.5) S1? (BR | U, €F.

Si V et V' sont 'tremsverseé et se coupent en un seul point 2z , projection

v

d'un seul point =z de Supp UR et d'm seul point 2z' de Supp U}; s alors ¢
L2 v
Iyl M 'y
(5.6) ( = ) (UR | UR) =
: -3r-1/2 v (@) =y' (2) ]
7 —5 [Hess (9p=9") ] P.lagsap) o '
r€lN v
ol ¢ ot ¢' sont définis pres de RX z par
x) =0, (RZ1xN V) , o' (x) =0t (By ' xn V')
® vp (By P op (Rx = x! ]
Hess (p-¢') = {Hess_[o (x) - o' (x)]} ;
x=RXz
Pr est une fonction sesquilinéaire des valeurs en 2z et z'
des dérivées d'ordres =2 (r-s) des « et o! (s=r);
. . '
les coefficients de cette fonction dégomdont del'allureenz de V ot V3
(5.7 Fo lag s ag) = ap o (2) o 5 (27)

o) [ Invariance par Sp, (£)]. - Soit S € Sp,(4) ; sous 1'hypothése plus

stricte que (5.1) :

U, eF (V\p up ), 0
R~ 70 R SR R

on a

v

U ) = (5T

v

v v '
| | 8 0g ).

(5.8) (U,

Preuve de 10) ,20) et 3°9) . = u et u' ont des expressions du type ¢
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v, (x) 1
ulv,x)=3 v, (vyx)e Y y ot v, (v,yx) =1 - V. I‘(x);
J€J J retv vt 0
1]
vy (x) 1
u' (v,x) =% v (vyx) e y ou v (vyx) = — vy (x) 3
keX refl vh I

J et K sont des ensembles finis. Vu le 10) du théordéme 3 ,

~

(u]u') =fu (vyx) u' (v,x) atx
X

Vo, v
ne dépend que de l'allure des couples vj o Y y vf{ e en les points critiques

de cpj - c‘ol'c y c'est-a3-dire en les points

X . = @ .
x € tels que P x T %, x

v v

\d i v
Autrement dit, (UR | Up ) ne dépend que de 1'allure de U, et UR' en les

couples de points (z,2') € Vx V' tels que

R - = ﬁ, v' = = U .
z z (x,cpj’x) (X’“’k,x)’
ces couples sont les couples de points de V x V' se projetant en un méme pointz de

VAV'. Dlou 10) , 20) et,vu (3.2) et (3.3),30).

Preuve de 40) . - Le lemme 1.1 et le 1°) du théoréme 4.1.
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L'invariance par Sp, (£) de (UR | Ups )y qu'énonce ce 4°) du théoréme 5.1 ,
pose le probléme suivant

dommer des expressions invariantes des seconds membres de (5.4) et (5.6) -

Lesthéoreémes 5.2 et 5.3 domneront de telles expressions mod -;1- .

Notations « = Soilent =m et 7 des mesures réguliéres >0 de

v V'
V et V 3 définissons :

arg m=argq'=0.

Supposons V et V' mmis chacun d'une 2 -orientation :

v

si z¢V ,x=RXz s alors ¢

est une fonction V - R ,

dz(ﬁ')(;)_dzx 3
n o

nulle sur ) , dont le ch. I, § 3, coroll.3 a précisé 1'argument :
R

lv A
d(sz) B . 4
arg——n = mR(z) mod T .

Définissons Bo s V- par:

dl(ryz) /2 . ..
_—'n—_] aR,o(z),oﬁzév .

(5.9) 8, (2) = I

Vu les formules (4.6) et (4.8) du théortme 4 , By est invariant quand ,

sans changer V ni V' , on remplace R par SR ; Bo sera nommée amplitude

lagrangienne de UR s cette amplitude dépend donc des choix de la mesure =n de V

et de la 2 =orientation de V.
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*

En portant dans (5.4) 1l'expression (5.9) de op .0 ot af . on obtient :
-

THEOREME 5.2 + = Supposons V =V' , ce qui jmplique ¢ = ' ; notons

]
8 et B, les amplitudes lagrangiemmes de U, et Ué . Mors
0

v o vy _ Yy oy vl (V - (v' ] mod +
(5.10) (U, | Tp) —zjev ;v 8 (2) B (2") vy (z) -4 (27) " a<
Z,Z'

v

otz et z' sont les points de  Supp Ué et Supp ﬁ% se projetant en z.

Notations (suite) . - Notons ¢ et ' les phases lagrangiemnes de V et V

(¢ch. I,§ 3, (1.7)) . Faisons 1'hypothése 3°) du théordme 5.1 ; soient

v v

Au et AL € Ah (Z) , tangents respectivement en z et 2z' aux variétés 2 - orientées

v

V et Ve ; solent A et A' leurs images naturelles dans A (Z) ; soit n
(o]
(et n ) la mesure de A (et A') , invariante par translation et égale 3 = (et n')

en z (et z') .V et V' sont supposés transverses (30 du théordme 5.1) ; donc

(5.11) Z=XAD L' ; o ny ©st une mesure de Z.

Vu (5.1) et le 10) du théoréme 5.1) , les deux membres de (5.6) sont nuls si 1'on ne

suppose pas ¢

v

(5.12) ZEVND L2t €T\
R R

ctest-i-dire :

¥*
RAr et RA' transverses & X.

En portant dans (5.6) 1l'expression (5.9) de ap o ot of o on obtient, sous
9 4
1'hypothdse (5.12) :

/2 o ~
(5.13) (Lul§ (v |

2l RI! R

% - i —— v v
[oss (-] VA~ 2—] Lz T (6! (o) ¥l -GN g 1
\Y

d (RyZ) dL(RXz

Le lemme 5.1 transforme cette formule en la suivante :
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THEOREME 5.3 . - 51 V et V' sont mumis chacun d'une 2 -orientation, sont

v

transverses et ne se coupent qu'en un point 2z, projection d'un seul point =z

de Supp UR et d'un seul point z' de Supp Uy 5 alors :

L2« ..
(5.14) )" w, Ty =
n A‘n' 1/2 v v 1 v - ] V| E.- '
e ELSIORMER 18 (=D T Oaoh) e L

ou : m est 1'indice de Maslov ,défini mod 4 (Ch. I, §3,n03) ; noAnc') et dZLZ

sont les mesures de Z définies respectivement par (5.11) et (5.15) .

IEMME 5.1 . = .10) Ila structure symplectique de Z définit sur 7 wune mesure

invariante par les translations et par Sp(Z) :

2 1 y/ 2(4 = 1 2 4 4
(5.15) sz=i-!(d.xAdp) = (-1) ( )/ d’x A d7p
ou ¢
£ .
Rz = (x,p) 5dxAdp =2 deAdpj ;
j=1

. *
{xd} et {p.} étant des coordommées duales de X et X
J

20) Sous 1'hypothése (5.12) , avec les notations (5.9) :

d(Ryz)  d'(r 2y it
(5.16) | Hess (o =o') i)-( | = | ot s
n o M
L,7 L, Y
d”(Ry 2) d'(Ry 2")
(5.17) arg [Hess (p-o') - ix ( i—}f )]=ﬂm()\ll,>\4) mod 4 .

Preuve de 10) . - La valeur de dp A dx sur un couple de vecteurs 2z ,2z' est

lz,2'] .
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Preuve de (5.16) . - Puisque RA et RA' sont lagrangiens et transverses

»  X* d'aprés (5.12), leurs équations sont du type :

(5.18) Ra oz p=¢ (x) 5 RaA' ¢ p=2!(x),

¢ et &' é&tant deux formes quadratiques : X -+ R .
Puisque A et 1A' sont transverses :

Hess (& - 8') # 0 .
Va (5.11) 4, tout 2z € Z se décompose d'une fagon unique en la somme d'un vecteur
de A et d'un vecteur de 1A' :

Rg=(x+x', ¢ (x) + L (x*) € Z (2) ,

ou x et x'" € X et sont uniques . D'ou, vu (5.15) :

dZJIZ = (- 1) 1'(1:-1)/2 dz [x+x'] A d‘t [@X (x)-’-@}'{' (X') ]

= (=1) 2(2-1) /2 dz [x+x'] A d'6 [@X (x) - é}'c (x) ]
= (1) 2e+1) /2 Hess (& - ¢') dzx A de'

) d'(re ¢y aten)

Mo Mo °c e

L(2+1) /2

= (1) Hess (&~ &°

o L EX,C'EAX ; dou (5.16) .
Preuve de (5.17) . - Par définition [ch. I, § 3;coroll. 3, (3.2) et (3.3)]

d"(, 2)
e ""_—ﬂ‘_'

v *
a =7 mp (z) =mm (XM yRAy) mod 4 m ;
donc s
zvv va
d'(R, %) d (R, z")
nm(K&,Ku)-arg—-i—-X—+arg———f-)'{— =
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* *
T m (KL,K4>-ﬂm(X4 ) R)\q) frm (XL,, ’ RM'L) =

*
7 Inert (X , RA',RA) mod 4 r ,

vachI, &2, (8.2) ; pour prouver (5.17) , il suffit donc, vm la définition de

arg Jess [ChT,§1 , (2.1) ],de prouver :
(5.19) Tnert (& - 8') = Tnert (X ,RA',RA).

Preuve de (5.19) . - Ecrivons les équations de RA ,RA' et X* .

cp=3_ () ; RAvspt=gr, (x) 3 X: =0,

La définition d'Inert. (chap. I,82,n0 4) emploie :

*
Z € RA,z" € RA' , 2" €X tels que z + 2 + 2" =0 3

notons ¢

(x* yP') 5 2" = (x" , P") H

Zz(x,P) sy Z'

d'ol :

11

x+x'=0,x"=0,p+p'+p"=0,

[2",2] =< p" x> =< p,x>a=<p',x>=

-<e (x) ,x>+< @}'{ (x) yx>=2 3" (x)-2 8 (x) ;
par suite :
*
Inert (RA , RA ' ,X ) = Inert (&' - ¢)

D'ou (5.19) , vu ch I,§ 2, (4.4) et 1la définition 2.3 ,chap I,§ 1 de 1'inertie

d'une forme .

6 . OPERATEURS DIFFERENTIELS FORMELS . - Définitions 6.1. - Soit Q unouvert

0 -
de Z . Notons F (Q) 1'ensemble des fonctions formelles de phase nulle
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(6.1) a =7,
T
telles que les
a ¢+ 0 2

soient indéfiniment différentiables. Munissons 1'espace vectoriel F’ (Q) de 1la

topologie que définit le systéme de voisinages W (K,p,r,¢) de 1l'origine que
volel :

K est une partie compacte de Q ;3 p,r €N , ¢ GR:;

a’ €W (K sPsTye) signifie que , sur K,les dérivées d'ordres = p des o

(s = r) sont de modules < e .
Nous dirons que a’ est un polynome si
(vyz) = a° (v,2)

est un polynome en —l— et en les 24 coordormées de 1z .

D'aprés le théorime de Weierstrass : 1'ensemble des polynomes de F. (2) est
partout dense dans F°(Q) .

F (0(4)) se définit de méme en remplagant 0 par un domaine 0 (£) de
*
Tout 1-reptre R de Z (donc, a fortiori,tout 2 - reptre R) induit wn isomor-
phisme

o

R €T (M), o n()=Ra,

F° () S5a’s a

défini par la formule :
(6.2) (v vyz) a (v,z)=a; (vyRz) .

Les formules (3.4) du ch. I, § 1

1 3 3
. 2 ’ S
“ap (vyx,p)=e Y 0% TOP a0y, x,p)
(6.3) ‘ - E T
- "7V S3x'3p o
\aR(v,p,x)-e aR(v,x,p)
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définissent deux automorshismes de F° (2 (L)), inverses 1'un de 1'autre :
o] — + (o] — .
ap ™ ap , ap P ag .

La définition 6.2 des opérateurs différentiels formels repose sur le lemme suivant :

IEMME 6.7. - Soit

(6.4) u=ce P EF (X) , on ;% o .

o =7,
reEWN r
En wn point eritique x de-la phase ¢ , on a :

h
1 o - 1
(v ax) u (v,x) =0 mod :ﬁmr.

Preuve . -~ T suffit de traiter le cas ou « = o, . Alors en un point critique
de o ¢

h 1 Vo

2 - ) e s
( ax) u——rm Phe (h ¢ multi-indice)

< I~

ou P est un polynome en les dérivées de o d'ordres €[ 0, |hl] etenles dérivées
de veo d'ordres €[ 2,|hl ], puisque P = 0 ;3 chaque mondme de Ph est

un produit de dérivées dont 1la somme des ordres est |h| . Donc v, dans un tel

mondme ,a we puissance = |h| / 2 . D'ou le lemme .

Définition 6.2 . - Notons

(6.5) ®(y,X)=cp(X)-cp(y)-<<Py (y) yx=y >

le reste, au point y , de la série de Taylor, limitée & l'ordre 1, de la phase
o) de (6.4) .

Associons & 1'élément a  de F. (Q) et au repére R 1'endomorphisme local

a. de F(X) et F (X) , nomé opérateur différentiel formel, que définissent

R
les deux formules équivalentes ¢

(6.6) (azu) (v,yy) =
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jhé+ 1
4T ] H )
R | R(v,x,p) (_:_:_5__ [O’(V,X) ev®(y’x/]} eV? &)
‘Fﬂ" 2 h v 0X
' 3P X=y
p=2 (7)
ln .
h Ja
1 ) B
T2y =R e v,n 00N Ve )
h voe d3p x=
p= (y)

Chacune de ces deux formuiles a un sens, vu le lemme 6.1, quand (y ,wy) e (2) :

nous dirons que ap est défini sur Q (L) =RQ .

Preuve de 1'équivalerice de ceé deux formules . - La formule de leibniz dorme

(efe chI, §1, preuve du lemme 3.1) :

n| -

h B‘ ar (vypyx)

S (T2 T R( T e 1
3P

b‘[j

12 5+Xk|

al a-I;{ (V’p’x> ,i k

L 3Tk e '
TR T CAR CEFSE

1
T (—=) v (v,x)
k k! (ap5k v o ’ ’
car, vu (6.3) :
23] 1 3.
SR LTIIC NS T SR
25 (\p)j(vax)‘j =e VP sX) = & VX 4P) e
3 3

Justification de la définition 6.2, - Montrons qu'elle équivaut & celle du no 1

quand 2’ est un polynome , c'estei~dire quand ap est un opérateur différentiel

classique, & coefficients polynomiaux en Qi}, x) . Dans ce cas, (6.6) signifie :

+ 1 _-y< >
(aR u) (v,x) = { ag (veyxyep + - S;; YL ulv, x) e VS PoX=077y
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+ 1.9 -v< -y>
ap (Vyx,pt—33) [uly, x) o TP A=Y o

-v< X=y> _+ 1.9
o VTP ETTT ol (vyxy =) u (v,yx) 5

. I 13\ _ .- 13 .
on a donc, au sens dommé par le n° 13 a (V’X’T-a_x)-a (v,-v—-a—;{,x).

(aRu) (v 4 x) =a; (v ,x,—l—-aé;t) u (v,x) =a§ (v ,%—S% sy X) u (v,yx) .

Notatiens « - Nous noterons ¢

(aRu) (v,x) = ag (v,x ,-%-a-é-x Yu (v,x) = ap (v ,%g-a;,x) u (v,x) .

Définition 6.3. - Seit Ve, 2’ € F° (@) . Notons a_ 1'endomorphisme local

R

unique de F_ (VN , R) tel que :
R

(6.7) ap Iy = Iy ag 3

ap s étant local, se prolonge en un endomorphisme de F (V \ 7 , R) dont voici
R

les propriétés :

THEOREME 6. - 10) L'opérateur différentiel formel ap est local (au sens du 19)

théoréme 4.1) ; donc

o]
Supp (ap Up) c Supp U, N Supp (a ) .

20) L'application :

(6:2) B @) xT(\ND B3 (ap s T e G €F (AT )

est continue .

30) Tout S € sz (£) transforme ap en un opérateur

a =SeLRS"‘l
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défini comme suit :

(5Uy) =5 (ag Up) pour tout U, € F(VND U D ,R).

45y R e

» ') N\ . O » 3 .
ap et son transformé ag p sont associés & la méme fonction a , qui vérifie :

(6.9) (Y v,2) a’ (\J,z)=a; (v,Rz)=a;R(v,SRz) .

Lo) Pour que les opérateurs différentiels formels ap ot bR soient adjoints,

c'est-a~dire pour que :

v v

' v V' v V'
» Vg ) (ag Up s Up ) = (Ug » b Tg) s

(V vy2) b (v yZ) = a’ (v ' %)

50) 81 a_, et br  sont deux opérateurs différentiels associés aux éléments

a et b’ de F° (Z) , alors leur composé Cp = ap o by est associé & 1'élément

¢’ _de F° (2) défini par la formle

S - ]
- I , ,
(6.10) co(VvZ)={e 2vdz oz [ao (v;z)bo(vazv)]} 1
z=12"'
ou ¢
e 3 1 d 3
(6.11) ["a“'z ,&'; =<-8—5C ,’5‘5,>- <Sa-;€' ,-a-%->pour Rg= (X,p) ,RZ'—_—(X',p).

ost évidemment indépendant de R .

Preuve de 10) . -~ ILa définition de ap .

Preuve de 2°) , -~ la définition de ap et des topologies de FO(Q) (no 6)

etde F(V\Y ,R) (no2) .
R

Preuve de 30) 40) et 50) . -~ Ie ch I,¢§ 1 (théoréme 3.1, théortme 3.2 ot lemme
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3.2) , dans le cas particulier ou a’ estm polyndme . Ce cas particulier implique
le cas général, puisque (6.8) est contimu et que les polynomes sont partout denses

dans Fom).

LES COROLLATRES 3.1 {epérateur adjoint) et 3.2 (opérateur auto-adjoint) du ch I,
g

¢ 1 s'appliquent évidemment aux opérateurs différentiels formels.
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§ 2 . Mnalyse lagrangiemnne .

0. SOMMATRE . - C'est en synthétisant les propriétés des fonctions formelles et des
opérateurs différentiels formels, obtenues au § 1,que ce § 2 définit et étudie

les opérateurs lagrangiens, les fonctions lagrangiemmes et leur produit scalaire,

c'est-a~dire les trois notions quli sont 1l'objet essentiel de cet article.

o - 3 » Y [y
Ie n 1 définit les opérateurs lagrangiens et étudie leurs inverses .

v

Ie no2 définit les fonctions lagransiemmes sur le revBtement V  d'une variété
.) est défini quand leurs supports sont

lagrangierme V 3 leur produit scalaire (.
compacts
Le n°3 peut alors définir les fonctions lagrangiemnes sur V ; leur produit

scalaire (.| .) est défini quand 1'intersection de leurs supports est compacte .

Ce n°3 exige la dormée d'un nombre v, €1 0, 11 emploie " la restriction"

3 la valeur Vo de v des géries formelles définissant les expressions UR

d'une fonetion formelle .

Ce_processus de définition des fonctions lagrangiennes sur V a une justification

théorique, qui est la possibilité de définir leur produit scalaire (.| .), et une

justification pragmatique, que voici : c'est le processus de certains " calculs appro-

chés". Par exemple, en physique quantique, 12 constante de Planck h est considérée

corme un infiniment petit, -—%JL jouant le r8le de notre variable v € i[ 1,x],

sans que soient comparés les ordres de grandeur des valeurs mmériques prises par les
termes en jeu quand on dorme & h sa valeur physique : on lul donne cette valeur
physigue quand on a-achevé les calculs supposant h infiniment petit. Un autre

exemple antérieur est celul de la mécanique céleste ( cf. H. Poincaré )

H, Poincaré a expliqué comment un tel processus est un calcul approché, capable de
prédire avec une précision extréme les phénoménes célestes & 1l'aide de séries diver-

gentes, dont on ne conserve finalement que les premiers termes . V.P. Maslov veut,
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par ce processus, obtenir des "asymptotiques", c'est-a-dire faire des calculs appro-

chés. Le Chap. TTI appliquera ce processus & des cas ol iln'est certainement pas

un calcul approché et retrouvera les résultats numériques qui sont en accord avec

les résultats expérimentaux. Expliciter ce processus est donc bien "un probléme qui

se pose et non pas un probléme qu'on pose" , au sens ou 1l'entendait H. Poincaré .

1. OPERATEURS LAGRANGIENS ., - Soit Z un espace symplectique et 00 un ouvert de Z.

r'd 0 0 Id
Définition 1.1, = Soit a € F (Q) (Chap. IT, §1,défin. 6.1) ; soit

= 4" - B d o
4R T 2§ (vox, v ax)_aR(v’v ax’x)

1'opérateur différentiel formel associé & a’ et au 1-repére R (Chap. IT,§ 1,

défin. 6.2) . L'opérateur lagrangien associé & a est 1l'ensemble {aR} de ces

opérateurs différentiels formels ap (ao dormé ; R arbitraire) ; ap est nommé

expression de a dans le repsre R .
Le théoréme 2.3 justifiera cette terminologie .

Nous dirons que a est défini sur Q; définissons :

Supp (2) = Supp (a”) .
s

(V vy2) a’ (viyz) =1,

alors a est noté
a=1,

la formule (2.9) justifiera la
Définition 1.2 . - Deux opérateurs lagrangiens a et b associds 2 a°

et b’ € F (Q) sont adjoints quand

(7 v,2) b° (v y2) = 2% (v s Z)

c'est-i-dire (Chap. IT,§1, théortms 6.1 40) ) quand (VR) a

adjoints.

R et bF sont

*
Notation « -~ L'adjoint de a est noté a .
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la formile (2.2) et la formule (1.2) , dont elle résulte, justifieront la

Définition 1.3 . =~ Le composé aoobo_c}g a’ et b E€F (Q) vaut, par définition:

w2, 2]

- , ==
(1.1 (2% b°) (v,2) = { e 25\) a\Z oz ao(v,z).bo(v,z'j\} ,
ou [5; ’ S ] est défini par (6.11) § 1. 2z=2"

Le composé aob des opérateurs lagrangiens a et b est 1'opérateur lagrangien

s P, N\ O 0
assoclé a a ob .
Vu le 5°) du théoréme 6,

(1.2) (aob)Rz apobp

> . - . 1] 0
La composition des ap étant associative, la composition des a et celle des a

sont associatives. I1 est facile de le vérifier directement en constatant que (1.1)

implique @

(1.3) (2" o boc ) (v,2) =
1 19 3 1 3 3 1 3. 9
e [, & (2,0 18, 0 1 .
(o 2V 02702" T2V 2T aa" T2y 12102 00, by 50 (be) e (v}

z=z"= "

Cette formule s'étend aisément & la composition d'un nombre gielcongue d'éléments

de F ()

Evidemment @

(1.4) Supp (2a0b) c Supp (a) N Supp (b) ;

(1.5) (a°0b") (vyz) =a’ (vy2) . b°(v,2) mod = ,

le second membre étant le produit dans F° des valeurs de a° et b H

(1.6) (a°0a’ Y (vyz) = {ChELV Sa_z"aiz—'] a’ vy2) .ao(v,z')} .

z=2z"

L'ensemble des opérateurs lagrangiens définis sur (O est donc une algébre non

< . o -~
commtative F () sur 1'algtbre F  des nombres formels de phase mulle ; F (Q)

posséde un élément umité.
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THEOREME 1.1. - (Inverse d'un opérateur lagrangien). - Pour que,dans 1'algtbre

des opérateurs lagrangiens définis sur 0, l'opérateur a posside un inverse, il
faut et suffit que

(1.7) (v z € Q) ao(v,z)%o mod-l— .

Rappelons que, par définition, 2’ (v yz) est la série formelle :

° - £ .
(1.8) a (vyz) = rEEN 5 a (z) ;
la condition (1.7) signifie :
(1.7)bis (vz€Q) a (z) # 0.

Preuve . - Les conditions équivalentes (1.7) et (1.7)bls sont nécessaires, vu (1.5).

Réciproquement, si ces conditions sont vérifies, un inverse & droite a' de a
est un opérateur associé & un élément
‘o 1 '
a (vye)=72 —= a ()
rEN v r
0 P o s
de F (Q) vérifiant :

a2, 2]
(1.9) fo 2V R27032'7 5% (v,g) at® (v,2")) =1,
z=g'
clest-a-dire :
(1.10) a, (z) a; (z) =1
(1.10)r a, (z) a; (2) = c, (z) ,

ou c. (z) est une combinaison linéaire des

s 5T,
()%, (] [(2) s, ()]

tels que 0= |s| =|s'l =r-t-t', t'<r ; ces conditions déterminent a' -

a posséde donc inverse & droite et de méme un inverse & gauche, qui sont identiques
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pulsque la composition des éléments de F° () est associative . D'ou le théoréme.

la définition des produits scalaires (n° 2 etn 3) emploiera la

Définition 1.4 .~ Une décomposition de 1'unité est un ensemble {aj} d'opératenrs

lagrangiens, définis sur 7 , tels que ¢

Q Supp aj = Z soit un recouvremsnt localement fini de Z ;

J

(1.11) Z}aj = 1 (opérateur unité) .
J

Cette décomposition est dite plus fine qu'un recouvrement ouvert % Qk =X de X

quand tout Supp aj appartient & au moins 1'un des Qo

THEOREME 1.2, - (Décomposition de 1'wnité) .-1°) Il existe des décompositions

de 1'unité plus fines gu'un recouvrement ouvert domé de X .

20) On peut les choisir telles gque leurs éléments aj soient auto-adjoints .

30) Plus précisement, on peut les choisir telles que chaque a'j soit du type @

*
a.=b, ob, Supp b, = S a,
j 3 50 PP 3 upp 50

*
bj étant un opérateur lagrangien et bj son adjoint .

Prouve de 10) et 20) . - Tl suffit de prouver le théoréme quand on remplace les

opérateurs a. par des fonctions c” ag $ Z + R, indépendantes de v ; il est

alors classique .

[ee]

Preuve de 3°) . = On peut choisir, les b; $Z »R étant C :

(o]
a

J

2
Cb;)z, clested~dire a; (z)==[b§ (z)] dans R ;

d'ou, vu (1.6) et (1.11)

(o] o] o] 1
Supp b: =Suppa, ; © b,ob, = =5 8 ,0uB8_:Z*R,3 =1.
J J J J r€EN v2 r.or r ©

Cherchons
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c =7 Yo OO0 Yy 3Z 2R,y =1,
PEN T T T
tel que
Q o} ﬁO
coc=;J{bJobJ,

c'est-a-dire tel que

1 5) o) 1
{ ChZ_v S-Z- ] 32'] .tE.t' vzzt+t'5 Vt (Z) ‘Yt'(z') }

z=12z"'
cette condition définit Yp on fonction de Br et des

s?

s
o) o)
LG v (=11 (57) vgo (2)] tels que Os=|s[=|s'|=2(r-t-t"),0<t<r;
cO existe donc, est unique et a un inverse, vu le théordme 1.1. Donec:

S‘uppbj=Suppaj;b.=b‘j ; c=c 3

d'ou

- * — -
5 (b.oc 1) o(b.oc 1)=‘I y Supp b.oc1=Suppa.;
3 J J J J

ce qul prouve le théorime .

2, FONCTIONS LAGRANGIENNES SUR V . = Soit Z un espace symplectique, muni d'une
géométrie 2 - symplectique ; soit V une variété lagrangienne de Z et V son

rev8tement universel .

Le théoréme 4.1 du Chap. I, § 1 justifie 1la

Définition 2.1 . ~ Une fonction lagrangiemne U sur V  est constitude par la

donnée, pour chaque 2~ repére R , d'une fonction formelle UR sur VT, ces
fonctions formelles vérifiant R
v -1 v v v ' v
(v R, R") U, = R R Up, sur V\EUER';

R
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v

UR est normée expression de U dans le repére R .

Le support de U , Supp U, est la partie de V définie par la condition

(¥ R) Supp Up = (V \ER ) N Supp U ;
cette définition a un sens pulsque S=RR'™ est ponctuel.

L'ensembls des fonctions lagrangiemmes sur V et lesous-ensemble de celles d'entre
elles qul sont & support compact sont des espaces vectoriels sur F, notés

F (V) et F, (V) . Lleur dimension est infinie , comme le prouve le

THEOREME 2.1, -~ (Existence) . - Tout U, € F_ (v \ER' s R')  est 1'expression

dans R' d'une fonction U 1lagrangienme sur V , 2a support compact .

Preuve « = Soit R un 2~ repére quelconque ; notons 3

-1 hd h
S=RR' espz(z) 5 Up =5 Upy 3
{% est une fonction formelle, définie sur V \ 7 U 7 s ldentiquement nulle
R R
au voisinage de 7, ; prolongeons sa définition en convenant que
R'

UR=O sur 3> O\ O3
Rt R R

U, devient une fonction formelle définie sur V N7 3 U={U_} est évidemment
R
une fonction lagrangiemme.

Supp U = Supp Up,

Le théordme 4.2 du Chap. IT,§ 1 prouve le

THEOREME 2,2 . - (Structure) . - Notons : ¢ la phase lagrangierme de V 3

\ 4 v v

v
me mesure régulictre > 0 de Vi x= RX z € X, ou z €V ; convenons gue

v

['ﬂ]t >0 3; opunissons V d'une 2-orientation ; rappelons que [dzx]f est

défini, au moyen de 1'indice de Maslov, par le Corollaire 3 du Chap. I, 3.

v v
Nous avons, sur V \}
R
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v - 3r+ 1/2 .
(2.1) U (vy2) =2 () L Br,.(z) e "R
r€ElN d'x v T

(z)

v

gu les BRr sont des fonctions indéfiniment différentisbles : V -+ ¢ .

BRO est indépendant de R, est noté 50 et est nommé : AMFLITUDE LAGRANGIENNE,
Wote 2.1 .- Dans la formle (2.1), 1'exposant 3 r + 1/2 ne peut dtre dimimué ;

cf. Chap. III, § 3, théor. 4.2.
Le théoréme 6 du Chap. IT, § 1 justifie 1la

Définition 2.2, = Soit 0 wun volsinage ouvert de V ; solent a un opérateur
lagrangien sur Q et U wune fonction lagrangiemme sur V j; solent R et R' des

2-repéres ; S =R Rt~ € Sp, (£) 3 nous avons

les fonctions formelles aR UR constituent donc une fonction lagrangierme , qui sera

notée ¢ a U, Donc @

THEOREME 2.3, = L'algtbre des opérateurs lagranfiens a,b définis sur QD V

opére sur l'espace vectoriel F (V) [et Fo (V) 1 des fonctions lagrangiemmes U
4 support compact | définies sur V ;

(2.2) a (bE) = (aob) U 3

v v

(2.3) Supp (aU)= Supp U N n! Supp & , I étant la projection de V sur VeE€Z.

Définition 2.3 . - le produit scalaire (. | .) . - Sodent U € F_ (1) et

Ur ¢ Fo (V') . Supposons d'abord vérifiée la condition suivante 3

( I existe un 2~ repére R tel que :
(2.4) )
\SUPPUHER‘=¢a S‘IPPU'QZ)I'{=¢

Coette condition signifie @

Uy € F (V\Z}R,R); UﬁEFo(vv\E'R,R).
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Définissons alors @
(2.5) (U] 0)=(U; | U) €C pour tout R vérifiant (2.4) ;

le second membre de (2.5) est une classe asymptotique, vu la définition 5 du Chap.
IT,$ 1 ; elle est indépendante de R wvu le 4°) du théoréme 5.1

Soient U et U' ne vérifiant plus (2.4) . Notons
(2.6) Doa=1,0 al, =
j Y 3
un couple de décompositions de 1'wnité (définition 1.4) assez fines (théoréme 1.2)

pour qu'd tout choix de (j, j') correspordent des 2-repéreé R, vérifiant
la condition : JrJ

(2.7) SuppajﬂER =¢ , Supp a’ Nz, =9 ;
Jed" J! Jsd"

(V3,39  (a; U] a} U') est done défini .
3

Nous définirons

(2.8) CARDED (ajﬁlva'.,ﬁ')EC;
Jed' J

le second membre de (2.8) est indépendant du choix des décompositions (2.6) de

1'unité : en effet, si

%bk=1 ,z;bf{' = 1

est un second choix vérifiant (2.7) , alors :

> (a, U] ar U') = (a. T | at E
. s R. . ..
SISARE 3! J,J R % AR L

2? | (a 0 bk U T a!' o bk'

3 ] L
Jed" kek ,J J,J
puisque Rj,j' peut 8tre remplacé par Rk,k' .
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THEOREME 2.4. - (Produit scala:'u-g) . = 10) Ie produit scalaire (. | .) est
une fonctien sesquilnnealre sur F° s & valeurs dans C (classe d'equ:l.valenoe asymp=

by

totique) , des couples, U ot U s de fonctions lagramgiermes, sur V et V' A

supports compacts .

v Vv v v v v

(U| U) et (U'| U) sont imaginaires conjugés et ne dépendent que de 1'allure de

v

U et U' en les couples de points de V et V' se projetant en un méme point de

vn ve .,

58 vnV'=0,alors (U] UY) =0,

v v v vy x v *
(2.9) (aU | U')Y=(U]| a U , siles opérateurs lagrangiens a et a sont
adjoints .
20) 81 V=V', ce qui implique ¢ = ¢', alors :
(2.10) (U] uv)yeF,

v v Vv

les phases de (U | U') étant les périodes de ¢ (c'est-i-dime les valeurs de

2 [ [z,dz) sur les lacets v de V) ;

y
(2.11) (;I | B') = = & (z) B; (") o VL¥(2) - (z')]n mod —1—
ZEV‘Z/ b

v v

ou les notations sont celles du théordme 2.2 et ot 2z et 2z' sont les points de

Supp U et Supp U' se projetant en z sur V.On a
(2.12) 0=(U| U) €F,

La semi-norme de U ,

1
v v3
o=(u| U €c,

vérifie 1%indgalité du triangle et celle de Schwarz :

wj-

v v v v vé’ ~ v
(| oy =] v .U |0 s dans C.
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30) 81 V et V' sont transverses, alors (V et Vr étant munies de 2 - orien~

tations) ¢

(2.13) vL/Z(U lu') € Py
L/2 oo
(2.14) ey @ T Oy =
2mi
2 v v [}
ng A né 1/ N » vlp(z)=¥'(z") ] - ﬂ% n (ki ,A4) ]
zeVNV d 7z -
24 ‘
ol ¢ u A né et d 2z sont les mesures de 7 définies respeecti-

vement par (5.11) et (5.15) (Ch. II, § 1) au point z €V o V' ;

z ot z' sont les points de Supp U et Supp U' se projetant

en_ 7 3

m est 1'indice de Maslov défini mod.% (Ch I, § 3 no 3) ;

ku et x& sont les plans lagrangiens 2 - orientés tangents &

V eta V' en z et z.

Preuve de 10) . - Ia définition 2.3, le 1°) du théoréme 5.1 (Ch. II, §1) , le
4o) du théorime 6 (Ch., IT,§ 1) et la défimition 1.2 des opérateus lagrangiens

adjoints .

Preuve de @.10) . - Ia définition 2.3 et (5.4) (Ch. IT § 1) .

Preuve de (2.11) . - ILe théoréme 5.2 (Ch. IT, § 1) et 1o fait que a U mod %
est le produit de U par la fonction az .

Preuve de (2.12) . - Employons une décomposition de 1'unité [3°) du théorime 1.2 ] :

*
Lb,ob, =1,
s J
J
assez fine pour qu'existe (Vj) un repere Rj tel que

Supp bj ny.. = @.

Nous avons @

(U] U) =5 (b, Uy [ b,U, ) 20(ChII,61,0.5) .
J J J
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Preuve de 1'inégalité de Schwarz . « DMNous avons, vu la définition 5 du Ch. IT,
§ 1, 1'inégalité du triangle et 1'indgalité de Schwarz dans R (Ch. II, § 1, (5.3))
et dans C (Ch. II, § 1, Note 1) :

I(U|U')]=|2(bjUR | b, W )ls%[ (bjU.lbjUﬁ)IT;E

v N 1/2 v v o~ 1/2 1/2

v v v 12 v v v
. : b5 Th ) =02 (oy Tg Im30) Ju LD (o5 [B50 ) ]
J J J J J J J J J J

1

=@ . @ [T,

L'inégalité du triangle résulte de celle de Schwarz.

Preuve de 3°) . - Le théoréme 5.3 (Ch IT, § 1)

v Vv

Note 2.2~ Si V=V, (U| U') est défini par le second membre de (5.4) (Ch IT,
§ 1) sous 1'hypothése

Sepp UNy =9 , Supp U' Ny =9 .
R R

Si cette hypothése n'est pas satisfaite, ce second membre est ume intégrale divergente

vu le théoréme 2.2 (structure).

v

Donc, la définition 2.3 de (. | ) dorme un sens & cette intéerale divergente.

3. FONCTIONS LAGRANGIENNES SUR V . -~ Nous nous intéressoms, non pas aux fonctions

sur V , c'est-d~dire miltiformes sur V, mais aux fonctions sur V ; leur définition

exigera le choix d'un nombre v _ € ilo,=[.
Le premier groupe d'homotopie T, [V] opére sur V ¢ V est le quotient de V par
m (V] 3 évidemment @

(v R) ur [V] 1laisse 7 dinvariant ;
R

(Vv E'm[v] Y wly ;) =4 (;)+ ¢, 19 Cy ;') ='CPR(;) +"cY s OU c, = 2 f (z,dz];
Y

clest-d~dire :
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bov =4¥-¢ spoy =@p-c

Définition 3.1 . - le groupe m, (V] d'automorphismes de F (V) . - Soient

v aR I' \)CPR ~ v
(3.1) U= 7, —~—1= g EF(VNYD LRy ;v Em (v].
R relN v?T R 1

Définissons le transformé de UR par vy comme étant, non pas

-1

v -1 J-‘\JOJ_ aR OV va ’V v
URoy =e YZ\,N"—;L_S £F(V\D , R)
r¢€ v R
v VoY c v -V C Uy oy VA - v
(3.2) v Ug=e ° YUROY-1=9 ° Yy -Ii"'l:';——e Ber(v\p, R).
relN v R
Evidemment

5 [V] est donc un groupe d'automorphismes de F(V\3> , R) .
R
De la définition (3.2) et de la définition de 1'opérateur S € Sp, (£2) par 1le
Ch IT,§1[lemme 1.1, 10) du théoréme 4.1, théoréme 4.3 ] résulte évidemment que

S et v commtent ¢ si

UR'EF(V\ER'UER ,R') et R=SR',

alors :

(3.3) v(s Up,) = 5( vT,,) «

v

531 les U_ sont les expressions d'une mfme fonction U lagrangierme sur V,

R
alors les v UR sont donc les expressions d“une méme fonetion lagrangiemme sur V3
nous la notons v U3 done (v Up=+v Uy et m, (V] astunzroups d'automorphismes de F(V).

Evidemment (¥ v €, [V] 5 7 UE€F (V) ;3 ¥ a opérateur lagrangien) :

(3.4) Supp (v U) =v Supp U ;
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v et a commtent,clest-i-dire :

(3.5) vy (a0)=a(y D,

Définition 3.2 . -~ Une fonction lagrangienne sur V est une fonction U lagran-
gienne sur V et possédant les trois propriétés suivantes, qui sont évidemment deux

4 deux équivalentes et done indépendantes du choix du 2 -repére R :

1) U est invariante par u (V] , c'est-i-dire :
(v y €my [V]) yU=0U [ ef. déf. 3.17;

-V C

ii) (treW) e ©° Yo oy T est indépendant de y € my vl ;

Ryr

i11i) 1la fonction, nommée restriction de UR a Vo ¢
o r,r Yo¥R (vO-v)cPR
(3.6) UL = —aX o =U, e
R T R
reWN v

prend la méme valeur en tous les points de V ayant méme projection sur V et est

donc une fonction

Le support d'une fonction lagrangiemme U est invariant par m, (V] ; e'est donc
1'ensemble des points de V  se projetant sur une partie fermée de V , qui sera

nommée support de U dans V et notée Supp U 3 donc @
(Y R)  Supp U; =Supp U\ N Supp U .
R
L'ensemble des fonctions lagrangiennes sur V [ et & supports compacts dans V] est
un espace vectoriel sur 1l'algebre F° ; 11 est noté F (V) [ et F (V)] .

Evidemment, vu (3.5) :

THEOREME 3.1, ~ L'algébre des opérateurs lagrangiens a ,b définis sur 02 V

opére sur l'espace F (V) des fonctions lagrangiemmes sur V ;
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(aobYU=2a (b U) ; Supp (a U) c Supp a n Supp U .

Le produit scalaire des fonctions lagrangiemmes sur V sera défini au moyen du

lemme et des définitions que volcil .

IEMME 3.1 + = TI1 existe un épimorphisme naturel :

(3.7) F (V) 350m U= 3 yUEF, (V).

Preuve . = La définition (3.7) a un sens ¢ elle définit U (z) par une somme

finie, car (¥ 2 € V) 1le nombre des vy ‘tels que v z € Supp U  est fini .
Eviderment, U est indéfiniment différentieble, & support compact .

Pour prouver que (3.7) est un épimorphisme, il suffit, puisque v commute avec

les décompositions de 1'unité (Déf. 1.4 ; Théor. 1.2) ,de prouver ceci : tout
UeEF, (V) , de support appartenant & une partie simplement commexe w de V , est

1'image par (3.7) d'un élément U de E (V). Voici cette preuve .

la partie de V qui se projette sur & a pour composantes commexes les trans-

formées Y w de 1'une quelconque « de ces composantes par les éléments Y de

m, (V] . Soit U 1a fonction lagrangiemme sur V, mnulle hors de w , é&gale 3

U dans w IRV ﬁ est done mille hors de v & et égale & U=y U dans

A4

yw ; d'ou

U= 2 vy U.

Explicitons la notion de restriction & v _ .

Définition 3.3 . - Seit I 1'idéal de F qu'engendrent ses éléments
\ 0
e’ e (o€ R) ;s
tout élément de I s'éerit de fagon unique :
Vo, v,
7o, (e J o6 YY) (J:fini;ajEFo;cp.ER);

[¢]
F est somme directe de I et F ., Nous nommons restriction de F g v, 1la
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projection de F sur F°

VO . ) vocP' o
F3u= 0 a, © Imy =na,.e J €e€F=F/TI.
ER FR

DY

En particulier, si U € F (V), alors la restriction de UR (vyz) €F 3 v, est

la valeur, en la projection z de 2z sur V , UE (vy2) 5 de la restriction

o N\
UR de URavO.

Définition 3.4 . - Nommons sous-module de C tout sous-groupe additif M de

C ayant les propriétés suivantes :

FcMcCj; M=M (imaginaire conjugué) ;

la multiplication dans 1talgébre C fait de M un module sur l'algébre F.

En particulier :
WEM, ¢ €R impliquent ue ? €M,

Soit N 1le sous~module de M dont les élements sont les

v c% Vo cpj
5 ou, (e Yae Y (3¢ fini; u, €M;0. €R) .
J€J J J J
Nous nommons restriction de M & v  le quotient ¢

o]
M +M/ N=M ;

M’  est un module sur 1'algébre F° ; puisque N = N , 1la notion d‘'éléments conjugués

de M est induite par celle d'éléments imaginaires conjugués de M.
Exemple 3. 1. - Si M=F , alors M =F ,

Exemple 3.2. - Notons l—l!; F, ... los images de F, ... par le mltiplication :
AY}

CSf +—

rec (s€Rr ).
vl
1 o _ _1 ° .
58 M=——F, alors ¥ =—— F
[v] [v]

o) . - Soient V et V? deux

Définition 3.5 . - Le produit sealaire (.
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variétés lagrangiemmes de Z ; soit M un sous-module de C (Déf. 3.4) tel que

v v

(3.8) (vTer, (V) , 0 €F, (1) (U] Uty €M,

Quels que soient

ver (©), vrer (),

i1 existe, vu le lemme 3.1 ,

Uer, (V) ,Ur €F, (V') tels que U=3 vy U,0" =1 AR
Y€ﬂ1W] y'EmﬂV]
Par définition, le produit scalaire de U et U' est :
v v Vv o v Vv Vv
(3.9) (U] Uy =(U| U') , restrictionde (U | U') €M & v _;

ce produit scalaire est donc & valeurs dans M,

Cette définition & un sens, vu le
CIEMME 3.2 . - (U | U')o ne dépend que de U, TU' ,

Preuve . - Soit une décomposition de l'unité (Déf. 1.4) :

2b ob, = 13
3 J

on a ¢

v

(Ul Uy =7 (b, U| b, U ;
J
i1 suffit donc de prouver que ( bj U | bj U')O ne dépend que de

v b, U=Db.U et y'bjU'=bjU'.

S

>
v€111[V] J J v'e ﬂ1[V']

Vu le théoreme 1.2, 11 suffit donc de prouver le lemme quand les conditions suivantes
sont toutes deux vérifides :

1) 11 existe un 2-repére R tel que :
URQFO (V\ZR,R) yU§EF0 (V'\ER' y B) 5

1i) 11 existe deux parties ouvertes, simplement connexes ,
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w de V et w' de V' que RX projette injectivement

dans X et qui contiemnent les supports de U et U*' :
Supp U cwcV 3 Supp U'cuw'cV'.

la partie de V qui se projette sur w a pour composantes connexes les ouverts
de V :

v

Yo, ot y€m, (V] (ef.preuve du lemme 3.1)

Etant donné x € Supp U , nous notons :

z le point unique de w tel que FXz=x;

v

v
z le point unique de w se projetant sur V en =z .

Vu la définition 2.3, vyyau Ch, IT,§ 1, (1.9) et déf 5, on a :

v

(3.10) (U] vy = }E (M, 0) (vyx) o (1, 00 (vyx) d ¥x s

par définition (Ch II, § 1, théor. 2.1), si x € Supp (HR Up ) = Supp U s

U ) (v,yx) =D U (v V-1;),
RO em i B
c'est--dire, vu (3.2) :
: ) ( ) (vo-v) c, v : v)
I U VyX) = ' U,(vsz) 3
R "R 9 .\,Eﬂ [V] Y R s

v

portons dans (3.10) cette expression de Ip UR et 1'expression analogue de

v

HR UR s nous obtenons la formule :

v Vv v

(3.11) (U] un —& (V,Z) U}'D (vyz')yd x mod. N .
sous les hypothises 1) et ii) , en employant la définition 3.5 de N et (3.7) .

Cette formule (3.11) prouve le lemme 3.2 et sert & prouver le théoréme suivant,

dont le 10) est évident ¢
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THEOREME 3.2 . = (Produit scalaire) . - 1°) Sedenmt V et V' deux variétés

lagrangiermes de Z . Le produit scalaire (.| .) est une fonction sesquilindaire

sur Fo des couples, U et TU', de fonections lagranciennes sur V et V',

(U] U") est défini quand Supp U n Supp U' est compact ;

(U] U") €M% module sur F° dépendant de V et V' ;

(U | U") ne dépend que de 1l'allure de U et U' au voisinage de Supp U n Supp U' ;

(U} U') =0 guand Supp U N Supp U' = P ;

(

g

| U') et (U' | U) sont conjugués ;

* *
(aU | U)=(U]| a U') quand 2 et a sont des opérateurs lagrangiens adjoints .
20) Supposons V =V' , Alors @
(U | u") € F° (algtbre des nombres formels de phase nulle) ;

(3.12) 0= (U | U),1'6galité impliquant U= 0 ;

la norme de U :

1 o)
2

(3.13) Os Ul =(U | U)Z €F

vérifie 1"inégalité du triangle et celle de Schwarz ¢

10+ Ut siul+ur , [T ] U] <UL ,dans F°

si les égalités sont atteintes, alors U et U' sont proportionnelles : ou bien

U=0,0ublen il existe o € F° tel que U' =« U. Notons :

fo) v VO q:R (;) 1
(3.14) UR (vyz) = % 0 (z) e mod v
n ., 1/2 M Vo R (;) 1
(3.15) L wod 1,
d x

v

z désignant 1'un quelconque des points de V ge projetant en z sur V ; (3.15)

v

suppose V puni d'une 2-orientation qui définit 1'indice de Maslov my (z) et

j
arg d'x (Ch. I, 83, coroll. 3) ; 1'amplitude lagrangienne 8, est indépendante

du choix de R , mais dépend du choix de m , mesure réguliére de V telle que
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arg m = O, Alors, des notations analogues étant employées pour U' et x

désignant RXz s

v (2) d'x=8, (2) B! (2) 1

(3.16) %R0 (z) aR,O

est une forme différentielle réguliére sur V , indépendante de R et

(3.17) (v | U =£ 28,0 (z) | (2) a*x=[8_ (2) 8! (z) 7 mod 1.

30) Supposons V et V' transverses . Alors :

A2 (U] oy er ;

G2 (o on) =

_ -1z LT o v, [ch(vz) - 95 (2")] y
(3.18) =ZzJ€VﬂV' [Hess(p=-o') ] O‘R,o(Z)O’R,o(Z ) e mod —-
no Amg 12 v T o v [u(z) - 72" ~Fim (L A
(3.19) =D |l—=7—1 8,(2)p} (2') e 2 b LP)mod%;
zEVN VY g%y

dans (3.18) ¢ et o' sont définies prés de Rz par

V-1 v V-1 v
= R v ] — r (R Ve -
¢ (x) @R(Xxﬂ)y@(X) CPR(Xxn ) 5

o' (x) 1}
X=RXZ

Hess (p=¢') = { Hess_ Lo (x)

dans (3.19) ¢ ¢ est la phase lagrangienne de V

-e

v

Ay € /\u( Z) est le plan lagrangien 2-orienté tangent 2 V en z

-
b

m est 1'indice de Maslov défini mod 4 (Ch I , §3,n°0 3);

Mo " Mo ot a“*s sont les mesures de Z définies par (5.11) et

(5.15)(Ch. II,81) .
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Preuve de (3.16) . - la formule (5.9) du Ch IT, §1.

*
Preuve de (3.17) . - L'emploi d'une décomposition de 1'wnité Z)bj o bj =1
J

suffisamment fine montre qu'il suffit de prouver (3.17) sous les hypothéses i) ii)

qu'emploie la preuve du lemme 3.2 et qui impliquent (3.11) . Puisque V = V' , cette
formule (3.11) s'éerit
o . —
(3.20) @) =[7 G,z U'R" (vyz) d¥x € F°
X

et prouve done (3.17) .
Preuve de (3.12) . ~ L'emploi de la méme décomposition de 1'wnité montre qu'il

suffit de prouver (3.12) dans ce cas ou (3.20) vaut ; (3.12) est alors évident,
ainsi que la précision suivante : si U # 0, alors :

-] o
= I

(U] =5 — ot s €N ,a, >0,
r=2s5 v

Preuve de (3.13) . - Ia formule précédente et le 20) du théorime 2.3, Chap. IT, §1.

Preuve de 1'inégalité de Schwarz .- Soient U et U' non proportiomnels ; il

existe donc a € F et s €N +tels que

U=aU'+'1—s o,
v

\j
les amplitudes lagrangiemmes B, et g7 de U' et U" n'étant pas proportion-
nelleé; un calcul classique donne
2 2. 2 1 2 2 "
O o = o o) [F= =L DHTr e ®a o oty 2]
v
1 suffit donc de prouver que le second membre est > O dans r « Autrement dit,
11 suffit de prouver que U et TU' satisfont & 1'inégalité stricte de Schwarz , quand
1 ]

leurs amplitudes lagrangiennes B et 5 ne sont pas proportiommelles ; on a

alors, vu (3.17) :

<l

e wEa | (ol on E2=,5 8, (2) [%n. [ 18! (2) %Zn-lgso (2)e! ()0 1% mod
v

donc, d'aprés 1'inégalité de Schwarz classique :
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T, HU"HZ-I(U[U'HZ:% md 1 ou O<a €R,

doncs vu le théoréme 2.3 du Chap. II,§1:
| (Ujuy < hul. oy,

Preuve de 1'inégalité du triangle . - L'inégalité de Schmarz.

Preuve de 3°) . - Une décomposition de 1*u#mit montre qu'il suffit de traiter
le cas ou (U] U") a 1l'expression (3.11) . Alors (3.18) résulte du 3°) du théordme
5.1 (Chap. IT, §1) et (3.19) du théoréme 5.3 (Chap. IT, §1).

Note 3.~ En l'absence de 1'hypothese 1) (cf. Preuve du lemme 3.2) 1'inté-
grale figurant au second membre de (3.20) diverge (Cf. Théorime 2.2 , structure des

fonctions lagrangiennes). La définition 3.5 de (.| .) domme donc un sems & cette

intéegrale divergente .

4 . IE GROUPE Sp, (Z) des automorphismes de la géométrie 2 - symplectique de Z

(ef. Chap I,83, nol) transforme évidemment les opérateurs lagrangiens en opéra=
teurs lagrangiens ; les images par ce groupe des fonctions lagrangiennes sont des

fonctions la,grangienn'es ; ce groupe laisse invariant le produit scalaire.
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§ 3. Systmes lagrangiens homogénes 3 une inconnue.

0 . SOMMAIRE. - L'existence de l'inverse a -1 d'un opérateur lagrangien a ,
sous les hypoth®ses qu'énonce le théoréme 1.1 du § 2 , montre que les systémes
lagrangiens homogénes & une (§3) ou plusieurs (§4) inconnues sont ceux

dont 1'étude n'est pas banale. Ces § 3 et § 4 amorcent cette étude; les chapitres
ITI et IV la concluront dans deux cas spéciaux : l'équation de Schrddinger; 1!équa-

tion de Dirac, qui est-un gystéme i deux inconnues.

1 . LES VARIETES LAGRANGIENNES SUR LEQUELLES SONT DEFINTES LES SOLUTIONS
LAGRANGIENNES DE a U =0 . ~ Soit a l'opérateur lagrangien associé & la fonc-

tion formelle

a%: o~ F° (0 partie ouverte de Z ) ,

valant en 2z @

a® (v,2) = O 1 40 (z) .
rEN v

THEOREME 1 . Le suppert d'une solution U de 1'équation a U =0 est une

variété lagrangienre V sur laquelle ag =0 .
Preuve . - Soit un point de V ou ag # 0 ; remplagons (@ par un voisinage
de ce point sur lequel ag £ 0 ; alors a_1 existe sur {i et aU=0

=
3

implique donec U = 0 sur

O “ ’ . N
Nous supposgerons que ao est 2 valeurs réelles et que la partie de { ou

o] . ‘s . .
aO = 0 est une hypersurface réguliere, W, d'équation :

W:H(z)=0 , B, £ 0.,
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V est donc une sous-variété de W telle que :

dim V = ¢ ; d[z,dz ]=0 sur V.

V s'étudie en appliquant & la forme de Pfaff [ z, dz ] 1a théorie d'E. Cartan

des formes différentielles [5].

2. RAPPEL DE LA THEORIE D' E. CARTAN [5] DES FORMES DE PFAFF . - Rappelons

d'abord des résultats bien connus, exposés en particulier par le traité de Mnme

Y. Choquet-Bruhat [&] .

Soit © une forme différentielle définie sur Z , qui, au cours de ce n° 2,

pourra &tre une variété quelconque, indéfiniment différentiable et de dimension

finie. E. Cartan exprime localement « a&au moyen d'un nombre minimal de fonctions

f1 ,...,fn:Z"R;

le nombre n de ces fonctions est appelé rang de w ; ces fonctions sont les
intégrales premiéres (indépendantes et en nombre maximal) d'un systéme complétement
intégrable d'équations de Pfaff, appelé systéme caractéristique de w ; E. Cartan

explicite ce systéme.

Autrement dit : ce sytéme caractéristique équivaut a

df,]:toq:d.fn:O;

il existe une forme différentielle w telle que
w (z,dz) = o (£(z), df (z)), ou f = (f1, cee fn) .

Soit w une forme de Pfaff définie sur Z (c'est-i-dire une forme différentielle

de degré 1 en les différentielles) ; le systéme caractéristique de dw s'éerit,

en notant 1 le produit intérieur [6] par un vecteur € de 2 :

3
(2.1) (Y g) i, de (z,dz) = 03

le rang de dw est pair ; notons-le 2n; soit localement

f=(f1,oo- ,fzn)

on intégrales premiéres indépendantes de (2.1) ; il existe donc une forme différen-

tielle ' telle que
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dw(z,dz) =a' (f (z),df (z)) :
évidemment dw' = O ; donc, localement : w ' = d & ; autrement dit : il existe
localement une forme de Pfaff w , & 2n variables, et une fonction fo
telles que
(2.2) w(z,dz) = dfo(z) + o (f (2),df (z)) ou f = (f1,..., f2n).

Le rang de w est évidemment 2n ou 2n+ 1 suivant que fo est fonction
composée de f = (f1, ceny f2r9 ou non ; dans le premier cas, on peut choigir
w tel que £, =0,

Enongons des compléments moins connus qu'E. Cartan [5] (Chap. XII, Les équations
qui admettent un invariant intégral relatif ) a apportés i ce résultat et

rappelons leurs démonstrations.

LEMME 2 . = Soit « une forme de Pfaff ; soit 2n le rang de dw ; il existe

localement, sur Z, 2n+ 1 fonctions numériques fo, ey f211 telles que
n
(2.3) w(z,dz)= dfo(z) +j_}% fzj_1 (z) dfzj(z) ;
f , T sont2n intégrales premiéres indépendantes du systéme caractéris-

1t on

tique de dw.

Note 2.1. f1 y eesy f2n n'est pas un systéme arbitraire d'intégrales premidres
de ce systéme caractéristique : voir la note 2.2 .

Preuve . - Soit f2 une intégrale premiére du systéme caractéristique de
dw ; la restriction de d« aux hypersurfaces f, = const. est de rang pair

2

<2n, donc de rang =2 (n-1) . Soit f4 une intégrale premiére du systéme

caractéristique de cette restriction ;... ; la restriction de duw aux variétés

f2 = const. 4, ooy f2j = const.

est de rang =2 (n-j) et est donc nulle pour une valeur J de telle

que J =n . Autrement dit :

dw = 0 sur les variétés f2 = const. ,.0., f2‘I = const.

T1 existe donc une fonction fo telle que
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©=df_ mod (df2 yeoe s dfzJ) ,

c'est-a-dire telle que :

J
w=4f + .Z_,'\ 1‘23_1 dfz:J .
j=1
Or dw est de rang 2n; donc : J=n ;f1,...,f2n sont 2n intégrales

premiéres indépendantes du systéme caractéristique de w.

E. Cartan a complété ce lemme en employant comme suit la notion de parentheése de

Poisson.
Définition 2. - Soit w une forme Pfaff, mise sous la forme (2.3) . Soient

g et g' deux intégrales premiéres du sytéme caractéristique de dw; ce sont

donc des fonctions composées :

2> g (2) =6 [ £ (2) oy £, (2)) 5 20 g (2) = 0 [2,(2),0ee £, (2)] 5

il existe donec une fonction composée du méme type, appelée parenthése de Poisgon

de g et g' , notée (g, g') , telle que
(2.4) n(ae)® ' Adgrdag' = (g,8) (aw)™;

cette parenthése

(g,8')=- (g, 8,

qui est donc bilinéaire et indépendante du choix de f = { f1,...,f213 y &

1'expression suivante, qui emploie un tel choix :

n
3 3G 3G oG
(2'5) (gY g') (Z) = E [ B—f- g_ - —a—f— g-?- ]
j=1 23-1 23 23-1 2j f=1(2)
on en déduit que tout triplet g,g' , g" de telles intégrales premiéres

vérifie 1'identité de Jacobi :

(g, (g"yeg"))+ (g, (&g ,8)+(g ,(g,8))=0.

g et g' sont dits en involution quand (g, g') = O .

Note 2.2. - Dans l'expression (2.2) de w , wvu (2.4), les couples fj’ £,

(155 =k) sont en involution, &1'exception des couples fgj_ 1 fzj d
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ceux~-ci vérifient : ]

(£ =1.

25-17 T25)

Note 2.3 . - Soient By v wre gq des intégrales premiéres indépendantes du

systéme caractéristique de dw; 1la restriction de w 3 une variété

g1 = COnS't. 9 ooy ng COnS't.

réduit le rang de dw d'un nombre pair, qu'E. Cartan [5] , Chap. XTI, n° 124,

a explicité : clest 2(gq-7r), si toutes les parenthises de Poisson (gj y gk)

(3,k € {1, «e.,a}) sont fonctions composées de g,],...,gq et si 2r

est le rang, sur cette variété, de la forme extérieure

des variables 51 ) essy gq .

D'ol, en particulier (¢q=n, r=0 ), le théoréme suivant, qui éclairera le
début de 1'étude de 1l'équation de Schrddinger et permettra d'établir le théoréme

2.1, qui éclaire lui aussi cette étude.

THEOREME 2 . - Soit w une forme de Pfaff ; soit 2n 1le rang de duw.

1) Le systéme caractéristique de dw _posséde localement des n-uples

{f2 , f4 s ooy f2n} d'intégrales premiéres indépendantes, en involution deux &

deux.

2) Etant donmné 1l'un de ces n - uples, une guadrature donne localement n+ 1

fonctions f_,f,,f telles que w ait 1'expression (2.3) ;

1083 000 Loy

f1 s f2, f f sont des intégrales premiéres indépendantes du systéme carac-

5,.-- 2n

téristique de dw.

Preuve de 1° ) . - Le lemme 2 et la note 2.2.
Preuve de 2° ) . - Par hypothése
. . X n-1
Qf, A df, A Aty # 0; (Y3, k) (dw) /\dfzj/\dek:o;

autrement dit, il existe des formes différentielles & . telles que
j 1
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n-1_2 2N
= e. A Aeudf, . ... ;
(dow) j2=1 ; ar, af,, Naf, s

( —~ supprime ce qu'il coiffe) ; cette relation exprime 1'existence de formes

différentielles ej telles que

c'est-3-dire la condition

dw: O mod- (df2, o0 ey dfzn)

c'est-a-dire 1l'existence d'une fonction fo telle que

w = df}) pour f., = const. , «.. 4y f,_ = const,.

2 2n

c'est-a-dire l'existence de n+1 fonctions fo, f1, f3 "f2n-1 vérifiant

(2.3) .

3. VARIETES LAGRANGIENNES DE L'ESPACE SYMPLECTIQUE Z ET DE SES HYPERSURFACES.-

Notons :
(3.1) o (z,dz) = 3z, dz ],
c'est-b-dire, dans un repére R :

(3.2) w(z,dz) =2 <p, &x>-%$<dp, x>=<p, d&x>-3d<p, x>, ol Re=(x, p) ;

dw est évidemment de rang 24 : socn systéme caractéristique est dz =0.

Leg variétés lagrangiennes V de Z , qui sont les variétés de dimension £

sur lesquelles dw= 0, sont les variétés d'équations locales, hors du contour
apparent Z% de V :

(5.3) p=op L ()

ol P est la phase de V dans R ; @ est une fonction arbitraire quand V

est arbitraire.

Etant donné x € V, on peut choisir R tel que x £ ¥ et employer les

équations locales (3.3) au voisinage de ¥ R

Mais, si 1'on veut employer un seul repére, on devra préciser comme suit le

résultat précédent.
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x? et p. désigneront des coordonnées duales de x et p.
J

ILEMME 3.1, - Les variétés lagrangiennes de Z , dont la projection par
Ry tz = x est une variété de X de dimension k =4 et d'équations
k

)

<3'4> Xj=F~ (X1,...,X (k+1§j§£)9

J

sont les variétés V d'équations locales (3.4) et

awR( x1,...,xk) £ dF
(3.5) p, = T -2 = py (15isK),
dX J=k+1 i
ou st la phase de V dans R et ou 1 xk
uooep e phase de s e A R T ERTES )
sont des coordommées locales de V P est une fonction arbitraire de
1 k . .
Xy eeeyX quand V est arbitraire.
Si k = £, les équations de V se réduisent i (3.3).
Si k=0, 7V est un plan :
x = const. , p arbitraire ; ¢h = const.
Preuve. -
k 2 oF, .
i<p, dx> =3 (dp, + ¥ —< dp.) Adx’
. i, i 3
i=1 j=k+1 ox
k 2 oF. 5
=dy (pi+E —inJ.)dX-
i=1 j=k+1 ox

La condition dw = O sur V est donc l'existence sur V d'une fonction

1 e L. .
¢p de (x ,...,xk) vérifiant (3.5). La condition dim 7V = £, est que

1 k . . e
(x yeee,x, Dyt pﬁ) soient indépendantes sur V .

Notations. - Etant donné une fonction f : Z - F et un repére R, fR désigne

f(z) pour Rz = (x,p) ,

1

la fonction Z (4) =R telle que : fo (x, p)
c'est-z-dire f_ oR=f.
W est une hypersurface de Z d'équation

(2.6) W:H(z)=0 ,H #0

z
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Wy et %d sont les restrictions de w et £ a W.

LEMME 3.2 . - (E. Cartan) . - dw, estderang 24-2; son systime carac-

téristique est le systéme d'Hamilton :

J dp
(3.7) (75, k€01, ooy 1)) £2 =- =5 sur W,
R,Pj (x,p) R, x (X’P)

ol le vecteur (HR b’ " Hp x) est évidemment tangent & W.
! 9,

Preuve . - La condition
(3.8) (au )V Aar =0 sur W
‘ " W
s'éerit :
2-1
(d) A dsz di _ O sur W
(dw)
v (2.4) et (2.5) , ol 1'on choisit fgj_1 =P fzj = xJ pour identifier
(2.3) et (3.2), cette condition (3.8) s'écrit donc :
)
(3.9) D(fp , Hp 3 - By, fp 43 =0 pour Hge=0 ;
J=1 J

£

V' . . 1/ haad
elle n'est pas vérifiée identiquement ; done (dw 1;40 sor (do W) =0 ;

w)
donc le rang de dau, est 2 (£-1) et les relations équivalentes (3.8) et (3.9)

expriment que f,, est intégrale premiére du systéme caractéristique de dw

W w !
ce systéme est donc le systéme d'Hamilton (3.7) .

Note 3.1. - Nous emploierons, sur W, comme coordonnées locales, 24- 2
intégrales premidres indépendantes du systéme d'Hamilton (3.7) et une fonction

t telle que (3.7) s'éerive :

(3.10) dx:HR’p(x,p)dt , dp:—H.R,X(x,p)dt.

Définition 3.1. - Etant donnée une fonction g : Z - R, définissons, en z ,
g, €2 vpar
(3.11) dg=[dz, e ] ;

autrement d4dit :
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(3.12) Rg, = (gR’p,— gR,x);
le systéme d'Hamilton (3.10) s'éerit donc :

(3.13) dz=H_ 4t ;

f..=xY opour identifier (2.3) et

NI - _
vu (2.5), ol 1l'on choisit f2 j-17 p'j » Foy

(3.2) , la parenthdse de Poisson de g _et g' est :

= f > - t > . t
(3.14) (g,8') =<g'p ,r8y >~ <€y , 85, =g, e, ]

Le vecteur w o= Hz de W est appelé vecteur caractéristigue ; les courbes de

W tangentes i ce vecteur en chagque point de W, c'est-a-dire solutions du systéme

d'Hamilton (3,7) sont appelées courbes caractéristiques.

Voici le théoréme classique qui explicite les variétés lagrangiennes de V ,

c'est-a-dire la résolution de 1l'équation non linéaire du premier ordre, dont 1'in-

connue est une fonction ¢ :
H‘R(X’CPX) =0.

THEOREME 3.1 - 1) Le systéme d'Hamilton (3.7) posséde des (£-1) - uples

h,l,u‘. ,hz-1

d'intégrales premiéres indépendantes, deux & deux en involution, c'est-i-dire

telles que :

) £1-2

(3.15) (Vi, k €{1,.0sy, £-1}) (dw Adh, Adhy =0 sur W .

Etant donné 1'un de ces (4-1) - uples, une quadrature définit localement £

fonctions

go9g1 9 000y gL_1
telles que :
- £-1
(3.16) v=4g + 2, g, dh. sur W.

0 - J J

J=1

gy +es 8 4 » By ees b, . constituent 2 (£-1) intégrales premiéres indé-

pendantes du systéme d'Hamilton (3.7) . Si t est défini par (3.10) ,

(5'17) t9h1 3 ey h!{_-] ’ g1 y o0y gz_‘]
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o

constituent des coordonnées locales de W ; 8, est une fonction de ces coordonnées.

2) Les variétés lagrangiennes V de W sont les variétés de V gqui localement:

i) sont fibrées par des courbes caractéristiques :

t arbitraire ; h, = const ,..., h,(,..1 = const, g4 = const , ..y 841 = const.

1

ii) ont pour base B de cette fibration les variétés

lagrangiennes de l'espace 2 (£-1) de coordonnées

(5-18) X' = (h1 9 e ey h'z_‘]) ) p' = (g1 9 ooy g£_1) .

3) Si les coordonnées locales (3.17) sont employdes sur W, les éguations locales

d'une variété lagrangienne V de W sont les suivantes, aprés avoir convema-

blement permuté les indices (1,..., £=1), choisi k € {o0,.v.y24~1} et choisi

L-X% fonctions numériques réelles F

0 ! Fk+1 g ooy F;L..1 de k variables :

=
=
C.
1]

F (Byyeeesdy) (k+1=j=2-1)

3F (h ,...,h]) L-1 JF,
g = —2—1 -y == g, (1sisk);
i dh, . oh, 3
i J=k+1 i

t, ‘n1 yeos s hk’ By, 10 0 v By _ g sont des coordonnées locales de V . La phase

lagrangienne de V vaut:

(3-20) ‘5‘(t9h1’-~-vhkygk+19“-gz_1)=

gO (t,h1 ’ ooo,hk,gk+1 ,-.-gz_1)+Fo (h.],-oo ,hk)-

Si k=4-1, le sytéme (3.19) signifie :

3F (h,yeeesh, . )
o 1 £-1 .
= =is4- .
(3.21) g SH, (1=is4-1)
Si k=0, il signifie :
(2.22) h = const. , g arbitraire ; F_ = const.

Preuve de 1°) . - Le théoréme 2 et le lemme 3.2.
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Preuve de 2°) . - La condition que dw= 0 sur V , équivaut, vu (3.16) & la

suivante : l'application

(3.23) VBzH(h1,...,hL_1 ;g1,...,gL_1)€Z(L—1)

applique V sur une variété 3B de 2 (£-1) , vérifiant ) dhj A dgj =0 ;
J
B est donc de dimension = £-1 . Pour que dim V = £, il faut et suffit que :

i) dim B = £-1, c'est-a-dire : B est lagrangienne ;

ii) (2.23) applique une courbe caractéristique de V sur chaque point de B .

Preuve du 3°) . - Le lemme 3.1 , ol l'on remplace
7 , X, P v, dmR =<p,dx> sur V
par
£-1
2(4=1) , %'y p'fef(3.18) |, B, &F = D g dn, sur 3B,
5=

en sorte que (3.16) donme :

w:dgo+dFo sur Vi or w=4d¢ .

Le n° 4 va employer la

Définition 3.2 . - Etant donnée une variété lagrangienne V de W, nommons
mesure de V invariante toute mesure réguliére n de V invariante par le
vecteur caractéristique u de W ; c'est-a~dire : toute forme différentielle m ,
défimie sur V, homogene de degré £ en les différentielles et annulée par la

dérivation de Lie [6] .‘opK dans la direction de  :

(3.24) b n=0;

<8
c'est-a-dire, puisque par définition
L om=1i dn+di " et d- = 0O

telle que :
(3.25) d (i, v =0.

THEOREME 32.2. - 1°) Employons sur V - >, la coordonnée locale x = RX Z 3
R

la condition gque
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(3.26) n(z,dz)=xR(x) atx (XR: v\y + R)

est une mesure de V invariante s'écrit :

(5'27> <a% ’ XR (X) HR,p(X’CPR,X)>=O .

Vu (%.10), elle signifie que ; le long des caractéristiques engendrant V ,

d
(3.28) + D e Xp= 03
dt ; J R
J dx
c'est-a-dire, plus explicitement :
de £ L 2
j=1 R, x"p, J=1 k=1 Jj'k R, x'x
J D=9
R,x
2°) FEmployons sur V les coordonnées locales (3.17) ; la condition que
L= L-
(3.30) n=r(t b, g)at AT nA g (1:7-R)
est une mesure de V invariante s'énonce :
(3.31) la fonction T est indépendante de t . .
Preuve de 1°) . - Dans les coordommées choisies, les composantes de x sont :

dx=Hp (x, o5 )3
(2.27) exprime (3.25) .

Preuve de 2°). - Dans les coordonndées choisies, les composantes de x sont :

(d4t, dh, dg) =(1,0, 0) 3

(2.31) exprime (3.25) .
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4. CAICUL DE a U . - BExplicitons la définition d'un opérateur lagrangien,
clest-a-dire la formule (6.6) du Chap.II, § 1.

Notations 4 . - Soit a un opérateur lagrangien, associé & une fonction formelle

o _ ) l o)
a (V,-) - I%N \)r a’r (')

définie sur (- Z . Soit W une hypersurface de (2 d'équation
W:Hz)=0 , H #£0 .
2z

Soit V une variété lagrangiemme de W ; soit g S2 phase dans un repére R ;

soit une fonction indéfiniment différentiable

o V \z}R'ﬂ ¢ ;

x = Ryz  servira de coordonnée locale sur V \Z}R .

y/
Soit T = xpd X une mesure de V invariante (n° 3).

THEOREME 4 . - 1°) On a :

. 1 v (x) 1 Vg (x) N
(4-1) R(V’ " OX) [ (x) ]" 1%/[[\’[ ¥ Lr( ’GX) o(x)

ol Lr est un opérateur différentiel d'ordre = r , dépendant de 4,V et R .

0
(4.2) L(x) = a(xep ) .
2°) Si 2° =8 , alors :
1 _ 41
o) 2 d 2
(4-3) LO =03 L1 (X’S;E) o = X'R ?‘.-.E(a X'R ) ’
é% étant la dérivée le long des courbes caractéristicues de W [cf.(3.10)],

clest-a~dire la dérivée de Lie Jf .
2

2°) Plus généralement, SUpposons que ag stannule n fois sur W :

lsnsw 3

il existe alors un nombre m , entier ou infini, tel gue :

l=msn ,

LO = L1 = e = Lm—'] =0 ,
(4-4) l -%
3 2 d . )
Lm(x’ﬁ—}:> a(x) = Xp M(Z,E)(a XR )si m £
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l'opérateur différentiel M dépend de @ et W , est indépendant de V et R
il n'est pas identiquement nul sur W ; son ordre est = m

, 1'égalité n'étant

atteinte que si m=n

En général m=1 , 8 n>1 , L1 est donc en général la multiplication par
une fonction non nulle,

4°) Si a’ = H et si HR est un polynome en p , de degré s , de partie

(s)

principale Hp y alors :
Lr =0 pour r> s ,
(4.5)
1.2 2
L(xp) =2 %O w® ey

Si s=2 , les formules (4.3) et (4.5) explicitent donc a .

Preuve de 1°) . - La formule (6.6) du Chap. II § 1 s'explicite comme suit .

N 5 vop(x) v ep(x)
(4.6)  a(v,x,s S)alx) e T -2 —1— T (i) olx)

oll ﬂr est l'opérateur différentiel d'ordre r , fonction formelle de Vv

r -i1]

3 1 2
(4.7) Lvixsz) = Do I T
k:o I,Jo’o.an 0 k

J
o} . ] o}
a. (V"X’Cp )(P ) (— )

R,xIpI+Jo +-.v+Jk R,x R,XJ1 R,xJk dx

la somme P> étant étendue 3 1'ensemble des (k+2) - uples  LsJd _seee,yd.
I,Jo,l..,Jk - o k

de Z4-indices vérifiant la condition :
(4.8) 1] + tJOI +...+|Jkl -k=1r , 2= IJ1l,..., 2 = !Jk! :
cette condition implique évidemment : k < r , g l=r

Ces formules (4.6) et (4.7) impliquent évidemment (4.2) et (4.1), ob L, est

indépendant de v , alors que ﬁr en dépend.
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Preuve de 2°) . - (4.2) donne Lo =0 .0na Lr =4 s

la condition (4.8) signifie pour r = 1

ou: k=0, 11‘ =0 , ]JO) =1 ;

ou: k=0 , |1l =1, [JO!=0;

ou : k=1, II' =0 , }Jo[ =0 , |J1! =2 3
donc :

cette relation équivaut 2 (4.3)2 , vu (3.10) et (3.29).

0, 0

Preuve de 3°) .- Soit k € N ; il existe une fonction b : Q- C telle que :
o 0.0 %o
a = b . H ’
o}
ou : n,=n et Obo n'est pas identiquement nmul sur W , si n#£ o ;
n, = k+1 et b° =0 sur W y 81 n=o .,
Puisque

a® o0 =2a%.1° mod% [ef. Ch II, § 2, (1.5)] ,

il existe un opérateur lagrangien ¢ tel que :

n

1 9 1 1 9
%(V,X’; 6;) - ( ’X,V Sx ) o [H_R(V X,V dX)] = ;C;(V!Xf; 5) ;

1,0 o]

si ¢ ne s'annule pas sur W , notons b = ¢ , n, =0 ;

O o O

si ¢ stannule sur W , appliquons & ¢ le raisonnement qui vient d'&tre
O

appliqué & a ;

poursuivons par récurrence ; nous obtenons une décomposition du type De Paris [7 ] :

n
+ 1 9 1 1 d 1
aR(Vyxs-\; B‘; = _J Jb (V X’V OX) o [HR(V X, )] mod.vk—_m‘

[ n
TR~

Ov
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n, = k+! quand ° =0 sur W .

Vu le 1°) du théordme,

n
j vV (%)
(4.9) 2] fax) e =0 med —— ;
V]
notons :
n(k) = Inf (3 +n,) ;
{0,400 k} J

si m(k)~k , on a donc :

v op(x)

1
0 mod, —=——
VK+1

]

il

a;(vvxf;l)' {_35;) [C"(X) €

Si m(k) > k pour tout k , on a donc :

(VI‘) LI‘ =0 H

le théorgme vaut avec m = o .

Sinon, nous choisissons k tel que :

m(k) =k ;

nous définissons m = m(k) ; nous notons J 1'ensemble des J tels que :

Tu 1°) , Jb;(v,x,%-éé) est mod. % la multiplication par la fonction 9b°

la décomposition de De Paris donne donc, vu (4.9) :

v 9o (x)
1 9 R
ag(v,x,;-sz) [a(x) e 1=
5000y raty o d 2™y YR 1
by 3 b (z) [HR(V,X,V éx>] "w(x) e ] mod —
Jed v
ol 1=msn ;

J est fini, non vide ; 0€ J si et seulement si m=n ;

9 nvest pas nul sur W ,

Vu (4.3), , les relations (4.4) valent donc, avec :
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1 m=j

_ s 3100, o2 (&
LmCY = E b (Z) XR (dt) (Q/XR
Jed

1
- 2)

.
’

Lm n'est pas nul ; son ordre est =m ; cet ordre est m si et seulement si

En général cg ne s'annule pas sur W , donc n, = 0, nk)=1 , n=1

Preuve de 4°) . - a° = H ; donc L.=1L, ;v (4.7) oo 2= H , on peut

completer la condition (4.8) par la relation :

A
)

H|+UJ+”ﬁlﬁlzk+r_

Si r~ s , elle ne peut &tre satisfaite ; donc L_ =0 .,

St r=s , elle exige k =0 , (4.8) devient
IIl + !Jol =8

et (4.7) s'éerit donc :

- Il
2 S
LS(X’P> =2 It H( ) I (va) ’
I ' R, xp

la somme étant étendue & l'ensemble des 4-indices I tels que :

1] =5 3
autrement 4it :
s =J J
2 J d s
LS(X’p> = J?o ,j! < OX ) bp > HR(XQP) ]
S «
ol l'on peut remplacer 3, par ) , ce qui donne (4.5).
3=0 j=0

5. RESOLUTION DE L'EQUATTION LAGRANGIENNE a U =0 . -

Vu le théoréme 1 , les solutions de cette équation sont définies sur des sous-

variétés lagrangiemmnes V de la variété d'équation ag =0 .

Notations 5 . - DNous supposons gue cette éguation
2 = 0
o}

définit une hypersurface de 2 ; soit W 1l'une de ses parties régulidres. Soit
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r R, r

UR=E_1_01 e
r v

l'expression dans un repdre R d'une solution U définie sur une variété lagran-

giemme V de W , Nous employons les notations 4 .

Vu le théordme 4.1 , la condition que a U = 0 sur V’\Z}Ii s'écrit (Vr € M)

L r

ol

d T 5 - d
(5.), M) g () oy (0] +xg D Ty p(m) o (0 = 0
la premidre de ces équations s'éerit :
'1 d N - L
G wed) ez =0, ot 3(2) = xg 2(x) ag o (x)

est l'amplitude lagrangienne de U ; elle est indépendante de R .

Le théor2me 2.2 du Chap II, § 2 compldte comme suit ces équations (5.1) :

- 3r - 1/2 C pos . .
(5.2) Xg oR, est indéfiniment différentiable sur ZQR ;

rappelons que x£1 = 0 sur Z}R .

Note 5.1 . = 8i le nombre de fois que ag stanmule sur W est n> 1, alors,

en général, l'opérateur M est le produit par une fonction M : W C
non nulle ; les équations (5.1) impliquent donc que le support de U est

une sous-variété lagrangienne de la variété de Z d'équations :
H(z) = M(z) = 0 .

L'étude de ce cas exige que les n° 3 et 4 soient généralisés : il faut construire
les sous-variétés lagrangiennes V d'une variété domnée W de Z quand la
codimension de W est ~ 1 il faut expliciter a2 U , quand U est défini

sur une telle variété lagrangiemne V , Nous n'étudierons pas ce cas et l'excluons,

Montrons comment les conditions (5.1) et (5.2) permettent de résoudre 1'éguation

a U=0 en employant un seul repdre R .

IEMME 5 . - Soit K un arc d'une caractéristique engendrant V ; supposons

que l'ordre de M est < O et que le coefficient principal de M ne s'annule pas
sur K .
1°) Soit z' € K ; soit U' une solution de 1l'équation lagrangiemne a U' =0 ,

définie au voisinage de 2z' dans V .
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I1 existe alors un voisinage de K dans V sur lequel 1'équation a U =0

posséde une unique solution U telle que U = U' au voisinage de z' .

R
soit au voisinage

2°) Soit R un repere tel que ZQR soit transverse & XK et que X ne

s'annule pas une infinité de fois sur X OZ;R ; pour que UR
de K 1'expression dans R d'une solution lagrangienne U de 1l'équation

alU=0 , il faut et suffit que U, vérifie (5.1) et (5.2).

Preuve ; notations . - VK est un voisinage de XK du type :

4-1
VK =Bx I (B : boule lbl =1 de B ;3 I : segment ltl <= const. de R) ;

les segments b X I sont des caractéristiques ;

0 x I est la caractéristique donnée K ; z' = (0,0) ;
U Ij =1 est un recouvrement fini de I ; Vj = B X Ij ; J est entier.
J
Preuve de 1°) . - TFaisons un choix des VK et Vj ayant les propriétés suivan-
tes :

U' est défini sur Vo

a4 chaque Vj est associé un repére Rj tel que : Vj FXZ}R =g
J

1A

Ij est le segment Jj - 1=t J+ 1.

Si U a été défini sur Vo UV, U e UV,

1 3-1 (j > 0) , alors l'emploi de
(5.1) dans le repdre Rj permet de prolonger & Vj successivement les défi-

nitions de (YR.,O ”"’(yR.,r yesey UR , U 3 ces prolongements sont uniques.

J J J

Preuve de 2°) . - L'expression U, d'une fonction lagrangienne U définie

R
au voisinage de K vérifie (5.1) et (5.2). Il s'agit de prouver la réciproque.

Soient un repdre R , un voisinage VK de K et une fonction formelle

v
(5.3) Up= 5 = op_e
el v ?

définie sur V, \Z‘;R NV, , vérifiant (5.1) et (5.2).

11 stagit de prouver que UR est, au voisinage de X , l'expression dans R
d'une fonction lagrangienne.

Soit z' € K ; va 1°) , il existe une unique fonction lagrangienne U définie
au voisinage de K , dont l'expression dans R est UR au voisinage de z'

il s'agit de prouver que cette expression est U_ au voisinage de XK .

R
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Puisque cette expression vérifie, comme U (5.1) et (5.2) , i1 suffit de
prouver le théor2me d'unicité que voici : si la fonction formelle (5.3) est nulle
au voisinage d'un point de K , alors elle est nulle au voisinagede K .

Choisissons des VK et Vj ayant les propriétés suivantes :

Iﬁ est le segment : j - 1 =1t <3 ;3

</

A = U ) =I.0N

Supposons prouvé que :

Up = 0 sur VOUV,IU...U(VJ.\BJ.) (i >0) ;

v (5.2) X_1/2Q"R’r

(5.1) donne donc successivement :

posséde suxr Bj une infinité de dérivées, toutes nulles ;

o =0 \B

R,0 ,Q/R,»]:O 3 eee 9 O =O,o¢.,U =OSUIVJ

R +1 J+1

Ce lemme énonce de surprenantes propriétés des opérateurs différentiels M et Lr H

mais nous ne retiendrons que la conséquence suivante du 2°) de ce lemme :

THEOREME 5 « =~ Soit V une variété lagrangienne de l‘'hypersurface W ,

ou ag =0 . Soit R un repdre. Soit 1T = XR d x une mesure invariasnte de V ;

supposons que Xp 1€ s'annule pas une infinité de fois sur z;R ; supposons L;R

transverse aux caractéristiques de W qui engendrent V . Alors, pour gue

M 1 Vg
U= 5 — oo . e 'R
R €N vh R,z

v

soit l'expression dans R d'une solution lagrangienne U définie sur le revé-

tement universel V de V , il faut et suffit que ﬁR vérifie (5.1) et (5.2).

Note 5.2 . - Le lemme 5 et le théoréme 5 s'appliquent évidemment aux solu-
tions U , définies mod'Jg sur V , de 1'équation
Vv

.

(sem) .

a 6 = 0 mod.
N
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Y .

6. SOLUTIONS A AMPLITUDE LACRANGIENNE POSITIVE DE L'EQUATION LAGRANGIENNE
aU=0 mod 1/v2 : QUANTIFICATION DE MASLOV. - Définition 6.1 . - Nommons
hamiltonien toute fonction indéfiniment différentiable

H: O-R (0 : partie ouverte de 2)
telle que H, # 0 sur l'hypersurface W d'équation :
W:H(z)=0 .

On sait qu'en mécanique classique le systdme d'Hamilton (3.7) régit le mou-

vement des particules et plus généralement, celui des mécanismes holonomes.

Soit a 1l'opérateur lagrangien associé 3 un hamiltonien H ; il est donc

auto-adijoint ( §1,n° 6); la résolution de 1'équation

Al

al=20 mod 1/V2

est la recherche des variétés lagrangiennes de W possédant une mesure inva-

riante, que nous supposerons choisie - 0 .,

En effet 1'équation (5.1)0 s'écrit, vu (4.3) :

B _
at ~ 0
et signifie donc ceci : 1l'amplitude lagrangiemne de U est constante sur chacune
des caractéristiques engendrant V ; autrement dit : fm est invariante.
Nous lui imposerons d'8tre = O ; autrement dit, nous imposerons 3 1'ampli-

v

tude lagrangienne £ de U la condition

(6.1) B=0 .

(Rappelons que c'est le cas en physique, ol 1l'amplitude doit varier plus lentement
Von

que e ) .

La définition 3.2 (Chap.II, § 2) des fonctions lagrangiennes sur V exige la

donnée d'un nombre imaginaire pur Vo 1 que le chapitre III notera :

(6°2) v =% ’ (K> O) ’

0

car la physique quantique choisit onh écal 4 la constante de Planck.

Puisque
1/2
Q/RO=B(£) ’ o =0 ,
L
d x

la condition que U soit lagrangien sur V mod. % se réduit a celle-ci :
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1/2 v
) e
£
d x
2 1/2
est défini (c'est-3-dire : uniforme) sur V ; vu les définitions de (d x)

1/2 P
et 7T / (Chap. I, § 3, Coroll, 3 ;3 Chap II, § 2, Théor.2.2), cette condition

est la suivante :

Définition 6.2 . ~ Une variété lagrangienne V vérifie la condition gquantique

de Maslov gquand la fonction

est définie mod. 1 sur V ; cette condition est indépendante du choix du re-

pére R .

Note 6 . - Si V est orientée, au sens euclidien, alors Dp est défini

mod, 2 sur V ; la condition quantique de Maslov impose alors & chaque période

§ ‘z,dz] de U , c'est-a-dire A chaque période § < p,dx ~ de Pp
Y Y

d'avoir,mod. 2 n A l'une des deux valeurs : O, w ¥ .

Si V était 2-orientée, m serait défini sur V mod. 4 et cette condition

R
imposerait & 2N et ¢ d'8tre définis sur V mod.2n}h ; ce ne sera pas le cas

dans les applications que donne le Chap. III.

Nous venons de prouver ceci :

THEOREME 6,-1°) Soit a 1l'opérateur associé & un hamiltonien H . La condition

qu'une solution lagrancienne U , & amplitude lagrangiemne = 0 , de 1l'équation

(6.3) al=0 mod. 1/v2

puisse &tre définie, mod. 1/v , sur une variété V est que V possdde simulta-

nément les trois propriétés suivantes :

i) V est une variété lagrangienne de 1'hypersurface W : H(z) = 0 ;

ii) V possdde une mesure invariante (par le vecteur caractéristique de H) ;

iii) V satisfait la condition guantigue de Maslov.

2°) La donnée de V , possédant ces trois propriétés, définit U A un facteur

constant prés si et seulement si la mesure invariante de V est unique ; c'est-a-

dire si toute fonction indéfiniment différentiable sur V et constante sur chacune

des caractéristiques engendrant V est constante sur V .

Le ¢ 2 du Chap. III, appliguera ce théoréme .
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7 . SOLUTION DE CERTAINS SYSTEMES LAGRANGIENS A UNE INCONNUE . - Les théordmes
7.1 et 7.2 précisent le théordme 6 ; ils sont respectivement appliqués par le § 1
et le § % du chap. III.

THECREME 7.1 . - Soient a(J) (3 =1, veey L) 1les opérateurs lagrangiens associés

4 4 hamitoniens :

H(j) : 2o R (0 : partie ouverte de Z) ,

indépendants et DEUX A DEUX EN INVOLUTION ; c'est-a-dire tels que :

(7. am M ooram® o 5 (k) ¢ (@) Phaha® Z o, ov w=d[sa0] .

1
2

1°) la condition que le systdme :

(7.2) a' ‘U= .00 = a<£)U =0 mod 1/v2

possdde une solution lagrangienne U définie, mod. 1/v , sur la variété connexe V

est que V vérifie simultanément les deux propriétés suivantes :

i) V est une composante connexe de la variété de Z d'équations :

(7.3) v H(1>(z) = vee = H(L)(z) =0 ,

variété qui est lagrangienne ;

ii) V satisfait la condition quantique de Maslov (défin. 6.2),

L'amplitude lagrangienne de U est alors constante, gquand on choisit pour mesure de V

£
d2 Z

e dH(‘])A EwA d.H(’e)

(7.4) (Cf. Note 7) ;

V choisi, U est donc défini 3 un facteur numérique constant pres.

2°) Les dérivées de Lie ﬁij suivant les vecteurs caractéristigues %j des H(j)

"
commutent ; si V est compact, V est donc un tore, dont le groupe des translations

est engendré par les transformations infinitésimales qu

ﬁ‘ ‘
Note 7 . - DRappelons que d2 z est défini par (5.15), Chap.II, § 1 ; (7.4) signifie

que T| est la restriction & V de toute forme WZ de Z telle que

£ y
dH(‘])/\oon/\dH( )/\T\Q:dzz H
Z
1 est évidemment indépendant du choix de HZ i n est invariante par chaque nj .

Preuve de 1°) - D'aprds le théor2me 1 , le support de U appartient & 1'une des
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composantes connexes V de la variété d'équations (6.6).

Réciproguement, soit V 1l'une de ces composantes ; dw est de rang 2¢ , car
son systdme caractéristique est dz = 0 ; vu le théoréme 2 (E, Cartan), il existe

localement des fonctions Byr cvr 1 8y telles que :

. ()
w=4dg + 2 g, dH ’
0 : J
J=1
la restriction Wy de w & V vérifie donc :
dmv =0 ;
or : dim V=4 3 V est donc une variété lagrangienne.

Ce résultat pourrait d'ailleurs &tre déduit du théordme 3.1, 3°), (3.22).

Soit R un repére de 72 ; soit (x,p) = Rz ; la condition que H(j) et H(k>

sont en involution s'énonce :

ogtd) >gtk) >ptk) 5>gtd)
< x 3p ~ T < dx ' Jp T T 0 3
clest-a-dire :
P k

(7.5) £ 1% o,

A < (3)
en notant ¥ . la dérivée de Lie suivant la direction caractéristique de H J

J

n

S @)

wt = o dp ’ 5 ) -

De (7.5) résulte :

d'autre part la définition de la dérivée de Lie donne :

d'ol, vu la définition (7.4) de T

(v5) z;jn=0-

v

Vu le théordme 4 2°), la condition qu'une fonction lagrangienne U définie
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v

sur V vérifie :

est donc que son amplitude lagrangienme £ vérifie
(Vj) : Z B=0 ;

puisque les H(J) sont indépendants, c'est-a-dire vérifient (7.1)1 , cette condi-
tion s'énonce :

B est constant sur V .

La condition que la fonction U soit, mod. 1/v , lagrangienne sur V é&quivaut

donc, vu le n® 6, & la condition quantique de Maslov.

Preuve de 2°). - Vu le chap. II, § 2, (1.1) s, le commutateur de a(j> et (a(k) :

;

(203) k) _ G0 L)

o a -a
est 1l'opérateur associé 3 la fonction formelle :

2o 5 5 K e ) |

z = 2

la condition que H(J> et H(k) sont en involution est que cette fonction for-
melle est nulle mod. 1/V2 ; clest une fonction impaire de v ; elle est donc

nulle mod. 1/v5 ; d'ou :

(7.6) [a(j) , a(k)] =0 nod., 1/v5 ;

or, vu le théorgme 4 2°),

: (5 Ve 1 YPR /2 -
(Vo) a,é‘]) (o e R) =7 e XR/ L4 j (v "{‘31/2) mod. 1/\:2 ;
"

donc

a3 Y9

vy
), ol /Py

1
)=—e
v "

3 ,i?k](aXéJ/z) mod.1/v3 ;
%

donc, vu (7.6)

[.Z;{J ’g}(k]-—-o ;

les transformations infinitésimales - ’ yeeey L 2 engendrent donc un groupe abé-
" "

lien d'homéomorphismes de V , si V est compact ; d'ou2°),
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Complétons ce théoréme 7.1

THEOREME 7.2 . - Soient £ opérateurs lagrangiens a(j) (3 =1 50eey £)

COMMUTANT L'UN A L'AUTRE et égaux, mod. ;% , aux opérateurs associés & 4
v

e

niens sont donc en involution [c'est-i-dire : vérifient. (7. 1) ]. Posons le problime :

hamiltoniens indépendants [c'est-a-dire : vérifiant (7.1) ] ; ces hamilto-

définir sur une variété comnnexe V , mod. 1/vr+1 , une solution lagrangienne U
du systéme :

( 4
(7.7),. Sy o a2 mod 1AV (z=z 1) .

Supposons vérifides les conditions, i) et ii) dont le théor?me 7.1 prouve la neces-

sité ; alors ce probldme a une solution U si et seulement si, en outre, les deux

conditions suivantes sont simultanément vérifiédes :

iii) une solution de (7.7)r_1 existe sur V ; (nous la supposerons explicitée) ;

v

iv) une fonction V - £, ye définissent 1'intégration d'une forme de Pfaff définie

P ~ R <7 . . . . - . ’ .
et fermée sur V \ g et la condition d'avoir des singularités polaires sur.

, est une Tonction V3¢ ; 1 la ¢onnaissance de cette fonction résout expli-

;
—

It

cltement le prcbleome ) .

Quand i) ii) iii) iv) sont vérifides, alors, sur V , la solution U de

(7’7)r est définie 3 un facteur prds, qui est un nombre formel de phase nulle.

Préliminaire & la preuve . - Soit R un repdre de Z ; soit V vérifiant i) ;

énon¢ons comme suit le théor2me 4 1°) 2°) : soit B : V \Zg-C

vpp(x)

(7.8) 29 (nxd 2 (P p(x)

dx

) =

vop(x)

x/2(x) e 5L owed) et

relN v

ou Mi est un opérateur différentiel d'ordre < r , dépendant de a(J> et V 3

I _ . w2 Y
Moo= 05 M = Z 5o
Hn

(3)

L'hypothdse que les opérateurs a commutent s'énonce :

(7.9) (v2) & [

S=0

s+1 r—s+1] =
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Preuve . - Soit U une fonction lagrangienne, définie sur V , d'amplitude
lagrangienne BO = 1 3 notons son expression dans le repdre R

1/2 Vo) 1
U.(v,x) = x e > o= g (x) ,
RV R <N NI

ox : P .—_1,br:V\ER—.C .

o}

Supposons que U est donné mod. l; et vérifie (7.7)r_1 :
Vv

Bo seess By 4 soODE donnés et, vu (7.8); vérifient :

s .
(7.10) Z./ M% 3S—t=o po.ur 'j=1 g 000y I/ P s=1 906asey r Y
t=1

La condition que U vérifie (7.7)r est que :

r+1

(7.11)  (¥3) =M B -0 ;
s=1

<] r+1-8

cette condition est un systéme de £ équations, qui définit (Vj) Mi ﬁr , Clest~

3 1a

a-dire : (Vj):f B clest-3-dire d8 , en fonction de Bo reves Blq 3

J
n

condition d'intégrabilité locale de ce systdme, c'est-a-dire la condition que
l'expression de df qu'il donne soit une forme de Pfaff fermée, s'énonce, puisque

les Mg = b 3 commutent :

n
. T+l r+1
. J - J -
(V3,k) Mo 2 Mi Prit-s Mﬁo 2 Mg Priios 0
§=2 s=2
c'est-a-dire, en remplagant s par s+1
r . r .
J f J
(7.12) 591 [M1 ’ M§+1] Prst é? [Ms+1 ’ Mf] Pros ¥
. J_omd o
291( s4+1° M1 Ms+1o 1) Er-s =0 .

or (7.10) . oli 1'on remplace t et s par t + 1 etr-s+1, implique :

S+ 1 s+1 t+1 Br—s—-t =0,

r . .
Z}Mk1oMJB +EI"IkoMJ
r-s

s=1 s,t
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r-1 r-s
o 7, signifie L b ; autrement dit, cette somme est étendue & 1l'ensemble
S, 1 s=1 t=1

des couples d'entiers (s,t) tels que :

t=s , 1=t , s+t=1r ;
autrement dit, (7.10) implique :
r . r s-1 .
5 M oMmE + 3 D ML oM .5 =0
o1 s+1 1 Tr-s a9 s-t+1 t+1 "r-s

et de méme :

r s=1

r . .
oMo+ p » oM o
s=1

0 o g =
S+1 1 a2 41 t+1 s=t+1 Tr-s

La condition d'intégrabilité locale (7.12) s'écrit donc :

r ]

J - .
521 ézg [Mt+1 ’ Mﬁ-t+1] Br-s =0 3

elle est donc vérifide, vu 1l'hypoth2se de commutativité (7.9).

Le systéme (7.11) définit donc une fonction

BI':V\ER__)C ’
4 l'addition preés d'une fonction localement constante sur V \ Z&i « Avec ce choix
de Er , UR est localement, sur V \ Zé sy l'expression dans R d'une solution
lagrangienne de (7.7)r .
Vu le lemme 5, 1°), qui vaut mod. 1/vr+2 , 11 existe donc une solution lagran-
gienne de (7.7)2 sur V , dont l'expression dans R est UR , 2 1'addition pres
3 Br d'une fonction constante sur chaque composante de V \ Z%i ; vu le théoréme
5, l'addition 2 Br de l'une de ces fonctions fait que xﬁBr Br est indéfiniment

différentiable sur V sr est donc alors défini a l'addition prds d'une fonc-

tion constante sur V | c'est-i-dire d'un multiple de Bo

Vu l'hypothdse ii) 1la condition de Maslov est vérifiée ; vu le n° 6, pour que
U soit lagrangiemne sur V mod. 1/vr+1 il est nécessaire et suffisant que Er

soit une fonction : V- ¢ . D'ou le théorzme.

CONCLUSION . - V,P, Maslov [10] nomme "asymptotiques" les "solutions définies

mod. 1/v" étudiées n° 6 et 7. Elles n'ont pourtant aucune raison d'@tre égales
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mod. 1/v 2 une solution lagrangienne U de 1l'équation a U =0 (cf. théordme 7.2

et chap. III, § %) ; et une expression Up d'une telle solution U n'a aucune

raison d'&tre le développement asymptotique d'une solution de l'opérateur différen-

tiel ou pseudo-différentiel que aR peut définir formellement : les exemples

traités au chap. III le montrent.

Le caractére le plus évident de cette analyse lagrangienne, suggérée par 1l!'étude

de V.P. Maslov [10], est son originalité propre.

Elle est formelle ; du point de vue physique, c'est donc aux grandeurs non

observables de la physigue guantigue qu'il n'est pas absurde de 1l'appliquer.
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f 4. SYSTEMES LAGRANGIENS HOMOGENES A PLUSIEURS INCONNUES.

Généralisons les résultats les plus simples du § 3 : ses théorémes 4,5,6 et 7.1.

U
1. CALCUL DE T amn U_ . - Etendons un résultat de (8], n° 8, en explicitant
m=1

sa preuve ; nous généraliserons ainsi le théoréme 4 du ¢ 3 .
. . . oq 2 m
Notations 1. - Soit a une u Xy matrice, dont les é1éments a

(m,n=1, ..., u) sont des opérateurs lagrangiens, associés i des fonctions for-

melles de phases nulles, éléments d'une matrice

e} [+ 0 2
a = 7, ; a, s oua, Q0 + cH*
re€W v
Soit W une hypersurface de Q, d'équation

Soit V  une variété lagrangienne de W ; soit ¢ s2 phase dans un repére
R ;3 notons
(1.1) b (x,p) =a, (2), e(x,p) =a, (2) pour (x,p) =Rz;
Soit o = {a1 y ey au} un vecteur, dont les composantes sont des fonctions indé-
finiment différentiables
\ .
a v Zé + C;
x servira de coordonnée locale sur V \ 7 .
R
. 4 . . o
Soit  m= vy d'x une mesure de V  invariante ( § 3,n° 3 ) .
THEOREME 1 . - 1) On a :
+ 1 a r vch(X> 1 VCPR(X) a
(1-2) aR (V,X,TB_X)LO’(X)G ]= 2 —?e LI‘ (X,'a—X—)Q/(X) ’

rEH VvV
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ou Lr est une u X u matrice, dont les éléments sont des opérateurs différen-—

tiels d'ordre =, dépendant de V , a et R .

(1.3) L, (x) = b (x,0p ) -

2°) Supposons dét b = H. Il existe deux u- vecteurs non nuls , f t g

fonctions de (x,p) € W tels que :

u u
(1.4) bf=0, g=0, clest-b-dire: N b £ =0,% & % =0 ;
m=1 nom n=1 n

choisissons-les, ce qui est possible, tels gque sur W :

fm gn soit le mineur de bi dans la matrice b,

c'est-a-dire tels que :

(1.5) aB= 3 f_ g dbi mod. H .
m,n

Notons

b n

<g,u> =), g u pour tout vecteur u = (uﬂ, ceey uu) .

n=1
Evidemment, vu (1.3) et (1.4) :
(1'6) <g<x’CPR,X>’LO (X)Q<X)>=O'

Cette formule est complétée par la suivante, ot vy est une fonction arbitraire :

v \\Z}R + € et ou é% est la dérivée le long des courbes caractéristiques

de W c'est-a-dire la dérivée de Lie £u

(1.7) <glxaay o) by (g ) v () £ (e, ) 1>
P& g e T eg ) v

ol J (x,p) est défini sur W par la formule

(1.8) J=- %mz,jn [Ce™ o0 ) £+ 00 (&%, £) + g (on, £ ) ]+mz,ngn c’:l £
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dans laquelle (., .) désigne la parenth®se de Poisson, définie par (3.14), § 3

N

Voici ées propriétés de J , évidentes sauf la premidre :

Mote *.1 . - J ne dépend que de b, ¢ et des restrictions de f et g & W.
Note 1.2 . - La multiplication de f par h : W - C\ {0} multiplie g
c = . ] dh N
par h et ajoute N T a J .

Note 1.2 . - Si la matrice b est syméirique et la matrice ¢ antisymé-
trigue, alors J = 0, car on peut choisir f=g.

Note 1.4. - Supposons les matrices b et ic self-adjointes ;c'est en parti-

culier le cas quand le matrice a est self-adjointe, c'est-a-dire quand

(Vim,n) ay = (ag) ;

alors les valeurs de J sont imaginaires pures, car on peut choisir g=1f .

Preuve du théoréme . - 1°) résulte du théoréme 4, § 3 . Pour prouver 2°), notons :
abm (X ) p)
n m m n
a:aR,cpzapR(x),bn_bn (x,px),bnx_ e !pchx , etc.
i . . .
en sorte que, x et P, étant les composantes de x et P (i, =1,...,4)
b, . g
(1.9) T = b it D bnp ¢4 .
3x nx j=1 j x xJ

Vu la aéfinition (6.3) - (6.6), $1, de a' :

+m 1.9 ) v 1 _ Ve,m .
an(v,x,—v—ax)[ume l=e bn(x,c,x)ozm+
ewp m BCym m m m ] 1
r 1 . 1
L ob —+ (= 5 © . + 2 2b . +¢ )o |mod. —
v 3 npj 3x Y i, npipj %+ x? J 1’1xJpj noon v2
d'ol, vu (1.9) et la définition (1.2) de L,
Oy 4>
<g, L, (x,37) > =
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T o = + D gn(%E—ajbﬁp““c)O’m’
i,m,n pj dx J m,n J 9ox 3
d'ol, en choissant a = ‘yfm , vau (1.5)
<g,L. (v£)> = nH Y
1 . DL 3 J
J J X
r1 o= n .m afm 1 n o) m n m
[t & b TtED e FRLCIE S DI N S
Jym,n pj ox Jym,n ox 3 m,n
donc, vu (1.5) et la définition de d—d{ sur W
(1.10) <g, L, (vD)> =it D2\ )y,
1 dt . J P.
J ox J
oL
n .m afm 3g™ n
(1.11) J=% % g b -t D —5—.bn £, +5 & o f_
j,m,n pj 3xY j,m,n dxY pJ m,n n
Oor, vu (3.28) § 2
(g ). 1 dxg
. = - ’
(1.10) équivaut done & (1.7). D'autre part, vu (1.4)
o) n.m ) m
(D e v )=—-(D b £)=0;
ox n dx m

(1.11) peut donec s'dcrire :
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m n
f - by g
_ I 3b - ST
J=% L - —_— =& +Egncn £
J,m,n aXJ aXJ aXJ m,n
m n
fmp. bnp . € .
J J J
c'est-h-dire, vu (1.9) :
m n
L -0y g
(1.12) J =% O £, be g +Egnclr’jf,
j,m,n mx’ nx? pj m,n =
i n
b
mp np. gp
J J J
car
m n
fm ~bn g
m n
Z\/ f b €. ¢ i J = o,
i,j,m,n mpl npi pl X X
m n
fmp. bnp. €.
J J J

puisque le déterminant ci-dessus est une fonction anti-symétrique de

or (1.12) équivaut évidemment & (1.8).

Preuve de la Note 1.1. - (1.8) s'éerit

[
1}
!
nl-

I m n m n m
D (e t)+eg (b, £, )] +D & ¢ £ 3
m,n m,n

(i,3).
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or, vu (1.4), il existe des fonctions régulidres 128 telles que :

" n m n
m
donc, sur W ou H=0:
ggﬁ n o, m n.m
=17 .
n m,n m,n

donc J ne dépend que de b,c,f et de la restrictionde g & W.

2., RESOLUTION DU SYSTEME LAGRANGIEN aU=0, QUAND LES ZEROS DE det a_ SONT
SIMPLES .- Alors le n° 5 du § 3 s'étend aisément .

Notations 2 . - Conservons les notations 1. Vu le théoréme 1 1°), les solutions

du systéme

(2.1) 2 a_ U =0

sont définies sur les variétés lagrangiennes V de l'hypersurface W d'équation

(2.2) W:H=0, ou H=dét. b ; (par hypothdse : B, £0 sur W.)
Soit
v @
UR = %3 ';lf O[R, T € f
1'expression, dans un repére R , d'une solution
U= ( Uy yeves Uu )

du systéme (2.1) , qui s'écrira :

al=20;

les Um sont des fonctions lagrangiennes définies sur V < W; les % . sont
,

des fonctions : V \ 7 - c" . Vu le théoréme 1, la condition a U =0 sur

v\ gtéerit R (Y r €N)

R
z 3
(2.3), L, () o (0 D I, GgE) e L () = O
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vu (1.6) , elle implique :

r
o
<g(X,CPR X) !E LS (X’BX)QRI'—S (X)>=O'
’ a=1 ’

P XM telles gque la relation

Notons Mo 1'une des matrices V -

L, (Do) =ar(x),0h <g(x,v ), e (1)>= 0, [o(x),a (x)EE"]

équivaut & 1'existence de v : V\T =+ C tel que :
R

@ (x) +v () £ (xhmy )=t () @ (%)

sous la condition (2.4)r , 1'équation (2.3)r s'écrit donc :

r
d

(2.5), o L (D+vg (@D (xyep ) +s§1 My (B) Lo (xy53) ey L g(x) =0
et, vu (1.7) , 1'équation (2.4)r+1 stécrit :

d -1/2 -1 T d ~1/2

—_ : “ 4 < - > =
(2'6)1' dat (YR,er )+JYR,rX * g(x,ch’x),E Ls+1 (x, ox )e (x) X 0.

R s=1 R,r-s R

Le théordme 2.2 du §2 compldte comme suit ces équations (2.5)r et (2'6)1' (r €W):

(2.7, o ., X% "2 et dono YR X Sr-1/2 est indéfiniment différen-
? R ’ R
tiable sur 2, ; rappelons que X = Q sur
R R R

Le lemme 5 du § 3 s'étend aisément : il montre que les conditions (2.5) (2.6)r
- r

et (2'7)r permettent de résoudre le sytéme aU=0 en employant un seul repére

R ; plus précisément (cf. § 3, théordmes 5 et 6) :

THEOREME 2.1 . — Soit V une variété lagrangienne de l'hypersurface W

définie par (2.2) ; soit V son revétement universel. Soit R un repére .
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-1
Soit m = XR dzx une mesure invariante de V ; supposons que X g ne
s'annule pas une infinité de fois sur 5 ; supposons 2 transverse aux
R R
caractéristiques de W qui engendrent V . Alors, pour que
Ve
1 R
U, = 2 —_ e
R rén v R,r

soit 1'expression dans R p d'une solution lagrangienne U = (U1, oo ey Uu) y

définie sur V [ow sur V], du sytéme a U = 0, il faut et suffit que (Vr € )

: V\Y »+C vérifient
R

les vecteurs « : VA + " et les fonctions

R,r

0 <<

YR,r

les conditions :

v, @
o 'R
: =Y
(2.5)., ,(2.6)r , (2.7)r [ et_que YR,z © : v \ER c].
Note 2. - Ce théoreme s'applique aux solutions, définies mod. —é&T y, 4 l'addition
vep v v
prés de j% fe R , ol @ e o R : V- Ckl[ou v - Cu] , du systéme :
v
al=0 mod
s+1
Evidemment : v
THEOREME 2.2. ( Réduction mod. ;% d'un systdme 3 une équation). - Conservans les
v

hypothéses du théoréme 1. 2°), qui définit H et J . L'existence sur VC W

[ ou sur V| d'une solution du systéme lagrangien
(2.1) aU=0 mod —= c'est-a-dire : 2 &® U =0 mod -~
2 2’ : n m 2’
v m v
équivaut & 1l'existence sur v [QE_V'] d'une solution de 1'équation lagrangienne
(28) ' [ _1_
. a' U' =0 mod 5 ’
v
92_ a' est 1'opérateur lagrangien associé 4 la fonction formelle
H+ - J .
v

A toute solution U du systéme (2.1)2 corregpond une solution TU! de 1'équa-
tion (2.8) telle que

U=0f mod —— .
v
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Le chapitre IV emploiera, dans le cas particulier de 1'équation de Dirac, un

théoréme de réduction analogue au précédent .

3., UN SYSTEME LAGRANGIEN PARTICULIER a U=0, POUR LEQUEL LES ZEROS DE
dét. ag SONT MULTIPLES. -~ Le chapitre IV emploimra l'extension suivante du

théoréme 7.1 du § 3 . (Le théoréme 7.2 de ce § 3 admet une extension analogue).

THEOREME 3 . - Soient a(k) (k=1,...,4) des p X p - matrices dont les

(k)

Ve ’ Pl [ .4 1
éléments sont des opérateurs lagrangiens ; supposons a associé mod 5
\Y

a la matrice

i) g —1- 506

ol E estla p Xp- matrice unité, H(k) Q= C et J(k) est une u X u
2
matrice : 0 =+ C* . Notons V la variété d'équation
L

(3.1) V:H(1) (z)=...=H()(z)=O.

(k) 1
Supposons que les a commitent mod. -3 et que

v

dII(1) AN 3 H (2) £ 0 au voisinage de V.

Alors :
1°) Les hamiltoniens H(k) sont deux & deux en involution : V est une variété
lagrangienne ; sa mesure
£
_ d2 z
nE W v

am’" A....AdE

est (Yk) invariante par le vecteur caractéristique x(k) de H(k> '

gqui est tangent X v . 8i V  est compact, V est donc un tore, dont

les transformations infinitésimales £, (k) engendrent le groupe des transla-

tions -
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2°) Soit U = (U1,...,Uu) un vecteur, dont les composantes U, sont des

fonctions lagrangiennes ; pour qu'il vérifie le sytéme lagrangien

(3.2) (Vk) a(k) U=0 mod.

il faut et suffit que U soit défini sur V et que les amplitudes lagrangiennes

g =( 51, ooy Bu ) de ses composantes vérifient le systéme d'équations aux dérivées

partielles du premier ordre ¢

(3.3) @), 5y + 1 eo 0 ou (1), p) - (x) P

et ol (., ) est 1la parenth®se de Poisson (3.14) du § 3 ; ce systime

dquivaut i un sytéme de Pfaff complétement intégrable

(3.4) dB=wB , c'est-a-dire dBn = 3 wﬁ Bm , ou les éléments wﬁ
o .

de la p X g matrice w sont des formes de Pfaff définies sur V ;B doit

vérifier, outreJQB.ﬁ)ﬁla  condition quantique ) :

o

(3.5) (2 )%#pe :
d x R

Note 3 . - La condition que (3.3) est complétement intégratle s'énonce :

ol
(3.6) dow=wAw, ol ®wAw est la matrice d'éléments 7 dh A wﬁ

elle est donc vérifide ; elle équivaut 2

(3'7) (‘V'i , k) (H(l), J(k))_ (H(k) , J(l))+ J(l) J(k) - J(k) J(l)___o , ol
i k
(H(l), H( ) ) =0, en notant, dans un repére arbitraire R
(1) S0y _ 5 g0 [ L (1) ()
(B~ ,J ):EHP -0 By g
=1 P53 x 5= 10 Py
(5.6) z . - 1 t . . . » (j) _l_
ou (3.7) équivaut 3 la commutatibilité des a mod. . -
v
Preuve de 1°) . - Soient Um (m=1, ..., ) des fonctions lagrangiennes
définies sur V , d'amplitudes lagrangiennes By, 5 soit U= {U1, ceey Uu) ,
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g =(8,, veen B ) . Vu le théoréme 4 du § 3 :

k) 13 172 YR _(x 3 1
(38) a.;()(v,x,—v-a—x—)U=—v- XR/ e L()(X,a) B mod.'v—z' s

ou L(k> est une u x p matrice, dont les éléments sont des opérateurs diffé-

rentiels d'ordre 1 ; la partie principale de L(k) est £ E, £ étant
(0 )

la dérivée de Lie suivant le vecteur caractéristique u(k) de H(k) et E 1la

a(k) commutent mod. L ;  donc les

3

A

L X u matrice unité. Par hypothése, les

L(k> (x ’é%i ) commitent ; leurs parties principales iy (k) commitent donc ;
"

k
les %( ) sont donc tangents & la variété V d'équation (3.1)

D'ol 1°) (Cf la preuve du théoréme 7.1 1°), § 3.)

Preuve de 2°) . - Le systéme (3.2) équivaut, vu (3,8), au systéme :

(3.9) () 1) (x, 2y 8 =0;

puisque les £ (k) commitent, on peut trouver sur V des coordonnées locales
t1 yosey tL telles que

(3.10) £ - % ;

vu le théoréme 4 du n° 3% :

(k) 8 y_ 0 (k) |
(3.11) L (x’ax)'atk +J ;
le systeme (3.9) , d'inconnue B:V - Ck devant vérifier (%.5), équivaut donc

au systeme de Pfaff sur V:

dg+wB=0,

L
k=1
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est une p X p matrice, dont les éléments sont des formes de Pfaff. Puisque les

a(k> commtent, les L(k) définis par (3.8) commutent, ce qui s'énonce, vu
(2.11)
(k) (1) : .
TN 8 J (1) ;(x) _ () (i) _
(%.13) 3t - 3% +J J -J J =0,
i k
ou encore, vu (3.6) : d® = w Aw . C'est la condition d'intégrabilité compléte

du systéme (3.4) ; vu (3.13) et (5.10) cette condition est aussi exprimée par (3.7).



