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CHAPITRE IV

EQUATION DE DIRAC, AVEC EFFET ZEEMAN.

INTRODUCTION

.« -

Le § 1 résout mod.

5 un probléme lagrangien homogéne i plu-
v

sieurs inconnues, qui est l'un des plus simples de ceux auxquels s'applique le

théoréme 3 du chap. II, § 4 ; la résolution de ce probléme introduit le guadruplet
de nombres quantigues qui intervient dans 1'étude de 1'équation de Dirac.

5 au systeme
v

plus simple qu'a résolu le § 1 ; cette réduction est analogue au théoreme de réduction

Le § 2 réduit, en analyse lagrangienne, 1'équation de Dirac mod.

2.2 du chap. II, § 4. Ce § 2 prouve ainsi que les solutions lagrangiennes, définies
1.

mod —5

NV

sur des variétés compactes, de 1'équation de Dirac (atome 3 un électron, dans

un champ magnétiqué)exisfent pour des niveaux 4 énergie qui sont exactement ceux pour

lesquels existe la solution classique de cette éguation (compte tenu des effets
Zeeman et méme Paschen - Back) .

§1. Un probléme lagrangien 3 deux inconnues.
ce § 1 donne une application du.chap. II, § 4, théoréme 3.
10

CHOIX D'OPERATEURS COMMUTANT mod. ——

5. - Comme au chap. III, § 1, n°1,
\Y

notons :

(1.1) X = X

B ; x,p€B ; R(x)= |x|,P(p)=1Ipl,Q(x,p) =<p,x>,L(x,p)=x Ap|
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en sorte que :

(1.2) L +Q =P R ;
notons (M1, M, M3 = M) les composantes de x A p .
Vu le chap. ITI, § 1, (1.3), les trois fonctions suivantes sont deux & deux en

involution (cf. chap. III, § 1, n° 2) :

(1.3) 80 (x,p)=R[L(x,p)s M(x,3)s Ax,0), R(x)]5 B2 (x,p)=12(x,p) 1 B3 (x,p)=M(x, ).

L'emploi du chap. II, 4, théoréme 3 exige la donnée de trois L X p matrices,
*
fonctions de (x,p) € X & X , telles que les matrices d'opérateurs lagrangiens

associés aux trois matrices

k) (E : p Xp matrice unité) commutent mod 1,

(1.4) H(k) E+ %— J( 3
()

\

Vu la note 3 du chap. II, § 4, puisque les sont involution, cette commutation
équivaut i la condition (Vi, k) :

(15), =8, Sy g S0y, (8) fe) o) (1)

ou (., .) est la parenthdse de Poisson .

Choisissons u=21: les valeurs des J(k) sont des matrices, opérant sur les
vecteurs de 1l'espace C2 , que nous munirons d'une structure hermitienne ; nous
choisirons les i J(k) self-adjointes. (Les vecteurs de ¢®  se nomment spineurs).

Notations . - Notons o, = 1 la 2 x 2 matrice unité ; toute 2 x 2 matrice

auto-adjointe est du type Xy Oy * 05 X étant un nombre réel et © une matrice

_auto—adjointe, de trace nulle ;

(1.6) o=c[x1,x2,1%]=( : )=X1o1+x202+x303

et ol
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gont les matrices de Pauli, gqui vérifiant les relations

2 . . s ‘
(1.7) o =1,0,0 ==-0 0,00, o5 =1 (la matrice unité est notée ooz=1);
d'ou :
2 2
(1.8) o[ x]= x 1.
Note 1.1 .- Rappelons les conséquences de (1.8) : soit u un isomorphisme de

2

¢®  conservant sa mesure : u, € su(2); u, of x]'u51 est self-adjointe, de

trace nulle, donc du type o (y) ; notons y =u x :

o [x)wl
2

o fux]= u,

vu (1.8), u conserve ‘x‘z : plus précisément, u est une rotation de E3 :

u € S0(3) ; d'ol un morphisme

sSU(2) u,t—u €s0(3) ,

2

qui est un revétement d'ordre 2 de SO0(3) .
LEMME t. - Supposons donné
(1.9) J(1>=if05+ig0[x/\p],
ol :
£ (x,p) = £ [L(x,p), M (x,0),Q (x,0),R(x) ], g=g[L,M,Q,R ] ;

alore on satisfait (1.5) en choisissant :

(4.10) HC NN C N
2 3
Note 1.2. - Les relations (1.5) restent évidemment vérifiées quand on ajoute
aux H(l> et J(k> des nombres complexes arbitraires (c'est-a-dire : leurs produits

par la matrice unité, notée : o, = 1) .
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Preuve de (1.5), , - - =2, Dy_ 0. car, vu le cn. IIT, §1, 1o 1,

L est en involution avec Q, R, M= M3 et de méme avec M1 et M2 .

Preuve de (1.5)1’% . - Puisque M est en involution avec L, Q, R:
1 . .
(1.11) @, Dy 2 ig(M,ofxApl)=igo-M,, M, ,0],

car un calcul immédiat et classique donne :

= M .

M, M) =-M,,M,M,) =M,

D'autre part, (1.7) implique :

o Q[XAP]-O[XAP>03=210[—MQ,M1,O];

3
d'ol, vu les définitions (1.9 ) et (1.10) de J(1> et J(B)

(1.12) J(B) J(1> - Jm) J(3)=- i gc[—MZ, M, o].
De (1.11) et (1.12) résulte (1.5)1,3 .

La preuve de (1.5)2 2 est évidente.
b

2. RESOLUTION D'UN PROBLEME LAGRANGIEN A DEUX INCONNUES . - Notations . - Soient :

les 2X2 matrices d'opérateurs lagrangiens assocides aux 2 X2 matrices :

(2.0)  BlLMQR)+ 12 [LMaR] ox+ 1 glL,m,0,8] o [xAp], 17, 1 ;

étudions les solutionsg U= (U1 ; U2) du systéme (dont le lemme 1 et la note 1.2

prouvent 1'intérét) :

- .12 _ 21 ' - i i - 2
(2.2) af’gU_(aLg L S LOL)U_(aM-MO-V m' o+ 5 c%)U_Omod.v2 ,

ol U1 et U2 sont deux fonctions lagrangiennes définies sur une variété lagran-

gienne COMPACTE V y ou X4' et m' sont des nombres réels voisins de O ,

de carrés négligeables et ol Lo, M, sont deux nombres réels .
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Notons, comme au chap. III, § 1, V [LO , Mo] la variété lagrangienne de E @ E

d'équations :
(2.3)  vitom]:Eln,M,eR])=1(xp)-L =M (x,p) -M_ =0;

guand elle est compacte, c'est un tore, dont les coordonnées sont
t mod. ¢ [LO,Mo] , ¥mod. 2 n, ® mod. 2 7 ;

r [LO,MOJ, puis t et ¢ [LO,MO] sont définis au chap. ITI, § 1 par (2.5) (2.6)

et (2.7) ; nous supposerons que, sur V [LO,MO} ;
(f-28)c[L,M] et Lge [L,M]

sont voisins de O et de carrés négligeables ; nous noterons, pour V [LO,MO],

done I [LO,MO], compactes :

£ =Ny [L,M ]+ £luM ,QR]at, g =1 [ e[t ,M_,q,R]at,
F[Lo’Mo] riL ;M|
(2.4) >
/ M
2ne [L,M ] = f§+2_L: £ 8 +6 >0; ol e | <1
nous verrons que fo » 8y € gsont de carrés négligeables.
THEOREME 2. - Les variétés COMPACTES V de E5 ® E3 sur lesquelles sont

définies des golutions U du systéme (2.2) sont les tores V [LO,MO] tels gque :

L=p(t+2-2) , M =4 (m-mw),

(2.5)

oj-

A+ D+ (ed hnl=fnsdelh(eed) ,fhul,

L, m - £, n étant trois entiers vérifiant les inégalités :

(2.6) ml =2 +% , 4<n;

ol

L' et m' sont des nombres voising de O , arbitraires, sauf quand m = £ +

ils doivent étre alors choisis tels que :
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<
(2.7) | <L .

Note 2.1. ~ U seranoté U ou U_ suivant que (2.5)3 vaut avec le choix
+ ou - ; l'amplitude lagrangienne B = (61, B2) de U=1U_ seranotée B, ;

elle vérifie les relations :

B (t+c(n M ], ¥, 9) = 011 B, (t,v,2),
(208) B+(t’ Y*’z“vQ) = Cig Bi(t’ Ys¢)’
B+(‘t,‘Y,§+2‘n) = C+ 5+(t,‘i’,§);
T B S
les c, sont des nombres complexes, de module 1, valant :
-k

_L 2 i(e N [LO,MOJ + m'NM[LO,Mo] e [LO,Mo])

(2.9)
2nid! 2nim!'
C = e = e .

*2 3

Preuve . -~ Vu le lemme 1 et la note 1.2, le théoréme 3% du chap. II, § 4
s'applique. Les V  sur lesquels une solution U du systéme (2.2) est définie
sont donc les revétements des variétés V  d'équations (2.3) ; celles des V qui

sont compactes sont donc les tores vV [LO,MO]. Cherchons quand U est défini sur

v [LO,MO], c'est-a~dire quand
vV @
o 'R
1/2
(2.10) (-—§—>/ e %8 o+ v m]oc®,
d’ x
ol RO est le repére utilisé,

arg n=0, arg d3 X = mR ’
o

ré ' 3 - .
mRo et @Ro étant 1'indice @e Maslov et la phase de V [LO,MO] dans R

vu le chap. ITT § 1, (%3.5) et (3.4)
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= [-l‘f’]— [-l arc tg -H—Q'] ou | ] = Partie entidre de
m.Ro T - HR [ e 00 es e gy
(2.11)
chO=Q+LO Y+ M $,

o Q est défini au chap. III, § 1 par (2.8).

Achevons 1'application du théoréme 3 du chap. II, § 4 .Vu les notes 3.2 et 3.3

du chap. III, § 1, les vecteurs caractéristiques x, o 1 My
L

H,L2,M sont :

nool dt=1,d‘¥=HL ,d§=HM H

® ot dt =0 ,d‘¥=2Lo,d¢=O;

g P dt=0,d¥=0_ , 4@

]
—
.

des hamiltoniens

Le systéme (2.2) équivaut donc, vu ce théordme, & la condition :

S

3 . 9 ; -
(-a—t-.{.i{\L'g\—y'-l-H]wa@)ﬁ-FlfOBB"'lgo[X/\p]B

1%

. i
-im" B +3

3B .
S% -i4rp=0, 2

=4

3

=0,

0 ;

c'est-a-dire au systéme de Pfaff, que ce théordme affirme &tre complétement inté-

grable :

(2.12) aB+i [f os

Vu chap. III, § 1, (1.5) :

done, vu chap. ITI, § 1, (1.12)5 et (1.11) :

o[x/\p]=Lo [01 cos ¢ sin ® + 9,

dt+gc[xAp]dt—#(dY-HLdﬂ-(W—%cy(dé—%ﬂﬂ]ﬁ=ﬁ

sin $s3in® + 0, cos® ] ,

3
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A

ou

I:-*IOS

.
’

(2.13) cos & =

(@]

done, vu (1.7) 3

c[xAp]=Loc1(mm 4+ io sﬁ1§)sﬂ19+Loc cos®

3 3
iégs
= Lo o, e sin @ + LO 03 cos @
-3t 3405
=L e (0, 8in @ + 0, cos®) e .

1 3

D'autre part, les fonctions A et p de [L,M, t] définies par chap. III, §1,

(2.10) vérifient, vu chap. III, § 2, (2.3) :

(2.14) i
Notons :

_%% @+ i 4 (Y+A)+im' (84 p)
(2.15) B=e v

le systéme (2.12) s'éerit donc :

(2.16) dy+ if (f - %‘HM) o +1L, & (g1 sin & + o, cos @) lvdt=0;

la vérification que ce systéme est complétement intégrable est évidente : vy est

indépendant de ¢ et Y et ntest fonction que de t .

La condition (2.10), que U est défini sur V [LO, Mo] , S'énonce donc :

i . .
( )1/2 . VOQ+vOLO‘Y+vO Mo $ -~ -é— 05§+1£' (‘i’+>\)+1m' (‘1’+H)

2
dBX

y:V 2C

Or Q,A,un ne dépendent que de t et, vu chap. III, §2, (1.4) et (1.5),

croissent de

(2.17) b, 0=2nN [Lo,Mo] y by A=2nN, [LO,MO] y by w=27 Ny [LO,MO] ,

quand t croit de ¢ [Lo,Mo] i N est défini au chap. III, § 1, par (2.9) .
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Si nous nmotons v_ = i /¥ ( > 0), la condition (2.10) que U est lagrangien

-nio

sur V s'énonce done, vu (2.11), comme suit, car e ER
il existe € € R tel que :
5 i
(2.19) v(t+ o [TM ])=e" "0y (3)
(2.19) ;{ N[LO,M0]+L'NL+m'NM+%+ e=-%{LO+L'—-%=I—1{MO+m'—%= 0 mod.1

La recherche des solutions vy de (2.16) vérifiant (2.18) est classique :

[(f-%EM)03+LOg(c1ﬁn@+030080)]

est une matrice gelf-adjointe, de trace nulle, fonction périodique de t ; la période

est ¢ [Lo,Mo] ; la 2x2- matrice u(t) définie par

(2.20) du+i[(f-%H.M) o + - (01 sin @+ 0, cos®) Judt=0,u(0)=1,

3

est donc une matrice unitaire, de déterminant 1 : u € S U (2) ; ellevérifie :

u (t+e M 1) =u () uelL,M]) ;

la solution générale de (2.16) est

v (8) =u (t) 6, ol 6 € €% ;

pour que v vérifie (2.18), il faut et suffit que & soit 1'un des vecteurs

propres de la matrice u (c[LO,MO]) € 8U (2) ; notons :

+ X
(2.21) e~ 27 e[Lo’Mo] (0= e[LO,MO]EE%) les valeurs propres de11(c[Lo,Mo]);
dans (2.18) :

Donc, la condition qu'existe une solution lagrangienne U de (2.2) définie sur

le tore V [LO,MO} est qu'existent trois entiers L, m - %, n tels que :
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1 1
2L+ % N [LO,MOJ + LN +m Ny=mn+ ¢ [LO,MO] ,

i

(2.22)

L +28' - t=4,- M +m =m, ou M|<I_ .
o} o} o o

i

Cette condition ne suppose pas £', m', (f- HM) cl[L,M],Lge [L,M] Qe

carrés négligeables sur V [LO,MO] .

U et B seront notés U+ et ﬁ+ suivant que (2.22) vaut avec + e[LO,MO];

va (2.15), (2.17), (2.18), o e=7% ¢ [L ,M ], B vérifie (2.8), les c
0’0" Tt e

ayant les valeurs (2.9) .
Supposons négligeables les carrés de L' , m' et les carrés des dérivées de
He: (2.22) se réduit u (2.5) : les entiers £, m, n doivent satisfaire la

condition (2.5)3 , qui est indépendante de £4' et m'. Vu que L etn sont

entiers, que € est voisin de O et que N >0, (2.5)3 implique £ <n ;

puisque 4' et m' sont voisins de O, (2.5),1 et (2.5)2 impliquent {m{§§L+-1/2,

ce qui achdve la preuve de (2.5) .

I1 reste a prouver que e [LO,Mo] a l'expression approchée (2.4) . Puisque,
sur V [LO,MO]
(f-2Hy) ¢ [L,M] et Lge [L,M]

sont supposés voisins de O et de carrés négligeables, la solution de (2.20) est,

mod. ces carrés, vu (2.14)2 :

t %
u=1—i[(-lg-u+det)o§+Lofgdt(o1 sin ® + o  cos @) ]
e} o]

c'est-a-dire, en choisissant le second membre dans S U (2), comme u :

t %
_i{'(%u+‘ffdt) 03 + Lofgdt (01 sin © + 05 cos® ) |
0 0

u=e
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donc, vu (2.17), la définition (2.21) de ¢ [LO,MO] et la définition (2.4) de

fo et 8,1 * 2ne [LO,MO] sont approximativement les valeurs propres de la

matrice self-adjointe de trace nulle :

£, o5 + &, (01 sin @ + 05 COS ©) ;
or, vu (1.7) et (2.13), son carré est :
- > 2 .2 o M >
- (fo + g, cos ® < + g sin”" @ =f_ +2 i; £, 8, + &)

d'olu 1'expression approchée (2.4)2 de e [LO,Mo] .

Note 2.2. - Les nombres quantiques
L,m,n, +1

sont ceux qu'emploie la résolution classique de l'équation de Dirac, en leur
imposant une condition :
- plus stricte que (2.6) ;
- moins stricte que celle que, vu (2.7), leur imposerait le choix : £' =m' = O,
4 savoir :
(2.6)P1S ml=2-%2, 2<n.
Voici cette condition.

Définition 2. - Le chap. III, § 1 résout un systéme 3 une inconnue, analogue au
gsystéme (2.2) quand on y choisit £' =m' = 0 . Au chap. III, § 1 1l'amplitude
lagrangienne de 1'inconnue est nécessairement constante ; c'est conforme au caractédre
de 1l'amplitude @ et de la phase Vo, ®p en physique : o doit varier moins vite.que

v @
e © I{. Rapprochons-nous de cette situation : donnons-nous un quadruplet

L, m,n, +1

vérifiant la condition (2.5)3 d'existence (V £' , m') d'une solution de (2.2)
lagrangienne sur V [LO,MO] ; imposons & (£' , m') de donner des valeurs voisines

de son minimum & la fonction :
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(2, m') 1Ci1 —112-+ $Ci2 - 1|2 + ’Ci3 + 1}2 €ER,

c'est-a-dire, vu (2.9), puisque 22 et m?  sont négligeables par rapport i

L' et m' i la fonction :

(2", m")E> 22 s m? g FA N, +m' Ny - e]z €R ;

si ce choix :
€
2 2
1+NL+NM

vérifie la condition nécessaire (2.7), alors, et alors seulement, nous dirons que

(£' , m') wvoisin de + (n

LMy

le quadruplet (£,m,n,+ 1) est admissible.

A § 2 (équation de Dirac) , le cas suivant se présentera :
Exemple 2 . (NL,,NM) est voisin de (- 1, 0) ; donec (&', m') est voisin de
- €

+§,

vérifient la condition (2.5)3 et, les signes se correspondant, la condition :

0) . Vu (2.7) : les quadruplets (£, m,n, + 1) admissibles sont ceux qui

(2.23) 0=4<n , Iml=2+3.

L'usage, en mécanique quantique est de noter

-

J:Li—

et d'employer des quadruplets de nombres quantiques :

(L’m)n’j=!’t ']2;);

ils sont admissibles s'ils vérifient (2.5), et gi :

3

(2.24) 0s4<n , ml=j3;
il leur correspond alors, pour chaque choix admissible de (£',m'), des solutions
U de (2.2), égales entre elles, & un facteur de proportionnalité prés ; ce facteur

est une constante €C.
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§ 2. L'équation de Dirac.

L'équation de Dirac est un systéme & 4 inconnues ; les théorémes 2.1 et 2.2 du

chap. II, § 4 ne g'y appliquent pas, car les zéros de dét. ag sont doubles.
Le théoréme 1, dont 1'énoncé ressemble i celui de ce théoréme 2.2 du chap. II, § 4,
1 N .. N .
change s mod. 5y ce systéme & 4 inconnues en un systeéme auto-adjoint & 2 inconnues.
v

Par suppression de termes, qui sont négligeables vu 1l'ordre de grandeur du champ

magnétique, le n°® 2 transforme ce systéme en 1'¢ équation de Dirac réduite) , qui

est du type résolu au §1 .

Le n° 3 constate que les niveaux d'énergie définis par cette équation de Dirac

réduite, en analyse lagrangienne, sont ceux que définit la résolution classique de

1'équation de Dirac, méme quand le champ magnétique est assez intense pour produire
1'effet Paschen-Back.

Mais le n°® 4 obtient une probabilité de présence de 1'électron qui différe de

celle de la mécanique ondulatoire et gs'apparente & la premiére théorie quantigue,

1. REDUCTION DE L'EQUATION DE DIRAC, EN ANALYSE LAGRANGIENNE. - Donnons-nous

deux applications,indéfiniment différentiables, et une constante :

A:Es\{O} -'Fl“_;B:E3 -’R;CER+ 3
soient a' et a' les deux 2 X2 - matrices d'opérateurs lagrangiens dont 1'expres-

sion dans Z (3) = e B est:

a' = A(x)+ o [% —aa;+B(x)],a"=A (X)'O['j)_'aa;’LB(X)] ’

o étant la 2 X 2 - matrice définie au § 1 par (1.6) ; a' et a" sont auto-

adjointes ; elles sont associés aux matrices auto-adjointes.

A(X)‘*‘O[P“'B (X)] et A(X)—o [p+B(x)];
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1'équation de Dirac est le systeme :

(1.1) a' U'=CU" , a" U"=¢CTU',

dont les inconnues U' et U" sont des vecteurs ; imposons aux 2 composantes de
chacun de ces vecteurs d'étre des fonctions lagrangiennes , définies sur une méme
variété lagrangienne COMPACTE V de 2 (3) = B en .

L'équation de Dirac (1.1) équivaut évidemment

i) au systéme d'inconmue TU' :
(1.2) [02- a" o a'|U'= 0 ;
ii) au systéme d'inconnue TU" :

(1.3) [ -a o a"] o" =0 .

Le calcul de 02 ~-a" oa' et 02 - a' o a" est aisé et classique ; pour expli-

citer le résultat, notons :

2
H(x,p) =% [p+Bx)P+$-22% (x),

(1.4) ;
, i i d
gt (xyp) =50 5z AB) ]+ 2o (A ), 0"=5 0[5 AB-20(a ],
ou
d
3= AB = rot. B ;
% [Cz - a" o a'] est la matrice associde 3 la 2 x2 matrice : H + %- J'
%-[02 - a' 0 a" ] est la matrice associde & la 2 x2 matrice : H +-% J";
Note 1.1. - Ces matrices ne sont pas auto-adjointes, mais adjointes 1'une 3
ltautre.
Notations . - Soit W 1'hypersurface de B ® E5 d'équation
(1.5) W:H(x,p)=0;

soient B' et PB" les amplitudes lagrangiennes de U' et U"
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Br sV ac® 5 BTV (2,

Vu le théordme 4 du chap. II, § 3, 1l'équation (1.2) équivaut, mod.-% , aux
v

conditions :

Vcow,

t

(1.6) & e -0,
ou égg est la dérivée de Lie, £K , suivant le vecteur caractéristique u de V.
De méme, (1.3) équivaut, mod.-%g , aux conditions : V C W ;

v

d_B" "t " _

(1.7) it + J"B" =0 .
Vvu (1.1) , B' et B" vérifient sur V les deux relations équivalentes :
(1.8) {A(x)+op+B(x))} B =CB" ; {A~c [p+BlYB"=cCp".

L'équivalence de (1.2) et (1.3) prouve l'équivalence des équations (1.6) et (1.7) ;

la relation (1.8) transforme évidemment les solutions de 1'une de 1l'une de ces

équations en les solutions de l'autre.

La définition (1.5) de W exprime l'éxistence d'une fonction

p W - R+
telle que :
(1.9) A=Cch2p ; |p+Bl =Csh2p;
notons
(1.10) 'T=Eﬂi;55 o [p+B], en sorte que : =1,
va §1, (1.8) ; dtou :
+20pT
Ce = A+ o[p+3B] ;

la relation (1.8) liant B' et B" s'écrit donc :

B" = e Bl ;
elle exprime l'existence d'une fenction

B : Vo (2



Ch. IV, §2 - 282 -

telle que :

les relations équivalentes (1.6) et (1.7) s'écrivent donc :

(1.11) 7551 +JB=0,

ou la 2x%x2 - matrice J wvaut :

(1.12) Jd = epTa(l—'t(e_pT)+epTJ'e_pT=e_pTdit(epT)+e_pTJ"epT.

Nous allons prouver que cette définition de J équivaut & (1.14), ce qui rend

évident le théoréme suivant :

THEOREME 1. - La résolution sur V, mod. ;12- , des systdmes (1.2) et (1.3),
équivalents & 1'équation de Dirac (1.1), équivaut & la résolution du systime & deux
inconnues :

]
(1.13) aU=0 mod. =5,

2

\Y

ou a est la matrice d'opérateurs lagrangiens associde & la 2 X2 -matrice :

1

H + J 3
\Y)

H est défini par (1,4)1 et J par:

L o
(1.14) T(x,p) =500 "Bleg poode+m) na_ 1.

"
Note 1.2. - 3 J et par suite a sont auto-adjoints. D'ou, vu la note 1.1,
1'intérét de substituer (1.13) a (1.2) - (1.3) .

Preuve de (1.14) . - Vu les définitions (1.4) et (1.12) de J',J" et J, il

suffit de prouver les formules suivantes, ou <. , . > est le produit scalaire

dans E3 et rot. R =—a- AB:
dxX

(1.15) 'g‘{epT'g—t (e_pT)+e_pT%C(epT)}=

A
A+ C

-%(A-c)okmts]-% o[@+B)AAX]+%<p+B,rMLB>Tthp;



Ch. Iv, §2 - 28% -

(1.16) -i4—c{ep'rc[rot.B]e—pT+e PTs [rot.B]epT}=

i

5 Ao [rot.B]—% <p+B, rot.B>r th p ;

(1.17) %{epTc[Ax]e—pT—e_pTc[Ax]epT}=

5ol (e+B) na ]

Note 1.3. - Les relations de Pauli [ § 1, (1.7) ] s'écrivent :

(1.18) (Vx,y €8) o [x]oly] =<x,y>+ic[xry] .

D'olu, en particulier :

(1.19) o [x]olyl +olylox]=2<x,y>;

(1.20) o [x]oly)l-olylolx]l=2i0 [xAy].

Preuve de §1.15) . = DPuisque 1'2 =1 et que P est a valeurs dans R :

rer
e =chp+ 7 shp ;
donc :
- +PT -
e+pTdit(e- )=e+pf[§-%shpt'r%%chpt%% sh p ]
_ ., 8 FpTdr :
=+ T ti—e at shp ;
d'ou :
p1T d -pT -p7 4 pT gt .2
(1.21) il e a—t(e P ) + e a-t-(e )}=_TESh P
our calculer T = , dérivons la définition (1. e T
P lcul gt déri la définition (1.10) 4
ar de - 4 .
Cdtsh29+207dtch29-o[dt(p+B)],

dtol, vu (1.9) et (1.10) :
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o® r L on® 2p=--%i§-+c[p+B]c[ (p+B) ];

done, vu (1.18) et wvu que 2% = 2, |p+B[2 sur W :

(1.22) cz'r%% shi2p=1io0 [(p+B) A é% (p+3B) | .
Vu la définition de é% , chap. II, § 3, (3.10) :

H-rR G F--F &0
d'ou, par des calculs aisés :

4 (p+B) = - (p+B) ANrot. B+ A A_,

dt X

(p+B)/\ (p+B) = lp+B‘ rot. B —<p+3B, rot. B> (p+B)+A(p+B)/\Ax;

puisque

2C0ch?p=Clchop+1]=4a4+0C, b+BF3=A2—02,

(1.22) s'éerit donc, vu (1.10)

2 CT%TE sh? p= i(A-C)o[rot.B |-1i <p+B, rot. B>‘rthp+1A 5 c[p+}3)/\A K
dtol (1.15), vu (1.21)
Preuve de (1.16)et (1.17) . - Soit y € B ;

(1.23) e PTo [yl et?™ =

olylen® o+ 2{roly)-oly)r) sh2p -roly]rshlp ;

or, vu la définition (1.10) de T et la formule de commutation (1.20) :
c .
(1.24) 5 {rolyl-olylrlshee=1c[(p+B)Ay];

vu (1.10 et (1.19) :

2
Csh2p

Tely]= <p+B,y> -olylT;
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donc

(1.25) roly] T = gEy <p+B v > T-a [y]
vu (1.24) et (1.25) , (1.23) s'éerit :

+P T e

Ce olyle™ " T = a0yl -<p+B,y>7tho+ io[(p+B)Ayl.

d'ou les deux formules :

SiePTq (y] e P T4 P Tyl T = ao[y]-<p+B,y> T th o,
2

g—{epTo [yl e P -e P olyl "=l (p+3) Ay],

qui prouvent respectivement (1.16) et (1.17) .

2. L'EQUATION DE DIRAC REDUITE, POUR L'ATOME A UN ELECTRON, DANS UN CHAMP MAGNETIQUE
CONSTANT. - Choisissons A, B et C tels que la fonction H définie par (1.4)1
soit 1'hamiltonien de 1'électron relativiste, placé dans un champ magnétique
constant : H doit étre, au facteur u preés, la fonction définie par les formules
(4.15) et (4.18) du chap. III, §1; done :

A est fonction de R ; la fonction R # R A (R) est affine ;
B=% (-bxz, bx1 , 0), ou bER ,

Dans 1l'expression (1.4) de H, négligeons B2 , comme le fait (4.20) au chap. III,

§ 1 ; dans 1'expression (1.14) de J, négligeons de méme

i1 y i <
le terme 5 110 © [B/\Ax] par rapport a 5 C [ o AB],
bl A}f
car, sur V, 170 sera négligeable par rapport & 1; les expressions (1.4) et

(1.14) de B et J se réduisent donc i :
(2.1) B(x,p) =2 +vu+c®-22@®) ],

ol: bet CER ;R RA (R) est affine ;
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Ap

i i
_ i g Apl.
(2.2) J (x,p) 5 ch 5 7—” A0 o [ x p]
H et J étant ainsi choisis, la matrice d'opérateurs lagrangiens associée a

H+1J
Y

sera notée a, et nommée £ opérateur de Dirac réduit ) .

Note 2 . - H, défini par (2.1), s'identifie donc, au facteur u prés, & la

fonction définie par la formule (4.20) du chap. III, § 1 ; d'ol :

ol : ¢ est la vitesse de la lumiére ;

p et e sont la masse et la charge de 1'électron, Z le nombre atomique du noyau ;
E est le niveau d'énergie de l'atome ; il est voisin de u c2 ;
X est 1l'intensité du champ magnétique.

Nous substituons a 1'étude de 1'équation de Dirac celle du systéme :

- 2 _ 214 - wm _ i i -
(2.3) a U-(az—Lo— > Lo!a')U_(a.M M Vm'+2V03)U—O,

ou le vecteur U a deux composantes, qui sont des fonctions lagrangiennes définies

sur une variété lagrangienne COMPACTE V de B @ EB, et o L' et m' sont

réels et de carrés négligeables.

Le théordme 2 du § 1 s'applique & ce systéme (2.3), au moyen des deux lemmes

suivants, qui l'explicitent.

LEMME 2.1. - Une valeur approchée de la fonction e, définie au ¢ 1 par (2.4)3est:

M
2.4 _ 1 / 2., _0
(2.4) G[Lo’Mo]‘< (1+NL) +2LO (1+NL)NM+N§[,
ol NL=NL[LO,MOJ,NM=NM[LO,MO] .
Preuve . - Explicitons les valeurs de f_ et g_ , définies au § 1 par (2.4)1

et (2.4)2 . Vu (2.1)
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2 2
L+ b
(2.5) B(r,m,q,R]= 25 2 2ms 267 - 4% ()
2R
donc :
L b
= 75 = 5 i
iy, 2 =7

or vu chap. III, § 2, (2.3)
Moo= o Hp o My T o By

vu chap. III, § 2, (1.5), on a, en écrivant T pour T [LO,MO]:

donc :

. 0 b
(2.6) ;’ 3 at=-2nN, ,£ 7 dt= - 2mNy.

Cette dernidére formule et la formule (2.4)1 dgu §1, o £f=1b/2, vu 1le choix (2.2)

de J, donnent :

(2.7) fo = -7 NM .

Vu ce choix de J et au § 1 la définition (2.4) de g, .

L

0
(2.0) 8=~ 2 iy
or vu chap. III, § 1, (2.14) et vu (2.5), ona sur T :

(2.9) dt:'di>O’HQ=—Q'2';donc:dt=———RgR>0;
R

LO A dr LO 4R
1 _0O 0 dh
(2.10) Ej’Q A+C ;2 m Ny - TR
r r
Calculons une valeur approchée de g  : sa valeur pour b = 0. Vu (2.5), 1'équation

de I est alors
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(2.11) r: Q2=A' (R) A" (R)-Li , ou A'(R)=RA(R)+CR,A"(R)=RA(R)-CR;

A' et A" sont des fonctions affines ; vu la note 2 : A' croit ; A'(R)> 0

pour R> 0 ; d'ol, par un calcul de résidu facile :

L 1]
0 R
(2.12) { T T dR=2m;
or, vu (2.11)2 :
i S e S
A' TR A+C "’

les relations, (2.10) et (2.12) prouvent donc que

(2.13) g,=-n(1+N) .

Les formules (2.7), (2.13) et, au § 1, (2.4)3 prouvent le lemme.

Les hypothéses faites au § 1, n° 2, y compris celles de l'exemple 2 du § 1, sont

vérifides, vu le :

LEMME 2.2. - Les valeurs des grandeurs physiques définissant A, B et C (Note 2

sont telles, que pour les niveaux d'énergie E qu'emploiera le n°® 3 :

f‘o=-nNM,go=-n(1+NL), N, Ny, N
L

sont petits par rapport & 1 .

Preuve. - L'expression de N [. , .] est donnée au chap. III, § 1 par (4.8),

ot A, B, et C_, sont définis par 1'identification des formules (4.6) et (4.20)

de ce chap. III, §1

2, 2
c“(pc+2B XM A ) L N
(2.14) MLN[LO,MO]=QZ [ sl ;2 X Mo 1] %7 (_}{2)2_&222 £,

ol :Z,c, 1, €, B et JH sont les grandeurs physiques définies par la note 2,

2 .

€ < 1
(2.15) o = ie -7 est la  constante de structure fine)), sans
dimension ‘;
(2.16) B = éﬁ%& est le € magnéton de Bohr ) .
Le n° 3 choisira :

02 02Z2

0< %E—- -1Zz 5 ( = : de 1'ordre de grandeur de ; n entier)
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1l'énergie magnétique BJE trés petite par rapport & 02

L
2 MO,/ﬁ entier, ne prenant pas de grandes valeurs ; jf >

.
’

ol

D'ol le lemme.

3. LES NIVEAUX D'ENERGIE . - Notations . - Les formules (4.23) et (4.25) du
chap. III, § 1 ont déji défini la fonction F valant :

(3.1) F(n,k) = ! ;
M1+ ( aZ 2),2

notons le signe de ses dérivées :

F >0,F >0.

F permet de donner a la relation :

(3.2) Kk +N [ k,dm] = ¥n ,
ol N a l'expression (2.14), la forme :

2

B = ;ch [uc2

2
+2 BMn ]F (n,k) ,
c'est-b-dire, au degré d'approximation utilisé ici :

(3.3) E=pcF (n,k) + BXm ;

dans ces formules & est la constante de structure fine (2.15) et B 1le magnéton
de Bohr (2.16)

THEOREME 3 . - Les niveaux d'énergie E pour lesquels le systime (2.3)

(ot £4' et m' sont réels et de carrés négligeables) posséde des solutions

lagrangiennes ADMISSIBLES (§ 1, définition 2), sur une variété lagrangienne COMPACTE,

sont définis par les quadruplets de nombres quantigues

(3.4) j=4+%,m,n
tels que :
(3.5) L,m-%,n sont entiers ;

(3.6) ml=sj,0=2<n,.
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A des quantités négligeables preés, E s'exprime comme suit, en fonction de

(3.7) k=3j+%,m,n:
2 o2 N/F2 4m B& ‘5%;32]
(3.8) E=wc F(n,k)+ S—[J/F +55FF + E ]+ pXn.

k u0.2 u2 04

Le signe + est le méme dans (%.4) et (3.8) .
Note 3.1. - Pour J =0, puisque F, > O, (3.8) se réduit i

(3.9) E=ypc’P (n,k) .

Preuve. — Vu le théoreme 2 du § 1, les niveaux d'énergie E tels que le
systéme (2.3) ait des solutions définies sur des variétés lagrangiennes compactes
sont ceux qui vérifient la condition (2.5) du § 1 ; vu la valeur approchée que le

lemme 2.1 donne de € [LO, Mo], ces valeurs de E sont approximativement celles

qui vérifient la condition :

H(t+5)+N K (£ +8), ful=

ya
2 m
(3.10) = fnx L an)? AR (1) w402
ml =2+%, £<n;f,m-%, n entiers ; 1+ N et N, petits .

Vu 1'équivalence de (5.2) et (3.3), une approximation grossiére de E est donc :
O[222

2h2

(3.11) Bopc?F(n,t+3) -pc [1-

ce qui suffit & justifier 1'emploi du lemme 2.2 et & déduire de (2.14) que

1 + NL <0 ;

Vu (2.14), Ny = 0 pour F =0 ; donc (3.10)1 s'éerit, pour ¥ =0, vu que

Bk + N [Ak , Km] = ¥n

et pour # quelconque :
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(3.12) Kk+N [Hk, ﬁm]—yiru -]é-[/(wN g . (1+N)NM+N§+1+NL].

2L-+1 L

Tu l'exemple 2 du §1 et le lemme 2.2, la condition que des solutions admissibles
du systéme (2.3) correspondent i un choix de 4,m,n et E vérifiant (3.12) est

que

c'est-a-dire qu'on ait (3.6) et (3.4), le signe + de (3.4) et (%.12) étant le

méme .

Puisque (3.2) équivaut & (3.3), d'une part (3.12) s'éerit :

(3.13) E = uczF(ni%[/(1+NL)2 2“1(1+N)N +N2 14N Lk)+B8&m;

d'antre part les deux relations suivantes sont équivalentes (V dk, dm, dn):
2
(1+NL) dk+ Ny dm=dn, uc (Fn dn+ F d k) + BH dm=0.

Cette équivalence signifie que :

2
¢ F
holp ek B
n 1-+NL NM

donec, puisque Fn‘> 0 :

[«/(HN) 2“1(1+NL)NMNﬁ+1+NL]Fn=

~// 2  4n 3 2@ 5 .
B+ 52 +1 M RS
uc u c

(3.13) équivaut donc i (3.8)

Note 3.2. - Les niveaux d'énergie qu'obtient le théoréme 3 sont exactement ceux
qu'obtient la théorie classique de l'atome de Dirac : voir par exemple Bethe et
Salpter [2] ; pour & = 0, leur formule (14.29), p. 68, s'identifie & notre formule
(3.9) et, pour A# 0, leurs formles (46.12), (46.13), (46.15), p. 211, s'iden-

tifient & notre formule (3.8), leurs notations correspondant comme suit aux ndtres :
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Bethe -Salpeter : EO =m 02 } E+ H E_ ;
?
Note 2 et n® 3 : " 02 ; m 2 (n,2+1) 3 upuc"F(n, 2);
1 %IJO
B. -S. : 3 (E++E_) ; AE=E -E_ ; by 5 E= 3 ;
2
t uel Fln, L+2) 3 woe B B ; P2 ;
pe Fk
B. - S : [Em+ 3 /1+§ + €]
’ ) 2£-+1 :
2 B
- 2 22+1 kpc2 uc

Note 3.3. - Quand P& est petit par rapport & u & P, la formule (3.8)

s'éerit évidemment :

. . i 1§
E:uczF(n,k)+BJ€gm, ou g = 1113

est le { facteur de Landé) : cf. Bethe - Salpeter (2], (46.4) et (46.6), p. 209 .

4. LA PROBABILITE DE PRESENCE DE L'ELECTRON. - Rappelons que
*
xe€X,p€eXx ,

*
X et son dual X étant l'espace euclidien E5 ; x est la position, p est
la quantité de mouvement de 1'électron. Notons, avec les conventions de la note 2 :
2
. _ 42
2

He

©
la longueur appelée, en premiére théorie quantique, € rayon de 1'atome de Bohr ) ;

7 étant le nombre atomique du noyau, notons :
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ZR
R .
0] e}

ol
!
2

o
|
S

THEOREME 4 . - La position x de 1'électron de nombres quantiques

(j=%+%,%4,m,n) _appartient b la projection V, sur X de V[Lo ,Mo] F Vg

est la partie de X comprise entre deux sphéres et extérieure & un cdne de révo-

lution autour du champ magnétique ; le centre de ces sphéres et le sommet de ce cdne

coincident avec le noyau de l'atome.

Convenons que, sur V [LO ,Moj]CZ.X 15 X*, la probalité de présence de 1'électron

est proportionnelle & la mesure invariante m [Cf. Conclusion de 1'Introduction au

chap., IIT ]; alors sur V. , la probabilité de présence de 1'électron est approxi-
mativement :
1 L+1/2 o x
(4'1) 5 2 ,
2nm J-R® 4 R o (£41/2)%2 | (£41/2)2 (x4 x %) -n° B2
Une définition approchée de VX est celle-ci : VX egst la partie de X ou les

radicaux ci-dessus sont tous deux réels.

Note 4.1. - 8i m=£4+1/2, alors : VX est le disque ou :

x; =0 ; R'? - 2n? R 4 (£+1/2)%n%=0

la probabilité de présence de 1l'électron sur ce disque est :

1 1 a2 x

2n o J-r24 2n?R - (£41/2)2n2

Preuve. - Sur V [Lo, MO], la probabilité de présence de 1'électron est, par

définition :

L[ fatT'atndavrae, puisque n=dthavAde.
4m r

La projection V, sur X de 7V [LO,MO] est, vu chap. III, § 1, (1.5), (1.11),

(1.12)1 s, l'ensemble des points x de X en lesquels :
X M
(4.2) |é‘§l§sin®, oﬁcos@=f—° ;
o

1'équation du second degré en @Q
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(4.3) " [L,.M ,Q,R]=0
a ses racines réelles

VX est donc bien la partie de X comprise entre deux sphéres et extérieure 2

un cdne de révolution, dont les centres et le sommet sont en O.

Les formules (1.5), (1.6) et (1.12) du chap. III, § 1 montrent que tout point x
intérieur & V, est la projection de 4 points (t, v, ?) de V[Lo,.Mo]. Vu chap.
111, § 1, (1.14), (3.6) et vu (2.9) :

RAR

dx= - QRsin ¥ sin ® at A Q¥AdE, dt= 0,
1a donnée de x définit Q! . Sur Vy, la probabilité de présence de 1'électron
est donc :
(4.4) L[ [RAE -7 @ x
’ R ) QR Jein ¥] gin ©

Vu chap. III, § 1, (1.12)1 :

X, = Rcos Y sin ®;

3

donec, vu (4.2)2 :

1 M
[Li (xf + xg) - Mi R2]2 , oh —=— . =&

(4.5) R |sin ¥| sin © = T = TEE

1
L

o
La = définition de Q par 1l'équation (4.3) donne, vu (2.1) et la note 2, en

négligeant a2 Z2 par rapport 3 1 (o : constante de structure fine) et en

donnant & E sa valeur approchée (3.11) :

(4.6) Q ~ 7%—[-R'2 + 202 R - (£+1/2)%0% ] z,
d'olu :
2
R 3
R4R 0 n

Les formules (4.5), (4.6), (4.7) donnent i la probabilité (4.4) son expression
approchée (4.1)

VX , étant la partie de X ou (4.5) et Q sont réels, est défini approximati-

vement par la condition que les radicaux figurant dans (4.1) sont réels.

Note 4.2. - Le théoréme 4 définit une probabilité de présence de 1'électron
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extrémement différente de celle que définit la mécanique ondulatoire, mais étroi-

tement apparentée a la premiére mécanique quantique : 1'électron appartient & une

partie compacte VX de X, qui est la réunion des trajectoires employées par cette
premiére mécanique quantique ; sa probabilité de présence se définit aussi simple~

ment que possible & partir des équations caractérisant VX .

Note 4.3. - Le cas m =4 + 1/2 présente des diffultés (cf : § 1, Note 2 :
la notion de solution admissible), qu'éluciderait peut-8tre la définition de
fonctions lagrangiennes sur des variétés de dimensions inférieures 4 la dimension
maximale des variétés lagrangiennes ; cette notion se relierait peut-étre & une
partie des travaux de A. VOROS [23]-[24] .

CONCLUSION . - Cet article a explicité € la quantification de Maslov) . D'une

part, le théordme 3 du chap. IV § 2 prouve qu'elle s'apparente i la mécanique ondu-

latoire clagsique, dont elle sauvegarde des résultats essentiels ; d'autre part, le

théoréme 4 de ce chap. IV, § 2 prouve qu'elle s'apparente & la premiére théorie

guantique, dont elle sauvegarde la simplicité des calculs; il prouve aussi qu'elle

définit une nouvelle probabilité de présence de 1'électron, donc une nouvelle expres-

sion de l'interaction des électrons d'un ateme. Nos chapitres I et II ont montré comment

elle substitue & la quantification de Bohr - Sommerfeld une quantification que des

motivations mathématiques justifient ; du point de vue de la physique, cette

quantification ne se justifierait que si elle parvenait a une évaluation correcte

des niveaux d'énergie des atomes & plusieurs électrons ; les calculs sont amorcés

dans le cas le plus simple, celui de 1'hélium,



