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CEHAPITRE III

ﬁhuations de Schrfdinger et de Klein-Gordon,

pour l'atome & un électron, dans un champ magnétigue.

INTRODUCTION , - BSommaire . - Les problémes les plus intéressants de la
théorie des équations aux dérivées partielles, linéaires et homog®nes, sont les
probldmes de valeurs propres ; leur caractdre essentiel est de n'avoir de solu-
tion qu'exceptionnellement., Ce chapitre III donne des exemples de problémes

lagrangiens ayant ce méme caract®re ; ces problemes supposent :

L =3 53 Z(3)=X® X* ; X=X*-= B (espace euclidien) ;

ils concernent l'opérateur lagrangien a associé & un hamiltonien H , de type
approprié : le systeéme d'Hamilton qu'il définit poss@de deux intégrales premidres
définies sur Z(3) : la longueur L et l'une des composantes M du vecteur

XA P de E3 .

Cet hamiltonien peut &tre celui de 1'électron, non-relativiste ou relativiste,
soumis & l'action simultanée du champ électrique d'un noyau atomique fixe et d'un
champ magnétique constant (effet Zeeman) ; alors H dépend d'un paramdtre :
le niveau d'énergie E de 1l'électron ; a est 1l'opérateur de Schrdinger ou

(cas relativiste) celui de Klein-Gordon ; les niveaux d'énergie pour lesquels

nos probl2mes lagrangiens ont une solution coincident avec ceux que définissent

les probldmes gqu'il est classique d'étudier & propos de ces opérateurs.

L'intérét du point de vue lagrangien est sa simplicité : par application du

théordme 7.1 (Chap. II, § 3), le § 1 obtient ces niveaux d'énergie par une

quadrature ; elle se calcule aisément par la méthode des résidus dans les cas
Schrédinger et Klein~Gordon.

Le § 1 cherche les solutions, définies mod. 1/V sur une variété lagrangienne

compacte, du systéme lagrangien :

(1) al=(a 5 - const.) U = (aM - const,) U =0 mod. 1/\)2 ,
L



Ch. III, § 1 - 188 -

ou a > et ay sont les opérateurs lagrangiens associés aux intégrales pre-
L
migres Lz et M : il applique le théorgme 7.1. Les équations pessédant des

solutions (en particulier les niveaux d'énergie) et ces solutions sont caracté-

risées par 3% entiers, qu'introduit la quantification de Maslov :

L 4y m , n tels que |m] =4 <n

ce sont les 3 nombres quantiques de Schrddinger ; les variétés lagrangiennes
sur lesquelles ces solutions sont définies sont des tores T(4,m,n) de dimen-
sion 3 (cf. théor2me 7.1, 2°)), d'équations

T(4,m,n) : H(x,p) = Lz(x,p) - const. =M - const, =0 ,
ces constantes ayant les mé@mes valeurs que dans (1) et dépendant de (L,m,n) .

Le § 2 cherche les solutions, définies mod. 1/v sur une variété lagrangienne

compacte V et A amplitude lagrangienne ~ O , de 1l'égquation lagrangienne

(2) al=0 mod. 1/v2 .

I1 s'agit donc d'un probleme formellement analogue au probléme aux limites qu'-
il est classique d'étudier & propos de l'équation de Schrddinger, la condition
d'allure & 1'infini de ce probldme classique étant remplacée par la condition
que V est compacte. En général, la condition d'existence est la méme : un
triplet d'entiers quantiques la définit ; mais la solution correspondant a ce

triplet n'est plus nécessairement unique.

Le § 3 cherche les solutions, définies sur une variété lagrangienne compacte,

du systéme lagrangien

(3) al= (aL2 - const.) U = (aM - const,) U =0 |,

les constantes étant des nombres formels, réels mod. 1/v2 , B étant 1l'hamil-

tonien de 1'électron, relativiste ou non ; alors a , a o 3 et ay commutent ;
L

le théoréme 7.2 s'applique ; les solutions sont encore caractérisées par le
triplet d'entiers quantiques (4, m, n) ; les solutions du probl2me (1) sont,
mod. 1/v , celles du problame (3).

Le § 4 rappelle le probldme qu'il est classique de se poser & propos des équa-

tions de Schrdinger et Klein-Gordon : trouver une fonction

u E3 -+ C
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de carré sommable ainsi que son gradient, vérifiant 1'équation aux dérivées par-

tielles
(4) au=20 H

le § 3 rappelle la résolution de ce probl2me, pour montrer qu'elle diffdre essen-

tiellement de celle des probldmes précédents : nous constatons, sans 1l'expliguer,

que tous ces problémes définissent les mémes niveaux d4'énergie.

Les difficultés que rencontre le § 2 et la longueur des calculs qu'emploie
le § 3 contrastent avec la simplicité du § 13 ce § 1 Justifie la conclusion

suivante :

CONCLUSION . - Appliquée & l'atome & un électron, placé dans un champ magné-

tique constant, la gquantification de Maslov (Chap. II, § 3, n° 6 et 7) donne

aux grandeurs observables (c'est-3-dire aux niveaux d'énergie) les mbmes valeurs

que la mécanique ondulatoire ; mais cette guantification de Maslov est directe-

ment apparentée 3 la mécanique corpusculaire, donc, & la premidre théorie quan-

tique ; néanmoins elle n'en a pas les défauts : elle a une justification logique

(Chap. I et II) ; elle n'exige pas la détermination des trajectoires de 1l'élec-

tron non-quantifié, mais seulement la connaissance des intégrales premidres

classiques, L et M , du systdme d'Hamilton définissant ces trajectoires.

L'interprétation probabiliste de cette quantification est la suivante : dans

1'état défini par un choix du triplet d'entiers guantiques (4, m, n) |, le

point (x,p) représentant 3 la fois la position x et la quantité de mouvement

p de 1'électron appartient & un tore T(L, m, n) a2 3 dimensions de l'espace

4 6 dimensions : 2(3) = E3<3 E> ; la probabilité que (x,p) appartienne 2

une partie de T(ﬁ, m, n) est définie par la mesure invariante 7 de ce tore

™4, m, n) (cf. § 1).

Note . - Soient 2 triplets distincts d'entiers quantiques :
(ﬂr m, n) # (ﬁ', m', n') ;

ils définissent (§ 1) des tores dont 1'intersection est vide :
T(4, m, n) N T(4', m', n') = ;

soient U et U' deux fonctions lagrangiennes définies respectivement sur
™4, m, n) et T(L', m', n') ;
leur produit scalaire est donc (Chap. II, § 2, théor2me 3.2, 3°)) :
(v/ur) =0 .
Historigue . - V.P. Maslov n'a pas explicité cet emploi de sa quantification ; il

n'a étudié que le cas de nombres quantiques tendant vers 1'infini, c'est-a-

dire "le principe de correspondance" de la mécanique quantique.
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§ 1, Un hamiltonien H , auquel s'applique commodément le théordme 7.1(Ch. II,§ 3).

Les niveaux d'énergie, avec effet Zeeman, de 1l'atome & un électron.

Le théor2me 7.1 du chap. II, § 3 suppose domnnées, sur Q c 2(¢) , %4 fonctions,
2 & 2 en involution. Ce chapitre IIT choisit £ = 3 et un triplet classique

de telles fonctions.

1 . QUATRE FONCTIONS, DONT TOUS LES COUPLES,SAUF UN, SONT EN INVOLUTION SUR
E5<D E3 o« = Notons X = X¥* = E3 l'espace euclidien de dimension 3 ;
appliquons le chapitre II 2
L=3, zB3)=Fer ,

un repére Ro de Z étant donc choisi : le théor2me 5 du chap. II, § 3 nous

évite d'en employer d'autre.

Par contre, dans E5 , hous employons non seulement un repére orthonormé

fixe (I1 , 12 ’ 13) , mais aussi un repére orthonormé mobile. Notons :

x€ X=F , pe€xt=18 |,

(x1, X, s x3) et (p1, P » p3) les coordonnées de x et p dans (I1 L ,I%) :

Définissons par

R(x) = le , P(p) = IPI , Qx,p) =< pyx> L(x,p) = IXA P] '

(1.1)

M(x,p) = X, P, = X, Dy (troisi®me ocomposante de x /N p) ,
cing fonctions de (x,p) , évidemment liées par les relations

(1.2) 2+ ? =R ; Ml =L ; 0=<P ; 0<R .

Le vecteur I3 a donc un r8le priviligié ; (ce sera, par exemple, la direction
du champ magnétique produisant 1l'effet Zeeman).
Dans E3(3 E3 y le syst@me caractéristique de d < p,dx = est
dx =dp =0

toute fonction E3<3 E3 -+ R en est intégrale premidre ; la parenthese de
Poisson ( ., . ) (définition 2 du chap. II, § 3) de deux telles fonctions
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est donc définie; vu la formule (2.5) (ibid.)

(1.3) (L,M) = (L,Q) = (L,R) = M,Q) = MR) =0 , (QR) =R .
D'aprds le théor2me 2 (B. Cartan) du chap. II, § 3, une quadrature définit

localement sur E5t$ E> quatre fonctions nmumériques réelles

telles que :

Explicitons ces fonctions fj . Notons (J1 , J2 ’ J3) le repére mobile

orthonormé, défini pour L # 0 , tel que :
(1.5) x=RJ, , xAp=1L J3 ,

ce qui impligue :

(1.6) P=QE I, +IE'J, , PA0 , RO .

Notons w1 y Wy w3 les composantes infinitésimales du déplacement relatif

de ce repdre (G. Darboux -E. Cartan) ; ce sont les formes de Pfaff
(D1=<J3,dJ2>=-<J2,dJ5> ’ 0.)2=<J1 ,dJ3> ’ UJ3=<J2,dJ1>

telles que :

(1.7)dJ1=w3J2-wJ , A, =w, J, ~w, J, , dJ, =w, J, - w, J. 3

rappelons que la différentiation extérieure de ces relations donne les équations
(qui sont les équations de structure du groupe orthogonal) :
(1.8) A wg Ay dw, = w, Wz de wy Moy

La différentiation de (1.5)1 donne, vu (1.7) :

(1.9) dx = (dR) J,+Ruw, J, - Ru, I ;

3 273

a'ol, vu (1.6)

(1.10) < Pydx > = QR-1 dR + L s

Pour transformer cette formule en une formule du type (1.4), introduisons les
angles d'Buler & , ¥ ,o ; ce sont les paramdtres du repdre (J1 ’ J2 y J5)

définis comme suit, pour

Iz £t 1 clest-3-dire : [M| < L

5 ’
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@ est l'angle de I3 et J3 j 0 <8< ¢

une rotation de ¢ autour de I3 transforme (:[1 I, ,13) en (11' , I} ,13)

tels que
1 g4 - A .
12 sin ® I5 J3 5
une rotation de @ autour de I} transforme (I% »I) ’13) en (I? I} ’J3) ;
une rotation de ¥ autour de J3 transforme (Iq I} ’J3) en (J1 'y ’J3)'
Evidemment :
(1.11) M=1Lcos @ ;

$d et V¥ sont définis mod. 2 = « On a les formules classiques :

Jg = (cos & cos ¥ cos g - sin ® sin ¥) I, +

+ (sin & cos ¥ cos @ + cos & sin ¥) I, -cos ¥ singI

3
(1.12) J

5 (=cos & sin ¥ cos @ - sin % cos Y)I1 +

3

+ (~sin & sin ¥ cos © + cos ® cos ¥)I + sin VY sin @ I
2

o
1]

cos ® sin ® I, + sin ® gin © 12 + cos &I .

3 1 3

w, =-cos ¥ sin ©® 4% + sin V¥ 4@ ;

(1.13) w, = sin ¥ sin @ & + cos ¥ 48 ;
w, = cos ® d& + dy .

L'expression explicite de la formule (1.10) est, vu (1.11) et (1.13)3 :

(1.14) <pax>=0L s Lar + M ;

cette formule fondamentale est du type (1.4), conformément au théordme d'E. Cartan

qui nous guide.

Formules complémentaires . - La différentiation de (1.6) donne, vu (1.7) :

-1 -1 - - i} -
(1.15) ap = [a(@r™") - 18wy, + [a(&) + R 1w3]J2 + [, - R 1w2]J3 .
Vu (1.9) ax = ax, A dx, A dx; vaut ;
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(1.16) d3x = R2(d_R) AWy A O3 3

D'ou, vu (1.15) :

5y A o = 1 BB Aw A
dx A d&°p =1L R A dQ A 4L w, w, A w5 R

c'est-a-dire, en substituant aux o, leurs expressions (1.13) et en éliminant ©

griace & (1.11) :

(1.17) dsx/\dBp=dL/\dM/\dQ/\%R-/\dq>/\dY .

Notons Q6 une partie ouverte de Z(B) = E5 @ E5 sur laquelle :

| <1
6 .
sur ()~ nous pouvons donc employer les coordonnées

L,M,qQ,R,%,¥ ,

% et Vv étant définis mod. 271 .
6

Note 1 . - Sur QO , L#£0 ; donc,vu(1.2)1: P£O , R#£0 .
LEMME 1 ., - Soit V wune variété lagrangienne de Q6 ; (dim V= 3) ; rempla-

gons chacune des fonctions et des formes différentielles précédentes par sa restric-

tiona V .,

1°) Le contour apparent Z;R de V est la surface de V ol :
o
X : 3 /\ = .
(1.18) ZRO AR A w, ws 0 sur V
2°) 1 voisinage d'un point de Z%-, il existe sur V une forme différentielle

o
W de degré 3 , mulle part nulle, telle que sur EQR :
o

(1.19) dQ N w, A w /o=0 ; dL/\d_R/\wz/Géo ; dRA w /\w1/mzo ,

3 3

les trois premiers membres étant trois fonctions non simultanément nulles ; il
existe une constante ¢ telle que, au voisinage de ce point de V , 1l'indice de
Maslov oy de V ait la valeur :

o}

= A A 1)
(1.20) mRO =c pour dR A wy A w, /T <0 ,

1+ c pour AR A w, A wg /w>0 .
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Preuve de 1°) . -~ L'expression (1.16) de Ox .
Preuve de 2°) .- Calculons le saut de N 4 travers Z)Ren appliquant
o o)

le théorgme 3.2 du chap. I, § 3. Vu (1.9), (1.15), et (1.18), les composantes
djx et djp de dx et dp dans le repdre (J1 15 ’J3) vérifient sur V

en les points de 7
R

0

2 -1 -1
4P A dpX A dgx = R [d(QR™ ') - LR w3] N, A Wy =R dQAw, AWy

d,x A d,p A dx =~ RARA [d(LR_1) + Qﬂf1w3] Aw,=dLAdRAw, ;

1 3

d

x A dyx A d3p (dr) A wg AL wy = Q w2] =L dR A wg A wy

’
D'oli, vu ce théordme 3.2 (chap. I, § 3), l'existence de T vérifiant (1.19)

et (1.20).

2, CHOIX D'UN HAMILTONIEN H . - Soit une fonction indéfiniment différen-

tiable

H: Q6 - R 3

en involution avee L et M, c'est-a~dire, vu (1.14), fonction composée des

fonctions L,M,Q, R:

(2.1) H(x,p) = H[L(x,p) , M(x,p) , Qa(x,p) , R(E=)] ;

H.] est une fonction indéfiniment différentiable, définie sur une partie
ouverte Q4 de l'espace R4 de coordonmées L , M, Q , R ; nous supposons

4

sur Q

(2.2) O<R®, Ml <L, (8, B) #(0,0) pour H=0:

OH[L , M, Q, R]
3Q .

B désigne la fonction valant

Q
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Vu (1.3), les trois fonctions

H,L,M de (x,p) sont deux 3 deux en involu-

tion, ce qui permet d'appliquer explicitement le chap. II, § 3 3 1'opérateur la-
grangien a associé 4 H

'apres le théortme 2 (E. Cartan) du chap. II, § 3 , une quadrature définit
localement, sur {

s quatre fonctions numériques réelles

8‘0’81,82’g5

telles que

(2.3)

<p, &xX> = dgo + g1 aL + 85 dM + g3 dH

nous emploierons cette formule pour H = 0 ; le lemme qui suit l'explicite pour

H=0;
vu (1.14), la quadrature est la définition de Q par (2.8).

Notations . -

Soit (cf. chap. II, § 3) W 1'hypersurface de 96 d'équation

W: H(x,p) =0

Notons (LO ’ Mb) tout couple de nombres réels tel que IMO| < LO 3 notons

V[LO s Mo] toute composante connexe de la partie de W d'équations

(2-4) V[LO s MO:] : H(X’P) =0 , L(X,P) = LO ’ M(X’P) = MO .

W est la réunion des V[LO , Mo] ; vu le théordme 7.1, V[LO , MO] est une
variété lagrangienne ; elle est le produit topologique

- du tore de dimension 2 et de coordonnées & et Y mod. 21 ;

- d'une courbe connexe F[LO ; MO] du demi-plan ouvert de coordomnées (Q , R> 0) ;

1'équation de cette courbe est

(2.5) r{o, » M ] BL ,M ,Q,Rl =0 ;

’
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cette courbe n'a pas de point singul ier, vu (2.2)3.
Sur W définissons, & 1l'addition preés d'une fonction de (L , M), une fonc-

tion numérique réelle t de [L,M, Q,R] par la condition :

(2.6) dt:RHQ[Ld,RM,Q,RJ - - RHH[dL?LM,Q,RT sur T [L,M];
quand la courbe T [L,M] est fermée, alors t est défini mod. ¢ lv,Mm], ou
(2.7) ol1,m]= § ae =6 i

riv,m R rin,m] *%
t est monotone sur T'; (L,M,t, %, Y¥) constitue un sytéme de coordonnées

locales de W .

Définissons sur W , & l'addition prés d'une fonction de (L, M) , une autre

fonction numérique réelle Q par :

(2.8) an=q-4L  sur rln,M];

quand la courbe T (v, M] est fermée, alors Q est défini mod. 2 nN [L,M ] od

(2.9) N[L,M]= =~ § o > o

0 n'est pas monotone sur I'. Notons sa différentielle :

QLB (L, M, t) aL+ w [L, M, t] aM;

(2.10) aolL,Mm,t ] =

le § 2 précisera les propriétés des fonctions A et u  ainsi définies.

Nous pouvons maintenant expliciter la restriction de (2.3) a3 W:
LEMME 2 . - 1°) La restriction & W de la forme de Pfaff

w=<p,dx>
est

(2.11) ww=d(Q+L‘¥+M§)-(>\+‘¥) dL - (u+ &) aM.
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2°) Le systdme caractéristique de d(%d est le systéme d'Hamilton :

X d
(2.12) -%%;p) = - T (x.3 , H(x,p) = 0.

X

Ses intégrales premiéres sont les fonctions composées des fonctions :

(2.13) L,M, A +¥, p+d;
L et M sont en involution ; A+ Y et u+ ¢ aussi.

3°) Sur les courbes solution de ce systéme, c'est-a-dire sur les courbes caracté-

ristiques de W , nous avons

dx dp dR dvVy de® dQ
. t= = - = = = = -
(2.14) a B (xp) - " E (10) REQ[LMRQ] "B [. ] "B [. ] "REL[.]
dL=dM=20.
4°) Sur W :
dBX/\d3
(2.15) L XLER | _ gL AdMAAtAEAAY.
dH
W
Preuve de 1°). - L'expression (1.14) de <p, dx> dans Z et l'expression

(2.170) de QdR/ R sur W.

Preuve de 2°). ~ Le lemme 3.2 (E. Cartan) du Chap. II, §3 prouve que duw

a pour systéme caractéristique (2.12) et est de rang 4 ; or, vu (2.11) :

dw, = ALAG (A + ¥)+dM Ad (u + 8);

donc (définition 4'E. Cartan du sytéme caractéristique, Chap. II, § 3, n° 2) , les
4 fonctions (2.13) sont intégrales premidres de ce systime ; les couples L, M et

A+ Y¥,u+ ¢ sont en involution vu la Note 2.2 du Chap. II, ¢ 3 .

Preuve de 3°) . - Ce méme lemme (E. Cartan) et 1'expression (1.14) de <p, dx>

prouvent que dtnw a pour systéme caractéristique :

dqe

dR __av ~ dq
RHQ[L,M,Q,R]‘HLL.J‘HM[.]"RHR[.] 0
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Evidemmment :
dx <x, dx~> R4AR

Hpix,p) - <X,Hp (x,p)> ~ <X’Lp>HL+<X’Mp>HM+<X’Qp>HQ;

or, puisque x A (p+sx) est indépendant de la variable réelle s ,

<x,Lp>=<x,Mp>=O;

d'autre part

<x,Qp>=R2;

les quatre relations précédentes impliquent:

dx dR

— 'I:d‘Y: = e
HPZX’P> RHQ[L’M’Q9RJ HL HM RH.R

done (2.14) , vu (2.6) et (2.12) .

Preuve de 4°) . - La formule (1.17) s'derit :

dR

P xAdp=dL AdM A GHA = AdB AQY,
Q

o, pour H=0, vu (2.14)

—9B __ _ 4t mod. (dL,dM) ;

RH

Q
d'ol (2.15) , dont le sens est le suivant :
a°x AdJp ] _
E | désigne la restriction Ty 2 W des formes de degré 5 , T,

W

telles quen dH AW = x A p; T, est évidemment indépendant du choix de .

W

3. LES TORES QUANTIFIES T (£,m,n) CARACTERISANT LES SOLUTIONS, DEFINIES
mod. 1/v  SUR DES VARIETES COMPACTES, DU SYSTEME LAGRANGIEN

(3.1) aU=(a2-L§)U=(a.M-—MO)U=O mod.1/v2;

L

ay a , et ay désignent les opérateurs lagrangiens associés respectivement aux
L

hamiltoniens en involution :
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L, et M, sont deux constantes réelles telles que : lMol <L, .

D'aprés le théoréme 7.1 du chap. II, § 3 , les solutions de ce systéme sont les

fonctions lagrangiennes U , & amplitude lagrangienne constante, définies mod. 1/v

sur celles des variétés V [IQ)’ Mo 1, compactes ou non, définies par (2.4), qui

vérifient la condition quantique de Maslov (chap. II, § 3, déf. 6.2 ); V [Lo, MO ]

est choisi connexe ; la mesure Ny
2 2

ristiques de H, L -Lo et M- MO, qui sert & définir 1'amplitude lagrangienne,

de V, invariante par les vecteurs caracté-

est
(3.2) ny=dt AdeAdY,
vu (2.15) et la formule (7.4) du chap. II, § 3 .

Rappelons 1'énoncé de cette condition quantique de Maslov : la fonction

1 1 N i .
(3-5) 2'n% ¢ho - ‘Z— mRo ( ou ﬁ = ;i: est reel)

est uniforme sur V mod. 1

La phase ¢ de ¥ [ Lo» M 1 (définie chap. I, 82,n°9; §32,n° 1), wu
(o]

(2.11) o L=L ,M=M_, est:

(2.4) cho=Q+LOY+Mo{>.

Calculons 1l'indice de Maslov de V [ LO, MO ]

LEMME % . - 1°) Le contour apparent Zé. de V [IQV M, ] est la réunion
0

7> U 75 de deux surfaces de V [ Lo’ MO ] d'équations
1 2

> :¥=0Omod. n;» : B [L,M,Q,R]=0.
1 2 Q

, M ] est, & l'addition prés d'un
o)

2°) L'indice de Maslov m, de V[ L,
o]

entier constant:

H v
(5.5) mo= [T vl- [+ ar tg%] sur V(L , M 1;

[...] désigne la partie entilre de ....

Preuve . - Appliquons le lemme 1. Sur V [ Lo M 1, va (1.11) et (1.13) :
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w, = -cos Yein 84 &, w =sin‘&’sin®d§,Low

1 5 =Lod‘¥+Mod§>;

3

donc, vu (2.6) :

(%2.6) dRAwZAw3=-RHQsinwsin® dt AdY Ade,
(2.7) aqQ A mz/\w3= RH_R sin ¥sin 8 dtA dY¥Y AdE,
(32.8) dR/\wB/\uH:—RHQcos‘Ysi_n@ at A d YA d e,

o R sin ® £0, vu (2.2)1 et (2.2)2 .
Vu le lemme 1.1°), % a pour équation
R
0

HQsin‘i’=O;

d'ou le 1°) du lemme 3.

Au voisinage d'un point de T\ T U, , H. cos Y # 0 ; nous pouvons donc dans
1 2

1 Q

le lemme 1.2°) choisir

E:dR/\wB/\ w, 3 dRAw

2/\u)3/<1> tg V¥ ;

d'ou, vu ce lemme :

(3.9) my =[':[—Y]+const.

o]

Au voisinage d'un point de ¥ \Y U% , HR sin Y # 0 wvu (2.2)5 3 nous pouvons
2 1 2

donc dans le lemme 1.2°) choisir :

5=dQ/\w2/\w3;dR/\w2/\w3/c5 =-HQ/H_R;d'oi1:
[ Hq
(3.10) N = const. - L - arc tg Je

0 g

L'expression globale de m, résulte des deux expressions locales (3.9) et
o

(3.10) .

La condition quantique de Maslov (3.3) s'énonce, vu (3.4) et (3.5) : la fonction
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J

H
1 Q 1 Q
5.t I ere tg i, + ( ¥

est définie mod. 1 sur V[LO y M ].

Si V[LO , Mo ] est compacte, c'est-i-dire si la courbe T [LO, MO ] est fermée,

cette condition est la suivante, vu (2.9) H

q
=

1 1
3( N [Ldv MO:]+ 2 j{ LO -

ol

1
’kiMo

sont 3 entiers ; notons-les, pour retrouver les notations classiques en physique

quantique :

n-4 , X , ;

puisque N>0 et ]MO|< L, » nous avons
!mf =4 <n.

81 Vv [LO y MO ] n'est pas compacte, cette condition quantique de Maslov se réduit

3 la suivante :

OL"'
|
-
I
Ea
=
OZ
1
=]

A
=

sont deux entiers tels que 'm{

La conclusion de ce n°3 est donc le

THEOREME 3 . - Les variétés connexes sur lesquelles sont définies les solutions

du systéme lagrangien - (3.1) sont :
1°) les veriétés V [L , M_ ] COMPACTES, définies par (2.4), et telles qu'exis-

tent 3 entiers :

L y I, ,

vérifiant les conditions :

(3.11) m| =4 <n,

(3.12) L=H(+2),M =§ n, L +8N[L ,M J=4n;

v [I%>’ Mo] est alors un tore, qui sera noté T (£,m,n) : ses coordonnées sont
b

(3.13) t mod ¢ [Lo » M ], défini par (2.7) 5 Ymod. 2 = ; & mod. 2 7.
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2°) 1es variétgs V [L,, M ] NON-COMPACTES, définies par (2.4), et telles qu'exis-

tent 2 entiers

4L, m
vérifiant les conditions :
(z.14) | = 2
(3.15) L=K(+%),M =Fn;

V[LO ,'Mo ] est alors le produit

- d'un tore de dimension 2 , de coordomnées Y mod. 21, ® mod. 27

- et d'une droite, demi-droite ou segment de coordonné t.

Munissons V{Ikﬂ Mo], compacte ou non, de la mesure invariante par les vecteurs

caractéristiques de H, L2-L§ R M-—MO :

(2.16) = dt Adé A dv;

alors les solutions de (3.1) définies sur V gont les fonctions lagrangiennes i

amplitude lagrangienne constante.

Note 3.1 . - Nous nous limiterons désormais & 1'étude des variétés lagrangiennes
compactes ; (par exemple : de 1l'électron appartenant i un atome) .

Note 3.2. =~ Les vecteurs caractéristiques de L2-L§ et M-—Mo sont respecti-

vement :
(%.17) oy 5 tdL=dM=dt=o, d¥=2L , d®=o0;
L -1
(2.18) Mg _ : dL=dM=dt= d¥= o , 4% =1
o]

L'on vérifie de suite que ces vecteurs laissent Ty invarariant.

Preuve de (3.17) . - "o o est le vecteur tangent 3 V [Lo , Mo} tel que ,

vu (1.2)1, puis (1.5)1 et (1.6) , puis (1.5)1 et (1.12)

sx=2LL =2 (Rp-qx) =2LRy, = opp 2x(L.M,t,¥, 9
b 2 K]
ce qui prouve (3.17) .

Pr .18) . - z
euve de (3.18) MM__MO est le vecteur tangent & V [Lo , MO 1 tel que,

vu (1.1) s puis (1.5)1 et (1.12)



Ch. ITI, ¢ 1 - 203 -

dx(L,M,t, Vv, &)
B .

Note 3.3. - Le vecteur caractéristiques de H [cf. (2.14) ] :

dx:(-xz,x1,o)=

(3.19) . w : dL=dM=0, dt= 1, dv=H , d{’:HM
et ceux de L -LO et M--Mo engendrent, conformément au théoréme 7.1. 2°) du

Chap. II, §3, un groupe de translations de la variété V[LO, MO 1, quand elle est

compacte, donc un tore : les translations, en coordonnées {cf.‘(Q.?) et £2, (1,5)]:

L ,M | N

M
t mod.c[Lo,Mo], ¥+ A [t,LO,Mo]- . t mod.2m, ®+7 - ——t mod.2n

4. EXEMPLES : LES OPERATEURS DE SCHRODINGER ET KLEIN - GORDON. -

Choisissons :

-

(4.1) B(x,p) = & [p? - ELELM Y
R

X : P+ & R-+R étant une fonction donnée. Autrement dit :

1 2

(4.2) gE[L1,M,q,R]= 2 (12 + %k [r,M]].
-2

L'application du théoréme 3 est immédiate.
La condition que (2;4) définisse au moins une hypersurface compacte V [ Lo, MO],

qui est un tore, est la suivante : la fonction

R >R—EK [R,M ]-1% €FR
+ @) 0

est positive entre deux zéros consécutifs, R1 et R2 (0 < R1 < RZ) ;

alors (2.9) définit :

2 1
L7 2" 4R
(4.3) LI /K{R,MOJ-LO >0
R
1
Note 4.1. - 3i K est fonction affine de M, alors, vu (4.1)
A 3
(4.4) <§;,g—i}>ﬂ(x,p)=0

et par suite [ Chap. II, § 1, Déf. 6.2 et (6.3) ], 1l'opérateur associé &

H & pour expression dans RO
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3 0 :
(4.5) a=—)y 0-—K [R,— (x, =— -x, — ) |
2\'2 2R2 v 1 0%, 2 X,
S 42 1 2 2
ol : A =7, —;—2 ; 1'opérateur - (x1 =~ %o ;gr') et le produit par toute
j=1 éxj 2 M

fonctioh de R commutent.

Exemple 4.1 . - Nommons opérateur de Schrddinger — Klein - Gordon 1l'opérateur

associé 3 1'hamiltonien :

(4.6) H (x,p) = 2 [ P° + 4 (M) - gg(ML c(m) ],

R2

oh A, B, C : R » R sont des fonctions données. Notons :
Ao =4 (Mo>’ B, =3B (Mo> 1 Gy = C(MO) '

La condition qu'existe au moins une variété compacte V r Lo , Mo ] dérinie par

(2.4) s'explicite comme suit :
(4.7) A >0,18+c>0, B>JA J1f+o;
(0] o] o o) Q o] o

quand elle est satisfaite, V [ Lo , MO] est unique et, wvu (4.3)

/
1 ' 2 2 dR
= — - - - —==
Nl1,,M =5 ¢ /-4 F +2BR-1g -0 —g-
1'intégrale étant calculée le long d'un lacet de € entourant la coupure
[R1 , R2 ]; le caleul de deux résidus, en R== et R=0, donne :
3 ;
(4.8) N[LO,MO]=—Q-/L§+C>O.
/A 0]

L'énoncé du théoréme 3 devient donc le suivant :
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THEOREME 4.7. - Soit a 1'opérateur de Schrodinger - Klein - Gordon, c'est-a-

dire 1'opérateur associé i 1'hamiltonien (4.6) ; soient a o et ay

L
les opérateurs associés aux hamiltoniens L2 et M. Alors le systeme
lagrangien
(4.9) aU=(a,-1°) U=(ay-M) T=0 mod. 1/v°
2 o} i o’

L

posséde des solutions définies sur une variété COMPACTE si et seulement s'il existe

un triplet d'entier (£, m, n) tel que :

(4.10) Lo=y$(z+1/2) , Mo=yim,

m|l=t<n , (£+1/2 )2 + COM 2509 ,
(4.11)

P 1-
A = B A [n—t—1/2+ /Q;+‘V2)2+(%M—2_42.

\ o} o

Si cette condition est réalisée, cette variété compacte est unique : c'est le

tore T (£,m,n) d'équations

(4-12) T(4£,m,n) : H(x,p) =1 (x, D) -LO=M(X,p)—MO=O .

Munissons ce tore de la mesure invariante (5.16) ; alors les solutions de (4.9)

définies mod. 1/v sur T (L , I, n) sont les fonctions lagrangiennes &

amplitude lagrangienne constante.
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Notations, concernant la physique et employées seulement par la fin de ce
n° 4. - Donnons-nous, dans E5 , un potentiel électrique <€2 : XoR et
un potentiel-vecteur magnétique Qﬁq ,042 ,afs) : X o RO , indépendants du

temps et vérifiant la loi physique :

(4.13)

ox., d
3J

N

3 Jf

—d _
J=1
on sait que les trajectoires dans B> de 1'électron, non-relativiste ou
relativiste, de masse | , de charge électrique - ¢ « O , sont les solu-
tions du systime d'Hamilton défini par l'hamiltonien valant dans le cas

non-relativiste :

2
(414)  Bp) =35 L [p;+24,®] - 2o 4@

M

Cte
n Mw

1

dans le cas relativiste :

13 e 4] L ] 2 1 2
(4.15) E(x,p) = 3= [p, + = 4,(x)] - [E+ed(x)] +5uc" ;
Mo g e 73 2 0 2

J=1 2u ¢
¢ est la vitesse de la lumi2re ;
E est une constante, qui est l'énergie des électrons dont la position x et
la quantité de mouvement p vérifient H(x,p)=0 ;(énergie incluant la masse

au repos L ¢® dans le cas relativiste).

Vu (4.13)
d d
<3z 35> Hxp)=0 3
vu le chap. II, § 1, (6.3) et déf. 6.2, l'opérateur associé & H est donc,
dans le cas non-relativiste 1l'opérateur de Schrddinger :

2
1 1 2 1 0 . 2
um)“z[?“:§4wgaw§%%mymw4m,

dans le cas relativiste 1'opérateur de Klein-Gordon :

(4.17) a_i[lA+ﬁzyf1_+§_2. 2] - 1= [E «ff po®
: =2pl 3 c & 5y ox, T2 Lk 7 B )+ 5 .
v J J ¢ ] AV

Particularisons comme suit ces hamiltoniens et ces opérateurs : yfé est le

potentiel électrique du noyau de nombre atomique Z , placé & l'origine ; 1le



Chap. III, § 1 - 207 -

champ magnétique est constant, paralldle au troisi®me axe de coordonndes et
d'intensité # .

Autrement dit :

(4.18) o (x) =L, Ax) = - FHx, Ay = 3Ax, =0 .

Négligeons, comme en physique, les termes en.?ZZ ; les hamiltoniens (4.14)
et (4.15) de 1'électron deviennent des hamiltoniens du type (4.6) : dans le cas

non-relativiste

(4.19) B(ryp) = = [F2 + £ £ - 2u5 - 2SE) |
* LT 2 c R ’

dans le cas relativiste

2 ) 4.2
1 -2 e 2 2 E° 27 &2

(4.20) H(x,p):zp[P +C£M+pc_ s - S8 L
c ¢ R ¢ R

L'opérateur de Schr8dinger devient :

2
R - 4 0 : 2u ez,
(4.21) = 2 b+ (3 ox, ~ 2 ©x1) - Al - =SS

1'opérateur de Klein-Gordon devient :

. P 7) 4,2
1 1 V4 d d N I/

(4.22) a=mlZa+ Ty -%n) "3 "5 - 25 -
V 2 1 c ¢ R ¢ R

La relation (4.11)5 définit E en fonction de (£, m, n) ; ce calcul

fait apparaitre les constantes classiques :

2

v = 60 :-T%7 , "constante de structure fine" sans dimension,
B = %EE , "magnéton de Bohr" , (BA a la dimension de 1'énergie),

et la fonction valant :

(4.23) F(n,k) = - .
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L'énoncé du theoreme 4.1 devient le suivant :

THEOREME 4.2 . - Soit a 1'opérateur de Schridinger (4.21) ou 1'opérateur

de Klein-Gordon (4.22), H étant (4.19) ou (4.20) ; soient a 5 et
L

ay les opérateurs associés & L2 et M . Pour certaines valeurs des

constantes E , Lo , Mo le systédme lagrangien :

(4.9) al =(aL2—I$)jI=(%K—MO)U =0 mod. 1/v2

possdde des solutions définies mod. 1/v sur des variétés COMPACTES ; ces

valeurs de E , LO , Mo s'expriment, en fonction des triplets d'entiers

(£y my n) , tels que :

Im| =4 <n et, dans le cas Klein-Gordon, 4 + 1/2 = oZ ;

ces expressions de E , L , MO sont les suivantes :

o
2 %77 g
(4.24) E= -yt &5 8/4m dans le cas Schrédinger,
2n
(4.25) B = pcz (p02+ 28 m) Fz(n, 4+1/2 ) dans le cas Klein-Gordon,
(4.26) L, = HK(L+1/2) , M =fm .

Ces solutions de (4.9) sont définies sur les tores (4.12). Munissons ces tores

de la mesure invariante (3.16) ; alors ces solutions sont les fonctions lagran-

giennes, définies sur ces tores, d'amplitude lagrangienne constante.

Note 4.2 . - Les physiciens, négligeant 52 et BQZ , simplifient (4.25)
comme suit :
tE2 pe® Fn, £ +1/2) + 8% ;
le signe - concerne l'anti-matidre (u< 0) .

Note 4.3 . - Les niveaux d'énergie (4.24) et (4.25) sont ceux que donne

1'étude de 1'équation aux dérivées partielles

o :
la fonction u : E- \ {0} # C et son gradient étant de carrés sommables

(Chap. III, §4 ).
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§ 2. L'équation lagrangienne a U = O mod. 1/ v2 ;

(a associé & H; U hamplitude lagrangienne = 0 , définie sur Vv compacte ).

0. INTRODUCTION . - Sommaire . - Le § 1 a étudié le probléme (1) (Introduction du

chap. III) , c'est-a~dire un systéme de trois équations lagrangiemnes. Ce § 2 &tudie

la premidre de ces trois équations et, plus précisément, le probléme (2) ( Ibid.) .

Toute solution du probléme (1) est solution du probléme (2), vu le théoréme 3
du § 1 . Dans le cas exceptionnel ol 1l'hamiltonien H est indépendant de M (par

exemple : Schrédinger et Klein - Gordon sans champ magnétique), une méme rotation de

E3 opérant sur x et p transforme évidemment les solutions du probléme (1) en
solutions du probléme (2) qui ne sont plus solutions du probléme (1) . Sans se

placer dans ce cas exceptionnel, le théoréme 1 de ce § 2 construit des solutions du

probléme (2) qui ne sont vas solutions du prcbléme (1) : une solution éu probléme (2)

difinie sur un tore T (4, m, n) (§ 1, thicr.3) n'cst pas, cn géndral, unigue & un

facteur miltiplicatif constant prés.

Par contre, le théoréme 2 montre que, méme si H dépend de paramétres, ces

tores T (£, m, n) sont en général les seules variétés lagrangiennes compactes V

sur lesquelles sont définies des solutions du probléme (2) . Le théoréme 3.1. précise

méme que, dans le cas Schridinger et Klein - Gordon, les problémes (1) et (2) défi-

nissent les mémes niveaux d'énergie : les niveaux classiques.

Note. - Le théorédme 1 de ce § 2 n'a pas de signification physique : son critére
est le caractére rationnel ou non de nombres qui, dans le cas de Schrddinger et

Klein ~ Gordon, dépendent de grandeurs physiques.

CONCLUSIONS . - Appelons "probléme bien posé" un probléme qui, posé pour l'équation

de Schrodinger - Klein - Gordon, a les caractéres essentiels du probléme classique (4)
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(Introduction au Chap. III) : _le probléme (1) (Ibid.) est bien posé, vu le § 1,
théordéme 4.2 ; vu la note qui précédde, ce § 2 montre que le probléme (2) (Ibid)

n'est pas bien posé.

1. LES SOLUTIONS DE L'EQUATION a U = 0 mod. 1/v2 ,‘A AMPLITUDE LAGRANGIENNE = O,
DEFINIES SUR LES TORES V [IQ), Mo 1. - 1e § 1, n°® 2 a choisi H et défini les

variétés :

Toute variété lagrangienne compacte V de W est réunion de caractéristiques K
de H (dont le paramétre t varie de =~ © & + ®); V est donc réunion 4'adhé-

rences compactes K de telles caractéristiques.

Propriétés d'une caractéristique K de H i adhérence compacte K . -

Une telle caractéristique X , vu § 1 (2.13), appartient & un tore V [LO, M ] et

a pour équations dans ce tore :

(1.1) K : ‘1’—‘¥0+)\[L0,M0,t] =@-®o+p[LO,M ,t] =0 (8, ¥, const)

Rappelons que les coordonnées de V [L , M }:
(¥,28,t)
sont définies

(mod. 2 = , mod. 2 ® , mod co), ol c, = c L ,m ].

Plus explicitement : soit R’ de coordonnées (¥,2,t) ; soit 2° 1le groupe

additif des triplets d'entiers (g, m, C) opérant comme suit sur R5 :
2° 9(8,m,6) : (¥, 8, t)m> (Y+2m €, s+2n n, tre C) ¢

le quotient de R3 par _ce groupe Z3 est V[LO, MO ]; il existe une application

naturelle :

(1.2) R » RO/ P v [1n ].

Etant donnée une fonction

F:(L,M,t) > F[L,M,t]€R,

notons :
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AF (L, M,t]=F[L,M,t+c[L,M]]-7[L,M,t];
évidemment :

(1.3) b,R= b, Q=0 ;

vu, au § 1, les définitions(2.8) de Q et (2.9) de N :

(1.4) AtQ[L,M,t]=2nN[L,M];
vu (1.3) et au § 1 la définition (2.10) de A et p :

2ndaN[L,M]=a_r[L,M,t]dL+4, p[L,M t] dNM,

t t

c'est-a-dire :

(1.5) by A =2mN , A p = 20N

t M
Notons :

NLO = N [LO,MO], NMO = Ny [LO,MO] .

Nous pouvons maintenant expliciter K :

LEMME 1.1. . - 1) Supposons N et N rationnels :

L M
(o] (o]
L M, 3
(1.6) NLO = -ﬁ: , NMO = —E—’ ol (L1 ,M1,N1) €z’, P.G.C.D. (L1,M1,N1)=1;

(c'est-a~-dire : L1, M1, N1 sont des entiers, de plus grand commun diviseur 1).Alors

K =K esgt une courbe fermée , d'équations (1.1).

~

Plus précisément les équations (1.1) définissent une courbe ouverte R1 ( c'est-

3-dire homéomorphe a R1) de RB; vu (1.5) et (1.6), le sous-groupe z de

23 engendré par (L1, M1, N1) laisse R 1 invariant ; on a :

(1.7) kK=FE=R'/12_,
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2°) Supposons NL et NM liés par une unique relation affine
o o

1L

(1.8) L NO+M1 NMO=N1, o (L, M, N, ) EZB,P.G.C.D.(L1,M1,N1)=1.

Alors E est le tore T2, de dimension 2 , défini dans v I[L

e — 0

, MO] par l'équation :

(1.9) L=y s+ o, M, t] e {8-8 +u[L M ,t]}=0.

Plus précisément, 1'équation (1.9) définit une surface R:? de R 5 homéomorphe &

~

R? s vu (1.5) et (1.8), le sous-groupe 22 ae 27 d'équation :
(1.10) 72 Ly §+M, n + N, (=0
N o2
opere sur R"; on a :
(1.11) T2=R2/22.

Pour expliciter des générateurs de Z°, notons :

(1.12) L,=P.G.C.D (M1 ,N1) » M, = P.G.C.D. (L1 » N, ), N

,=P.G.C.D. (L1 » M, )

M, et N, divisent L, ; P.G.C.D (M2, 2)=1vu(1.8)3 ; il existe donc L5 et

de méme M3 ’ N3 , entiers tels que

(1.13) Ly=L; M, N, , My =1, M, N,, N, =T,M N, .

52 est engendré par ses trois éléments :

(1.14) (o,M2 N3 , -M3 N2), (-L2 NB’O’L3N2)" (L2 MB’ - Ly My, 0),

que lie évidemment la relation

(1.15) L3 (O,MZNB,-M3N2)+M3 (-LZNB,O,L5N2)+N3(L2M3,-L3M2,O)=O.

3°) Supposons qu'aucune relation affine & coefficients entiers ne lie NL _SE_ NM .
o o)

Alors K est le tore V [LO,MO] .
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Preuve . - La partie de R3 dont X est 1'image naturelle dans V [LO, Mo]

est définie par la condition :

- b -
(w ‘¥0+>\[LO,MO,t] , ¢O+u[Lo,Mo,t]> e
27 2n
ou G est 1'image de Z3 dans le groupe additif R2 par le morphisme :
3 2
23 (&, n, ) (E+XN C,n+N, C) €R".

e} 0

Donc K est 1timage naturelle dans Vv [Lo s M ] de la partie fermée de R3

¢}

définie par la condition

Y-y +A[L ,M ,t] 3-% +p[L ,M _
(1-16) ( O o] (o] , 0 [e) [e) )EG
27 27

ou G est 1'adhérence de G ; G un sous—-groupe fermé de R2 .

Trois cas se présentent :

1) G est discret ; 2) dim G=1; 3) G=R".

1) G est discret, c'est-a-dire : G = G . La condition qu'il en soit ainsi s'énonce :

NLo et NMO sont rationnels

( Cf. rapidité de convergence vers un nombre irrationnel des réduites de son déve-
loppement en fraction continue). Sous 1'hypothése (1.6) , qui exprime cette condition,

K = K et le sous-groupe Z1 de Z3 qui laisse invariant la courbe R1 c R5

~

d'équations (1.1) a pour éléments les (E,n, () € Z0  tels que :

vu (1.6)3, N, divise (3 Z T est aonc engendré par (L1, M., N ) € 7.
2) d4imG=1.-C est alors l'ensemble des (6, 1) € RZ  vérifiant une condition :

(1.17) Lye +M r €2, (L,,M, €R) ;

1
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vu la définition de G, la condition que G est le sous-groupe (1.17) de R2

s'énonce :
(1.8) est vérifié ; G n'est pas discret ;
vu 1°), elle s'énonce donc :

N et N sont liés par une unique relation affine a coefficients entiers, qui

L M
o o}

est (1.8) .

Sous cette hypothése, vu la définition (1.16) de K et la définition (1.17) de
G, K estl'image par (1.2) de la variété R% de R d'équation (1.9) . Le

~ ~

sous-groupe 22 de 23 qui laisse invariant F?z est évidemment défini par

(1.10), qui implique, vu (1.8)3 et (1.12) :

(1.18) ‘ L,»M,, N, divisent respectivement £, n, (.
Vu (1.13), ;é contient les trois éléments (1.14). D'une part (1.14)1 engendre
le sous-groupe de ;é d'équation :

£E=0,

car P.G.C.D. (M2 N3 , M3 N2)= 1, vu (1.12)1 , (1.15)2 et (1.13)3. Donc

~

P.G.C.D. (N3’ MB) = 1, ce qui implique que, sur le sous-groupe de 2, engendré

par ses éléments (1.14)2 et (1.14)5, € prend toutes valeurs multiples de L, .

~

Les trois éléments (1.14) de 2 engendrent donc Z, , vu (1.18).

2 2
3°) G = R% . - Vu 1°) et 2°), la condition que G = R’  s'énonce :
NL et NM ne sont 1liés par aucune relation affine & coefficients entiers.
o o
Si G = R2, alors K est 1'image de R’ par (1.2) ; donc ¥ =VI[L ,M ].

Mesures_gg_ v [LO ’Mb ] invariantes . - Rappelons que V [LO, Mo ] posséde une

mesure > 0, invariante par le vecteur caractéristique x de H (§1, (3.2)) :

%= dtAgden g v.

Toute m : .
esure de ¥ [Lo’ Mo ] invariante rar x est le produit de Ty Par une

.fonctlon v [Lo y MO] -+ R invariante par u, c'est-a~dire constante sur les
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J.

adhérences K des caractéristiques K de H appartenant & V [Lo, M

Le lemme suivant est donc une conséquence évidente du lemme 1.1

LEMME 1.2. - 1°) Supposons gue NL et NM sont les nombres rationnels (1
o o

6) .

Alors les caractéristiques de H appartenant a V[LO, MO] sont les courbes fermées

d'équations :

K(C1702): ‘Y+)\[LO’MO!t]=C1 Q"‘F"[I’oyMo,t]:Cz’
ol ¢, et cs sont des constantes définies respectivement
M L
2 2n 2n
mod. 21 — = s mod. 2w T = H
N1 B L2N5 N1 M2 N3
L, ="P.G.C.D. (M1,N1) » M, = P.G.C.D. (L1 ,N1) .
Les mesures de V [Lo, MO ] invariantes par le vecteur caractéristique ux de
valent
(1.19) F(¥+ A [D,M ,t] , ¢+ plp,M,t]) =,
M2
F (.,.) étant une fonction arbitraire de périodes respectives 2= T et 2

1

en ses deux arguments.

2°) Supposons N, et N, 1ids par 1l'unique relation affine (1.8) . Alors
[e] (0]

]

adhérences K des caractéristiques K de H appartenant & V [LO, Mo

les tores d'équations :

(1.20) ‘I‘z(co) : Ly { ¥+ [Lo,Mo,t] PeM, {2 +p [LO,MO,’C] b=y

H

=]
N

les

sont

R étant une constante définie mod. 2 n. Les mesures de V[Lo, MO } invariantes

par le vecteur caractéristique u de H valent

(1.21) FlL, (Y+2)+M (2+1)] "

F [.] dtant une fonction arbitraire de période 2 m.

3°) Supposons qu'aucune relation affine 3 coefficients entiers ne lie NL et
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alors toute caractéristique K de H appartenant a V [Lo, Mo ]a pour adhérence
K =V [LO, MO ]. Toute mesure de V [Lo, Mb ] invariante par le veeteur caracté-
ristique nw de H vaut :

(1.22) const. m .

I1 est aisé de conclure :

THEOREME 1 . - 1°) Les tores V [LO, MO] sur lesquels peut &tre définie mod. 1/v

une solution lagrangienne U , 4 amplitude lagrangiemme = 0 , de 1'équation

a U = 0 mod. 1/v2 (a : opérateur associé i H)

sont définis par la condition (3.11) , (3.12) du § 1 : il existe trois entiers :

'e"m’nf

tels que :

lm‘ =4<n,

L,=# (£+1/2) , M =¥m,L +N[p ,M ]=Hn.

2°) Pour gque la solution U, définie sur un tel tore, soient unigue, & un facteur

constant prés, il faut et suffit que les dérivées de N :

N [T,,M) ], oy (D, ]

ne soient liées par aucune relation affine & coefficients entiers.

Preuve. - Vu le théoréme 6 du chap. II , § 3 : la condition d'existence d'une
telle sclution sur V [Lo , Mo ] est la condition quantique de Maslov ; la condition
de son unicité est celle de l'unicité de la mesure invariante v de V [LO, MO]
(2 un facteur constant prés) . Le § 1, n° 3 a donné i la condition quantique de

Maslov 1'énoncé (3.11) ~ (3.12). Le lemme 1.2 donne la condition d'unicité de la

mesure invariante.
2. VARIETES LAGRANGIENNES COMPACTES V , AUTRES QUE LES TORES V [L , M ], SUR
o o

LESQUELLES EXISTENT DES SOLUTIONS DE L'EQUATION : a U = O mod. 1/V2 y A AMPLITUDE

LAGRANGIENNE Z 0 . - Montrons que de telles variétés V n'existent qu'excep~-

tionnellement.
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Le calcul de leur indice de Maslov (lemme 2.3 et 2.4) emploiera les propriétés

suivantes :

Autres propriétés des caractéristiques K de H i adhérence compacte . -

La différentiation de la définition (2.10) (Chap. III, §1) de A et u donne :

—;{—dQ/\dR+d>\/\dL+du/\dM=O,

ou L,M, Q, R sont des fonctions de (L,M,t) vérifiant H [ L,M, Q,R ] = 0 ; donc :

HL dL + HM d M+ HQ d q + HR d R=20;

d'ou, par élimination de 4 Q :

H
L — -
[RH dR + dA ] AdL+[RH dR+dp |]AdM=0 ;
Q Q
il existe donc trois fonctions numériques réelles py,o0, 1 de (L,M,t),
définies pour HQ# 0, telles que :
HL
d A = - dR +p dL +od M,
RH
Q
(2.1)
HM
d yu=- dR+o0cdl +17dM;
RHQ

vu 1'expression (1.5) de AN et Au,  puis, au § 1, la définition (2.6) de t,
ces relations impliquent :

(2.2) Ap =2

% A, o=2 n N sy A, T =20aN

nN Py s
L2 t LM t Mz

(2.3) o, My t]l=-8 [L,M,Q,R]), py = - By .

Explicitons la partie singuliére, pour H =0, de p,o0,7 et p 1 - 02: vu (2.1),

Q

S
o e

=
o |
e
s
2l
S [
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donc @

2 1

pT- o= RE, [Rp By, by - By Hpowp = BBy + Ry B Ap ] hy iy = Ay

Or, puisque H[L,M,Q,R]:O:
HR RL + HL + HQ QL = HR RM + HM + HQ QM =0 3
quand HR £ 0, ces relations permettent d'éliminer RL et RM des

expressions précédentes de p, 0, T, P reg? ; wvu, au § 1, 1'hypothese (2.2) :

Hp # 0 pour HQ =0 ;

donc @

LEMME 2.1. - Les fonctions

R B By :

p+RHQH.R » O % RH, H_ » Tt "RE ® ’

(2.5)

EEEAE RHQ1H_R [%uM-HLHM(“L"'}\M)"LHZM A,

sont bornées au voisinage des points ol HQ =0 .

Propriétés des variétés lagrangiennes compactes V de W .- V est engendré

par des caractéristiques de H , & adhérence compacte, appartenant donc & des tores

A [ Lo, Mo ]; les fonctions

L,M,N=N[L,M], c=c¢ [L,M]

sont donc définies sur V .

Notons V2 la partie ouverte de V ol dLA dM# 0, si elle n'est pas vide.

Quand d L AdM=0 sur V_, notons V, la partie ouverte de V ol (dL,daM) £ o,

si elle n'est pas vide. V1 et V2‘ sont donc des variétés lagrangiennes de V ,

non nécessairement ecompactes, engendrées- par des caractéristiques K de H , &
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adhérences K compactes ; elles contiennent ces adhérences.

Quand V2 et V1 n'existent pas, V est donc 1l'un des tores 'V[Lo ,Mo ].

Vu le lemme suivant, ni V1 , ni Vé n'existe, sauf si le graphe de la fonction :

N:(L,M) 9N [L,M]

contient un segment rectiligne de direction rationnelle.

La conséquence du théordme 2 qu'énonce 1'introduction (§ 2,n° 0 ) résulte donc

de ce lemme .

LEMME 2.2 . - 1°) Sur V, » N est fonction affine de (L, M) ; plus précisément :

(2.6) L, dL+M, dM+N, dN=0, ob (L1 , M ,N1) €2 , P.G.C.D. (L1 ,M1,N1) =1,

V2 est défini dans W par la donnée d'une fonction F de deux variables et par

les équations:
(2.7) Yo+ A [L,M,t]+FL (L,M]=¢+p [L,M,t]+FM L,M]=0.

Plus précisément, dans 1l'espace R5 de coordonnées (L,M, ¢, ¢,t), ces équations

~

(2.7) définissent une variété V, de dimension 3, sur laquelle, vu (1.5) ou

~

NL = - L1/N1 , NM = - M1 / L1 , le sous-groupe 21 de 25 engendré par

(L1, M, N1) €z opére comme suit :

(2.8) (€ymy )+ (L,M, ¥, 8, t)M(L,M,y+2nE, 8+2nn, t+c(L,M]();
on a @

(2.9) v, =V, /2, .

V2 posséde la mesure invariante par le vecteur caractéristique de H :

n=dLAdMAA4 t.
v

2°) Sur V, , L, M et N sont fonctions affines d'une méme variable s ; plus

1

précisément :
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dL dM 4N .
(2.10) - =y =5 =ds ot (L1,M1);£O,(L1,M1,N1) €z3,P.G.c.D. (L1,M1,N1)=1.

1 1 1

V1 est défini dans W par la donnée de trois fonctions de s :

L et M, affines, vérifiant (2.10), et F,

et par les équations :

L=1L(s), M=M(s),
(2.11)
L, {9+ 2 [L,M,t]}+1vx1 {§+p[L,M,t]}+FS (s) =0 .

Plus précisément, ces équations (2.11) définissent dans R5 une variété V

de dimension 3%, sur laquelle opére suivant (2.8) le sous-groupe 22 de Z5

d'équation (1.10) ; rappelons que ce sous~groupe est engendré par ses trois éléments
(1.14) ; on a ¢

2.12 VvV v /o
( ) 1=V, /2, .

V1 posséde la mesure invariante par le vecteur caractéristique de H :

qv=(M1dw-L1d‘I>)/\ds/\dt.
5°) Les phases de V1 et V2 dans le repére RO (chap. III, $§ 1, n°1) valent:

(2.13) ch=Q+L‘¥+M¢+F.
[o]

Note 2.1 . - au § 1, (2.8) et (2.10) définissent :

Q & 1l'addition prés d‘une fonction F de (L, M) ;

A et p i l'addition prés de ses dérivées FL et FM .
Btant donné V, ou V,, on peut donc choisir Q tel que dans (2.7), (2.11) et
(2.13) :
F = O .
Pour quantifier V , nous n'emploierons que la conséquence suivante de (2.13)

et des définitions, au § 1, (2.7) de ¢ [L,M], (2.9) de N : P &tant choisi nulle,

la fonction :
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(2.14) ¢, =2 T y -LY-M?% est définje sur V, et sur V, .
R 1 2
o) c{L,M]

Préliminaires & la preuve . - Vu la formule (2.11) du § 1, le théoréme 3.1 du

chap. II, §3 gs'applique avec :

£=3,h =L,h,=M, g =0+L¥+ M2, g == ¥-h,gy== ¢-p,

2

la phase P devant remplacer la phase lagrangienne ¢ .
° .
Toute variété lagrangienne V de W a donc localement des équations de 1l'un des

quatre iypes suivants:

(2.15)1 ‘Y+>\+FL[L,M]=@+u+F 0 ;

-
(2.15)2 M=f(L),w+x+fL (L)(§+p)+FL(L)=O;

(2.15)3 résultant de (2.15)2 par permutation de (L, V), (M, &) ;

(2.15)4 L = const. , M = const. ;
F et f sont fonctions d'une ou deux variables. La phase @H de V a l'ex-
o
pression (2.13) ,avec F = 0 dans le quatridme cas .
Preuve de 1°) . - Localement, V, & des équations du type (2.15)1 3V, est

donc engendré par des caractéristiques K appartenant & des tores V [Lo, MO]

disjoints ; leurs adhérences K sont donc disjointes et appartiennent & V2 3
dim V2 = 3 ; donc :
dimo K = .
Vu le lemme 1.1, les valeurs de NL et NM sur v sont donc des nombres ratioa -
nels. Les fonctions NL et NM sont donc constantes sur V et vérifient (1.6),

ce qu'exprime (2.6) . D'ou 1°) et (2.13).

Preuve de 2°) . - Localement, V, a des équations du type (2.15)2 ou (2.15)5;

c'est-a-dire du type :



Ch. III, §2 - 222 -
(2.16) L=L(s),M=M(s), L (s) (¥+2r)+M (s)(2+p)+F_ (s)=0

ot (LS, Ms) Z 0 . Pour chaque valeur de s, notons T (s) 1la variété de W

d'équations (2.16) : dim T (s) = 2.

Puisque V1 est engendré par des caractéristiques d'équations

L = const. , M= const. , ¥+ A = const. , ®+u = const.

et contient leurs adhérences, V1 contient les adhérences T (s) des T (s).
Déterminons - les.

1 3 —_
Vu 1'expression (1.5) de At A oet At g et vu que LS NL + MS NM = Ns’ T (s)

est 1'image dans W de l'ensemble des (¥, ¢,1t) € R°  tels que :

yer [L,M 8] 0 @4+w [L,M, 8] 1
s 21 s 27 2m

7>

L

P, €G (s) ,

ou G (s) est 1l'image de dans le groupe additif R  par le morphisme :

22 3 (5,n, L)L E+M m+N_ E.

T (s) est donc l'image dans W de l'ensemble des (Y, $, t) € R§ tels que :

v+r [L,M, 8], 24w [L, M, 8], 1

Ls 2 n S 2T 2T s

G (s) étant 1'adhérence de G (s) , donc un sous-groupe fermé de R .

G(s) =R et T (s) est donc le tore, de dimension 3, V (L (s),M (s)],
sauf si G (s) est discret, c'est-a-dire s'il existe (L1 s M1 , N1) € Z3 tels
que

s Ms Ns

T =% =fF - PG.C.D. (L1 » My N1) =1.
1 1 1
Puisque dim V1 = 3, il doit en étre ainsi pour tout s : les fonctions

M / L, » N / L sont & valeurs rationnelles, donc constantes j; les entiers
L1, M1 , N1 sont indépendante ' de s , qu'on peut choisir tel que (2.10) ait lieu.

Dloh 2°) et (2.13).
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Quantification de V. - Imposons 2 V la condition quantique de Maslov ; pour

1'exprimer, calculons l'indice de Maslov oo de V2 et de V1
0

emploierons le lemme 1 du §1 .

Nous ferons F = O dans le lemme 2.2 (cf. Note 2.1) .

ILEMME 2.3 . - 1°) Les fonctions p,o0, T sont définies sur V2 H notons
le complété de R par un point & 1'infini ; la fonction P : V2 -+ ﬁ valant
2 -
(2.17) F(u,M,t) = £ ’2'2"LM+TM22 €R
L (L —M2) (p7- 06%)
est donc définie sur 7V, N, o étant la partie de V, ol
w, £ __ <o _ I
(2.18) E'Nz“LM‘z
T L
2°) Si v, \ 70" est connexe, alors sur son revétement universel :
(2.19) mp = [-}[ \1f+lTL arc tg F(L,M,t)] , ( [...]: partie entidre de ...) .
o
3°) La fonction :
(2.20) B .
y m'Ro m clL, M
est définie (c'est-a-dire : uniforme) sur V2 .
Note 2.2 . - Supposons donnée la fonction
N: (L,M N [L,M], vérifiant (2.6) ,
choisissons H vérifiant (2.9) , § 1, puis Q vérifiant (2.8) , § 1 ; pour des
choix génériques :
dim "= 1, v, \ " est comnnexe.
Preuve de 1°) . - Rappelons que (L, M, t) sont des coordonnées locales de

vu (2.2) et (2.6)

s nous

R

.
’
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d'olr 1°) .

Preuve de 2°) . - Le contour apparent de V, . - Les formules (1.11) et (1.13) du

2

§ 1 donnent sur W :

Aw, =L sin v ddAgy + 228 ¥

L
4 - A + .
. w, 3 5 2(MclL LAM)A (Ldy + M4 @)

(2.21)

Or la différentation de (2.7),ou F = 0, donne sur V2 ,

D,O,’T:
d¥+ pdL+ o0dM=d4%2 + 0 dL+ TdM=0 mod. dR ;
vu (2.6) §1
dR:RHQ dt mod. (dL, dM).

Dtou :

L
N A =
Tai ®dR wy Aoy G(L,M,t,V¥) dLAAMAQdL,

(2.22)

en notant G la fonction, qui, vu le lemme 2.1, est régulidre sur V2 :

g L2+20'LM+ T M2

G=—HQ[L(pT—02) sin Y + cos ¥ ].

12 - 1P
Vu le lemme 1 du § 1, le contour apparent ZR de V2 est donc :
°
g =Lo'VD",
o
" étant défini par (2.18) , 7' étant la surface de v, \ " d'équation :
(2.23) t: tge¥+FP(L,M,t) =0,

oW F est défini par (2.17) .

Calcul de m, .~ Les formles (1.11) et (1.13) qu § 1 donnent sur W :
[e]

sin V¥
(2.24) w, Nw, = Lecos Ydénady - 2 2 (MAL -LdM) A (LdY + Mad) ;

sin ® 3 1

vu la définition (2.1) de
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d'ol, par les calculs qui déduisent (2.22) de (2.21) :

L
(2.25) R oinE dR/\w3 /\u>1=G\Y(L,M,t,‘i’) ALAdMAGE.

Ces relations (2.22) , (2.25) et le lemme 1§ 1 donnent, au voisinage d'un point de e

oy = const. pour G/G‘Y < 0,

m, = 1+const. pour G/G\l’> 0.

Ce résultat vaut évidemment pour toute fonetion G  s'annulant une fois sur ',

par exemple pour la fonction :

G=ln‘i’+ln arc tg F (L,M, t) mod. 1 ;

donc, sur v, \ o, m, a localement 1'expression (2.19), & une constante additive
o
prés. D'oll 2°).

Preuve de 3°) . - Supposons d'abord H et Q génériques (Note 2.2), donc

V2 \ o connexe et
LE + MHE, # 0 pour HQ= 0,

ce qui implique, vu le lemme 2.1, que la fonction

f=pL2+20LM+ -er:vz\E"aﬁ

est définie. Vu (2.19) , la fonction

(2.26) mp --3; y —-1; arc tg F est définie sur V, \ND" s

[e]
vu la définition de F , ol |M| <L d'aprés 1'hypothése (2.2) du § 1, on a au voisi-
nage des points ou F = 0O :
F/f <0;
F=0 équivaut &2 £ =0 ; donc :

(2.27) arc tg F + arc tg £  est définie sur V, \ D ";
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2 2 4N
by (pL1+ 20L, M1+7Mf) = 211[L1 NL2 + 2L, M, NLM+Mf NMZJ=2n 2

Preuve de 2°) . - Le contour apparent de VAl . - La différentiation de (2.32)

donne, vu (2.10) et la définition (2.1) de p, o, T :

dY+(pL1+oM1) ds+M, dr = a8 + (0L1+TM1) ds - L, dr = 0 mod. dR;

dtol, vu (2.21), puisque dR=R H.L dt mod. (dL, dM), c.5.d. mod. ds :

Q
L \
(2.35) YY) dRsz/\m3 = G(s,t,¥) dsAdrA dt,
ou
2
2 No
G(s,t,¥) =H [L(p1° +20L, M +1 M )sin ¥ + —>— cos ¥] ;
Q 1 171 1 -

va 1°) et le lLemme 2.1 , la tonction G : v, o R est définie et réguliére sur v, .

Vu le lemme 1 du § 1, le contour apparent b de V1 a donc pour équation

R
o

D te Y+ F(r,s,t)=0.

Calcul de my .~ Le calcul déduisant (2.35) de (2.21) permet de déduire de (2.24)
]

la formule :

L
Taine 4B vy Awy = Gy (s, t, v)ds AQdr A gt .

D'ol,, en appliquant le lemme 1 du § 1 comme le fait le lemme 2.4, 1'expression (2.34)

demR.

o]

Preuve de 3°). - Supposons V, eénérique , vy (2.34)

arc tg F (r,s,t) est définie sur V

(2.36) m.R—-% ‘y-%
[o]

13

va (2.33), ol ]Ml <L 4d'aprés l'hypothése (°.2) au § 1, et vu le lemme 2.1 s F =0
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or
(2.28) arc tg £ + arc tg%: const. ;
vu le lemme 2.1, % = 0 équivaut i HQ =0 et, au voisinage des points ou HQ =0:
H
f;‘ f <0 ;
donc :
1 fq
(2.29) arc tg ¢ + arc tg )y est définie sur 1V, \ D"
or, vu l'orientation de T , §1, (2.9) :
B t
(2.30) arc tg +2n1 —= est définie sur T [L, M] .
HR c[L, M] :

Les formules (2.26) ... (2.30) prouvent 3°) pour H et Q génériques. D'olu 3°).

LEMME 2.4. - 1°) Définissons sur V‘l une constante No et une fonction r

par les relations :

(2.31) Ly M- M1 L=N;

(2.32) Y+A+M 2= &+u-L r=0.

~

Les fonections (r, s, t) sont des coordonnées de vy .

Une fonction F : 7, - R est définie par la formule (quand v, est générique)

N2

(2.3) Flxoe, )= L(12-¥P) (po+-2c1;lM1+-f Mf)'

. . P - 2
29) si V1 est générique (No £ O;HL2 L1 + 2HLML1 M1 + E}qu M‘;Z #OporurHQ=o), alors :
(2.34) my, = [-;]-;‘i’+ln arc t¢ F (r,s,t)] ([...] : partie entidre de...)
o

3°) La fonction (2.20) est définie sur v,

Preuve de 1°). - (2.11)2 , ou P = 0 (Note 2.1) justifie la définition (2.32) de r .
Vvu (2.2) et (2.10) :
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équivaut & H, = 0 ; au voisinage des points de V1 ou HQ =0 :

Q

P— <0
H
Q
donc :
g
(2.37) arc tg F + arc tg est défini,

r

Les formules (2.30), (2.36) et (2.37) prouvent que la fonction (2.20)est définie sur

V1 générique, donc sur tout V1 .

LEMME 2.5 . - 1°) Pour que V vérifie la condition quantique de Maslov, il

2

faut et suffit que, sur V les fonctions L,M et N soientliédes par une relation:

2’
L _ 2 Ay _
(2.38) L, (L-2)+M1M+N1 (N+2) -}ﬂNO,
ou
(2.39) Ly, M, N, ;éO,NO €2, P.G.C.D. (L1,M1,N1)=1.
2°) Pour que V vérifie la condition quantique de Maslov, il faut et suffit que,

1

sur V1, les fonctions L, M et N soient 1iés par les trois relations ;

(2.40) (L1,M1,N1)A(L--1§,M,N+%>=K(LO,MO,N0),
ou : A désigne le produit vectoriel dans EB,
2
Ly,M,N,L ,M ,N €2, L + M £ 0,

1 o) o 0 1 1

(2.47)

P.G.C.D. (L1,M1,N1) =1,L L+ M M +N N =0;

1 1

deux seulemrnt des trois relations (2.40) sont donc indépendantes.

Préliminaires & la preuve. - Une variété V vérifie la condition quantique de Maslov

(chap. ITI, § 2, définition 6.2) quand la fonction

1
2k R

% mp est définie mod. 1 sur V.
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vu (2.14) et (2.20), V, ou V, vérifie donc cette condition quand la fonction

1 2
(2.42) (%'r-+%) %+%%+(—E—+—%—)m
est définie mod. 1 sur V1 ou V2 .
Preuve de 1°) . -~ Vu le lemme 2.2 1°) : la fonction (2.42) est définie sur
;2 PV, = %2 / 51 ; 51 a pour générateur :
(L, M, Ny)
et opére sur 62 suivant (2.8) . La condition quantique de Maslov est donc :
(%—"(-+—;—) Ly + MM, + bﬂr+%)N1 € 2.
D'ol 1°)

Preuve de 2°) . - Vu le lemme 2.2 2°): la fonction (2.42) est définie sur

~ ~

v 5 V=V1/ZZ;Z

y 5 a pour générateurs :

(0,M, N M3N2),(—L2N

3

L, , ...N3 étant définis par (1.12) et (1.13) ; 2, opére sur v,

suivant (2.8). La condition quantique de Maslov est donc :

1

-4

L N L .
—)MNEZ,—(h, )L +(){+ )quzez,

N

+—)L LMZEZ;

3

le

()’f 2 M5 -
vu (1.13) cette condition quantique équivaut & la condition (2.40) - (2.41), complétée

par la suivante : LO, MO ,No sont respectivement multiples de L2 , M.2 , N2 . Or :

L2 = PoG.C.Do (M1’ N_' ) 9 ees 3
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cette dernidre condition résulte donc de (2.41). D'ol 2°).

THEOREME 2. - Cherchons une solution U de 1l'égquation lagrangienne

a U

0 mod 1,/v2 (a : opérateur associ& & H) ;

5 amplitude lagrangienne = 0, gqui soit définie mod. 1 / v sur une variété lagran-

gienne V compacte, autre que les tores V [Lo ,'MO ] étudiés par le théordme 1 ;

pour que U existe, il est nécessaire gue le graphe de la fonction

N:(L,M) ¥ ¥ [L,M] [cf. Chap. III, §1, (2.9)]

contienne un segment rectiligne d'équation pliickérienne :

‘ e
(2.40) (LM, M)A (L=, w, ¥4F) = (L, M, N )
telle que :
2
Ly My, N, Lo,M , N €7, L] +Mf # 0,
(2.41) P.G.C..D.(L1,M1,N1)= 1,LOL1 + MM, +N N, =0.

COMPLEMENT . -~ La condition :

1

No €2

est nécessaire et suffisante pour qu'existe un tel segment dans un domaine plan ,

appartenant 3 ce graphe de N et ayant une équation :

(2.43) L (L-—%{) + M M+ N (N+’%)=){Nc')
telle gue :
(2.44) Ly, M, N} €2, P.G.C.D.(Ly,M} , Nj)=1,N' €R,

Note 2.3 .- Ce complément facilite 1'application du théordme (cf. n° 3).

Preuve du théoréme . - Vu le chapitre II, § 3, théortme 6, V doit vérifier la

condition quantique de Maslov. Puisque V n'est pas 1l'un des tores V [Lo ,Mo 1, v
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doit contenir une variété lagrangienne V2 ou V1 vérifiant cette condition quan-
tique ; vu le lemme 2.5 , le graphe de la fonction N contient donc :

soit un segment rectiligne d'équations (2.40) - (2.41) ;

soit un domaine plan d'équation (2.38) - (2.39) et donc un tel segment.

Preuve du complément . - La condition Né € 7 est évidemment suffisante. Prou-

vons qu'elle est nécessaire ; supposons que, dans l'espace R de coordonnées (L, M, N),
le plan d'équation (2.43)-(2.44) contienne une droite d'équations (2.40)-(2.41) cette
hypothése s'exprime par les 4 relations(dont les 2 dermiéres résultent des précédentes):
1 1 | -
L1%+M1W+MN1—0,
' _ [ [ Tt ! -
o MyNO SN M NpL-L3N LM -
o~ L - M - N ‘

Ces relations impliquent N! € Z, puisque P.G.C.D. (L1 My, N, )=1.

3, EXEMPLE : L'OPERATEUR DE SCHRODINGER ~ KLEIN - GORDON .

Nous choisissons pour a 1'opérateur associé & 1'hamiltonien K , défini au § 1

par (4.6), ok A sera supposé fonction affine de M , B et C constants, B> 0.

Ce § 1 a étudié le systime :

et retrouvé les niveaux d'énergie classiques.

En étudiant la seule équation :

al=20,

nous allons retrouver les mémes conditions d'existence, donc ces mémes niveaux d'éner-

gie classiques .

THEOREME 3.1 . - L'équation lagrangienne :

(3.1) a U= 0 mod. 1/'v2

posséde une solution U A AMPLITUDE LAGRANGIENNE = 0 , définie mod. 1/v  sur une

variété COMPACTE V si et seulement s'il existe un triplet d'entiers (£, m, n)
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vérifiant la condition (4.11) du théoréme 4.1 du §1 .

Note 3 . - Sous cette condition ni l'unicité de V, ni l'unicité de U & un facteur
constant prés (cf. Théor. 1) ne sont assurées.

Preuve . - L'existence d'une telle solution de (3.1), souscette condition (4.11)

dqu & 1, est assurde par le théordme 1 et aussi par ce théoréme 4.1 du § 1 .
Vu le théoréme 1, il ne peut exister de telle solution de (3.1) , définie sur un tore

v [ L, Mo] que sous cette condition .

@)

Vu le théoréme 2 et la formule (4.8) du § 1 donnant la valeur de la fonction N :

(3.2) v[L,mM = 22— _/12:¢,

l'existence d'une telle solution sur une variété V  autre qu'un tore V [L_,M_|]
4 o’

exige ceci :

Le graphe de N contient un segment de droite .

Flle exige donc que l'un des trois cas suivant se présente :
Premier cas : A (M) = A est indépendant de M ; C = O .

Vu (3.2),le graphe de N est donc le plan d'équation :

B

Vi

L +N =

Le théoreme 2 et son complément exigent l'existence d'un entier n tel que :

B
—— =kn,

J A

o)
La condition (4.11) du théortme 4.1, § 1 est donc vérifide , puisqu'elle est indé-
pendante de £ pour C=0 et de m pour A (M) indépendant de M.
Second cas ¢ C=03 A Jdépendde M.
Vu (3.2) , le graphe de N contient les seules droites d'équation :

B

M=M ,N+L= —— , ou M =const. , A =4 (M) ;
o 7——" o 0 (o]
AO

leurs équations pliickériennes sont donc :
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M N+ )= (M, - 2=, M),

(1,0,-10 A (L-
[e] A/K_ [o]

o

Le théoréme 2 exige l'existence d'entiers m et n  tels que :

n>|m| car N>0 et L> |M| par hypothése : of. (1.2) au § 1 . La condition

(4.11) du § 1 est donc vérifiée.

Troisidme cas + # = A est indépendant de M ; C £ 0.

vu (3.2) , le graphe de N contient les seules droites d'équation :

L=L , XN= L2 _ L2 + C ou Lo est une constante, L§4-C>'O;

(e} A/_A__— o

)
leurs équations pliickériennes sont :

X

> 9M9N+£)=

(Oa1’O)A(L‘ 2

(_}L
/A,

Le théoréme 2 exige 1l'existence d'entiers £ , n tels que :

B 2 _ _ 1y .
+L -/l +C=Kn , LO_J{(L+2) ;

JE,

0=4 car O<ILj 3 £ <n car N> 0 par hypothése ,

La condition (4.11) du § 1  est donc vérifiée .

THEOREME 3.2 . - Choisissons pour a 1'opérateur de Klein- Gordon (4.22) du §1;

supposons le champ magnétique #6 # 0 . Alors les tores T (£, nm, n) , définis par

(4.12) § 1, sont les seules variétés compactes sur lesquelles existe une solution

lagrangienne, U , & amplitude lagrangienme = 0, de 1l'équation :

al=20 mod.?/vz.

Preuve . - La preuve du théoréeme 3.1 prouve que la condition nécessaire qu'énonce
le théoréme 2 ne peut pas étre satisfaite quand a est 1'opérateur de Klein - Gordon
(C#0) ou A dépend de M ( ## 0) .
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CONCLUSION . - Nous ne poursuivons pas cette étude malaisée de 1'équation

a U=0 mod. 1/v2 ; en particulier nous n'explicitons pas les variétés lagran-
giennes, autres que les tores T{(4£,m,n), sur lesquelles existent des solutions
de 1'équation de Schrddinger ou des solutions, quand 3¢= 0, de 1'équation de
Klein - Gordon.
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§ 3 . Le systéme lagrangien : a U = (aM—const.)U= (a 2-const.) U=0,
L

guand a est 1'opérateur de Schrddinger — Klein ~ Gordon .

0. INTRCODUCTION . -

Ce § 3 dtudie le systéme lagrangien que le § 1 a résolu mod. 1/ v2.
Le n° 1 cherche sous quelle condition s'applique le théoréme 7.2 du chap. II, §3

Les n° 2,3 et 4 explicitent l'application de ce théoréme sous des hypothéses
appropriées, de plus en plus strictes, qui constituent finalement la suivante :
a est 1'opérateur de Schrddinger - Klein - Gordon ; le théoréme d'existence 4.1

est finalement obtenu.

Note O . - A. Voros (ef. [23] - [24] me fait observer que ces propriétés des

dquations de Schrddinger et de Klein - Gordon s'étendent au cas d'un potentiel élec-

trique, fonction & valeurs > O de la seule variable R, si le niveau d'énergie

E n'est plus astreint & &tre un nombre réel et s'il lui est permis d'étre unnombre

formel guelcongue, de phase nulle .

1. COMMUTATIVITE DES OPERATEURS a, a o ET ay ASSOCIES AUX HAMILTONIENS
L

H(S$1,n°2), 12 BT M (§ 1,n° 1) . ~ Cherchons quand le théoréme 7.2 du

chap. II, § 3 s'applique & ces opérateurs, c'est-i-dire quand ils commutent.

LEMME 1. - 1°) ay et a (donc, en particulier, ay et a, )
L

commitent.

2°) La condition que a , et a commtent s'énonce :
L

(1.1) (VL, M, Q,R) HM2Q=HM2R=O.
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Preuve .- Soient a et a' les opérateurs lagrangiens associés i deux hamil-
toniens H et H' ; wvu la formule (1.1) du chap. II, § 2, leur commutateur
aoa'~a'oa

est associé i la fonction formelle valant :

- 2r+1
1 1 S 9o 9. o '
“'2) -2 rEEN (2r+1)! (2\))21-4_1 [<Bx ’ ap'> - < dx ' ? 5p> J H(X’P) H (X'r P')

x '=x
p'=p

Supposons H et H' en involution, ce qui est le cas de H (§1, n°2),

12 et M (§1,n°1), va au §1(1.3) : le premier terme de (1.2) est nul. Si H'

est linéaire en (x', p') , tous les autres termes sont évidemment nuls : a et a'
commtent; d'ol le 1°) du lemme. Supposons que H' est un polynome homogéne de

degré 4 en (x',p') ; alors, vu (1.2) , aoa' -a'oa est associé i . H", H"

v3
étant l'hamiltonien valant :
1 3 o d Jo)
" (X’P)="_2_Z[<"a;1a_pT>‘<$£v ’a_p> ] H(X,p) H! (X',p') ey
p'=p

Une double application de la formule de Taylor montre que le terme de H'(x'+y, p'+q)

homogéne de degré 1 en (x',p) et 3 en (y,q) est:

1 3 2 o1 3
Tl 5pr>+<yiger> ] B (x,p1) = [<p! ’aiq>+<X' 1537 B v a) s

donc, si H' est homogéne de degré 2 en chacune de ses deux variables :

1 9
g (X,p) =‘Z’[<P’HI')| (a_p ’ a_ax)>‘<XyH;{y (%1 %)> ]'H(X’P) .

En particulier, pour H' = L2 , c'est-a-dire : H' (x',p') = |x' A p'| 2:

" 21 2 S 9, 9 .
(1‘3) H (X’p)—z <p/\ap +X/\ax9ap N aX>H(x’p) y
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dans cette formule, les couples d'opérateurs

d ) ) )
— — — /\ — .
(p A 5t * N )y (8p o )j commutent
" o 0 . s sz s .
L'opérateur (p A 55 +x A = est une rotation infinitésimale agissant sur
x et p ; elle annule donc L,Q,R ;3 un calcul aisé donne :

(p A£+XA§§{)M(x,p)=x3p-p3x;
supposons H fonction composée de L,M,Q,R [ §1,(2.1) ];
(1.3) devient donc :

B (x,0)= b <35 A 3o By %y p-Fypg x> s

notons pour toute fonction F de (x,p):

X, X, X3 X, X, X;
XF =P ) P3 , Pr = Py Py P3
FX1 Fx2 Fx3 ij Fp2 Fp3
1'expression précédente de H" s'éerit
B =t gy Pu-tgy X

Or les opérateurs différentiels lindaires 3§ et X ammulent. évidemment
donc L2 va (1.2) §1;

2
_ 1 oL _ 1 oL
le—"E dx ’ 53M-"2 aPB

.
*

en notant & F le déterminmant fonctionnel

P2

»Q, R

2

b
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o F - 012 37 a1® ¥
= 3 ox,
BXS Pz ap3 X3

1'expression de H" devient donc :
" (X ’ P) = % 2 H .
Or 1'opérateur differentiel lindaire & annule évidemment L et M ;

2 2 2 2 R 2 2
@ = - s R: ] -
Q PXB R p5 2@ Qx5 RP3X5

=

1'expression précédente de H" devient donc :

(1.4) B (x,p) =3 (0, + 80, )as-0E, px - EE 2

H p
32 2q 2 M2Q3

Vu le n°1 du § 1, Py /x3 est indépendant de (L,M, Q,R) : 1la condition :

(Vx,p) B" (x,p) =0
équivaut donc & (1.1), ce qui prouve le 2°) du lemme.

2. CAS D'UN OPERATEUR 2  COMMUTANT A a, ET a, .- Supposons (1.1) vérifié:
L

le lemme 1 prouve gque le théoréme 7.2 du chap. II, § 3 s'applique au systéme

lagrangien :

r+2
(

(2.1)r aU=(a2—cL)U=(a.M—cM)U=O mod. 1/v rz1) ,

L

ou °1, et y sont deux nombres formels de phase nulle, tels que :

_ _ 2
(2.2) e, =Ly = ¢y - M =0 mod. 1/v° .

Les expressions a+ et a.;[ de a et a.M dans R sont les suivantes,
L2 L2 o}

vu le chap. I, §1,n° 3 et la formle

2 2 S
2v dx ' op- L2 ( ) [1 1 < d o > 1 o o2 2.2 2
e X,DpP) = +2V axygﬁ + 8\)—2<g}z165‘ ](P R"Q)
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v 2\)2
+ - 3
(2'5) 8.2(\), X’VBX>—2 (AO-Z)’
L v
ou
2
2 3 - S WY
(2.4) b= R 2 _.E *5 %% Tox. axk‘z?? *5 3. [A—E( X, )7 ]
Jrk J J J J J

est le laplacien sphérique, vu son expression (2.24) : il opdre sur les restrictions

des fonctions aux gphéres : R = const. ;
+ 1 34 _ 2 0 J
&y (v,x, v Ox ) = v ( % ax2 - % 8x1 )

qui est une rotation infinitésimale.

Imposons & 1'inconmue U d'dtre définie mod. 1/vr+1 sur une variété lagran-

gienne compacte V ; vu le théordme 3 du § 1

i) V est nécessairement l'un des tores
V=V[LO,MOJ=T(z,m,n) t H=L® -1  =M-M =0

que définit le 1°) de ce théoréme

ii) 1'amplitude lagrangienne BO de U est nécessairement constante .

Si p_=0, (2.1)r se réduit a (2.1)r_ ; imposons donc la condition :

1

(2.5) B, = const. £ 0.
Nommons probléme (2.1)r le probléme défini par le systéme (2.1)r, la condition

(2.5) et la condition que V est compacte.

Notations . - La formule (3.16) de ce méme théordme 3 du § 1 explicite la mesure
invariante m : les formules (1.16) et (3.6) du § 1 explicitent & x ; la

formule (3.4) du chap. I , § 3 définit arg. d3 X =nmy § Wp est donné par
o o

(3.5) §1; arg. m=0 par définition ; d'ou la valeur de la fonction x ,
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que définit et emploie le § 3 du chap. III, et de son argument :

y = == [RB "

=3 [ L,»M ,Q,R ] sin ¥ sin € |7 L , ou 6= const. ;
d-x

Q
(2.6)
g

. 1 . ¥
-arg.sin ¥ , oli:arg. Hy=-n[—-arctg HR]’ arg. sin ¥=n[=];

arg. y =-arg. H
g X g Q

rappelons que [...] est la partie entiére de .... .

Le contour apparent de V est

(2.7) > :HQ sin Y =0 3 x:V\ . — R.
R R
o) o
Soit U une fonction lagrangiemne sur V , & amplitude lagrangienne

BO = const. # 0O ;

son expression dans Ro sera notée :

v CpR

B
(2.8) U, =x8(Me °,0u 8(v)=p -
o sEN v

vu, au chap. IT, § 2 , le théoréme de structure 2.2 et la définition 3.2 des fonc-

tions lagrangiennes, la foncition

est régulidére méme sur 7, .

R
o

Soient DH , DL s DM les opérateurs tels que :

- _izi 0 .

[aU]RO = L e Dy B ;

2 X R
2. - - o .
( 9) [ (aL2 LO) U ]R = v e DL S ’
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D, . D 5 et DM commuitent, puisque a,a > et aM commutent.
o L L
Employons sur V\ 7 les coordonnées locales (R, V¥, ).
R,
LEMME 2.1. - 1°) Avec ce choix de coordomnées :

(2.10) Dy = §% .

2°) Si U est solution de 1'équation

(2.11) (ay-cy) U=0 modi/vT*?,
ol CM est un nombre formel, de phase nulle, tel que
2

) Cy =M mod. 1/v° ,
alors :

c = r+ 2 |

y=M,  mod.1/v ;

r+ 1 . ' 2
B est, mod. 1/v , fonction des seules coordonnées (R, V).

Preuve de 1°) . - Calculons Dy, au moyen du théoréme 4 du chap. II, § 3 :

on substitue & H dans ce théordme 1'hamiltonien M-M_ 5 vu (3.18), § 1,

les caractéristiques de cet hamiltonien ont pour équations

dt =dY¥ =0, c'est-a~-dire : dR =d¥ = 0;

le paramétre de ces caractéristiques est ¢ , qu'on substitue & t dans ce

théoréme . On obtient (2.10).

Preuve de 2°) . ~ Pour 1 =0, 2°) est évident. Une récurrence sur r permet

de supposer 2°) vrai quand on y remplace T par r-1 ; alors

M
T+ 1 .
cy =M, + LT (Mr+1 €C)s
(2.11), vu (2.9) et (2.10) , équivaut a :
BBr
s¢ - Y.,q B, , ol B, = const. # 03
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or Br est une fonction de ® ayant la période 2 7 ; donc :
op
r
Moy =05 —3% - =05
dtolu 2°)
Notations . - Nous supposerons désormais g fonction des seules variables
(R, ¥) ; vu (2.10), Dy et D commitent & S%{ et opérent donc sur les

fonctions de (R, V¥) .

LEMME 2.2 . - 1°) En coordonnées locales (R, ¥, ¢)

: - dr_r o _ L =
(2.12) D, B=2L 57 -5 Fle-7 8,

ou : T est la variable

T = cotg V¥ ;

F  est 1'opérateur i coefficients polynomiaux valant :

- 2 9B
PR=F, B+3: [F, 521,
F1 et F2 étant les polynomes de T valant :
) 5 Mi N Li + Mi (+) (Mg 2 Lg) (72 + 1)
" T) = ,F T) = =~
! 8 L (L2—MZ) 2 2L (L2—M2)
o ‘o o) o'’o o

2°) Soit U une fonction lagrangienne, définie sur le tore : V[LO ,Mo],

d'amplitude lagrangiemne B _ # 0 et solution du systime :

(2.13) (aLz-cL)Uz(a.M-Mo) U=0 mod. 1/vE*+ 2,

ou ey, est un nombre formel, de phase nulle, tel que :

2 2
op = L mod. 1/v°.

Notons J, 1'ensemble des points de la courbe T [LO , Mo] [(§1, (2.5) ] ou:
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P HQ =0
Alors :
(2.14) cr, = Li - —:%r mod. 1/ v r+2;
4 v
(2.15) B (v,R,¥) =g (v,R) £ (v, ) mod. 1/vE*7,

g étant une fonction formelle, arbitraire, de phase nulle, définie sur

r [Lo, MO} \7, f étant définie comme suit.

5°) I1 existe une unique fonction formelle, définie sur R, f, valant :

(2.16) £(v,7)= © —— £_(7) (r €R)
sEN v

telle que :

df 1
(2.17) i = Ff;
(2.18) £fo=13 £, est un polynome réel de 7T, de degré 3s, ayant la parité
de s 3
(2.19) £F=1+2p0, (F & - ¢4 [ F: inaginaire conjugué de £ ];
[ (2.19) exprime f,, aumoyende f,, ..., £y . ]

Toute solution de (2.17) mod. 1/ v est, mod. 1/v®, le produit de f par

un nombre formel de phase nulle.

Note 2 . - La fonction formelle U' de x, homogéne de degré O , définie pour
2 2
Mo R < Lo Xt X o
valant :
v(L Y+M_ @)
(2.20) o (v, x) = £t e o T
J sin ¥

vérifie :
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1 9 S Vg - - v
(2.21) 5 (x1ax—xzax‘)U_MoU,2 AU-Z(L
2 1 v
Preuve de 1°) . - Calculons DL au moyen du théoréme 4 du chap. II, § 3 :

on y substitue 3 H 1'hamiltonien 12 - Li i v (3.17), § 1, 1les caracté-

ristiques de cet hamiltonien ont pour équations
dt=4d%= 0, c'est-a~dire : dR=d ¢ =0 ;

le paramétre de ces caractéristiques est VY / 2Ib y qu'on substitue & t dans

ce théoréme ; au second membre de la formule (4.5) de ce théoréme doit &tre subs-

titué :

i

5%’ 3D 2 i ied Ba 1.3 32722 2
e L (xip)—[1+—“_< ’ap>+8<a}(’ 5p> ](P R ‘Q.)

ce théoréme donne :

- B8 1 -1/2 1/2y _ 3.
(2.22) D B=2L =F+7 [x b, (Bx "“)-281,
o A est défini par (2.4) en coordomnées (x1, X, XB) .
Va le §1, (1.5) et (1.12) , nous avons, en employant aux premiers membres les

coordonnées (R, Y, Q) et aux seconds membres les coordonnées (x1, x2, xB) H

3 2 2

d d 23 d
(2.23) R<%= 2 x,— ;donc:R —_ =) x. .

SRT 2, T8y 2 5k Jxkaxjaxk
La définition (2.4) de 4,  s'énonce donc :

2 2 3° 3
(2.24) A =R"A-R° — - 2R .
e} 6R2 3R

Or les formules (1.5) et (1.12) du § 1 donnent :

X M

_ﬁz =~ s5in ® cosY, ol cos @® = 39 sy va §1, (1.11)
o
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d'ouy, sur V:

2 2
<R ,¥>= 0; Rz <Y ,¥> =14+ _cotg 8 , R2 LY = cotg ¥ (1_-cotg ® );
X X b'd X . 2 . 2
sin™ Y sin™ Y

d'ol l'expression de R2 A sur les fonctions de (R, ¥) ; portée dans (2.24),

elle donne sur ces fonctions :

2 2 2
(2.25) b= (14 BHEE ) O cotgy (1 - 28y O,
sin™ V¥ awz sin™ VY
d'ol, vu (2.6), par un calcul banal :
-3 1/2 — B
x £ b, (Bx /7)) = sin ¥ A ( )
sin Y
(2.26)
- _ar 1
= =2 LO a v FB+3 B
de (2.22) résulte donc (2.12)
Preuve de 2°) . - Vu le lemme 2.1, B est localement fonction des seules -
variables (R, ¥) . Vu ce lemme et (2.12) , B, est une fonction, non identi-

quement nulle, de la seule variable R.
Pour r =0, 2°) est évident. Une récurrence sur r permet de supposer que

Bo, ceey Br— 1 sont des polynomes en T, & coefficients fonctions de R et

que 2°) est vrai, quand on y remplace r par 1r-1 . Alors :

2L L
_ .2 5 0 r+l r+ 2 .
cp =1L, - 4\;2 +vr+1 mod. 1/ v (Lr+1EC),
1'équation (2.13)1 s'éerit donc :
2L L
2 S _Tordly o r+ 2 |
(2.27) - D B+ ( 5 - r+1)s_o mod. 1/ v ;
4v v
vu 1'hypothése de récurrence, cette équation vaut mod. 1/ vr4'1; vu (2.12), elle

gs'écrit donc :
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d5r=(F5r_1)dT+Lr+1BOd‘¥, pour R=const. ;

donc, puisque F est un opérateur a coefficients polynomiaux, Br est la

somme d'un polynome en T = cotg ¥ et de la fonetion L, _, B/ ¥, ou B, # 0;
or Br est une fonction de VY de période 27t donec :
Lr_H =0 ; Br est un polynome en T ;

(2.27) s'éerit :

r+1

dB=%(FB)dT mod. 1/ v pour R = const. ;

d'on (2.15), si 3°) est vrai.

Preuve de 3°) . - La condition que (2.16) vérifie (2.17) mod 1/vE  stéerit :
dfé
fo = const. , - =F fs— y pour s =1, «esy, -1 3
fs est donc un polynome en T, de degré 3% s, contenant une constante d'inté-

gration arbitraire ; f est donc bien défini, au produit prés par un nombre formel,

de phase nulle.

Choisissons les constantes d'intégrations réelles : les fr gsont réelles.

I1 existe un choix unique des constantes d'intégration des f2s y tel que les

fr aient la parité de r .

Preuve de (2.19) . - Soit f 1'imaginaire conjuguée de f ; puisque v est

imaginaire pure et F 1réel, (2.17) implique :

4 _ 1 oz, 4 Yy 1 (7 =
ar=-5 FF 5 4 (f f)= 5 (fFPf-fFT),
c'est-a-dire, vu la définition de F
4 1l s 4 af _a_ dfyy 14 74 f af
ar R =y LB 5 (B §) -5 Mg kygs (R(Fir-r30) 15
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c'est-a-dire, puisque les fr sont réelles :

2s g 2s-1 gt 4
(Vs €m) ,E (-1) f2 s-s' fs' = 2F2 Z,> (-1) fs' ar f25—1—s’ tegi
s'=o s'=0
si s> 0, cette formule exprime f2s au moyen de f1 yeeny f2s-1 et de
cg €R, qu'annule un choix approprié de la constante d'intégration de fzs .

Preuve de (2.21), . - Vu (2.12) et (2.17) :

2
N .
DL f = v £
c'est-a-dire, vu la définition (2.9) de DL :
V9
+ 190 2 5 = °y _ g .
[3L2(V’X:Vax)‘Lo+4v2]( x fe ) =0

c'est-a~dire, vu 1'expression (2.3) de a+2 et 1'expression (2.6) de ¥,

puisque AO opére sur les restrictions des fonctions aux sphéres R = cte
et puisque ¢y @ 1'expression (3.4) du § 1, ot Q ne dépend que de R
L 2 _ 1 ' -
( 5 8 - L, - ) U (v,x) = 0,
v 4v

U' étant défini par (2.20); U' est homogene de degré O en x ; d'ol (2.21%?,
vu la définition (2.24) de by

Preuve de (2.21)1 . - De la définition (2.16) de f et de l'expression (2.10)
de DM résulte :

Dy £ =03

c'est-a-dire, vu la définition (2.8) - (2.9) de DM :
+ ’ CPRo
(af -M) (SKfe °)=0;
le début du n°® 2 a calculé :
af = (x, - x )
M v 1 ax2 2 5x1 ’
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a& annule donc les fonctions de la seule variable R ; vu l'expression (2.6)

de ¥ et l'expression (3.4) §1 de @, la relation précédente équivaut
o

donc x (2.21)1

LEMME 2.3 , -~ Il existe un opérateur D , opérant sur les fonctions formelles
g définies sur T [ LO , Mo IND, tel que :

(2.28) g f(v,¥)e(v,R]=1(v,¥ Dg(v,R).

On a localement :

d
(2.29) D=L —5 D, (R,5g)

D_ (R, 4 )  étant un opérateur différentiel défini sur T [L_, M, I\ T

5 dR o
- 4
(2.30) D, _:RHQ <F -
Preuve . - Puisque Dy commute = D, qui a 1'expression (2.12),
ar o 1
v Ga- v F) g lev,v)e(v,R)]=
dT,d 1
DH{d\y(-a—T'—V_F)f(Vv\y)g(V’R)]=O§

vu le lemme 2.2 5°), DH [f‘g] est donc le produit de f par une fonction

formelle, qui est définie sur T [LO, MO ] N7 et qui est notée Dg.

Le théoréme 4 du chap. II, § 3 prouve que DH est du type :

D (R, ¥,

2 )
\ Y 4
sEN v © oY

DH, < étant un opérateur différentiel ; il en résulte que D est du  type (2.29).

Puisque les caractéristiques de H vérifient (2.14), § 1, ce méme théoreme

prouve que :

%IUg) dt = d (fg) mod. t/v, pour dR =R% dt, dy=H dt;
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or :

donc :

- g .
Dy (fg)-RHQ iR mod. 1/ v 3

cette relation équivaut & (2.30) .

THEOREME 2 . - 1°) Le probléme (2.1)r , 4éfini au début de ce n°2, n'est possible
gue si :

=18 - 5 -
=lo-7% oy =M
4v

2°) CE PROBLEME (2.1)r EQUIVAUT AU PROBLEME (2.31)r dont voici 1'énoncé :

définir sur T [Lo M 1\ o, mod. 1/\)1'+1 , une fonction formelle

ge(v) =D 5 & (g,=1,g,:T[1,,M ] \D~¢C)

sEN v
satisfaisant aux conditions :
De = 0 mod. 1/vE*T
(2.31)
(HQ) 5T & est régulidre, mod. 1/v°t', sur T (L, M 1.
Toute fonction formelle satisfaisant aux conditions (2.31)r est, mod. ‘I/\;r+1 ,
le produit de g par un nombre formel de phase nulle.
La condition que g est solution du probléme (2'31)3" équivaut évidemment 3
la suivante :
g est solution du probléme (2°31)r—1 ;
( dgr r
RE, 33 + s2=1 D g, =0 sur T [LO,MOJ\Z);
<
(2.32) ,
3r . ‘s
L (B g, estrégulidre sur T [L ,M ].
0 étant défini par (2.8), § 1, définissons sur T [L_, ¥ ] \T la fonction
formelle '
—_— v
o (V) - K€ ;
RE

Q
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alors U' (v) O" (v) est 1'expression U, d'une solution U du probléme (2.1)r.
o

Toute solution du sytéme (2.1)r , définie sur V [Lo, Mo ], est , mod. 1/vr4‘1,

le produit de cette solution par un nombre formel.

3°) Supposons g solution du probléme (2.31)r_ ; 1l existe alors une fonction

1

g T [LO, MO ] N\ + C vérifiant (2.32)r , quand on y remplace I’ par son
r I —

v
\

revétement universel I ; g, __est définie & une constante additive prés . La

condition que g, est définie sur T [LO, M0 I\  équivaut & la possibilité

de résoudre les probldmes équivalents (2.1)r et (2.31)r .

Preuve de 1°) . - TLes lemmes 2.1 2°) et 2.2 2°).
Preuve de 2°) . - (2.6), (2.8), les lemmes 2.1 2°) , 2.2 2°) et 2.3, les théordmes
5et 7.2 du chap. II, § 3.

Preuve de %°) . - Ces théorémes .

3. UN CAS PLUS SPECIAL . - Pour préciser ce théoréme 2, choisissons, comme au § 1,

n® 4

(3.1) B(L,M,q,Rl =% (- & x[R,M])= -5 t24e®-x [r,H))
R 2R

choisissons K fonction affine de M : la condition (1.1) est vérifide ; wvu au

§ 1, (4.5), 1'opérateur associé 3 H a pour expression dans R,

1 1 1 d d :
(3.2) a=—) A~-—K[R,— (x, ==— -x,=—)].
2v2 5 Y, 1 ax2 2 ax1
(3.3) Li +Q2-K[R,Mo]=o sur la courbe r{LO,MO} ;

7, est l'ensemble des points de cette courbe ol Q = O .

LEMME 3., - On a :

(3.4) p=2+1& -L1c],

ou G opére sur les fonctions

g:r L ,m J\Np-c
et vaut :
- _a dg
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G, et G étant les fonctions, définies sur T [L , M, I\, valant :

1 2 o]
G, (R)
R
(3.6) ¢, R, @) = ==, 6, (R, Q) =- %,
Q
. __ 5 2 1 g _12
ol G3 (R) = % R (K.R) +3 (K LO) (KR+RKRZ).
Preuve. - L'opérateur D s'explicite comme suit, & 1l'aide du théoréme 4 du chap.
II, § 3 : dans la formule (4.5) de ce théoréme s=2 et
% <2 ,i> %<—a—- ,—a->
(3.7) o 0x0P gy )7 xR LRy 2
les équations (2.14) § 1 des caractéristiques impliquent :
LO
(3.8) dR=2 gt ,dv=—2 qt;
R 2
R
ce théoréme donne donc, vu la définition (2.9) de D_. , quand B dépend des

H

seules coordonnées (R, ¥) de V :
_ 1 - 1/2 1/2
Dy Bdt=dB+ 57 x A(Bx /) at

pour dt, dR, d¥ vérifiant (3.8) ; c'est-a-dire :

L
_ s g, 38% 1 - 1/2
(3.9) P 3m RTav 2 T2y X p(Bx )
Vu (2.6)
x = [QR Manhl@]_1 , ®= const., ;

donc, vu la définition (2.24) de b,y qui opére sur les restrictions des fonc-

tions aux sphéres R = const. ;

~1/2 12y 1 e (B P 2238

remplagons A par son expression (2.26) et portons le mésultat dans (3.9) ; nous

obtenons :



Ch. III, § 3 - 252 -
o 28 JoR (° .2 By (B _
g8 =% 3r* 2y Co*t®Tm) (=)
3R J QR
sCo &r 3 tgpyg, 1 B
R2 Y oT Y 8 v R2
Choisissons
B (VaR? ‘y)z f (V’ Y>g(V’R)
f étant la fonction formelle de Y définie par le lemme 2.2, g étant une fonction
formelle définie sur T [LO , MO] \7; conformément au lemme 2.3, nous obtenons :
avec
2
Dg——QPﬁ+—— ! @ L som Sy (& ), L &

+
dR /Q_ﬁ dRZ dR m 8v QR

Un calcul banal en déduit l'expression (3.4) de D, G ayant 1l'expression (3.5) y
G et G, wvalant :

1 2
1 4 R dg 1 449 1 R
¢ -+ & (2 07,1 R (day2 o __.F
1 4 4R Q2 4R 8Q3 dR 2 Q
Or, vu l'équation (3.3) de T [LO , Mo] :
2 _ 2
"=k [R,M ]-1I7 ;

d'ol 1'expression (3.6) de G‘l

Le lemme précédent permet d'expliciter les propriétés du probléme (2.3)r , auquel le

théortme 2 a réduit le problime (2.1)r

Définition 3 . - Une fonection g : T [ Lo , Mo] \7) =+ C est dite paire ou impaire

quand :

(v(Zq,rR)er (i, ,m_J\Z):e(a,R) =Yg (-q,R).
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THEOREME 3.1 . - (Complément au théordme 2). Faisons 1'hypothése (3.1).

1°) 8i le probléme (2.31)r posséde une solution g telle que g, = 1, alors il

posséde une solution unique telle que :

g,=1;: @, estréel et a laparité de s (s=r) ;
~_1.1 R -dg_,dg r+1
(3.10) ge=1-3 Q (ng gd_R)mod 1/ v .
Cette formule (3.10) signifie que, pour 2 =2 s =r :
2s 2s-1
s! R s! d
(3'11) ? (-1) gZS—S' gS' =7 Q, ? (_1) gS' d R gzs_ 1~ g ?
s'=o s'=o0
elle exprime donc 8og au moyen de Bqreees gzs_1 .
2°) 8i le probléme (2.31)28_1 posséde une solution , alors le probléme (2.31)2S
en posséde une .
Note 3. - La fonction formelle ", définie sur T [LO ’ MO] \E par le
théordme 2 2°), vaut évidemment :
(3.12> " (\)) = _.g_(ll e v Q ;
~ QR

elle vérifie :

1 ” 1 2 1 "
(3.13) — 40" (v,R) =— {K[R,M ]-1L- o (v, B),

2 2 o} o} 2

Y R 4v

2
ou A est le laplacien : d +g 4 .
dR2 R 4R

Preuve de 1°) . - Supposons 1°) prouvé quand on substitue r-1 & r et supposons le
problame (2.31)r possible : vu le théoréme 2 2°) et le lemme 3, g. est défini,
4 une constante d'intégration prés, par les conditions :

dg r'd s N
(3.14)r —d_R? =G gr—1 sur F[Lo ’Mo] \2 , Q3rgrest réguliere sur [ [Le’Mo]'
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Or G change la parité ; si r est impair, un choix convenable de la constante
d'intégration rend donc g réelle et impaire;jsi r=2s est pair , g
est donc paire .

On a :

——g—d —
dR

<=

r+1 d d

un calcul analogue & la preuve de (2.19) en déduit (3.10) , & 1'addition prés d'un

28

nombre formel %; q /v ( Cq €R), qu'on annule en choisissant convenablement

les constantes d'intégration des Eog *

Preuve de 2°). - Supposons T = 2s pair et le probléme (2.31)28_1 possible ;
vu le théordme 2.3°), le probléme (3.14)2s posséde une solution 8o quand on
y remplace I par son revétement universel T ; la preuve de (3.11) reste valable;

or (%.11) prouve que est définie sur T [Lo, MO] N7 8o est donc

ggs
solution du probléme (5.14)2S .

Preuve de la Note 3. - Vu l'expression (3.2) de a et le théoréme 2.2°) :
2 1 1 S _ 2. ' -
{ ZA" > K [Rsv(x»] dr X5 31 )]} [U (v,x) O" (\),X)]-—O,
\Y R 2 1
ou TU!' est homogéne en x , de degré 0O, et o U" ne dépend que de R, ce

qui implique :
A (U'-U") =, AT" + O".AT'.

D'olt, (3.13), vu (2.21)2.

Notations . -~ Soit [R1, R2 ] Cc R c C 1'ensemble des valeurs prises par R sur
r [LO, Mo ] \D; soit o un voisinage simplement connexe du segment réel fermé
[R1 R Rz] dans le plan complexe C; ReC .

THEOREME 2.2 . - Supposons K holomorphe dans w 3 définissons par (3.5) Q

holomorphe dans C\UH,RJ .

1°) Si le probléme (2..31)2s possdde une solution g , alors

3

(vrs2s) e (a,B) = (-9 g_(-q,R)
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est une fonction de R , _holomorphe dans ® .

BEn particulier, g2S est une fonction de R , méromorphe dans w , de pdles

R, et R, .

2°) La condition que le probléme (2.31)2s+1 est possible - condition qui implique
aussi la possibilité du probléme (2.31)2s+2 - est la suivante : la primitive de

(ngs) dR est définie (c.i.d. uniforme) dans o \ [Ro ) R, 1.

Preuve . - Supposons 1°) vrai ; (1°) est évident pour s=0 ). Alors la fonction

g :T[L ,M ] \Z #C est évidemment la valeur prise, sur la coupure
2s+1 o’o

[R1 , R2] de C, par la primitive de (ngs) dR, qui est définie sur le

revétement universel de w \ [R1, R2] . La condition que 85g41 est définie

sur T [LO, Mo] \D équivaut évidemment & la condition que cette primitive est
dérinie sur o \[R,, R, ].
St'il en est ainsi, moyennant un choix convenable de sa constante d4'intégration,

cette primitive 85541 est, au voisinage de R1 et de R

5 une fonction
méromorphe impaire de Q : elle prend des valeurs opposées sur les deux bords de
la coupure [R1 ’ R2] , comme Q .

Pour R voisin de R1 ou de R2 y Q est voisin de O , g2s est

une fonction paire de @ ©possédant en Q=0 un pdle d'ordre 6s ; vu (3.3),

(3.5) , (3.6) et (3.14) :

dgzs+1_dRGg =2.(iig _1_. __i, _d;[Ri{B. _d_ggg’.]’ ol KR#O;
- d 2 d

dQ dQ 28 KR 28 &- Q Q Q

€og11 est done localement une fonction impaire de Q vpossédant en Q = O

un pdle dtordre  3(2s+1) .

QB (2s8+1)

Par suite est holomorphe sur o .

2s+1
3 (28+2)

8og4p Q 8542 est donc holomorphe sur w . ~ Par

(3.11) définit

suite 1°) vaut quand on remplace s par s+1 .
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4 . LE CAS DE SCHRODINGER - KLEIN - GORDON . - Pour établir la possibilité (Vr)

du probléme (2.1)r, que nous avons réduit au probléme (2.51)r , une hypothése

appropriée est évidemment nécessaire.

Nous n'avons pas réussi & en trouver d'autre que la suivante : K est un poly-

nome du second degré :

K[R,M]:—RZA(M)+2RB(M)—C(M);

c'est-3-dire : l'expression de a dans RO est l'opérateur de Schrddinger - Klein -

Gordon (§ 1,n°4) ; A, B et C sont des fonctionsaffines de M .

Alors, dans le théoréme 3.2, w = C ; dans la définition (3.5) de 1l'opérateur G , G

3

est un polynome en R de degré 3 , G1 et G2 sont des fonctions holomorphes

dans ¢\ [ I-Z1 , Rg] et 4 1'infini, ol C-1 s'annule 2 fois ; si g est holo-

morphe dans € \ [R1 , R et 3 1'infini, alors la primitive de (Gg) dR - 1l'est

o)
aussi : tous les g existent donc, sont holomorphes dans C\\[Rq, R2]Aet.él'infini.
Puisque 8. est holomorphe a 1'infini et que QBr &, est holomorphe sur

C, lefgr est un polynome en R de degré 3 r.

Nous avons donc prouvé les deux théorémes suivants

THEOREME 4.1 (Existence et unicité) . - Supposons que a ait pour expression

dans RO 1'opérateur de Schrédinger ~ Klein - Gordon (§ 1, Exemple 4.1).

1°} La condition que le systéme lagrangien

(4.1) aU=(aL2—cL)U=(aM—c.M>U=o,
ol ey, et 4 M sont deux nombres formels tels gue
(4.2) cop - Li =cy - M =0 mod 1/\)2,

posséde une solution définie sur une variété lagrangienne COMPACTE V est la

suivante : =
. 2 1
i) L ~ Ly + 2 °m*~ Mo ’
4v
ii) V est 1'un des tores lagrangiens v [Lo » M =7 (¢£,m,n) , définis

par le théordme 4.1 du § 1 .
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2°) Il existe une solution lagrangienne U de (4.1), définie sur un tel tore

V et possédant 1'amplitude lagrangienne.

Toute golution lagrangienne de (4.1), définie sur V , est le produit de U par

un nombre formel‘de phase nulle.

Note 4.1. - La projection de V sur X est
o = ‘g < 2 2
VX.R1_<_ x|._R2,Mo]x‘_LO x1+x2,

ol R1 et R2 sont les deux racines de l'équation :

2 2 )
A R® - 2B R+C +L_ =0 (AO,BO,CO : valeurs deA,B‘,C'en.MO)._

THEOREME 4.2 (Structure) . - Il existe une unique solution U de (4.1),

définie sur un tel tore - V , et ayant la structure suivante .

Son expression UR‘ dans le repére Ro (81,n° 1) est du type :

)
(4.3) U, (V) =T () T (V) s
0
la coordonnée locale x € VX étant employée sur V , U' (v) est une fonction
de x , homogéne de degré 0O, formelle, vérifiant :
) 1 5 > 1 | 1,2 1
(4.4) & (x4 57— % 5 JU (vyx) =M T'(v,x) ;55 40" (v, x)= (LT +—)T'(v,x)
2 1 v R 4v

U"(v) est une fonction de R, formelle, vérifiant :

1 1 2 1
(4.5) A0 (v,x) == {K[R,MJ-1-—5}U(v,x).

v R 4v

U' et U" sont définies par les formules :

v (Lo ‘i’+Mo %)

(4.6) U'(V,X)=M e ,U"(V,X)= gﬁ_v_,_Q_,_R)er,
~/sinY ~ QR

o T =cotg Y et ol 0 est la fonction de R définie par (2.8) 913
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arg. sin Y et arg. Q ont les sauts + n en les points Y =Omod. = et Q=0
de R et r[LO,MO], orientés dans les sens dY¥>o et Q 4AR>0 ;
1 1
(=D —— f_ et e(V=T — &
rell v reEN v
sont les fonctions formelles de phase nulle, définies respectivement sur R et sur
r [LO, Mo} N2, par l'ensemble des propriétés suivantes :
af _ 1 dg __1
(4'7) d'r - v Ff ’ dR - N G g ]
les opérateurs différentiels F et G valant :

o 4 _af _ 4 dg
(4.8) FJ._F1f+dT[F2 dT],Gg-G1g+dR[G2d_R],
ol : F1 et F2 sont les polyndmes pairs de T, de degrés 2 et 4 , définis
par le lemme 2.2 1°),
Q5 G1 et Q G2 sont les polyndmes de R, de degrés 3 et 1, définis par (3.6) ;
fo =13 go =1 ; les fonctions fr et gr sont réelles et ont la parité de r ;

4,1 7 4f _ . _dof - _ L. .z d&_ _d&, .

(4'9) ff—1+v Fz(fd,r f d'r)’gg—‘]-'-\)bg(g d.R_ng)’
ces formules (4.9) donnent explicitement les fonctions paires f,, et e, au
moyen de f1 , ""f2s—1 et de 8 reeesr Bog 1 3 les fonctions impaires
f2s+1 et g23+1 sont définies par les gquadratures :

U pger = (Flpg) dm, dgy o = (Ge, ) dR;
fr est un polyndme en T de degré 3r;
QBI? g, est un polynome en R de degré 3r.

Not G T2
ote 4 . - 8541 ~ % IR est donc la fonction impaire sur T [LO, M ]\Z},

primitive de la forme différentielle G

1 8og dR; cette forme est du type
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'
-lLégag dR, II' étant un polyndme de degré 6 s+3 ; vu le théoréme précédent
Q

Il a ..
cette primitive est du type -—gé%% , 11  étant un polyndme de degré 6s+3.
Q

Donnons une preuve plus directe de ce fait essentiel :

LEMME 4.2 . - (Ys€N) 1la dérivation :

d n(r) _0I'(r) 2, . N /
(4.10) I8 Pat = 2813 (Q° : polynome en R de degré 2 ; diser. @ # 0)
Q Q
définit un automorphisme @ - II' de l'espace vectoriel des polyndmes de degré

2s+1 .

2s-1

Preuve . - Soit I un polyndme de degré 2s+1 ; [I(R)Q est holomor-

phe i 1'infini, ol sa dérivée a donc un zéro double ; par suite (4.10) définit un

polyndme I de degré 2s+1; 1l'application

“noed e

est donc un endomorphisme d'espace vectoriel de dimension finie ; or c'est évidemment

un monomorphisme ; c'est donc un isomorphisme.

CONCLUSION . - Ce § 3 a cherché, quand dim X = 3 , un systime lagrangien,

d'inconnue scalaire, pogsédant une solution, unique 4 un facteur multiplicatif prds,

définie sur une variété lagrangienne COMPACTE. Il a trouvé un seul systéme de ce

type : celui gu'emploie la mécanique ondulatoire des particules sans spin.
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& 4.1'équation aux dérivées partielles de Schrbdinger - Klein - Gordon.

0. INDRODUCTION . -~ Nommons probléme (0.1) le probléme classique que voici :

trouver les fonctions non nulles

u E5 - C,

de carrés sommables ainsi que leurs gradients, solutions de 1'éguation aux dérivées

partielles :

(0.1) , a u=20,

ol a est 1l'opérateur différentiel associé & 1'hamiltonien :

(0.2) AL, M,q,R)=3% (¥ - Lx[r,n]},
R

K étant une fonction affine de M [ ef. §3, (3.1) et (3.2) ]

cet opérateur est donc [ef. chap II, § 3, déf. 6.2 ] :

1 C .
(0.3) a=—3 A - — K [R, jL (x1 - -x, —=% ) ], ou v_=
2v
o

Le n°® 2 suppose [cf. §2, n°4 ]:

(0.4) K [R, M] =-R2A(M)+2RB(M)—C(M),

A,B,C étant des fonctions affines de M : alors a est l'opérateur de

Schrddinger - Klein - Gordon.

Ce § 4 rappelle bridvement la solution de ce problime classique (0.1) ; c'est i deux
fins : ‘

i) établir des analogies formelles entre sa solution et celle du probléme lagrangien
(2.1) § 3 : résoudre
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als= (aL2 - cL) U= (aM - cM) U=0 sur V compact ;

ii) établir que la condition d'existence de la solution de ce probléme lagrangien,
[qui est celle de ce probléme mod 1/v2 , ef. (3.1), §17,

se trouve &tre la méme que celle du probléme classique (0.1) , dans le cas
Schrddinger - Klein - Gordon , c'est-a-dire sous 1'hypothése (0.4) ; cette hypothise

est essentielle.

Note 0 . - L'équation de Schrddinger - Klein - Gordon est , pour des choix con-
venables de A,B ,C, 1l'équation de Schrddinger et celle de Klein -~ Gordon ,
€4.21) et (4.22) du § 1, ol les termes en 9{2 ont été omis. L'usage est de
traiter en "perturbation" les termes de ces équations linéaires en # ; nous ne
le ferons pas : nous étudions rigoureusement le probléme (0.1) pour établir que

1'affirmation ii) est rigoureuse.

1. ETUDE DU PROBLEME (0.1) , SANS L'HYPOTHESE (0.4) . - Rappel des propriétés des

des harmoniques sphériques u'L o . — L'ensemble des polynomes en
y

x € E3 , harmoniques, homogtnes de degré £, est un espace vectoriel sur C ,

de dimension 24+ 1 ; il a pour base les polynomes
)/ .
R'u', (£ et m entiers, |m| =2)
, I
définis par le systéme , ou u"c o est homogéne de degré 0 et vérifie donc
?

R Au' = b, u' [ef. (2.4) et (2.24) §3]:

(1.1) A u' + = L (£+1) u' =0; (x R )u' =imu'
* £, m R2 4L, m ’ 1 6x2 2 ax1 L, L, m

Soit 82 la sphére unité de E3 et o sa mesure ;

9 2 ' .
Is2 | ™ uvL, u 1“0 =2 (£+1) gz lu 4, m 1 o3

ki (L1, m1) # (£2 , m2) , <., > étant le produit scalaire sesquilinéaire :



Ch. III, §4 - 262 -

Les restrictions des u'L o a 82 forment un systéme complet de fonctions
)
sur 82 : toute fonction u ¢ E3 + C, de carré sommable ainsi que son gradient,

possdde un unique développement série :

les u", o étant des fonctions de la seule variable R > 0, telles que :

il dx=p [y, e By, 1%4dRr <«,
3 2 L L,
R ,m S o}
4®. +eo
r ‘iu‘zdsx—}j ‘f }@--u' |20 ﬂu" iZdR+Z) f lu' \20 [ Rzl—d- u" 12<3_R<cc>
o - - * MY | .
E,? ox Lim SZ dx ~ 4,m 5 4,m Lm S2 L,m 5 dR ~ 4,m
Résolution du probldme (0.1) . - La condition que la série u soit
solution du probléme (0.1) s'énonce, vu (0.3) et (1.1) : (VY £, m)

a (B) +i2 {iz K [R,ﬁm]—L(L+1)}u"L’m (R) =0 .

2
d 2 4

(1.2) (__ + £ __> u"
dRz R dR o R B4

D'ol, évidemment, en notant Ru" =v

4, m

THEOREME 1.1. - Le probléme (0.1) équivaut au probléme (1.3) que voici. Trouver

leg entiers £, m et les fonctions non nulles v o JO s +oo[ -+ R tels que

lml =1,
d2v 1 1
(1.3) + -5 {—= X[Rym)]-2 (L+1)}v=0 ;
2 2 2 ’
dR R ¥l
+ “+ @
ﬁ "
(1.4) ] (1+-—1§)v2dR<m, (Y 4ip <,
dR
o] R o]
Note 1.1 . - Le probléme (0.1) est donc possible si et seulement si le suivant
l'est. Trouver deux entiers L,n et une fonction non nulle u :E3 + C, de

carré sommable ainsi que son gradient, tels que :
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lm| = ¢,

(1.5) au=O,Aou+l/(L+1)u=O,(x1§2— -x —a—)u
2

Rappelons que ce systéme (1.5) joue un rdle essentiel en physique .

Note 1.2 . - Les équations (1.1) , (1.2) et le systéme (1.5) s'obiennent formel-

lement en remplagant

\Y ) U‘ , U" ] U
par

ul u'! u
’ L,m’ Lym ’

X

dans les équations (2.21), (3.13) et dans le systéme (2.1) du §3, compte-tenu du

théoréme 3, § 1 et du théordme 2, §3, qui imposent :

_ 12 2 -
L_Lo— 2 ! _Mo’

LO =4 (£L+3), MO =Am, ¢
4v

c'est-a-dire, vu (2.3) § 3 :

+ 1 _ x2 1_ i 1 i
aL2 -CL_VZ A h {!“"‘2 2\)}{][!""""‘2\)%] ’
+ 1 - 3
ay - oy =5 (% ox, T %2 ox, )-% o .
Supposons K fonction holomorphe de R i l'origine . - Notons :
(1.6) Co=-—K[O,/ﬁm} , y=/(£+%)2 + Coh—z;

le théoréme de Fuchs construit deux solutions indépendantes de 1'équation (1.3) ;

1
+Y+3
si 2y n'est pas entier, leurs quotients respectifs par R sont holomorphes

3 1'origine . Si v est imaginaire pur, toute solution non nulle de (1.3) fait
donc diverger les intégrales (1.4) & l'origine . Il en est de méme si vy = O (cf.

Fuchs). Supposons v > 0 ; 1la solution v de (1.3) qui est le produit de
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Aol

v+ par une fonction holomorphe fait converger les intégrales (1.4) & 1l'origine,

R
les autres solutions de (1.3) les font diverger (cf. Fuchs) . Donc, puisque le

probldme (1.3) équivaut au probléme 0.1

THEOREME 1.2 . - Si K est holomorphe & l'origine, alors la possibilité du pro-

bléme (0.1) équivaut i celle du probldme suivant. Trouver deux entiers £ et m

tels que :
\ml§'¢’9 y= 0,

Ry+1/2

et que la solution v de (1.3) , dont le quotient par est holomorphe,

non nulle, & l'origine, vérifie :

4@ ©
(1.7) ] v% ar<e [ (E)2ar<o.
1 1 di

2. LE CAS DE SCHRODINGER ~ KLEIN - GORDON . - Dans ce cas, c'est-a-dire sous 1'hypo-

theése (0.4), le théoréme précédent peut-8tre explicité. Notons :

M, =4m, AozA(MO) , BO=B(MO), co=c(Mo> ,

1

(2.1) o =,/ A‘O A’ , B = Bo/ﬁ-z .

L'équation (1.3) devient 1'équation hypergéométrique confluante :

2 2
(2.2) d2‘7+[,a2+%§_l_"2_114]v=0,
dR R '
N 2
ou : @ ,B,vyE€R, vy>0;
si 02 >0 , alors nous choisissons o> 0 .
Notons v 1la solution non nulle de (2.2) telle que v R_Y-1/2 soit une fonction
entiere de R : elle est définie i une constante multiplicative prés (Fuchs).

LEMME 2 . - La convergence des intégrales (1.7) équivaut 2 la condition :
(2.3) £, 1. v est entier > 0.
Preuve . - Donnons & v 1l'expression :

(2.4) v(R) = RY~+1/2 e" YR Y ¢ R°; (cs €C) ;
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en la portant dans (2.2) , on obtient (Fuchs) la formule de récurrence définissant

les cs en fonction de Co

(2.5) s(s+2v) c, =2 [o(s+y -£)- 8] g
La condition (2.3) équivaut donc & la suivante :
b I est un polynome ;
elle implique &> 0 , donc o> 0 , donc la convergence des intégrales (1.7).

Prouvons que (1.7) n'a pas lieu quand (2.3) n'est pas vérifié.

Cas : o> 0 . - si ¥ °q gr® n'est pas un polynome, alors, pour un choix
S
approprié du signe de q
Cgq >0, pour s voisin de +o . ouc' > 0 ;
Soit :
e €]0, af
(2.5) donne :
s ¢ > 2 ¢ c _4 » pour s voigin de + ®, ou c¢' > 0;
donc :
Do, RS> 2R pour R voisin de + =,

1'intégrale (1.7)1 diverge donc :
Cas : 02 < 0 . - L'expression classique de v par une intégrale donne une

expression asymptotique classique de v : pour R voisin de + o«

oR R-s/a N -aR Rsﬂy

v=c e c e F oaeey

o ¢ et ¢ sont corstants, o imaginaire pure . I'intégrale (1.7)1 diverge

donc . (Cf. Whittaker and Watson, Modern Analysis, [18], chap. XVI, The confluent
hypergéometric function, Asymptotic expansion ) ,



1'intégrale (1.7)1 diverge donc .
Cas : =0, B>0 ., - R™Y"™

-

v  vérifie une équation différentielle &
coefficients linéaires ;d'ol, par la méthode de Laplace

v (R) =
T
T étant le bord d'une demi-bande de

R AL ER(t-t" ) it

C contenant la coupure
par la méthode du col, la valeur asymptotique, pour

]"m90[3

d'ou,
R voisin de + = :
v (2) = 5/4 [0921A725R+Ee-21,7255’. 1,
1'intégrale (1.7)1 diverge donc
Le théordme 1.2 et le lemme 2 , o « et B  sont définis par (2.1) et vy par
(1.6), prouvent ceci :
THEOREME 2 . - Quand a est 1'opérateur de Schrtdinger - Klein - Gordon, alors
1°) le probléme classique (0.1) , dont nous venons de rappeler 1'étude,
2°) le probléme lagrangien (2.1) du § 3 :

als= (aL2 - cL) U= (aM - cM) U=0 sur V

compact,

2°) ce méme probléme mod. 1/v2

’

c'est-a-dire le probleme (3%.1) du § 1,

ont tous trois la méme condition de possibilité l'existence d'un triplet d'entiers
(£, m,n) vérifiant la condition (4.11) du théoréme 4.1, § 1
Note 2. - La comparaison du théordme 1.2 et du théordme 3.1 1°) § 1 prouve que
le théoréme précédent ne s'applique pas & tout opérateur a associé & un hamil-
tonien H du type (0.2) .
CONCLUSION .

- Bien que les problémes aux limites classiques et les problémes
lagrangiens soient absolument indépendants, il se trouve qu'ils définissent les mémes

niveaux d'énergie des équations de Schrédinger et de Klein - Gordon.

Les niveaux d'énergie observés en physique sont ceux de 1l'équation de Dirac,
qu'étudie le chapitre suivant .



