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I - INTRODUCTION

Notre but est d'exposer une méthode de déduction de principes
premiers (localité, stabilite) de 1' "Ansatz de Gibbs™, hyoo-

thése servant traditionnelllement de base & la mécanique
statistique de 1'équilibre, ceci dans le cadre de la théorie
(relativiste) des systémes d& une infinité de degrés de liberté.
L'exposé est basé sur les articles suivants

[1] R. HAAG, D. KASTLER, E. TRYCH-POHLMEYER
Stability and Equilibrium States
Comm. Math. Phys. 38, 173 (1974).

[1A] 0. BRATTELI, D. KASTLER
Relaxing the Clustering Condition in the Derivation of the
KMS Property. Comm. Math. Phys. 46, 37 (1976).

[2] H. ARAKI, R. HAAG, D. KASTLER, M. TAKESAKI
Extension of KMS States and Chemical Potential.
ZIF Preprint, Bielefeld, & paraitre dans Comm. Math. Phys.

Un article de revue antérieur au travail [2] :

[3] D. KASTLER - Equilibrium States of Matter and Operator Al-
gebras - Marseille preprint - 3 paraitre dans Symposia Mathematic:

vise & placer le sujet dans son contexte mathématique (Systémes
asymptotiquement abéiiens, Snectre d'Arveson, Perturbations par

des cocycles de groupes & un paramétre d'automorphismes, Inva-
riants S(¥Z) de Connes) 1),

Ce que nous nous proposons de montrer, c'est que (modulo spé-
cifications plus ou moins provisoires ou essentielles) tout
état extrémal invariant d'un systéme asymptotiquement abélien

qu i est stable Dour Gaes pérturbations locales de la dy»namique

=

est nécessairement {(mis & nart les états-trace), soit un "état

=

de Gibbs limite"?) a temnérature 8-l ot a notentiel chimiaue u,

soit un "état fondamental" (3 énergie positive),en bref:un état

1) L'apsroche du potentiel chimique décrite dans [3] est entre temps aban-

2)

donnée au profit de [2] (ol, alternativement de 1'article [4] de 1la
bibliogranhie, paralléle & [2] avec des techniques différentes). Par
ailleurs, J
de température est devenue plus orécise (Testard LS]).

Terminologie rattacheée a la théorie historique : nous entendons de ma-
niére précise : un état KMS (voir plus bas).

la description du type des facteurs engendrés par les états
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KMS & température finie ou non d'un sous-groupe d un para-
métre du produit direct du groupe dynamique par le groupe
de jauge 3). On voit donc que les notions de températurz et
de potentiel chimique se déduisent d'hypothéses de localité
dans le temps (asymptotisme ab&lien) et de Ta stebilité des
dtats. Ceci s'effectue en deux étapes : on déduit d'abord
la notion de températuré de la stabilité pour 1'état sur
1'a1gébré des observables [1}. Puis on obtient celle de
potentiel chimique en &tendant 1'&tat aux champs (inobser-
vables) : on sait le faire par trois méthodes (deux décrites
dans [2], une dans [4]) ).

Avant de nous lancer dans le vif du sujet, nous voulons
briévement commenter la philosophie de 1'utilisation des

c* -a]gebres pour les systémes & une infinité de degrés de
liberté (f1xant de la terminologie au passage) ; et, d'autre
part, décrire 1'approche traditicinelle de la mécanique
statistique de 1'équ11ibré - afin de situer notre attitude

-

par rapport & la tradition.

L'intérét des C*-a]gébres en physique réside en ce qu'elles
sont des objets intrinséquement définis (a savoir, Tles
x-algébres de Banach satisfaisant & HA*A” |A]2 pour tout
él1ément A), mais suscept1b1es (sauf d se réduire @ 1'algebre
des compacts sur un espace de H11bert) d'une multitude de
réalisations non isomorphes comme %-algébres uniformément
fermées d' operateurs bornés sur un espace de Hilbert. L'idée
de base consiste & utiliser 1° objet iutrinséque pour la
formulation des lois physiques, et les diverscs représen-
tations (états) pour la description des diverses situations

physiques. Pour des systémes & un nombre fini de degrés de

3) Traditionellement, le groupe de jauge est un tore de dimension n
(n espéces de particules). L'article [2? traite le cas d'un groupe
de jauge compact quelconque.

4) On peut ensuite rattacher directement 1a notion de potentiel chimique

-

d& 1'algébre des observables([2] section IV, exposée plus bas).
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liberté, cette "approche algébrique" apporte peu, vu qu'alors
la C*-a]gébre est celle des opérateurs compacts sur un espace
de Hilbert, laquelle n'a qu'une représéntation irréductible

3 une équivalence unitaire prés- (ceci est une forme du
résultat de Von Neumann-Stone sur 1'unicité de la représen-
tation irréductible des relations de commutation canoniques).
Par contre, d&s qu‘on a affaire a un systéme infini (en
d'autres termes, si on envisage, non la mécaniqué quantique
ordinaire, mais la théorie des champs) la C*-a]gébre corres-
pondante (présumablemant simp]é) est antiliminaire °) et

possédé, en tant que telle, une myriade de représent.tions
inéquivalentes, lesquelles reflétent 1'énorme variété des

situations physiques possibles. Ces réprésentations se ré-
partissent en classes de quasi-équivalence, deux représen-

tations étant quasi-équivalentes si elles sont, grosso modo,
équivaléntes modulo les multiplicités de leur: composantes
irréductibles. La quasi-&quivalence est la notion d'équiva-
lence correspondant & une notion d'ordre, celle de quasi-
inclusion des représentations. Les classes de quasi-équiva-
lence de représentations d'une C*-algébre forment une
algébre de Boole 6) dont les &léments minimaux sont les
(classes de quasi-équivalence dé) réprésentations primaires

(ou factorielles, pour rappeler que ces représentations sont

caractérisables par le fait qu'on obtient un facteur au sens
de Von Neumann en prenant la fermeture faible correspondante
de 1'a1gébré). Ces concepts, lesquels se transcrivent des

réprésentations aux &tats en considérant Tles représentations

5) ou NGCR suivant la terminologie de J. Glimm.

6) L'algébre de Boole des représentations d'une C*-algébre [ est
isomorphe & 1'algébre des projecteurs d'une a]gébre de Von Neumann
abélienne 7 , & savoir le centre du bidual L ** de g1 (on montre
que ce bidual a une structure d'alsébre de Von Neumann).
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engendrées par ceux-ci au moyen de la construction de
Guelfand-Neumark-Segal (construction GNS), sont interpr3tés
physiquémént comme suit : un &tat (une représéntation)
primaire décrit une situation du systémé qui se trouve
physiquement spécifi@é de maniére maximale. De surcroit,
deux représentations primaires seront disjointés (ou quasi
équiva]éntes) suivant qu'é]]és décrivent des situations
physiqués différent entre elles de maniére infinie (ou
finie) 7). Si, comme c'est probab]émént Te cas en théorie
des champs relativiste, la C*-a]gébre Au systéme est simple,
toutes les représentations sont fidéles : elles sont alors
automatiquément isométriqués et chacune d'entre elles offre
une description compléte de 1la C*-algébre - pourrait donc
exclusivement servir & la description ae la physique du
systéme : ceci se traduit par le fait que chaque réprésen-
tation a un ensemble d'&tats associés (fournis par Tes
matrices-densités sur l‘espacé de Hilbert corréspundant) 8)
dense dans 1'ensemble de tous les é&tats rour la topologie

faible de dual o( 01%,01) 9). Mais, bien entendu, si rien

ne privilégie telle représentation du point de Vue des
principes, le choix de 1la représentation (commode) est

dicté par la situaticn physique : 3 tel état Ju systéme

(décrit par un état de sa C‘-a]gébre) corréspond la répré-
sentation engendrée par cet &tat au moyen de la construction GNS.

7) i.e. différent suivant un nombre infini (ou fini) de degrés de
liberté. Disjoint signifie : contenu dans 1 'urthocomplément booléen.

8) appelés états normaux de la représentation.

9) Généralement, deux représentations d'une C*-algébre sont faiblement
équivalentes (= ont le méme noyau) si et seulement si les fermetures
pour Ta topologiec (ft* ,(L) de leurs ensembles respectifs d'états
normaux sont les mémes. Cela revient & dire que chaque &tat normal
de 1'une des représentations peut étre mimétisé & € prés, pour
tout ensemnle fini d'observables, nar un état normal de 1'autre
représentation.
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En résumé, les propriétés algébriques (relations de commu-
tations, groupes d'automorphismes, etc.) correspondent aux
1ois physiques tandis que les propriétés spatiales (liées
aux éspaces de Hilbert des diverses représentations : états
normaux correspondants, fermeture de 1'algibre dans la

topologie faible des opérateurs correspondante, éventuelle-
ment implémentatisn unitaire correspondante de tel groupe
d'automorphismes 10) décrivent des circonstances iniérentes
aux différentes situations physiques (&tats) du systéme.

Nous concluons ces indications sur les traits généraux

de 1'approche algébrique en rappelant des définitions et
en fixant notre terminologie. L'objet de base qui nous
intéressera par la suite est 1'algébre quasi-locale douée
de son évolution dans le temps (groupe dynamique) : soit

un cas particulier {0V,R,a}, o R est la droite temporelle
additive)du concept suivant

Définition 1
Un C‘-sys:éme {fL,6,a} est le triplet d'une C*~a1gébre o,
d'un groupe localement compact G et d'un morphisme ge¢ G ~ o

g
de G dans le groupe des automorphismes de £1 tel que

g eG ~ ¢(ag(A) ) soit continue pour tout AE O et
tout état ¢ de(l.

Définition 2
Une représentation covariante {w,U} du C*-systéme {(1,6,a}
sur l'espace de Hi1bertﬂz est le couple d'une x-représen-

tation w de (L et d'une réprésentation unitaire continue U de G,
toutes deux surUC,telles que

(1) 7 (g (A)) < Uy T (AU CAea, g9¢b.

10) si ce groupe n'est pas "brisé" nar la représentation.
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Définition 3

{0L,6,a} &tint un C*-systéme et ¢ un &tat G-invariant

de L (c.a.d. tel que %o ag = ¢ pour tout ge G) la
constructioy GNS {m,U,¥,%} ~ de ¢ est la représentation
covariante .m,U} de {(L,G,a}sur % , accompagnée du

vecteur ¢ X,cyc]ique pour m(0L) » telle que
P(A)=(§1W(AH§) AeOl , g€l
(2) U8 - & ’

(définition & une équivalence unitaire prés)

Définition 1

Un w*-systéne {M,G,a} est le triplet d'une algébre de

Von Neumann ¥, d'un groupé localement ccmpact G, et d'un
morphisme g €6 ~» g de G dans les automorphismes
de N tel qu: g € G - ¢(ag(X)) soit continue pour tout

X €Yl et tost état normal ¢ de W, Etant donnée une repré-
sentation covariante {m,U} du C*-systéme {OL,G,a}ll),

le w*-systéne associé est obtenu par M - alL)" et

O%Q(): U X Us‘:‘; Xe T ,9€G .

On notera, jour une bonne compréhension des rdles respectifs
des c* a]gébrés et des algébres de Von Neumann en théorie
algébrique ies champs, que la définition 1

décrit das concépts algébriques (relatifs & la physique)
alors qué ies définitions 2,3 et 4 décrivent des concépts spatiaux
(relatifs & des sicuations physiques particuliéres).

Nous passon; maintenant & une esquisse de 1'attitude
traditionnelle en mécanique statistique de 1'équilibre

11) ol 7 est supposé: &tre une représentation non dégénérée de a.
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vis & vis de laquelle i1 nous faut situer notre programme.
La mécanique statistique de 1'équilibre est traditiornel-
lement fondée sur 1' "Ansatz de Gibbs" qui donne, pour la

description de 1'état a température 8'1 et d potentiel u
d'un systéme d'extension spatiale finie, la recette sui-

vante 12) la valeur moyeune de 1'observable a dans cet
état We est égale a
plH-uN
'77/7.56/3(H r )a}
(3)

w, , () =
G %{e-p(ﬁ-prl} /

ol H désigne 1'opératéur hamiltonien et N 1'opérateur
nombre de particules du systéme. La formule (3) n'est
app]icab]é qu'a un systémé d'extension spatiale finie
(énférmé dans une boité) car il est nécessaire, pour sa

“B(H-UN) soit un opérateur i trace, dont

validité, que e
le spectre soit donc discret - ce qui est obtenu par le
quantification dans la boite (de pnarois réfléchissantes,
ou avec des conditions aux limites périodiques, etc.).

La recette (3) donne une déscription aussi exacte qu'on
le souhaite des propriétés expérimentales de ' 'état w

]

: . B,
d condition de prendre les dimensions de la boite suffisam-

ment grandes. Elle est donc satisfaisante nour les résultats
numériques qu}on souhaite extraire de la théorie. Mais elle
est tout & fait inadéquate du point de vue fondationné],
dfune part parcé que 1'on souhaite dérvinir 1'état We o

de fagon mathématiquement exacte, et de 1'autre pour une

raison non formelle, mais physique : le modé&le du systéme

12) Cette recette est, en fait, la transcription quantique évidente
de la recette formulée par Gibbs en mécanique classique.
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enfermé dans le boite est, en effet, tout a fait contraire
a la ré&alité du comportement thermodynamique : le spectre
alors discret de 1'hamiltonien implique 1'existence d'états
excités qui se perpétueraient dans le temps au lieu de
"tendre vers 1'équi]ibré" ! La raison physigue de 1'ina-
déquation du modéle est claire : tout fluide enfermé dans
une enceinte interagit faiblement, mais de maniére essen-
tie]]é, avec 1'enceinte ; et c'est & cette interaction
qu'est dd le caractére continu du spectre de 1'énérgie,
entrainant le comportement du retour 3 1'équilibre (si on
s'en é]oigné modérément 13». Un modéle réaliste pour une
substance dans une enceinte devrait donc inclure 1'interac-
tion avec 1'enceinte. De tels mod&les sont fatalement
artificiels et quasiment intractables. Comme, d'autre part,
on observe que la nature de 1'enceinte est sans influence
sur le comportément de la substance pour peu qu'on s'éloi-
gne quelque peu des parois, il est naturel de s'adresser

d un modéle différent, celui ol la substanca est concenue,
non dans une enceinte hétérogéne, mais dans un bain
indéfini de cette wéme substance : on est ain-i amené

4 considérer la "limite thermodynamique", & savoir 1la
1imite, pour une observable A & distance finie)de 1'ex-
pressian (3) ol 1'on prend la boite de plus en plus grande
(avéc des parois de plus en plus éloignées). On s'attend
effectivement, pour des valeurs de B et u correspondant
& une situation réguliére (pas de transition de phase) 1
d ce qu'on ait convérgencé de (3) quand la boite

4)

13) e.g. en ne modifiant 1'&tat que relativement & un nombre fini
de degrés de liberté locaux.

14) S'i1 y a transition de phase, on s'attend au contraire a une
pluralité de "limites thermodyromiguec" (obtenue, par exemple,
en variant les conditions aux iimites aux bords de la boite).
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devient infinie (c'est ce qui a été controuvé mathémati-
quémént ces quinze derni&res années par les "constructi-
vistes" en mécanique statistiqué, dans leur effort remarqua-
ble de rigorisation de 1'approche traditionnelle).

Notre propos' est de développer un programme différent
visant 3 atteindre directement, & partir de principes
(axiomes) mathématiquement simples et physiquement néces-
saires, les propriétés des états d'équilibre du c*- sys téme {CZ,R,d}
dacrivant le milieu physiqué infini et son évolution dynamique
(les propriétés, donc, qui,en théorie constructive, soit
apparaissent soit persistent aprés la limite thermodyna-
mique). Pour formuler un tel programme, il est nécessaire

de disposér d'une propriété algébrique qui contienne la

méme information que le¢ complexe Ansatz de Gibbs + limite
thermoaynamique . HAAG, HUGENHOLTZ et WINNINK [6] ont
reconnu en 1967 que la "condition de Kubo-Martin-Schwinger" 15)

(condition KM>) remplismit exactement ce rdle. Nous
concluons donc cette introduction en décrivant cette condi-
tion, laquelle, historiquement, apparait ccnme suit
revenant & 1' "Ansatz de Gibbs" (3) et notant par 04
1'automorphisme du systéme dans la boite implémenté par

1'unitaire el (H-uN)L,

i H-rNE 4 o-i (H-pN)E

(4) o (R) = , teR
le groupé d'automorphisme & un paramétre t - 04 s'étendra,
pour des observables A analytiques pour ce groupe,

d des valeurs imaginaires du temps de la fagon suivunte:

_A(H-pN) 4 ,A(A-pN)
6}'#(/4)-6#( "4 et , peft

1) proposée par ces auteurs {6] [7] comme condition aux limites
pour le systéme d'équations différentielles déterminant les
"fonctions de Green".
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On a alors, pour A analytique et B quelconque

Th { e'/g(H‘f’ N) 8 e~ﬁ/H-pN),q eﬂ(H-rN){
T, { e -PH-EN |

(5) 7 e P t¥pe]
= Tn &Q‘P(H'rh‘),}

w{’m 0‘ B)

Wy, (Boia(r) -

)
~

M

condition qui persiste lorsqu'on effectue Ta limite

thérmodynamique. Tenant ccmpte du fait que 1'hamiltonien H

16)

et 1'opérateur nombre de particules N éngendrént

respectivement le groupe des automorrhismes dynamiques

t > a, et le groupe des automorphismes de jauge & - vy, 17)’
que donc
(6) T = "(eh’rt ek,

on voit qué 1' "Ansatz de Gibbs" implique pour un état
d'équilibre thermodynamique & température 8'1 et a
potentiel chimique u la propriété donnée par la

Définition 5

Soit {¥ ,R,7} un C*-systémé. Un état w de ¥ est un

état KMS a température B (un état B-KMS) si, pour chaque
Be ¥ et chaque A¢ ¥ analytique pour o 18)

(7 w (85 (m) = w (A8)

16) changé de siagne.
17) lesquels commutent entre eux, comme H et N.

18) Signalons que si 1'&tat w est B-KMS, i1 est automatiquement
o-invariant : w °0, = w pour tous les t € R.On sait que 1la

condition KMS est entre temps devenue un des concepts de base
en théorie moderne des algébres de Von Neumann (cf. 1'exposé

=~

d'Alain Connes & cette Réunion).
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Notre programme est donc désormais clair : il va consister,
a partir de principes physiquemént naturels (asymptotisme
abé&lien du systéme {¥ ,R,a} , stabilité de 1'état w pour
des perturbations locales de 1a dynamique) a établir
mathématiquement la "condition KMS"(7) pour un sous-groupe
d un paramétre cu typé (6) du groupe engendré par le temps
et la jauge. En fait, nous prouverons la condition KMS sous
la forme équiva]énte suivante (laquelle est valable pour
des &léments quelconques A,B¢ ¥ ).définissant les fonctions
FAB et GAB comme suit

t) = w (BGA)
%EQB() = ( t ) } {‘éR,
(8) Gualt) = w(oyr)B)
w est KMS & température B si et seulement si les trans-

formées de Fourier ?AB et GAB satisfont la relation 19}

(9) Fg(E) = efEG e (B) E€R

La dérivation de la propriété g-KMS pour le sous-groupe
d un naramétre (6) du groupe dynamique et du groupe de
jauge s 'effectuera en deux étapes. Dans la section II
ci-aprés, on étudiera d'abord les &tats d'éq;i]ibres de
0)

1'algébré des observables (quasi locales) L sur la-

qué]]e le groupe de jauge agit trivialement, en sorte que

Fagon cavaliére d'écrire que les mesures bornées i drojte et
d gauche sont éqgales.

La théorie historique fait apparaitre 1'algébre des observables
comme la partie invariante de jauge L d'une algébre de champs
(en principe inobservabTes) . La théorie algébrique des champs
considére &L comme 1'objet fondamental (physiquement et mathé-
matiquement) et & (avec son grovpe de Jau e G) comme un objet
auxilliaire constructible & parcir de oL ( O] [11] [12] et
1'exposé de John Roberts & cette réunion).
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les automorphismes o de la formule (6) se réduisent surcL

au» automorphismes temporels dt’ t €R.
Pour A,B&« COL on a alors

w[S O/L-(’f))
w (dfn)8)

Fe(t)

(10) Gag (&

en sorte que la propriété (9) de 1'état w a@ expliquer
se réduit & Ta condition B-KMS relativement au gr-upe
temporel t - Cy
La deuxiéme étape, traitée en section III, consiste a

étendre 1'état B-KMS w sur &L & 1'algébre des champs ¥,

extension qui fera apparaitre la conditior B-KMS pour

=

un groupé d un paramétré du type (6). On peut #xussi, si
on désire développer la théorie a partir cde 1'algéore (L
des observables quasi-locales considérée comme 1'objet
fondamzantal, préséntér la notion de potentiecl chimique
en termes de concepts ne faisant intervenir que I (3
1'exclusion de ¥ - voir section III ci-apras).
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IT - LA TEMPERATURE

Pour donner un sens précis au ésultat annoncé en début
d'introduction i1 faut decrire exactement ce qu'on entend
par "stabilité d'un état pour des perturbations locales de
la dynamique".

IT nous faut donc d'abord introduire le concept de perturbaticns

locales (ou intérieures) de la dynamique, et ceci dans notre

cadre algébrique, c'est-a-dire pour un C*-systéme (systéme
dynamique) {Lﬁ.ﬂﬁ,d} + physiquement Ol ect 1'algébre quasi-
locile douée de son groupe dynamique « . Ces perturbations
sont indexées par des éléments self-adjoints ﬁ_=~4x'é 01

qui jouent physiquement le rdle d'incrément @ 1'hamiltonien

on perturbe la dynamique en augmentant 1'hamiltonien d'un terme
intérieur a 1'algébre (d'ol le nom de perturbation intérieure
ou locale puisque les xie.OL représentent des grandeurs
(quasi) locales). Mathématiquement il n'est pas nécessaire de
parler d'hamiltonien ni d'introduire une représentation (cova-
riante). On peut en effet procéder de maniére algébrique, de

la fagon suivante : étant donné 4& =-&f*é;0l 1'équation
différentielle

S8 )
(11) ¢ 3%%— - Tf)dt[‘/t)

@)
portant sur ure fonction i‘—%>t22 a valeurs dans éﬁi et
assortie de la condicion initiale

) -
(12) fd = 1
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&)
dé¥init univoquement ji , %76[? y et 1'on montre aisément
) L .
que 21 est un cocycle unitaire, i.e.

(13) fﬁ = Tj()o(A [wa} {‘,45/?,

* y - "’y
(14) -?%a) = -f‘) = oy /Zt) ) t« /?

En conséquence la formule

@ ¢)
(15) n) = P (n) F

définit, comme on le vérifie immédiatement, un groupe continu
d un paramétre f'4><¢ﬁ’ d'automorphismes de ﬁZ qu'on
appellera le perturbé de o« par la perturbation locale (ou
intérieure) A  [13] [14] [15].

L'interprétation physique de 44 comme incrément a 1'hamil-
tonien résulte de la formule suivante : si A ec* un &lément
o -différentiable de 01 , oh voit faciiement que A est
c%d)-différentiab]e et on obtient en différentiant (15) <t

en tenant compte de (11)

(16) :%/t

) - f‘é’t} di(B) + [f,“‘]

=9

ce qui correspond bien, s'il existe un hamiltonien X , a le

remplacer par H-£ » 1'opérateur infinitésimal des groupes « ,
c(“J étant alors donnés par le crochet de Lie par H

resp. H-4

Notons pour la connexion avec ce qui est habituel en mécanique

quar*ique (2t bien qu'il ne doive pas nous servir par la suite)
~ . } .. .

le développement suivant de ffi en série de perturbations
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d ot «)
03 7, |
/A=0 {’-
(17) £, *
j:.u) = él)n‘g{-&u—mj oLff‘hl st j”ur: “(4,(4\)"'” d"m(:z)

6 0

an qui le lecteur physicien recqnnaitra le développement
perturbatif de 1'unitaire associé & la "repriésentation de
1'interaction" : dans le cas présent, ol la perturbation 3
1'hamiltonien est un opérateur borné on obtient facilement
pour (17) une majorante exponentielle impligquant immédiatement
la convergence.

Ayant spécifié la classe des perturbations nous pouvons main-
tenant donner une définition précise de la stabilité des états.

Définition 6

Soit W wun-état o -invariant du Cx-systéme
{OL,R_,d} et soit ([, la partie self-adjointe de 0L
(v est dit stable pour des perturbations locales (ou intérieures)
de la dynamique s'il existe une application /ﬁ.—;>éu({) d'un |
voisinage ° de o0 dans (J],, dans 1'onsemble dJes états
de (L telle que

) '
(i) a)ﬂ- est de—invariant i.e.

« : teR
(18) (O m) - o(B) , Ay

4
(ii) )LG/?—%'OJG / est continue en A=0 au sens faible, i.e.

(19) w‘w(ﬂ)-tf> @A)  AcdU.

(i11) w@) est asymptotique & (W pour f‘: 4 od 3u sens
faible, i.e.

(20) w4 R) — > w(n) , AelT.

44 o0
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L'interprétation physique de cette définition est diaphane

(1) exprime le fait que O)K) est 1'état d'équilibre perturbé
correspondant a la dynamique zxd) ; (i1) signifie que cet

état perturbé est proche de 1'état originel W ; et (iii)
requiert le "retour a 1'équilibre" de cd“) dans 1'avenir et
Jdans le passé si on désenclanche la perturbation. Toutes ces
conditions sont évidemment physiquement nécessaires, a 1'excep-
tion peut-étre de‘(ZO) pouf £ = — 00 qui exprime en quelque
sorte 1'invariance des états d'équilibre pour les inversions

de temps.

Cette définition &tari donnée, nous allons immédiatemert en

tirer des conséquences mathématiques dans le cas de <ystémes
pour lesquels les correlations s'évanouissent dans le temps

conformément & (21).

véfinition 7
Soit {Ol,fi,d.} un Cx—sysyfme avec (Y.
un sous-ensemble (dense) de (L . fbl)fl,cig est dit
L'-asymptotiquement abélien sur (1. si on a, pour tous
A 8 e 0L,
ot
(21) SH[B;&&(A)]” b < o
- 21)
ol BLK]:AG-BA.

Soit donc {Cﬂ,,fi ,d } un Cx-systéme asymptotiquement abélien
au sens qui précéde et soit (v un état de (L A -invariant
stable pour des perturbations locales de la dynamique.

21) Nous présumons que les systémes dynamiques rencontrés en théorie
quantique des champs relativiste satisfont & la définition 7, en
prenant pour (L. des observables suffisamment locales.
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Ecrivant (18) sous forme différentielle pour un R edL
od -différentiable

(22) ww(&%)w a{f"(s)) —o

on obtient en tenant compte de (16)

(23) 'w“’[% €=:q(fs)) - éw“’(l?"wﬂ) .

Insérant dans cette équation
L

(24) R- uclm) e, Ae 0L,

¢
( B est évidemment J -différentiable avec

(25) %}b:e(&) - ) - o R) )

nous obtenons

(26) COK)/OZ,,,/H) _ ols(ﬂ)} - Lwd){f’i,sgo&[ﬂ)ﬂ]).

. . )
Passant maintenant aux limites  —> -e0o 77—>-+ o4 , lesquelles

ont un sens, a gauche en vertu de (20), a droite en vertu de
(21) si Rell. , il vient

(27) W (Tha®]dt) = 4 con, de ot

Remplagant alors /L par )f& et prenant la limite ,l’> 0
(19) implique alors que
400

(28) g w([-’\,de[ﬂ)]>//f -0

-
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ce que nous pouvons réécrire, utilisant la notation (10)
I ] 0o .
(29) (IR0 t) - 6aelt)] db = A be

Ceci n'est autre que

(30) Rolo) - 6, 00)

)

c'est-a-dire le cas particulier de la condition KMS (9)
pour F -0 . Nous sommes dcnc sur le droit chemin !

Le reste du travail consiste a se "hisser" du cas particulier
(30) au cas général (9). Nous allons esquisser deux fagons
de le faire, dans des cadres différents, correspondant aux
22).

Théorémes 2 et 22 ci-dessous ces deux méthodes consis-

tent 1'une et 1'autre & passer de (29) a 1a relation
e do

) [ Be®)ne® dt = | Ge® Ga®dt

—cd ot

(o0 A;,B;,A2, B, sont arbitraires dans Olo), laquelle
permet de conclure 1'argument de la fagon suivante : si
on remarque que.

fealt) - 6,q (4-F) '&Bem)dffﬂ)
basgn () = Eag 4-t)

(conséquence immédiate des définitions (10)) et si on suppose
Cl, a-invariant, on déduit de (31) que

(32) ‘FA.B‘* GALSL = @A,B‘*&,EL ) A:’BISAZQBz & Olc

soit, par transformation de Fourier

22) Le reste de cette section expose les idées gérérales des rai-
sonnements sans viser & la rigueur mathématique : le lecteur ne

doit donc pas prendre ce que nous y écrivons au ‘pied de 1a
lettre,
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A A
o (€] Gag(B) = GuglE)F, Lg(e)

(33) B

A ce point, nous invoquons le 23)

Théoréme 1

Soit w un é&tat a-invariant faiblement clustering

du C*-systeme {(L,R,a}, et {m,U} 1a représentation ~ova-
riante qu'il engendre. Alors, le spectre de U est, soit
unilatére (contenu dans R*, ou dans R”), soit toute la
droite réelle,soit do la forme Zb, b> 0. Le dernier cas est exclu si
OL est s1mp]e non abélienne, ou si u>est fortement clustering.

Mettant & part le cas du spectre unilatére, qui carac-

térise les "&tats fondamentaux", nous pouvons donc, étant
donné E £ R qui est alors un po1nt du spectre de 1'énergie,

choisir A, et B, tels que (. (E)4o0 ., et écrire (33)
| A8,

0 B 20 G

oll ‘§(E)= ﬁh&fgh/ éﬁ;BJE) est une forn-tion uni-
verselle (ne dépendant pas de A; et B;) puisque les

choix de A;,B;,A, et B, sont indépendants. Nous sommes
presque parvenus d la condition 8-KMS (9). I ne reste
qué de montrer que l1a fonction & est une exponentielle.
Ceci pourra se faire de deux facons : soit, comme en [1A],
en tirant de la propriété (31) que w est séparant

(séparé ﬂl,(cl)” ) et en montrant 1'identité, & 1'échelle
prés’du groupe dynamique a, avec le groupe modulaire otw
de w ; soit. de maniére moins économique mais plus dia-
phane [1] en déduisant le caractére exponentiel de ¢ de

23) Les physiciens savent denuis longtemps que les états ciustering

engendrent des représentations pour lesquelles le spectre de
1'énergie est un sous-groupe de R (ceci est un cas particulier

de la propriété de groupe de 1'invariant .S ()7) de Connes{15] cui, en
1'espéce, se rédui au spectre, les projecteurs a-invariants de
~Nl=ﬁ(a%” étant triviaux). On passe facilement de 1& au théoréme 1
(généralisation du résultat mentionné dans les articles (1) et (3)-

-

voir note & venir [17]).
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la relation obtenue en portant (34) dans
o A+

(35) &PA.S, () £y, fe) g (00 lE - jéﬂ,&({) 618V €0, B)AE

A Za
relation obtenue a partir de (31) comme cette derniére
1'était & partir de (29).
Four finir, i1 nous reste donc & expliquer comment (31)
résulte de (29). On peut, & cet effet, argumenter de deux
fagons différentes

L'une part, on peut tirer parti du caractére arbitraire
de A et h dans (31) en les choisissant }e]s que A=A a, (A2)
h= By a,(B2), A1,B1,A2,B, €0L, W € R on a alors

(36) TFM(JC) At - fw (B,dk(sl)oq(al) ozk(dém.d)) At
expression qu: pour u + = tend vers

Tw (8,4p(A)) e (B xeiny)) b

s
en utilisant le caractére clustering de w et l'asymntotisme
ab&lien de {CW R,a}l . On voit alors, en opérant de la méme

fagon pour S Glﬁ¥7ﬂt qu'on obtiendra ainsi (31) & partir
de (29). Pour que la limite u - « soit valable sous 1'inté-
grale (36) il faudra se mettre dans le champ d'anplication du
théoréme de la convergence dominée, d'od 1'hypothése

d' "hyperclustering" dans le

24) si tant est, ce que nous supposerons maintenant, que (l, est non seulement
a-invariant, mais fermé par produits.
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Théoréme 2

Soit {OL,R,a} un C*-systéme L'-asymptotiquement abélien
sur 0, , Ol. étant une sous x-algébre dense de OL inva-
riante pour les Ay s t ¢ R. Sojt w un état «-invariant

de O et supposons que w soit (i) hyperclustering d'ordre
4 sur Obo , (ii) stable pour les perturbations locales
de la dynamique. Alors, si w n'est pas un état-trace

- ou bien w engendre une représentation covariante {m,U}
telle que le spectre de U ("le spectre de 1'énergie") soit
unilatéral,

- ou bien w est R-KMS pour t » « B € R.

t 3

Définition 8

Un état a-invariant w du C*-systéme {OL,R,a} est dit
hyperclustering d'ordre p sur Ol, c Ot si pour tout
ensemble A;, A., ..., A e0le , k ¢ p, i1 existe des
constantes pos1t1ves C et,s telles que

C
g (o (A) o Re () < {,Muﬁ PRI

ol w{k) dénote 1'espérance tronquée d' orJ;e k [3]

La stabilité requise pour 1'état w dans le thioréme ci-
dessus est du type "stabilité &8 la contamination" 1'incré-
ment local h & 1'hamiltonien modélisant 1'introduction
d'une impureté dans le systéme ("addition d'un grain de
poussiére”"). On pourra, a]fernativement, envisager un autre
type de stabilité, 2 savoir la stabilité de la coexistence
du systéme {0L,R,a} dans 1'état w avec un ou plusieurs
autres systémes. La formaiisation de cet autre type de

stabilité conduit & 1a


http://So.it
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Définition 9

j Soit w un état a-invariant du C*-systéme {oL,R,a}

!w est dit coexistant s'il existe un C*-systéme {01(1),R,a(1)}
L -asymptotiquément abélien sur une sous x-algébre a(l)-inva-
riante dense de OL(lz et un état a(l)-invariant exh@ma1uxl)de
OL(I) tels que 1'état o & m(l) du C‘-systéme produit

tot e 0L1) Ria e afl)y soit stable pour ies permutations
intérieures de la dynamique(de ce dernie@.

Physiquement, cette définition signifie gque ,», aprés avoir
juxtaposé les systémes {OL,R,a} et {OL(l),R,a(l)} en les
isolant dynamiguement (paroi isolante), un n'observa rien
de dramatique si on introduit un couplage ltocal (trou dans
la paroi).

La définition 9 fournit une autre technique pour passer

de (29) & (31), mais cette fois-ci en appliquant (29) a
1'état produit w & w(l) du C*-systéme produit

tove 0L R, o & o1 3(5ustitiable de (29) si w est
supposé coexistant): (31) est alors obtenu nar le choix
A=A, aA, ,h=nh;yah, , Ay, hy € OLlg, A,, h, 60&&

En supposant w "bicoexistant", on obtiendrait &galement (35)
de cet*te fagon. Mais on peut procéder nlus économiquement,

a partir de (31), comme dans (la). On obtient alors le

Théoréme 2a

Soit {OL,R,a} un C*-systéme I}-asymptotiquement abélien

sur une sous x-algébre a-invariante dense Ol, de Ol ,

soit w un état a-invariant de OL et supposons w (i) extrémal
invariant (= faiblement clustering) et (ii) coexistant.
Alors, on a 1a méme conclusion que pour le théoréme 2, si

on suppose CL simple non abalienne.
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Nous terminons cette section par une bréve allusion a la
fagon dont on peut traiter, dans le cadre précédent, les
milieux en translation uniforme et la brisure de 1'inva-
riance euclidienne (cristaux). Imaginons ua (luide ou un
cristal en équilibre thermodynamique et en translation
uniforme : s'il s'agit d'une fluide, 1'@tat correspondant

est invariant de translation ; podr un cristal, il <era pério-
dique dans le temps et dans 1'espace - mais dans ce dernier cas, on
pourra substituer a cet état périodique 1'@tat invariznt
obtenu en 1'intégrant sur une périodé. On a 13 des états
stationnaires qui méritent certainement le nom d'étacs
d'équilibre mais dont on ne s'attend pas & ce qu'ils

soient stables pour les perturbations locales de 1la

dynamique considérées plus haut (grain de poussiére immo-
bile dans un milieu en mouvement !}Y. Par contre, on aura
stabilité pour des automorphismes perturbés du type a(%>
ol, formellement

7o i) e

=

(intégrale &tendue d tout 1'espace - bien évidemment A

®

n'‘a pas de signification en lui-méme, mais a “est défi-

! =

nissabie, vu que la définition ne fait appel qu'a 1'action
de % dans un commutateur [I,A], lequel a un sens pour A
local). La stabilité de 1'état w pour les perturbations

de ce type conduit alors & (29) ol h est remplacé par

K, c'est-d-dire &

(37) SSS& £, (@) d'x ok - m% G (%) Al

analogue quadridimensionnel de (29) od
B /
£ @4 = w(? aga, A)

(37a)
Gar (R = (d,—gdt(A) 4)
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ol 22 est 1'automorphisme de CL correspondant & la trans-
lation spatiale * . L'exnloitation de (37) conduit alors,
par un raisonnement analogue au précédent, mais ol le
groupe temporel R est remplacé par le groupe spatio-
temporel R* 3 la relation '

(38) /Fz\l(E'F) _ Z/AE*/&')‘ @A{CE’F)

On trouve, comme i1 fallait s'y attendre, une temnérature
quadridimensionnelle (B,E) dont la partie spatiale décrit
1'impulsion du milieu en mouvement. On voit racilement
gue (38) exprime le fait que w est B-KMS pour un sous-
groupe R' & un paramétre du groupe R*. Alors, de deux
choses 1'une

- ou bien 1'état de départ w était fortement clustering,
il est alors factoriel et décrit un fluide.

- U bien w écait seulement faiblement clustering : dans
ce cas, la mesure centrale correspondante est ergodique
et w est une intégrale, pour cet*: mesure, Jd'@tats facto-

riels, qui, comme nous allons le voir, décrivent des
cristaux.

Le cas le plus simp'e est celui d'une mesure transitive[lg]
qui fournit la décomposition centrale de w scus forme

d'une intégrale d'états périodiques - ces derniéres res-
tant B-KMS pourlle groupe R' , donc invariantspour ce
groupe , sont donc nécessairement également périodiques

dans 1'espace, ce qui correspond & un cristal lancé dans

une direction cong:iue avec ses directions d'axes. Une

mesure centrale intransitive décrirait un cristal en
mouvement dans une direction & coefficients directeurs
irrationnels.

Nous avons 1a& un cas particulier d'un mécanisme mat,ématique
général conduisant & des brisures de symétrie : & savoir la
décomposition centrale d'un &tat faiblement clusterina par rapport a at,

B-KMS pour un scus-groupe & un paramétre (disuinct de at) du nroduit
direct de la droite temporelle et d'un autre groupe de symétrie. Le

premier exemple de ce mécanisine a &té remarqué nar H.Araki dans la théorie
du potentiel chimique [2].
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IIT - LE POTENTIEL CHIMIQUE

Ayant démontré,en les définissant comme a-invariant
extrémaux et stables, que les états d'équilibre de (1
satisfont & la condition B-KMS (B fini ou non) vour

le groupe des automorphismes temporels, Te but que 1'on
recherche maintenant, si 1'on s'attache & retrouver les
résultats de la théorie historique, sera d'expliquer 1la
formule (5), c'est-d-dire de démontrer que 1'extension
d'un tel état & 1'algébre des champs ?4est B-KMS pour
un groupe d'automorphismes de la forme (6).

Indépéndamment de toute idée précongue, le probléme est

de discuter en quoi peuvent différer les différents états
d'équilibre de 1'algébre J- corresponuant a une tempéra-
ture donnée 8'1. De ce point de vue, il importe de trouver
des tests permettart de distinguar ces états les uns des
autres en révélant le ou les paramétres qui, outre 1la
température, indexent Tes éiats d'équiiibre. Dans ce qui
suit, nous décrirons deux typés de tests, qui sont, en

fait, deux versions Ju méme test

- d'une part, comme le suggére la théorie historique,
R . - < - @
le comportement de i'extension des é&tats a 1-algébre .

- d'autre part, le comportement relatif aux automorphismes
localisés de Ob [11].

-~

On s'attend 3@ ce que ces deux types de tests soient 1iés
T'un @ 1'autre puisque 1'algébre des champs?f n'est en

fait qu'une construction auxilliaire permettant d'implé-
menter les automorphismes localisés au moyen de ses unitaires [10] [11] {12].
On ne s'étonnera donc pas que les deux types de tests

conduisent 1'un et 1'autre au méme paramétre de classi-



25)
26)

27)
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-~

fication des é&tats d'équilibre, & savoir le potentiel
chimique - Yequel se trouve ainsi algébriquement inter-
préte { les éléments de classification 1iés & 1'existence
de différentes phases ne sont pas abordés dans cette
étude).

Hypothéses

Nous considérons 1'algébre des observablez {1 comme une
sous-C*-algébre d'une C*-a]gébre ?1(1'a1gébre des champs)

douée de deux groupes d'automorphismes continus commutant
entre eu§$ le groupc dynamique t € R ~» a et le groupe
de jauge

geG ~ Yg’ ol G est supposé compact (non forcé-
ment abéHen26)L(ﬂvest la partie G-invariante de .

oL - ?a= {ﬂé(? ; y’s(ﬂ)=ﬂpour tout g¢ G})

et on suppose Te systéme {}2R,a} asymptotiquement abélien
'dans le sens suivant : pour tous a,b € ¥

(39) [t (2, b]| —>

0
E

([ ] représente un commutateur - le cas d'opérateurs de
Fermi, od [ J est & remplacer par 1'anticommutateur [ ]+
a &té traité [2] mais ne sera pas évoqué dans cet exposé) ).

de premiére espéce.
ceci présente un certain intérét en vue de groupes tels que

U, STy, etc.

En d'autres termes, on considére un C*-systéme {(Ff, R x G , a x v},
R x G le produit direct de la droite temporelle et du “"groupe

de jauge", tel que le systéme {¥,R,a} soit asymptotiquement
abélien (ou asymptotiquement grassmannien, s'il s'agit de fermions).
On notera que la partie G-invariante {1 de § est alors telle que
oy (01) c 01, teR-

. . v ol
Par Ta suite, nous désignerons les &léments de 7 par des lettres

ziguscules a,b, etc. et ceux de 7 par des lettres majuscules
8, etc.
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Théoreéme 3
Les hypothéses ci-dessus enirainent que

(i) tout état a-invariant extrémal w de L posséde une
extension «-invariante extrémale ¢ & ;’. De plus, deux
telles extensions g1, ¢2 sont telles que Pz Fie Xy

pour un g € G. En d'autres termes, on a existence et
unicité & une jauge prés de 1'extension a-invariante
extrémale a ¥ de tout &tat a-invariant extrémal de CL).

rii) Soit w un &tat de Ol B-KMS extrémal pour o

(du type de ceuy fournis par les théorémes I et Ia)28)
supposons de plus w fidéle (i.e. w(A*A) =0, AECL, = A = 0%9)
Si ¢ est une extension a-invariante extrémale de w 3 &,

¢ est B-KMS pour un groupe d'automorphismes de ¥ & un
paramitre de la forme t - ey Ygt’ ol t - gt est un sous-

-

groupe & un paramétre du centre du stabilisateur G¢ de ¢.
iii) Avec les hypothéses de (ii), dans le cas usuel ol

G est le tore de dimensicn 130)(donc ol %, :/4& ) ﬂeti ),
et supposant en plus que (L posséde wune structure locale,
le potentiel chimique u est directement31)caractérisab]e de

la maniére suivante : sfi f est un automorphisme 1ocalisé[}ﬂ.
de charge n de (1, avec Vi € CL un cocycle unitaire con-

=

tinu qui le 1ie & ses conjugués par des automorphismes

temporels

(40) g”edw€=/q”“t ¢ oLt , tER

Un &tat B-KMS de CL pour a est B-KMS extrémal si et seulement si

il est

a-invariant extrémal, et i1 est alors factoriel.

Si (L est simp]é, cette spécification devient inutile, tout état
B-KMS de (L étant automatiquement fidéle (di au f2it que 1'idéa
d gauche d'un état KMS est un idéal bilatére).

la généralisation & un tore de dimension n est &vidente.
sans intervention de 1'algébre des champsy . Un automorphisme o est dit
localisé dars le double cone K s'i1 se réduit & 1'identité sur la sous-algébre

corresnondant & 1'ensemble K' des points de genre espace par rapport aux

points de K.
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on a que

a) 1'état wf est quasi-équivalent & 1'état w.

b) la dérivée de Radon-Nicodym de awf par rapport a a)Dﬁ] est
1iée comme suit au cocycle Vi

(41)  lwg) : Dw)y = e, (vpe )

oll ¢ est une constante réelle indépendante de w, U dési-
gnant 1a représentation engendrée par w.

Rémarqué 1. Pour G non commutatif, Je potentiel chimique appa-
rait dans le théoréme 3(ii) comme un vecteur de 1'algébre de
Lie de G. La groupe a un paramétrebayi est trivial (= le

potentiel chimique s'annule) si G?est trivial (absence de
symétrie de jauge pour 1'état ¢) ou si G*est simple (donc
de centre trivial).

Remarque 2. Dans le cas usuel G-Td, on a l1'alternative
 invariant de jauge (G¢=Wﬂd ou non (G, trivial). C'est
seulement dans le premier cas qu'on peut avoir un potentiel

chimique non nul.

Remarque 3. Un état w de oL /Q-KMS extrémal est fortement
clustering puisque primaire, mais il peut arriver que ses

extensions - invariantes extrémales & ?soient seulement fai-
blement clustering. Dans ce cas, la décomposition centrale
d'une telle extension 4 est transitive [18] en vertu de 1la
compacité de §. Les composantes primaires correspondantes
sont toujours ﬁ-KMS pour le groupe & un paramétre f24>qQB@t ,
cependant, elles "cassent" 1'invariance de temps. Dans le

cas G- T+ on obtient ainsi des etats<# o-invariants en res-
triction & L, mais périodiques dans le temps sur?? (comme

on en rencontre dans 1'effet Josephson, ou comme limite ther-
modynamique avec certaines conditions aux bornes pour 1la
condensation de Bose du gaz libre de Bose [22]).
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Remarque 4. Si @ n'est pas fidéle (possible si 0L n'est pas
simple, comme c'est le cas pour la partie invariante de

jauge de 1'algébre des CAR), il y a nossibilité que f soit
"de type état fondamental" dans certaines directions du
groupe de jauge (cf.[Z] et remarque 6 plus bas).

Remarque 5. Nous supposons ici le systéme {?jﬁ% Hi} asymp-

totiquement abélien et 1'état W invariant dans le temns,
ayant en vue la théorie relativiste. Si on s'intéresse aux
systémes de spin, on aura recours & ces hypothéses nour le
groupe des translations spatiales. Le lecteur trouvera la
théorie correspondante dans [2] et [4].

Démonstration du Théoréme 3(1)

Soit w un &tat extrémal a-invariant de Ol (ou synonymement),
puisque {(l,R,al est asymptotiquement abé&lien, faiblement
”3226est-é-dire satisfaisant
17

(42) z%,jw[ozém)g)au > wl)w®)  Agea

clustering

-7 :
a) Existence d'une extension a- invariante extrémale ¢ de w a }7

L'énsemb]e/4 des extensions a-invariantes de w i 3aést
convexe compact non vide (R &tant amenable) : i1 posséde
donc un &lément extrémal ¢. Si ¢=Ag rl-A)dr | 04N<1 |4 4
a-invariants, on a par restriction d 0L w = X%l +GA‘%4
d'ol  ¢ilg = Pdm,‘ pu1sque w est extrémal a-invariant,
d'ol ¢1 = ¢2 puisque ¢ est extrémal dans /5

b) Unicité & une jauge prés de 1'extension a-invariante ex-

trémale
La preuve est basée sur la remarque que, pour un état ¢ de ¥

32 ) ou faiblement "mixing" comme on dit en théorie ergodique commuta-
tive. Ne sachant comment traduire le mot en frangais, nous 1'adop-
tons tel quel.
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a-invariant extrémal (c'est-d-dire faiblement clustering),
la fermeture en norme '(G5 de 1'ensemble

(43) - {479l > r(p@) e

33)

est une sous C*-algébre de £ (G) globalement invariante

-

par les translations d@ droite par les éléments de G
en effet, d'une part

. ¢
(44) 4:()(5(&*)) = 4:2)(3(5_)1 ) aed , 3€°,

et, d'autre part, pour a,b 6‘? s

47
(45) —":, 84’("1&(8’5(&) Xs(")ﬁt’t g y (5 406 ()

-n
d'old 1la mu1t1p11ca*1v1te de ¢"(5) (on observera gue les
fonctions sur G f1gura4t d gauche de (44) forment un
ensemble équicontinu). On c alors

(46) elel - e (6\¢)
ol L\G = gG4ﬁ ) i€ G} » d'aprés le résultat c]assique34):
Lemme A

Soit G un groupe comnact et soit A(k) (p(k)) 1'opnérateur de
translation & gauche (& droite) dans &(G) : {A(k)f}(g)=f(kg),
{o(k)f}(g)=f(gk). Les correspondances

(47a) K—§& - ZEGQ\) { (e C(5) i ANK)§-F ¥ KeKE
4p) K=K - %:& eb oy flxg)=5G) ¥ Sefr ot et
€tablissent une bijection entre les sous-grounes fermés

K de G et les sous C‘-a]gébres’ﬁ'defg(G) globalement
invariantes par les ¢(g) . g € G.

33) Nous notons‘%(G) 1'ensemble des fonctions continues sur le groupe compact G.
£(G) est une C*-algébre avec la structure multinlicative et la conjugaison
comp]exe habituelles.

34) ol nous assimilons la fonction f € %KG) invariante par Jes A(k), k € K avec
la fenction f o ¢ B (K\G), ¢ €tant 1'application canonique G - K\G .
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Le lemme A est une conséquence facile du théoréme de
Stone-Weierstrass. Notre résultat d'unicité résultera du
lemme B suivant, 1eque1 s'obtient aisément en tenant
comnte du fait que les transposés des automorphismes d'une

C*-algébre abé&élienne sont les Homémnorphismes de son spec-
tre 35).

Lemme B

Soient Ky , i = 1,2 , des sous-groupes fermés du groupe
compact G : tout iscmorphisme de C*—algébre de E(Kl\G) sur
8(K2\G) commutant avec les p(g) , g € G , est de la forme
A(h) pour un h ¢ G tel que K, = h K; h~

Soient, en effet, ¢, et ¢, deux extensions a-invariantes

extrémales de 1'état w sur a, Ki = G¢. , 1 =1,2 les
stabilisateurs correspondants. !

Pour a,b e ¥

(48) Ala b Y) - Sxa (a*aq(\o)) dg

G

appartiént a OL-et donne donc la méme valeur 3 o1 et ¢
Comme on a, en vertu du clustering des ¢; et par équiconti-

nuité +7
: @
" Sch [ AGw ) At < | 3T ey = (516 ).
N

on conclut & 1'existence d'une isométrie lindaire V de
LZ(KI\G) sur LZ(KZ\G) telle que, pour tout a ¢ ¥ ,

g

35) On trouvera des démonstrations des lemmes A, B et C en appendice
de [2]. Pour une référence générale sur la dualité de Tannaka,
on consultera [19].
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Par ailleurs (45) montre que ¢aat(b) tend vers le produit
$a ¢b d la Cesaro pour t = o (uniformément par équicon-
tinuité). I1 suit de 13 que

(50) V() - 4L R 4

)

Il résulte de 1d que si T4 est la représentation de ﬁ(K{\?)
sur LZ(K{\G) obtenue par multiplication point par point

(51) mnsla) - 206186) | 3e8R8) g Y,

on a que

(52) T.04) - VTV

Comme T2 est isométrique, on en conclut que V est un
isomorphisme de £ (KA\%) sur £(K,\%), lequel commute
évidemment av2c les o(0), g € G . Le lemme B fournit

(2

alors g € G tel que, pour a €3 o = M(u) - #? ,i.e.

B(Yu@) = el (@) - (peygy)(0(0)

d'ol le résultat. Notons, pour une utilisation ultérieure,
qu'une variante du résultat précédent permei de conclure

Lémme C

Soient ﬁ}i, i =1,2, de fermeture normique'ﬁj)des sous
*-a]gébrés de £(G) globalement invariantes par les trans-
lations & droite par les é&léments ae G et soient K les
sous-groupes fermés de G associés aux‘ﬁ Toute app]ica-
tion linéaire multiplicative Uy :ﬁc-»ﬂt:commutant avec
les p(g9), g € G et isométrique pour les normes Lz(Ki\G)

est de la forme A(h) pour un h € H tel que X, = h &1 h_
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Démonstration du théoréme 3(ii)

Soit W un état fidéle de O, é-KMS extrémalpour «; et soit
f une extension «€-invariante extrémale de w éq;. Nous
dénotons par 6’4, Te stabilisateur de $ dans @ , par
{-n;’D; ' Y}{+) ﬂ_* g la construction GNS de $ et par
{m}RxG‘P )ozxx} le W'-systéme correspondant

(,Wzmy(?)”) X:M[U:}, ) cf. Def. 4 ) . Le premier stade

de la démonstration consiste & étudier la restriction de
4 a 1'algébre TY des points fixes de¥ pour 8 (de fer-

meture me*) :
C?’eb = { a€ ?'A, Xs(‘l) =d  pour tous les §¢€ @4;}

mﬂb _ {&e%)?{s(&)=w@)a [);(3)*pourtous les g¢ C

(53)

Nous montrons que

4 4
) ? ¢ %
#,\ restreint & est /g-KMS pour t—=>of .7 coincide
I
avec T\‘4,[OL) et est un facteur (au sens de Von Neumann).
; 36)
?separem .

Pour ceci, nous notons que, d'aprés la propriété /g-KMS de
tv pour ’L‘—)a(t, nous avons pour des éléments d-entiers quel-
conques a, a'y, b, b'e

(54) ¢ (s (%4, (9:’)) oiy [2(5*4({ (b’)):(): %o(&@)ﬁ(k(b')) £l C’L’)))

ol ¢ est 1'opérateur "moyenne en jauge"

(55) i) - SYS(Q) dg e ¥
4

36) Si nous savions que WG+: T(4,(UL),, et que m% est un facteur,
la propriété /5-KMS de lﬂs;% pour "'>°/g découlerait immédiatement
du fait que ﬁ'co(O'L)”= T"?(UL)
ces fait apparaissént dans nos raisonnements !

. Mais c'est dans 1'ordre inverse que
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Appliquant +T

M. - A\t
(56) T = AT
-7
T_s oo
aux deux membres de (54), nous avons alors, pour '—> s

grace au c]usterinj faible de ¢ et & 1'asymptoticité abé-

lienne de §¥;R7"(

(57) jS P4, Xs;’daﬁ('”*)) POl s ) g, b »
- [ £0u0) - (r0) 3 ) A e

X
Ceci s'écrit, tenu compte de ce que a’l'{&(lf) = a/_;/;(lj) :

(a(,( (L)’EL (2,’7 di (b'))) &’5) (L’,A')
(58) (Ac? ¢ ))cju =(<P A )

P
ol ( , ) dénote un produit scalaire dans L (GG’Q) , ob
/54(3.,3*,);§(31,S.) ) 9,91 € G et ol les "fonctions 3

deux points en jauge" sont définies comme

(59) ‘F@}L)(‘ia,ﬁk) = ‘}D(Yg‘ (2) XS;,(L)) ) 9,9.¢€ @} a,Le%’.

Remplacant b' par ol.g/é(L") dans (57) donne

R N , " [/),1/)'
(60) @4;(01,%5(5),1)7_ ?&,L)) _ (F@ L); /d%,("' /"’» )

vraie pour a, b, a', b'é%ﬂ a(-e@nalytiques quelconques.
Choisissant a,b dans ?7 + ,» remplacant a' par
o(t(ﬂ') appliquant Hm des deux cOtés et passant a la

limite T—>es |, i1 vient

(D) 1 (') L)
(ag&ista] _ @t 4@ n ),

d'ol
/4 ?(d-;/g(t’),&) ) (}D@;&’)

6,
a,b d-entiers & ?7/
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c'est-a-dire la propriéteé ﬁ-KMS de <}~)§76+ pour t >dy
(noter que le produit scalaire est en fait dans Eb(aﬁ®g\g)
pour leqguel Tles %(&'69#&” forment un sous-ensemble total '
puisque les (‘i)(i) , 2€ sont denses dans E’:é:ﬁ) et que
les éléments £-analytiques sont denses). Maintenant, puisque
ﬂ«;% est invariant extrémal et B-KMS pour +—> oy,
la fermeture faible 9D de 'i"(;'g", o0 7est la représentation
de (‘F *Qengendrée paré , est un facteur d'ailleurs égal a
/ﬁ= E/(m "E =W6¢E R E étant le projecteur dans /7f¢sur Ta
composante cyclique de.n.+. pour?e". De p]us_,Q* sépnare %,
donc Qém 4’.>3_E est un %-isomorphismé de/}ﬂq"sur'% :mg“est
donc un facteur 37). Finalement .ﬂ+sépare‘9ﬂcomme on le voit
en considérant le projecteur F sur[ﬁ%mﬂ: F' appartient
évidemment 4 WG%/MZ”%M)/ et satisfait a F’—-Oq; =-Q4, s
d'oa ' =T puisque -Q,+ sépar,e/m F. mais ceci équivaut a dire
que ,D-+ est cyclique pourm , donc séparant pour'?ﬂ.

Le second stade de notre preuve consiste a montrer qu'un
étaty AL-invariant extrémal du c*-systeme {?’,U’ix@,myf
(ol (?= [,’? est désormais la partie intéressante du groupe
de jauge) lequel est (S—KMS sur?ﬂtgu % pour +“>”(l— , est
nécessairement /3>-KMS pour un sous-groune & un paramétre

de ﬂx% dont le second facteur appartient au centre de (f/ .

La preuve est basée sur le résultat suivant 38)

37) Ce résultat est en fait une autre expression du théoréme

3(iii)(a).

38) résultct du méme type gque le Tait (utilisé plus haut pour mgntrer
T'unicité de 1'extension @ une jauge prés) que 82 6)66(6&\6').
Le lecteur notera qu'ici également 1'liypothése que we’st [S-KHS
n'intervient pas.
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Soit 2% (93) l'ensemble des fonctions sur‘é restrictions

a {&}@ &¢) des Tonct1ons (59) (appelons aussi ces
restrictions @g”w : ?@L [3 Q(& Yﬁ(b)) ge% a, be§” ).
Sous les hypothéses de 3(ii), 1'enveloppe linéaire fermée
[8:(%)] de Of;(tg) coincide avec %((9)

Supposant ceci démontré, nous raisonnons comme suit : la
propriété [5-KMS de f/? ¢ pour t—>4p entraine (54) ou

g est & définir avec au lieu de & dans (55). De 1a suit
(60) avec la nouvelle définition des @)k , (, ) étant

le produit scalaire dans ;,ﬂg,) et avec,@fya) {(@” )3 (§

Si, donc, nous posons, pour 2., bi «L- entiers dans §7
et cce R, i=1,2,...,n

~ ' m
(61) 8 2;&1-_ ﬁf“;bj) 3 Z_Ci/i/ﬁ‘*o{‘i'ﬁ(éi)/ii)

)

nous obtenons une définition cohérente de S : en éffet,
d'aprés (59), pour a', b' o -entiers dans &

jﬁ["(“”(é)‘l )/ / (Z ;:l,z,)} A/M(é/w)

en sorte que le second membre de (61) nc s'annule que st 39)

/

Z"' ; @;z,bz)

=0
1-( 4’

L'opérateur linéaire S ainsi défini est d'anprés (60) tel que

(62) (3§+ tJl»ﬁ& L,) (f’)lgﬁ b))

c'est donc un opérateur h‘néaire orétermé, tel que S < s*
re s . . : .. b
défini sur les combinaisons linéaires ces ;C@’)

L

2 ‘
39) Nous utilisons ici le fait gue fq,(%) est total dans f(“%), donc

dans Lz((%) .
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-4
a, b o - entiers dans?? lesquelles sont denses dans 4 (f)

puisque 'fj [§j] 8(?7 . Comme

Xs(a),é') /2, ”) @'/blf(“")) :

) $4¢. D ge§ k¥

les translations resp. & gauche et a droite /1@7 et
¢(s) par les ge%  commutent avec S et laissent son
domaine invariant. Donc la fermeture S5 de S commute ave:

(63) Mgl 4

ces translations et commute alors avec les

(64) e(h) = -(5 A{;)/U/j)kdi

pour tous les caractéres }% corrés,ondant aux renrésen-
tations irréductib]es)\ de g. On conclut de 1a que

(65) Selpy = SG) 2(p)

ol 86h> est un nombre dont il n'est nas trés difficile

de voir qu'il est ztrictement positif : S est donc self
adjoint positif, donc teR—> E_MT est un groupe conti-
nu d'opérateurs unitaires.

Le caractére faiblement clustering de & entraine que

¢ / L/
(66) g(d“ X . la}) (84 / a_/é/a_;é"e?ﬁj

propr1ete également vérifiée pnour 8 (notons que
{3) yff) si i est contenue dans 5 B a).
A¢{ g est alors justiciable du Lemme C ci-dessus

aui entraine que
(67) AL T N(8 )< o(3) te R,

avee t —> Et un sous-groune & un saram@tre continu
du centre de Lf{ = 6, .
d +



Pour achever la démonstration, il nous rester & prouver
les deux résultats admis plus haut.

G4 ]
v _ 40)
a) Démonstration de %Z = i'cp/m).

Nous nous plagons u'abord, pour simplifier, dans le cas o0 G
est abélien. Désignant nar G le groune dual de G, on a
alors les résultats suivants [21]:

Posant
(68) %ﬂ) - {‘Le?} XJ&):X(@)&)Z ,ﬂéé,

le sous-ensemule Zf, de défini par

Al

G
(69) ‘ Zb - {Xéé\, Eaé?a avec f(a)#o}

est un sous-groupe fermé de G €égal 3 l'annihilateur de G#:
(70) Z,,,_ éléé lfg) Vge f G- 2

&
De nlus, 1')a1gébre de Von Neumann m est engendrée par

les a.e?ﬂ//'(éif

1) M. ﬁ 2l

XG Zf

ol 0, e
En effet, pour 1,1 € Z¢ il existe Qé? , d'€ J,cj ,
( (' ) / (X/(I) t+ e
tels que 7: a)+#0" 4;&)#0 . Alors a.o({[a)g ?/’ ) eR,
n‘est pas identiquement nul en t puisque, ¢ étant faible-
ment clustering, zf(«lo/é(a-’)) tend 3 la Cesaro vers 73(‘1)'7[-1’,;
pour t = o8, Donc XX'éZ¢, . Par aﬂ]eurs, /( éZf’,
puisque sbzg, - 75(3_*) avec ae?ﬁ Z¢, est donc bien

un groupe.

. () A
Lemonstration de (70) : pour @& 37, Ié— G , et g€ G
on a
40) La démonstration ci-dessous est celle de Roberts f21], valable

nour des états clustering quelconques. On trouvera une autre
démonstration dans [2].
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(72) $(y, () = 1G)¢ (=) .
Donc, si j é 6},

[},_ij)]¢[a_)=0}

)
d'od X(:)')=/ <i on a cheisi ae (f’a tel que Xéihsﬁ/g_)w:

L
Inversement, si 35 Z* (72) montre que
7)[%/&)):¢(&) <1 K(—Z,s

;6[5(3(1)):0:,5(&7 s /’(¢ 24 |
d'ol jé/\@% 5 Z:C Gc# . On amontrezf= éf d'od g}’l;zf

puisque ( estdiscret.

()
Pour nrouver (71), on remarque i'abord que, pour 2€ (Fa ,
Xe if s (72) entraine g_ef%’zéf’ , compte-tenu de (70),
ce qui montre 1'inclusion > dans (71). Pour cémontrer
1'inclusion inverse, on utilise le fait que, pour tout

2477

) ) .
(73) 2. Z 2l W YTT )
/‘((-6 ‘
la somme convergeant au sezs faible
de vérifier que si ae Qf( to W, sauf si (sz

cela résulte de l'orthogonalité des caractédres de G ouis-

41) il suffira donc

que, dans ce cas, 2-¢5(2) , ol £ es% la mpyenne sur GF
(cf. (56) ).
Pour démontrer‘mg’;rr(ﬂ)“, i1 suffit donc de voir que
) . —
2em(0)" pour a.e’)(ig)a, X&Z% . Mors T e 2y » on peut
donc trouver b ¢ TN e que 4>(b)=,eo. On a alors
+7
T e ——> () 2
(74) T X pg®dle ——> ¢
- ) ) .
41) Résultat valable pour tout ‘M*-systéme{‘m)@,Xj, ol G est COH:IpdCt
abélien (ou non abélien, la somme étant sur les représentations

irré i U aractadre associé).
irréductibles de G, ou ;test e ¢
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dans la topologie faible des onérateurs (di & ce que ¢

est faiblement clustering, Z(?’/R,o(} étant asymptotiquement
abélien). Comme le nremier membre de (74) apprartient &
Tr[ol)ﬂ et que 7>(6);£0 » 11 en est de méme de a

q.e.d. ‘

La démonstration précédente se transpose au cas o0 G

est non abélien en étendant la notion de "support de7b"

grdce au résultat classique suivant 42)

Lemme A'

Soit G un groupe compac:. et soit% 1'ensemble des repré-
sentations unitaires (irréductibles) ¢ de G sur des es-
paces O, ne<oo

pZr {
(75) r~. g€ G — g(b‘f}é{)m’r——» (Z{r@)“) = Z=’ Z{f(ﬁ)ku{r}.

Considérons 1'ensemble g des appnlicetions E. fé%’> Er,
: . M .

E;, un sous-espace vectoriel de ¢ ,» satisfaisant aux

opropriétés

() Erar ¢ EreEr | oreX

Gy E.=E. e,
oo ViGh = Ul 6 - (@)

(ii1) S[Er) < Er s 5‘,76'%) pour tout opérateur d'en-
trelacement § . ("o ™ (U,[g)S: SU.(3) /jeé).

Les formules suivantes établissent une bijection de 2
avec 1'ensemb1e<ﬁ des sous-grounes fermés K de G

| (76) E——»K=El= {Keé’—;U}(K)u=LL VLLéE,—VJ‘é%}
(77) K—an:K‘L: (fé% —aEf=;uéfmju;[k)u=u'YKéK}

42) Voir [19] théoreme (30-47).
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Ce lemme est une variante du Lemme A ci-dessus, la C*-

. \G) . 3 .
algébre JkK - (K\ ; €tant celle engendrée pnar les fonc-
tions

ge@’ — Cx\L}(l)‘”T) . WE Er) A r,J‘é?&.

Etant donnée JWS?{ on annellera maintenant "multi-
nlet de tyne /" tout ensemble (a, ) de "r élément de ?ﬁ
tels que 43)

i &
(78) () - 2 VG a gef

La notion de support de % généralisant celle du sous-

A
ensemble ZZ+ ¢ G considéré nlus haut est alors fournie
nar le résultat suivant [21]:

Soit o‘éﬂ et soit Er le sous-espace vectoriel de (ﬁmr
engendré par 1es(§:§§7) , ol les Ol;) sont tous les
multiplets de type ¢ . Alors £1:8 , 1e sous-groupe
fermé de G associé a E étant Je stabilisateur é+ de & :

1 L
79) E = G, G, - E au sens de (76), (77) .

G, 6 \”
/vz + ¢
De plus, 1'algébre = W+(§? / des points fixes
de 976 = ﬁ+(?7l’ par @+ est alors engendrée par les

(80) T, (2(w) - Zf Wiy (2)  weke o ”

en d'autres termes, nar les

(81) S e bIn ()

(=1

(bj ,GlJ , des multiplets quelconques de type 9, 07
narcourant ?{.

i
Mo —
{ > ol
43) On notera que a : e € —> - W& est alors un opérateur
. ,
lineaire de f ' dans ¥ entrelacant Us et Y : d}IX%\:X%ci ,
ge@ : i1 résulte donc du lemme de Schur que, pour C irréduc-

tible, les a, sont soit tous nuls, soit linéairement indépen-

dants.
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Soient (cl;) et (bk) des multiplets respectivement de type
g et T ,0‘,’1"&% . Alors (i;*) est un multinlet de type 7
avec %(A;*)=4>Zii) , E satisfait donc & (ii). Par ail-
leurs, les c;s{(fT'\, ol

Cik (T) = IL‘T'—— So(t (a:) by ok

forment un multinlet de type c® ™ pour tous Tes T)tei que
d’(c;k[’V)) > Zii)w}’zgk)
‘ T e w

(dd au clustering faible dé&) : E satisfait donc a (i).
Par aiHéurs, si S- [S) :fmr» > entrelace. get 7, on
voit immédiatement que /a = Zf%) est un mu1t1p1et de

type T , par conséquent %S&}—(__)____ b[ze 4},(a E satis-
fait donc & (ii1). On a donc bien F.§

D'autre part, pour c}é G

Mo 3
(82) F 6y 7T - g(F ) ) - ()
4o =
donc gﬁE si et seulement si 45{3/3(1()) = 45/’14)

pour tous les multiplets (aj) de type ¢ et tous les O‘eﬁ
(73) entraine alors que ceci équivaut & o oYy = ¢ .e.
ge 64 : donc £*- G4 . Enfin on a, pour 36@ (U-)é(’
(a;) un multiplet de type ¢ 1'r-réduct1'b1e

(83) (Zwl) Zw){%(&«: ZU(

Lt

N ?/’Gb
donc _Zwl{ é si et seulement si (cf. note 43)
t=l
latd _ % : _{
5 Uly) w=u ) 5e§+
=
. o\
i.e. si (ul) e Er : (73) implique alors que @/g &,) est

engendrée par les opérateurs de type (80). Le raisonnement
s'achéve alors comme dans le cas abélien.
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b) Démonstration de [8:(%)]= g(%) 44)

[8:,(‘9 )J, 1inéaire par définition, est globalement

-

invariant par les translations & droite par les 36‘% en

vertu de (63). Par ailleurs, nous montrons que[ +E% )7 est
multiplicatif (comme ff(%f) , et pour une raison analogue)

¢ étant faiblement c]uster1ng et{gq o EL} asymptotiquement
abélien, on a, pour 2 2 L ble I

,_,j‘t#(aa(;;(a XJ/;&[E)])&&————» ‘1’@'2{3&)) f(«lzﬁ(b’))

le premier membre appartenant a F% (Q‘y et la convergence
étant _uniforme en g, par équicontinuité. Montrons maintenant
que pf (% ] est globalement invariant par conjugaison
complexe.

Nous remarquons tout d'abord qu'en vertu de 1la cydhc1tecm

11¢ pour ﬂ‘ [Ef‘ﬂ% ] est également 1'enveloppe linéaire
fermée des fonctions

6y )
¢ 3 g (§~> @F"ZX}C%)J_D,?) ,we%’i,
Considérons alors, pour % e%NZ, le déve]oppemént

o NG - T T UL 4T 35 dime jU@) 154

ol Zfest sur toutes les classes d' equ1va1ences de represen-
tat1ons unitaires irréductibles de . Portant (85) dans (84)

(85a)

et tenant compte du fait que les 47, forment pour i et §

4 =
fixés un multiplet de type ¢ , nous voyons que 18;29)]

coincide également avec 1'enveloppe l1inéaire fermée des

45) La décomposition (84) est convergente pour la topologie faible des
opérateurs dans la représentation Ty : (85) converge alors en nor-
me par équicontinuité, ce qui résulte par ailleurs de la théorie de
Peter-Weyl.
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fonctions 476('?5:), ';)Cparcourfantmet (gl) les multiplets de tous
les types -ou encore, celle des éléments de matrice de toutes
les réprésentations irréductibles decg associées & ces multi-
plets. Nous atteindrons donc notre but en vérifiant que, pour
chacune de ces représentationss , la représentation conju-
quée Fapparait aussi comme sous-représentation a la fois

de Xet deU; : or , d'une part, a chaque muitiplet non
nul (35) de type 0 correspond un multiplet non nul de typeo ,
a savoir (3;*) ; d'autre part, chaque multiplet non nul de
type ¢ donne lieu @ une sous-représentation de U; identique

& Up: cela résulte du fait que 1'application \}—a W¢(g)ﬂ¢
entrelace X et Us , et donc est nulle ou biunivoque sur les
combinaisons linéaires des Yoo 1a nremiére alternative étant

exclue du fait aue Z%f‘}\ +oe'mc?,ﬂ§séparanf/fﬁ%puisque 4>
est ﬂ-KMS surm'%pou;%»a/ . Nous pouvons donc maintenant
conclure du Lemme A que %;[‘9)' = &{NP\LQ), avec

(86) N;zi‘/JeLﬁ/-%[czbf,(L)):f(ab) V&,Lé‘?} .

Nous montrons maintenant que 1'hypothése H(nfidém entraine
la trivialité du groupe d'asymétrie M& : cela est immédiat

si G est abélien : pour tout multiplet (b;) de type 6 relati-
vement é&?,G,X} et tout 4¢ Ny | (2l =G>i‘X4CL"))est
alors un multiplet de méme type, alors A = 2 aFaiellest
nul d'aprés (86) : la fidelitée de $lg implique alors
b;:){,(&a‘) , d'ot (85) lo:X;“:) pour tout Led , d'od
A=e si Yagit fidélement. Pour un @ non abélien, Tla preuve
est un peu plus complexe.

Rémarque 6. Sic}a}(,L n'est pas fidéle (possible si JU n'est pas
simple, comme dans le cas ol ?est 1'algébre des CAR) t\@ neut
étre non trivial. 43 est alors ﬁ—KMS nour ’t—»a()‘}'e avec > ?[.

dans le centre de G+/N le spectre de U; étant unila-
) . b Ny
téral (vo1r[21 ).
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c) Second stade : démonstration basée sur le formalisme

de J. Roberts. Considérons, & nouveau, le Cx—systéme
J}",Kx‘f’#,dxx } oﬂ‘ﬁ:a‘p et soit{ﬁz,ﬂxﬁ,ﬂxﬁ
le wx—systéme associé a la représentation covariante

obtenue par la con:truction GNS {TT,,,U;)’]&,§§de cf 46)
On démontre tout d'abord que le vecteur & sépare 476 s

et définit donc un groupe & un paramétre ot d'automor-
phismes modulaires de O’ﬁ commutant avec g et X"; 47),
Comme on suppose ¢ faiblement clustering et{?jf{ ,a(}
asymptotiquement abé&lien ,‘\AU;(R-) agit ergodiquement
sur /)’n' (i.e. ne laisse invariants que les scalaires).
Mais comme mz];ml‘]—* , ol L est la conjugaison modu-
laire associée & ¢ , laquelle commute avec U(f{) pour
lequel & est invariant, on voit q.e 1'action de AdU;(R)
sur m est ergodique : conséquemment le spectre réduit
S(gﬂ)[m]%}se confond avec le spectre de la représenta-
tion U* de R s, lequel couvre la droite réelle d'apres

le Théoréme 1 : par conséguent 1'algéLre m%‘ des points

fixes de Yfb pour );'((%) (fermeture faible de T, (57°4) )

est un facteur de t)pe IIIl . Posant alors o(_-&;;é 5-{1’ ,
te R , on obtient un automorphisme de /)'ﬂ qui commute
avec a(t s feR- 472 et d'autre part « se réduit a

A

1'identité sur %6 (on a démontré plus haut que ngt ;:T;t",'éeﬂ,
en restriction sur /In ). L'automorphisme - "Q"D}'_*
est donc justiciable du

46)Cec1' résulte de la démonstration dcnnée p]us haut

47)Rappe’.ans qu'un automorphisme laissant invariant un état

de M commute avec les automorphismes modulaires de

cet état [21] . ~
48)Le lecteur trouvera en [16a] et [3] Cnap. VIII des exposés
simplifiés de la théorie de 1'invariant §(79¢) de A. Connes.
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Théoréme 4

Soit {/)77,‘5 )b/} un b.'x-syStéme ou le groupe (g est

compact et od 1'algebre /)i 7 des points fixes de 9114

pour est un facteur de type III. Supposons de plus
que le groupe Au{’r(m) des automorphismes de m commu-
tant avec les Y’ , 5&‘? , posséde un sous-groupe
. X 49) X
agissant ergodiquement sur m . Alors tout automorphisme
A de m qui commute avec A et se réduit a 1'iden-
tité sur /)TZ% est de la forme d=Y3,. pour un 4§ ¢ (9

)1 résulte de ce théoréme et de la commutativité de ol et {
que 0‘3 =th , avec t— ft un sous-groupe a un para-
¢

métre de = G . De plus tout A& Gq, commute avec
les "{k par hypothése et avec les o:f comme laissant f
invariant : le sous-groupe f appartient donc au centre
de Q,

La démonstration du théoréme 4 est basée sur une notion

50) étant donnée

due & J. Roberts dont voici une esquisse
une algébre de von Neumann /Nl , Roberts appelle espace

de Hilbert dans m tout sous-espace linéaire normiquement
fermé (f? de ’ﬁz tel que

(1) x*y est un multiple de 1‘unité pour tous x)gc%
(ii) ax =0 pour tout xeﬁ , aem , entraine a= 90 .

b7
Comme alors, pour Xé(gf , aFa < Nl Y=l i1 suit de 1a
que %) muni du produit scalaire

(88) (x)«}) = x'y , My € %/,

est un espace de Hilbert. Soit }f(m)wensemb]e des espaces

49)crest-a-dire dont les points fixes dans m se réduisent
aux scalaires.

50)pour la notion d'espace de Hilbert dans une algébre de

von Neumann, voir [12] ol cette nc*ion est proposée et
étudiee.
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de Hilbert dans 970 ainsi definis : on voit facilement

que toute base orthonormale {UL,;} de ({éé %(M} est
formée d'isométries U; a images orthonormales complé-

. 1
mentaires : a’:u--_ J‘L) , f_uiu;*__l ); de plus la formule

¢ :
(89) Tg(a.) = Z_ u‘-a,“i* , AE /M)

définit alors un morphisme biunivoque de m sur une sous-
algébre de von Neumann 7 [/)')'Z) de m , morphisme indépendant
du choix de la base orthonormale {u.'} » car aussi définis-
sable par la propriété d'entrelacement

(90) ﬁ(«)'x xa ) aém,xe%’.
I1 est utile de remarquer qu'étant donnés %,)%Lé%’(m)

1'espace vectoriel L{?,)‘ﬁ)‘_) des applications linéaires
bornées de

i

p dans L. Peut étre Tlinéairement plonge

dans /m » par extension linéaire et continue du procéde

(91) ¥y = (%) g el nel,,

associant aux 9(.,,1(,*& m les opérateurs de rang 1 de ‘%,
dans Lf9~ . On vérifie alors qu'on a 1'isormophisme

(92) T8 - fg[m)@.(%>%))

ot figure a droite un produit tensoriel d'algébres de von

Neumann. Etant donnés (é') %Lé}f(m on vérifie d'autre
part que [‘{3. ‘J, ot [ ] désigne 1'enveloppe linéaire

fermée dans fY7 , est un élément de %[W[) isomorphe a

%IQ ‘%\ par extension de la correspondance

(93) Lxx— 2 ter  a'e ‘fé,,%ié%z
L .

SDCeci montre que l'existence d'espaces de Hilbert dans m
non triviaux (de dimension > 1) implique que 1'algébre
de von Neumann 7y, est proprement infinie.
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ceci en vertu du fait que

(94) (Z X x,,) d Z;f g{ : Z@c."lgﬂ(“ﬂgi)
: 5 g

¢y P .
ey, s wl yie %,

Les notions précédentes vont nous servir a décrire les
"multiplets de jauge" de notre W -systeme{m ‘ﬁ X}

nous obtiendrons ces derniers comme les %,e ’{m) de dimension
finie, invariants par les Z/,} Se‘g , i.e. comme les
él1éments de

o ) 15 %m} <, 1y (§)cf Vo e

1 —_
Notons que pour un te la restriction XJ/Z, de y’

a fournit une représentation unitaire du groupe?

En effet, pour x'y é(.%

(96) (Xg(x)”s(W) = Xj(x)‘%(g) _ %(1*5) - (dy)

Nous définissons alors le spectre L{}\(X} de ({/ (resp. le
spectre monoidal H/{}'t[){) de )Y ) Eomme 1'ensemble des
représentations irréductibles de apparaissant comme
sous-représentations de X dans m (resp. comme restric-

tions 3// de [ & des ([3 é%(WZ) ). Nous sommes

ma1ntenant en mesure d'énoncer le resu]tat fournissant la

clé de la Jémonstration du Théoréme 4:

Lemme D (dualité de Tannaka dans le formalisme de J. Roberts).

Soit lm (g b/] un WX-systeme o lﬁf est compact,
proprement infinie, et supposons que Sr(x)zﬂ,,}.\[x)

Alors tout automorphisme oA de tel que

(i) A Tlaisse globalement invariant tout % }‘{((M)

(ii) A se réduise @ 1'identité sur m

est tel que o= X, pour un 3‘ ‘g
4
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Démonstration du Lemme D : on se raméne au Lemme C de 1la

P R e T e

35“; - ;,,, (3 )"= [%IX)(‘;)) - ’K*/',(g)

ol ’K,ye%) . #fa parcourant %)/[m) fr/‘f) ést une

sous x-algébre de f/‘g) : étant donnés x',y'éé’

et %t"}»é(lg. ) ‘1';)',%\’6 %r(m) on véritiera
3 4

en effet que @
- si 1'on choisit des isométries (,{,/O'ém gd'images
orthogonales complémentaires (possible car m est propre-

ment infinie), alors ‘% 5 q,‘&.mrébé }é/(m) et
f*w - fw:" g

X’ = wa, + rr, Yz usy g,

N ‘7£" ¥ = "~
ol 7(,7,,71%6[‘6“%”]? ! f"'ﬁf I

- 2 .U'éHA}'\(X) , .U'i X/% , %é J,(m), sa conjuguée
UNX/??* apparait dans S,,(X) - N”/“/X .
Ceci étant on vérifie que, pour 1,,}1('11'.3 ‘{9,‘[95}&[777)

(%:((ﬂ)” gd(x’),‘a,)l'b[(e) = (g’"! fi')'a ')l;"(‘%) .

.?,,.’ ?%‘w.} est donc restriction d'une isométrie U
de L[‘g) et on vérifie immédiatement que LS  est multi-
plicative et commute avec les translations a droite : le

ol

= O0n a

Lemme C assure alors l'existence d'un a& e ('é tel que

(U'fmt)fﬁg 4“’3 [9,:3) ce qui entraine immédiatement

A =y, en restriction & tous les %) e }@(M} Pour
étendre ceci a tout m il suffit de le vérifier sur tout
sous-espace vectoriel 'I}ém tel que X’d)’ soit irré-
ductible. Pour un tel /D' il existe puisque Sr(X):HA/"I’X)}
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({? wm)t“ que Y’ soit équivalent éY/,h =Y .

donc nous avons des bases le‘_s et HL} respectivement
de et "L} avec ﬁgf nrthonormale et

¥y (&) - i 6'3)3; %
fy () - z 03 );: 4

}‘!
avec la méme matrice CV;))‘ . 11 en résulte que
~m ¥ (ml.i
A s Z. e 5; €
L3

avec '0 A(&} car A; sz, % ... n- et donc que pour

tout A e ¥ ,xe'ﬂ} J(Ax) A d(x) Ax’ () - Yj(A")

9?'1‘9’.‘?5[“2219[’-9!-&99'?’l‘?_ﬁ_é_Eéf'ElE_g‘.‘_‘:‘E"}'ﬂ?-Q D11 suffit
de montrer que 1'automorphisme ol du Théoréme 4 est
Justiciable du Lemme D. Pour cela i1 faut déduire des hypo-

théses du Théoréme 4

- que jr(ﬂ H/J}\ {a/) : en d'autres termes que les éléments
(irréductibles) (m) scnt bien, & une équivalence
prés, tous les mu1t1p ets de jauge". Pour cette démonstra-
tion, trés techniciue, nous renvoyons a [2]

- que al(%)) %) pour tout % #{(M) Ceci se

démontre comme suit :

Soit Q¢ ,L’I AR une base orthonormale de %) . Comme
/’nqt est proprement infinie on peut trouver M isométries
W€ /)’f( telles que u”u°- ZU *ut* e I . es
uf’ sous-tendent donc un ,é){ (’%) a‘p’p;hque bijectivement

surb% par 1'unitaire /D—Za q"‘"‘ . Dénotant par 1S

la représentation unitaire de'™ L;, restriction de Y a f?

nous avons alors pour M = W Ne £ % , X, E ‘6. ,

yy () < fy(ox) Yy oo - Uy G, 964,
avec U:’é[ﬁ,f))ém , d'od, puisque %' € #[W,
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(97) y}['lr)=vidr ’?e(g.

Notre but est de démontrer Gue a([ )c% , c'est-a-dire
que pour tout 9 = VX, 'x.,é‘ﬁ)‘, , On a d{x)ga((/u)woé% ;
en d'autres termes que @*d[u)é%."éa) . Puisqu'on a

(98) m = 7’50[’771) 5[%,'%;),
quiﬂfy. est biunivoque et que /g agit ergodiquement

su , ceci résultera de
[ 99) F[zv*d[v)) . p¥aflv)  TeS,
avec

(100) Y- ‘fq’."r"f“;’. o i ) ‘re/f.
Comme o et ./! commutent, (99) s'écrit
(101) L(oF(6¥) = ©F(u¥),

relation entrainée par

(102) Y?(v?(dr*)) = AJ'F(O*) , }eg )

puisque g agit trivialement sur/)yl‘9 . Mais, comme Tles
¥ .Te ,f, commutent avec les Yj 5 7é§ s (ceci résulte

de ,/geAv{‘r{W et de ce que
8 = To, ¥y g, @
?‘f,,o commutant avec les Y) parce gque %oé %g ), on

a bien
fy (7)) = T (o) Y =G
v 7 (v*)

car rd M*U;’l’) = ”*Uit‘r puisyue M*Dittr 6@"%')-
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Démonstration du théoréme 3 (iii)

a) Quasi-équivalence de wop et de w

Soit & une extension a-invariante extrémale de w a v

et soit
Im, 7L 8t la construction GNS de ¢. Soient, d'autre
part, 7 et T wop les représentations de Jt erjendrées res-
pectivement par w et wop. T coincide évidemment avec la
restriction de [Py d sa composante cyclique A,pour o,
D'autre part, comme p = Ad u pour un uniaire u & ?7 s
™o p coincide avec la restrictionde My|, a sa composante
cyclique pour n¢(u)®.

Par ailleurs, ¢ est séparant pour w¢(?)"du fait que,
d'aprés (ii), ¢ est B-KMS pour le groupe t - Gp Vg Soit
alors E le projecteur ded sur& : ona = € 7, (0L)" et le

¢
support central de E pour n¢(0L)' est la projection sur

[ (o) & ] . Mais
[m(0)R] >[mo)'E] > [F,(5)' 2] - 7

puisque ¢ sépare w (})". On voit donc que L restriction
de H}hl a R:est quasw équivalente a Ty oL ~ donc aussi

d sa sous-représentation Wwop

b) Relation (41)

Par définition de &Dﬂvcf) :jﬂo)é = W¢

(109 mo (CE0R)) - we mulse(a)) W

1'opérateur modulaire otm°p de wop n'étant autre que f?af%f.
Par hypothése, w étant B-KMS pour a, otw = a_ gy s donc

(104) n&(§4°“%n°f OU)= We Ww(dfu(ﬂ))w**

52) Notons le caractere physiquement dintuitif de ce résultat : o
créant une charge rn ne modifiera que trés peu 1'état w décrivant
une "mer de Fermi" contenant une infinité de charges (contraire-
ment & ce qui se produit pour un vide, que p transforme en un état
disjoint).

53) Voir [16] 1.1.2. et Lemme 1.2.10. On pourra aussi consulter [16a] et (3] chap VII
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En comparant ceci avec (40), qui fournit
*
FQ““od%kagmn :f@(w&> mdQ%emU7%[Km>

on conclut, vue la factorialité de w, que w*ﬁ@(v¢f)

est un scalaire, lequel, comme Wy et v
it

t sont des cocycles,

est de la forme e
(109 We = (iD(‘*”f) Dw)y = e (ra)

Par ailleur:z, an utilisant les notations de a) ci-dessus,
cn a pour ¢ tel que ¢y (a) - p(uwraw)  aekF;

@‘h D)y = T (wr) o (7600
774.[1{* X_pt Y-pat (k))
e APt (uF g ()

1]

]

(106)

(on a utilisé la formule donnant CD¢K=:D¢>5 5) ,» le fait
que @ est B8-KMS pour le groupe f—»<xfyrb démontré

en (ii) et le fait que Xé(u),,einﬁzL , 1'automorphisme
localisé p étant supposé de chorge n). Comme, par ailleurs,

le cocycle u*at(u) satisfait & la méme relation (40) que Vi

on a que
(107 w* oy (M) = e‘inct\/t

oll ¢ est une constente indépendante de w(ne dépendan® que
de p et u). La restriction de (106) & la composante cyclique
K de ¢ pour n¢(§L) donne alors par comparaison avec (105)

la relation cherchée (41).

54 ) Ci. [16] Lemme 1.2.3. (c)
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