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ANALYSE HARMONIQUE SUR UN  

HYPERBOLOÏDE A UNE NAPPE 

par 

Jacques FARAUT 

Dans cet exposé, nous étudions l'espace homogène 0(1 ,3 ) /o ( l , 2) • En 

nous inspirant de deux notes de V.F. Molcanov ([5] et [ 6 ] ) , nous définissons les 

noyaux sphériques. Ces noyaux sphériques sont l'analogue des fonctions sphériques 

de l'espace homogène 0(l,3)/o(3) • 

Dans la première partie, ces noyaux sphériques sont déterminés expli­

citement. Dans la deuxième partie, nous indiquons quels sont ceux qui sont de ty­

pe positif et nous donnons une représentation intégrale des noyaux invariants de 

type positif. Finalement, la formule de Plancherel est établie. 

Cette formule de Plancherel a été établie par des méthodes différentes 

dans [ 2 ] , [7] et [ 8 ] . Cet exposé reprend l'étude que nous avions faite de l'espace 

homogène 0( 1 ,2)/o( 1 ,1 ) 

I. NOYAUX SPHERIQUES 

1• Définitions. 

Soit X 1'hyperboloïde à une nappe 

X = {x€R 4| -x^+x^ +X2

2 +X2

3 = 1} • 

Le groupe 0(1,3) opère sur X transitivement et X est l'espace homogène G/H 

où H est le sous-groupe d'isotropie de a = (0,1,0,0) , isomorphe à 0(1,2) • 
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4 
Pour deux points x et y de R , on note 

[x,y] = - x 0 y Q + x 1 y 1

 + X

2

y 2 + X 3 y 3 * 

La trace de la forme bilinéaire [x,y] sur chaque plan tangent à X induit une 

structure de variété pseudo-riemannienne de signature (l,2) • Le pseudo-laplacien 

associé A est la trace sur X du Dalembertien 

n â 2 ô 2 ô 2 ô 2 

" 7 2 + ~ 2 + ~ 2 + ~ 2 • 
âx Q ôx 1 ôx 2 ôx 3 

2 ~ 

Plus explicitement, soit f une fonction de classe C sur X , f la 

fonction définie sur l'ouvert 

{x€R 4|[x,x]>0) 

homogène de degré 0 et égale à f sur X ; Af est la restriction à X de U f • 

Si f est une fonction définie sur X , et g un élément de G , on 

pose 

T g£(x) = f(g"
1x) . 

Nous avons 

A ( T f) = T (Af) . 
g g 

On note -̂(x) l'espace des fonctions de classe C°° sur X à support 

compact. On note dx la mesure invariante 

dx dx 2 dx 
dx = # 

DEFINITION 1• Un noyau sphérique est une application 

$ : £(X) X^(X) - C 
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bilinéairey bicontinue, vérifiant 

(1) $ est invariant par G : 

* ( T g f 1 f T g f 2 ) = * ( f 1 f f 2 ) 

( 2 ) $ est un "noyau propre" du pseudo-laplacien 

3 X € C , $(A£ 1 t£ 2) = X*(£ 1 ff 2) . 

En utilisant le théorème des noyaux de Schwartz et l'invariance par G , 

on montre que tout noyau sphérique relativement à la valeur propre X est associé 

à une distribution T sur G biinvariante par H telle que si £ et £^ sont 

deux fonctions de Jfr(G) 

où m^ désigne une mesure de Haar de H considérée comme une mesure sur G • 

Une telle distribution est symétrique : ¥ = T , et par suite, tout noyau sphérique 

est symétrique : 

*(f 1 f£ 2) = i(f29£^) • 

Une telle distribution T peut être considérée comme une distribution 

sur X invariante par H , et elle vérifie 

AT - XT = 0 . 

Réciproquement à une distribution sur X invariante par H , solution 

de AT -XT = 0 correspond un noyau sphérique relativement à la valeur propre X • 

Ces noyaux sphériques admettent une représentation intégrale, faisant 

intervenir une transformation de Fourier que nous étudions au paragraphe suivant• 
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2 . Transformation de Fourier» 

Soit H le cône asymptote de 1fhyperbololde X : 

E = {§6R41[§,§] = 0 , l / 0} . 

Si | est un point de H , les applications 

|[x,§]|" S 

|[x,§]| _ S sgn([x,|]) 

sont pour Re s < -2 des fonctions propres du pseudo-laplacien A pour la valeur 

propre = s(2-s) • 

Soit f une fonction de ^(x) • Posons pour Re s < 1 

P 0(5,s) = J |[xfÇjr
s
 *(x)dx 

X 

F-(S,s) = \ | [ x f Ç ] | -
s sgn([x f5]) f(x)dx . 

1 J X 

Pour tout 5 de H , l'application de X dans R définie par 

x*- [x,§] 

a en tout point de x une différentielle non nulle. Par suite, la fonction 

s * P 0(S,s) 

admet un prolongement méromorphe à C avec des pôles simples pour s = 1,3,5,••• • 

De même, la fonction 

admet un prolongement méromorphe à C avec des pôles simples pour s = 2,4,6, • 

DEFINITION 2. La transformée de Fourier d'une fonction f de £(x) est la fonc-

^ 2 
tion f à valeurs dans C définie sur a X f par 
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f n(5,s) = l — f |[x,§]|- s sgn([x,Ç]) f(x)dx . 
1 r(i - | ) J x 

PROPOSITION 1 • La transformation de Fourier possède les propriétés suivantes : 

^) ? fixé, f est holomorphe en s , 

2 ) pour s fixé, f est de classe C et homogène de degré -s en § , 

fQ(.,s) est paire, £ ( # fs) est impaire, 

3) Af(S,s) = s(l-s) f(Ç,s) • 

La propriété 1) provient de ce que les pôles des fonctions F Q ( § , . ) 

et F (§,.) sont simples. Les propriétés 2 ) et 3) se montrent directement pour 

Re s < - 2 et ensuite par prolongement analytique. 

3 . Représentation intégrale des noyaux sphériques. 

Soit h une fonction continue sur H homogène de degré - 2 • Par défi­

nition, on pose 

•» /•» 

o h(§)dn(§) = h(5 )du 
J J s u 

3 
où S désigne la sphère unité de F , u un point de cette sphère, 

= (1 , 1 * 2 * ^ 3 ) » d u l a m^sure uniforme sur S de masse totale 1 . Si g est 

un élément de G , nous avons 

o h(gÇ)dl*(§) = o h(§)d|i(§) 

(pour la démonstration, voir [ 9 ] , p. 5 2 5 ) . 

Pour tout nombre complexe s , nous posons, si f et g sont deux 

fonctions de 
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f°(f,g) = £ £ 0 (5,s) 5 0(5,2- S)dli(S) 

^ ( f , g ) = | £.,(§, s) £.,(§, 2-s)du(§) . 

0 1 

THEOREME 2 . Les noyaux et § s sont des noyaux sphériques pour la valeur 

propre X s = s(2-s) • 

C'est une conséquence de la proposition 1 et de l'invariance de l'in­

tégrale o • 

». 

0 1 

Nous montrerons que les noyaux $^ et § s constituent une base de 

l'espace des noyaux sphériques relativement à la valeur propre X^ = s(2-s) et 

vérifient 

2-s s 

$ = $ • 
2-s s 

4» Noyaux sphériques et distributions propres de A invariantes par H • 

a) ^application M • 

Soit F une fonction continue sur R • Nous lui associons la distribu­

tion T sur X définie par 

( 1 ) < T,f > = f f(x) F(xjdx • 
J X 1 

C'est une distribution sur X invariante par H • Nous allons étudier dans la 

suite comment on peut remplacer la fonction F par une distribution sur R • La 

formule ( 1 ) peut s'écrire 

< T ff > = [ Mf(t) P(t)dt 
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avec 

M£(t) = f fô(x.-t) . 

(On a utilisé ici la notation de Gelfand, en particulier si x Q ne 

s'annule pas sur le support de f 

r dx dx 
Mf(t) = J f(x) -f—1 • ) 

En général, la fonction Mf n'est pas définie pour t = 1 et t = - 1 • 

Si f est nulle au voisinage de a et -a , alors Mf est -une fonction de ^(R) 

(a = ( 0 , 1 , 0 , 0 ) , -a = ( 0 , - 1 , 0 , 0 ) ) . En suivant la méthode de Méthée ( [ 4 ] , § 4 ) , 

on montre que l'application transposée 

M' : (R) -* ̂ f(x\{af-a3) 

est une bijection de Jfr' (R) sur l'espace des distributions sur X\{a,-a} inva­

riantes par H • 

Pour étudier le comportement de Mf au voisinage de t = 1 , considé­

rons une fonction f de ^(x) dont le support est contenu dans [x€x|x^ >o} • 

Dans cet ouvert, nous pouvons prendre (x^,x^,x^) comme système de coordonnées» 

Si nous posons 

2 
f 1(x 0,x 2,x 3) = f(x 0,x 2,x 3) +f(-x 0,x 2,x 3) 

et 

2 2 f 2 T T 2 
f 2(x Q,r ) = J ^ ( X Q . T COS 9,r sin 9)d6 

nous avons, pour t > 1 , 

Mf(t) = f f ( r 2

+ s , r
2 ) - L * L 

Vr +e 

2 
avec e = t - 1 , et en posant 
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2 T 2 n 

£ 3(x 0,r ) = j f(x Q fr cos 9 , r sin 6)d9 

nous avons pour t < 1 

Mf(t) = J £ 3(x 0 , X Q+e)dx 0 

„ 2 
avec e = 1 -t . 

D'après les résultats de Méthée ([4], p* 249), nous avons au 

voisinage de t = 1 , pour t>1, 

M f ( t ) ~ E [A ( £ ) + v ^ B (£)](t 2-l) k 

k=0 K K 

et pour t < 1 

M £ ( t ) ~ Ê A (f)(t 2-l) k 

où et sont des distributions sur X portées par {x€x|x^ = 1 } . En 

particulier, 

B Q(f) = 4TT f(a) 

B k(f) = c k A
kf(a) . 

b) Solutions distributions de LS - XS = 0 . 

2 

Soit F une fonction de classe C sur F • Nous lui associons la 

distribution T sur X définie par 

T(f) = J f(x) P( X l)dx . 
X 

Nous avons 

T(Af) = AT(f) = f f(x) LF(x )dx 
J X 1 

où L désigne l'opérateur différentiel 
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dt 

par transposition, nous en déduisons que 

MAf = L'Mf 

où L' désigne l'opérateur différentiel 

dt 

Par suite, toute distribution T sur X f = X\{-a,a} solution de 

AT - XT = 0 et invariante par H est de la forme T = M'S , où S est une dis­

tribution sur F solution de LS-XS = 0 • Sur chaque intervalle , 

et , S est solution ordinaire de Lu-Xu = 0 . Sur , les 

solutions ordinaires de Lu - Xu = 0 sont de la forme 

u ( t ) = A

 C O S . ( S - 1 ) 9 + B S l n .( S- Q

1) 9 

v ' s m 9 s m 6 

avec t = cos 9 , X = s(2-s) • Sur ]lf°°[ , elles sont de la forme 

u ( t ) = A. £ % i l £ + B , sh(s-l)r 
' sh r sh r 

avec t = ch r • Pour de telles fonctions u , les expressions 

u [ 0 ] ( t ) = V|l-t 2|u(t) 

u [ l ] ( t ) = (l-t2)u'(t) -tu(t) 

ont des limites à droite et à gauche en t = 1 et t = -1 . Si cp est une fonc­

tion de . # (F) > nous avons 

cpLu-uL'cp = ~ {[(l-t2)u' -tu]cp - (l-t2)u<p»} 

d'où 
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(cpLu-uL»cp)dt = cp(-l)[u^(-1-0) -d-1^(-1+0)] 

+ cp(l) [U [ 1 ](1-0) - U [ 1 ](1+0)] . 

Ainsi, la fonction u sera solution distribution de LS-XS = 0 si et seulement 

m 
si u est continue en -1 et 1 . Comme l'équation LS-XS n'admet pas de 

solution distribution portée par , nous pouvons énoncer : 

PROPOSITION 3 . Toute solution distribution S de LS-XS = 0 est de la forme 

S(cp) = [ cp(t) u(t)dt 

où u est sur chaque intervalle ]-°°,-l[ , , une solution ordi­

naire de Lu - Xu = 0 vérifiant 

U [ 1 ](-1-0) = U [ 1 ](-1+0) 

U [ 1 ] ( 1 - 0 ) = U [ 1 ] ( 1 + 0 ) . 

Les solutions distributions de LS-XS = 0 constituent un espace vec­

toriel de dimension 4 • 

c) Solutions distributions de AT -XT ^ 0 invariantes par H • 

Soit S une distribution sur R solution de LS-XS = 0 • Elle est 

définie par une fonction u satisfaisant aux conditions de la proposition 3 . 

Si f est une fonction de -̂(x) , le produit Mf.u est integrable. Soit T la 

distribution sur X définie par 

T(f) = J Mf(t) u(t)dt • 

Du comportement de Mf au voisinage de t = 1 , il résulte que 

lim Vt 2-1 -~ Mf (t) =: -4TT f (a) 
t -> 1+0 Q t 
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lim V1 -t 2 ~ Mf(t) = 0 
t - 1 - 0 

et par suite 

(AT-\T)(f) = 4îTf(-a)u^( -1-0) 

- 4nf(a) u ^ ( l + 0 ) • 

Ainsi pour que la distribution T soit solution de AT-XT = 0 , il 

faut et suffit que J-^-l-O) = u ^ O + O ) = 0 . 

On montre que, réciproquement, toute solution distribution T de 

AT -XT = 0 invariante par H est de cette forme. 

THEOREME 4 . Toute distribution T sur X solution de AT - XT = 0 invariante  

par H est de la forme 

•» 

T(f) = Mf(t) u(t)dt 

où u est une solution ordinaire de Lu - Xu = 0 sur chacun des intervalles 

]-<°,-l[ , , vérifiant 

u C l ] ( - 1 - 0 ) = U [ 1 ] ( - 1 + 0 ) 

U [ 1 ] ( 1 - 0 ) = U [ 1 ] ( 1 + 0 ) 

u t ° ^ ( . 1 - 0 ) = 0 , U [ 0 ] ( 1 + 0 ) = 0 . 

Les solutions distributions de AT - XT = 0 invariantes par H cons­

tituent un espace vectoriel de dimension 2 . 

Par suite, les noyaux sphériques relativement à la valeur propre X 

constituent un espace vectoriel de dimension 2 • Les noyaux sphériques $^ et 

$ en constituent une base avec X = X = s(2-s) • Comme X 0 = X , nous avons 
s s 2-s s 

$ 0 = $ et $ _ = $ . 
2-s s 2-s s 
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5 . Expressions explicites des noyaux sphériques:« 

0 1 
Soient T et T les distributions sur X invariantes par H asso-

s s 
0 1 

ciées aux noyaux sphériques $^ et $ s • D'après le théorème 4, elles sont de la 

forme 

T°(f) = J Mf(t) cp°(t)dt 

T1

s(£) = J Mf(t) Cf>Vt)dt 

0 1 

où cp̂  (resp. cps ) est une solution paire (resp* impaire) de Lu-s (2-s)u = 0 

sur chaque intervalle ]- œ,-l[ , 3 —1 ,1C > !h »°°[ vérifiant les conditions du 

théorème 4. Ainsi 

$°(f,g) = [[ cp°([xfy]) f(x) g(y)dx dy . 
s J J X X X S 

Posons pour Re s <1 , Re a <1 

V°S G(*,Y) = , 1

 v J |[x fu]|"
S |[y,u]|"adu 

s ' a r ( ^ ) r(^f) J S 

(on utilise les notations du paragraphe 3 ) . C'est une fonction analytique de (s,a) 

qui admet un prolongement méromorphe à et nous avons cp^([x,y]) = cp̂  (x,y) • 

S S f <— —s 

Prenons x = a = (0,1,0,0) , y = (0,0,1,0) , nous; obtenons 

et par suite 

Y s v ; 2rr 

De façon analogue, nous obtenons 

dt îPs ( t )|t = 0 = v ' 
Nous en déduisons : 
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0 1 

THEOREME 5. Les fonctions cpg et cp̂  sont définies par 

a ) si |t| < 1 , t = cos 9 

cos(s-l)(9-f) 

cps(cos 9) = ^ — 
s m 9 

1 1 sin(s-i)(e -f) 
cp (cos 9) = 

s 1 7 (s--i)sine 

b) si t > 1 , t = ch r 

0 / \ 1 . / . n sh(s-1 )r 
cp (ch r ) = — sm(s - 1 ) — — ^ L -
^ s v ; 2rr v y 2 sh r 

1 / . \ 1 / , \ ÏÏ sh(s-1 )r 
cp (ch r) = cos(s-1 ) 77 / \ \ / • T s v J tt v 7 2 (s-1)shr 

II. NOYAUX SPHERIQUES DE TYPE POSITIF. 

FORMULE DE PLANCHEREL. 

1 • Noyaux sphériques de type positif. 

En utilisant la représentation intégrale des noyaux sphériques $^ et 

§ s ( l . 3 . ) , il est possible de déterminer les noyaux sphériques $ qui sont de 

type positif, c'est-à-dire ceux qui vérifient 

V f U ( x ) , §(f ,£) 2> 0 . 

0 1 

THEOREME 6 . a) Pour s = 1+iv , v € F , les noyaux $^ et $^ sont de type posi­

tif. 

0 1 
b) Pour 0 ^ s ^ 2 , les noyaux $^ ej: § s sont de type positif. 

-X-
c) Pour s = 2p+1 , p €U ou s = -(2p-l) , p €U , le noyau 
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sphérique est de type positif. 

Pour s = 2p+2 , p ë E ou s = ~2p , p 6 B , le noyau sphérique 

$^ est de type positif. 

Ce théorème se démontre de la même manière que le théorème II.3. de [ 1 ] . 

2. Représentation intégrale des noyaux invariants de type positif. 

Soit B un noyau invariant de type positif sur ^(X) , c'est-à-dire 

une forme bilinéaire, bicontinue et invariante sur iKx) telle que 

V f €^(X) , B(f,f) £ 0 . 

Munissons J-(x) du produit scalaire 

(f|g) = B(f,g) 

et soit 3 l'espace préhilbertien quotient de ^(X) par le noyau de B et îi 

l'espace de Hilbert obtenu par complétion. Les transformations se prolongent 

à îi en une représentation unitaire rr • L'opérateur A peut être considéré 

comme un opérateur non borné sur îi de domaine ¡5 et on peut montrer que 

l'opérateur (3,A) est essentiellement auto-adjoint. Notons (D ,A) le plus 

petit prolongement fermé de (¡5,A) • C'est un opérateur auto-adjoint. L'espace 

de Hilbert îi étant séparable, d'après le théorème spectral de Von Neumann ([3], 

p. 55 et 56), il existe une mesure positive A sur F et une famille 

de noyaux tels que 

V u,v6W , (u|v) = j rx(u.v)dcj(X) 

et si u appartient au domaine 

(Aujv) = f \YL (u,v)do(X) . 
*J A. 
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Si f et g sont deux fonctions de ^(X) , posons 

$ x(f,g) = K x(£,g) 

• • • • 

où f et g désignent les classes de f et g ( f et g sont des éléments 

de 3 )• De l'invariance de la forme bilinéaire B et de l'opérateur A , de la 

nucléarité de l'espace -̂(x) , il résulte que pour presque tout X (par rapport 

à la mesure a ), le noyau § est un noyau sphérique de type positif si bien 
À. 

que nous pouvons énoncer : 

THEOREME II.2. Tout noyau B invariant de type positif sur JFR(x) admet la repré­ 

sentation intégrale suivante : 

B(f.g) = [ i° (f,g)<to°(v)+r *°(f,g)da°(s) 
J [ 0 , K 1 + l v 1 "[1,2] S 2 

+ r (-0 Pa%° p + 1(f,g) 
p=1 

L'existence des mesures et des constantes provient du théorème spec­

tral • Le fait que ces mesures soient des mesures de Radon provient de ce que 

pour tout s , il existe des fonctions f et g de telles que 

§°(f,g) / 0 , §Vf,g) / 0 . 
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3. Formule de Plancherel. 

Considérons le noyau invariant de type positif B défini par 

B(f,g) = T f( x) g(x)dx . 
J X 

D'après le théorème I I . 2 . , il admet une représentation intégrale qui 

n'est autre que la formule de Plancherel. Nous allons dans ce paragraphe détermi-

. . . -, 0 0 1 1 ^ , ^ ^ 0 ^ 1 
ner explicitement les mesures , o*̂  , , et les constantes a^ et a^ • 

THEOREME II.3. (Formule d'inversion). Soit g une fonction de Jfr(x) , 

posons h = Mg _et 

h Q(s) = j h(t) cp°(t)dt 
— 00 

h^s) = J h(t) cp^(t)dt . 
° — 00 

Alors 

g(a) = ^ J hQ(l+iv) dv +- S ( - 1 ) P p h Q ( 2 P + l ) 
0 shv-^ p=1 

0 chv- p=0 

a) Supposons d'abord que la fonction g est paire (g(-x) = g(x)) • 

Dans ce cas, h est paire et h^ = 0 . Nous avons 

V s ) = 2 ^ J 0

h ^ c o s e ) cos(s-i ) (e - | )de 

1 n Pœ 

+ - sin(s-l) ~ h(ch r) sh(s-l)r dr . 
<L 0 0 

Posons 

ôo 
H (s) = 1 sin(s-l) J ! h(ch r) sh(s-l)r dr . 
u TT ^ „ 0 
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Nous avons 

1 r°° 
H-Yl+iv) = - — sh h(ch r) sin vr dr • 

Cr J TT 2 J v J 

En effectuant une intégration par partie, nous avons, pour v / 0 , 

H o ( 1 + i v ) m u 1 r , w „ 
- T T = —^— L + — cos vr h f îch r) sh r dr • 

, TT v v J n

 K } 

sh v ^ 0 

Or d*après le comportement de h = Mg au voisinage de t = 1 , nous 

avons (paragraphe I.4«a) ) 

lim Vt 2 - 1 hf(t) = -4T rg(a) • 
t -* 1+0 

La formule d'inversion de la transformation de Fourier usuelle donne 

F> HQ(l+iv) 
4TT g(a) = - J [TTV — + h(l)]dv 

- Œ S H V -

= J hQ(i+iv) — ^ dv + — J [ j [h(i) -h(cos e)] ch v (e -f)de} 
- 0 0 sh v - - c o ^ O 

X — - — dv • 

sh v 2 

Pour le calcul de la deuxième intégrale, il est possible d'intervertir 

l'ordre des intégrations pour le calcul du deuxième terme. Comme nous avons 

f ch v(e - f ) dv = - \ -

sh T T — sin 9 

nous obtenons 

4TT g(a) = J h0(l+iv) — ^ dv +1 J [h(l)-h(cos 8)] d \ . 

- 0 0 shv-g 0 sin 9 

D'autre part, 

1 r n
 TT 

hQ(2p+l) = — J h(cos 9) cos 2p(9 -^)d9 
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= ^ •• L h(cos 9) cos 2p e d9 . 
0 

En utilisant le développement en série de Fourier de h(cos 8) , nous 

obtenons 

1 f [h(l)-h(cos 9)] - ¿ | - = 8 £ (-I) pph 0(2p +1) 
^ 0 sin 9 p=1 

d'où finalement 

g(a ) = ^ J hQ(l+iv) — ^ d v + ¿ E (-I) pph 0(2p +1) . 
-°o sh v - p=1 

b) Supposons maintenant que la fonction g soit impaire (g(-x) =-g(x)) • 

Dans ce cas, h est impaire et h Q = 0 . La méthode est la même que dans le cas 

d'une fonction paire» Indiquons seulement les principales étapes du calcul. 

Nous avons 

pTT sin(s-l)(6 -~) 
h (s) = h(cos 9 ) de 

I TT J _ 
0 s - 1 

2 / \ TT f °° / \ sh(s-l)r , 
- — cos(s-1) — h(ch r) — * — r ^ — dr • 

TT O s ~~ i 

Posons 

Hfl+iv) =-î c h v ? f h(ch r) siâ ü d r . 
Nous obtenons 

„«. 2 H (1+iv) 
4xrg(a) = l j [̂ |- -J - + h(l)]dv 

-oo ch v -

= \ \ n i ( l + i v ) - ^ d v 
-eo C h V ^ 

+ - J [ h ( l ) + ¿ — Ü - ^ J h(cos 9) — d9]dv . 

ch v— v 0 V 
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Or, nous avons 

~ cos e — de = — ^ - 1 
2 rr J 2 
ch v TJ- O v 1 +v 

d'où 
oo 2 

4TT g( a) = \ J ^(1+iv) dv + h(l) 
-® ch v -

. poo 2 pTi sh v (6 
+ - — — - [h(cos 0) -h(l) cos 9] — d9}dv • 

n J-co ^ c h n | J 0 v 

Pour le calcul de la deuxième intégrale, il est possible d'intervertir 

l'ordre des intégrations. Comme 

F S h v ( e - f } „ 2 cos 9 

-» ch rr — sin 8 

nous obtenons 

4TT g(a) = -T \ n.(l+iv) dv +h(l) 
-oo ch v -

- - [h(cos e) -h(i) cos e] C D S

0 d6 . 

1 1 J o sin e 

D'autre part, 

h 1 ( 2 P + 2 ) = ^ p j j ^ j cos(2 P+i )e h(cos e)de . 

En utilisant le développement en série de Fourier de h(cos 6) , nous 

obtenons 

- [h(cos e) -h(l) cos 9] ^ 6 ¿ 9 = 2 E ( - 1 ) P ( 2 P + 1 ) h 1(2p +2) X [ T T - (2 P +1)tt] . 

o sin e p=o 

D'où, finalement, 

00 2 oo 

4TT g(a) = \ \ h. (1 +iv) - ~ - dv + 2 S (-1 )P(2p+1 ) 2 h. (2p+2) . 
U ' I TT _ I 
-oo ch v 2 P=0 
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COROLLAIRE II.4. (Formule de Plancherel). Soit f une fonction de J}(X) 

J | f ( x ) | 2 d x = i r < + i v ( f , ? ) - ^ - d v 

X 0 shv-^ 

p=1 

4TT J n 1 +1V u TT 
0 ch v — 

+ J- E (~1) P(2 P+1)
2 *] . (f,f) . 

P=0 

Si f est une fonction de ^(x) , nous pouvons écrire 

f = f * m 
1 H 

où f est une fonction de JÇ-(g) • Posons 

g = ̂  * ^ * m R , (f^u) = ^(u"
1)) • 

La fonction g appartient à ^(X) et 

g(a) = " |f(x)|2dx . 
J X 

De plus, si h = Mg , 

h 0(s) = S°(f,f) 

h/s) = § 1

s(f ff) • 

La formule de Plancherel s'obtient en appliquant la formule d'inversion 

à la fonction g • 
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