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RESULTATS RECESTS SUR LES FKUPRLETES METRIQUES DLS LNSEMBL.S

ANALYTIQUES COMPLEXES

par Pierre LELONG (Paris?

1. Introduction, Cet exposé compléte celui que nous avons

donné [8, b] ici-m@me en 1966, et qui figure au volume 2 de la
RCP 25. Certaines conjectures que nous avions &énoncées & cette
occasion ont &té le point de départ de travaux récents, notam-
ment de King [7, 1971] , Harvey et King [5, 1972j , et tout ré-
cemment de Siu Dl, 1973} . Une propriété métrique simple carac-
térise les ensembles analytiques : ils sont les supports de courants
positifs fermés , pour lesquels 1le nombre v(x) défin dans

[8, aJ est un entier. On résumera ici ces résultats. D'autres pro-
grés dus notamment 3 H.Skoda [12, a et b, {972] ont été faits dans
l1'étude "4 croissance'" des idéaux de fonctions analytiques et dans
celle des fonctions entiéres dont les z&ros communs déterminent un
ensemble analytique donné dans c". De tels résultats font appel aussi
aux propriétés des courants positifs fermés. Rappelons que les courants
(ou formes différentielles généralisées) ont &té introduits par G.de
Rhaml}] ; ce sont par dé&finition les formes linéaires continues sur
l'espace des formes différentielles (C%) 3 support compact (de méme

que les distributions le sont sur les fonctions.

Le fait que les ensembles analytiques complexes sont les supports
de courants positifs fermés résulte de [8a] ol l'on a défini cette
classe de courants et montré que 1l'intégration d'une forme différen-
tielleC?sur un ensemble analytique M est un tel opérateur t[ﬂj(?)=j;?.
La positivité dont il s'agit ici (voir plus loin) est liée au fait
que l'orientation de l'espace complexe induit une orientation sur les
variétés analytiques complexes ; la propriété de tDﬂ d'8tre fermé
est liée a la rareté relative des points au voisinage desquels M

n'est pas une variété,



L'application M —»r ¢ EM]donnée par le courant d'intégration
identifie les ensembles analytiques complexes 3 une scus-classe des

]

courants positifs fermés . Elle fait bénéficier ? 'étude des ensem-
bles analytiques, en particulier leur étude globale et les études "2
croissance'”,des techniques de l'analyse. Par exemple on régularisera
au besoin le courant t [M] par un produit de convolution : on sort
ainsi de la classe des ensembles analytiques, mais non de celle des
courants positifs fermés (précisons que l'ensemble de ces derniers est
conservé par un homomorphisme.analytique complexe). Les résultats
obtenus depuis 1966 font appel essentiellement aux propriétés des
courants positifs fermés et & des estimations de géométrie intégra=-
le. De plus dans les problémes & croissance le théoréme de Horman-

der sous la version de E.Bombieri [2] joue actuellement un rdle essen-

tiel.

L'étude métrique et notamment 1'étude a4 croissance des ensembles
analytiques complexe est—elle utile & la Physique ? L'analytique com=-
plexe conserve une place importante.dans diverses théories : 1'in=

térét porté a la transformée de Fourier-Laplace , entre autres ,

vient de ce qu'elle transpose dans l'analytique complexe des problémes
d'analyse fonctionnelle. Mais on demande alors a4 l'analytique complexe
de fournir plus que des théorémes d'existence et de donner des majora-

tions, c'est—a-dire la possibilité d'une étude 3 croissance.

2., Ensembles analytidues complexes. Renvoyant le lecteur a 1l'ex-=

posé [8, b] de 1966, on rappelle seulement l'essentiel, en précisant

. n .
les notations. On se placera dans un domaine G de C ou (avec des modi-
fications évidentes) sur une variété analytique complexe G, recouverte

par une famille dénombrable de cartes relativement compactes.

Une partie M de G est appelée un ensemble analytique complexe si

a) M est fermé - b) tout xeM posséde un voisinage Ux tel que M(')Ux

soit l'ensemble des zéros communs & des fonctions fj(z), 1¢igN,
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z = (z], ey zn) les fj étant analytiques dans Ux' La dimension de M

en X , dimx M,est par définition n - p, si p est le plus petit nom-~

. .. k . .
bre d'équatioms linéaires ds ==Z€S(zk - xk) = 0 telles que x soit point

isolé de 1'ensemble analytique fj = 0, ds = 0 . Si dimx M est constant

sur M, on dit que M est de dimension pure. Dans le cas général on pose

dim M = sup dimx M pour x e M. Un point xeM est dit ordinaire si au
voisinage de x, M est une variété analytique analytiquement plongée

dans Cn. Un ensemble analytique dans G, admet une décomposition

M =(JMi, finie sur tout compact de G, les Mi étant globalement irré-

-]

ductibles dans G ; les Mi sont de dimension pure et Mi ensemble des

points ordinaires de Mi est une variété analytiquement connexe.

-]

L'ensemble Mi = Mi - Mi est un ensemble analytique de dimension stric-

tement inférieure 3 dim M.

La définition d'un ensemble analytique est peu maniable ; dans

certains cas on peut définir M globalement dans G par des équations

£f. = 0, 1 ¢J¢N, les fj étant holomorphes dans G. On le pourra tou-
jours avec Ng¢n + 1 , si G est une variété de Stein. Mais méme
dans ce cas, il n'existe pas de relation simple entre N et dim M, mis
i3 part le cas N =1 , ot M est de codimension |. C'est donc par une
autre voie qu'on abordera 1'étude métrique des ensembles analytiques.
On utilisera la possibilité d'intégrer une forme différentielle ? sur

un ensemble analytique M et 1'opérateur
(1) e(q) = J <
q M
On peut se limiter au cas ol M est irréductible dans G, donc de dimen-

sion pure p, Og¢p<n. Alors l'intégration sur M est un courant homogéne.

On le note tﬁﬂ 5 il est continu d'ordre zéro et se prolonge

aux formes différentielles a coefficients continus,d support compact.

Les coefficients de t sont associés non i des distributions



générales, mais 3 des mesures de Radon complexes.

On rappellera d'abord quelques définitions déja données dans
L8, b] et pour lesquelles on renvoie le lecteur 3 l'ouvrage [8, c] .
Les notions qui suivent sont locales et définies & partir des coordon-

nées locales sur chaque carte, G &étant une variété analytique complexe.

3. Courants positifs. On appelle courant dans G un opérateur

linéaire t((?) sur 1'espace.2KG) des formes différentielles q), qui

sont (C%®) et & support compact.

La topologie sur P(G) est celle de la limite inductive

D (6) = 1im DX )

—

(-]

pour une suite exhaustive Kq, K K de compacts croissants et ten-

q q+1’
dant vers G ;.QRK ) est l'espace de Fréchet des formes (CT) , dont
q
le support est dans le compact Kq;é@(Kq) est muni des semi-normes

()
DU 1y, ()

les coefficients deQ); (o) est. un multi-indice de dérivation (par

) o= = K >, . .
pd(qﬁ sup s, pPOUT X & q’ et q(l),(]) parcourant

rapport aux coordonnées complexes z,, 2z, sur chaque carte de G). Dans

k
la suite on se place dans un domaine G de ¢ pour la simplicité de

1'exposé.

Un courant est dit homogéne de bidegré (n-p,n-p),s'il est nul sur

les formes homogénes qui ne sont pas du type p, p ; 1l sera dit ausside

dimension complexe p ; un tel couraunt peut &€tre représenté par une
forme différentielle homdgéne de type (n-p, n-p) dont les coefficients
sont des courants dekdegré 0 et opérent sur les formes f(x) pn du
degré maximum; ﬁn = {:? % dzk Ad;k est 1'élément de volume de C® :

k=1
le produit d'un coefficient par ﬁn est alors une distribution (au sens

de L.Schwartz) =-cf. [9] .



Un courant sera dit positif si

a) Il est homogéne de type (n-p, n-p), c'est-a-dire est un cou-

rant de dimension complexe p, O¢p ¢n .

b) Pour tout systéme A= My e o de formes linéaires des
n
k . . .
dzk ’ dj = % aj dzk, la distribution
Tl e) = B AL Aty wee 2l A o,

est positive, c'est-d-dire est une mesure positive.

On note TPQG) l'ensemble des courants positifs dans G de type

(n-p, n-p),@q(G) ceux qui sont des formes continues de type (q, q).

Exemples. 1%/ si ul,..., A sont des formes linéaires des dzk,
qr= lc*l/\d]A “ o 1ds A *s est une forme positive qHE?S(G). Une
définition directe pour les formes est la suivante "f I @q(G) équi-
vaut au fait que la restriction de(T 4 tout sous—espace complexe La

s'écrit: Rest q>= C( q, Lq) ﬁq.oﬁ ﬁq est 1'élément de volume de L9

et C((f, Lq)2,0 est une fonction continue pesitive.

2°/ Soit V plurisousharmonique, d', d" les différen-
tielles relatives aux dzi (respectivement aux d;i). Alors on a

> L "
id'd"VeT _ (6)

Remarque. Il existe une application injective LP -ﬁ»t(Lp) des
sous~espaces LP dans un ensemble de formes positives. On 1'obtient
en posant

P i _ - -
t(L ) = (.i.)p u)l/\wl ees A (L)p /\ (L)p

oi les Wy l1{sgn sont des formes linéaires des seuls dzk,
l1'applicatiopn (dzi> —ﬁ-(a>s) étant unitaire dans C" et telle

que les équations cop+1 = O, cre = 0 définissent LP. Alors

Pour qu'un courant t de dimension complexe p soit positif, il

faut et 11 suffit que pour tout sous=—espace Lp, la distribution
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T(e, LP) = efT?) < ety 53

soit une mesure positive ; t(Lp) ='t(Ln—p) ol Ln-p est l'orthogonal

de LP.

Propriétés. 1°/ Les distributions associées aux coefficients

d'un courant positif t sont des mesures et t s'&tend aux formes a

coefficients continus, & support compact (t est continu d'ordre zéra).

2°/ L'ensemble T (G) des courants positifs de
P

dimension p dans G est un cone positif saillant, car Cltl+c2t2 est

positif si L, et t, le sont ainsi que les constantes €1sCy 3 de plus
t et -t positifs entrainent t = 0

3°/ L'algébre des courants positifs posséde une

propriété fondamentale:soit t un courant positif de type .g, q) et

%76 QI(G), supp une forme positive a coefficients continus.

Alors t A (? " est un courant positifde type (g+l,q+1),

En particulier soit

¢ =_i_ - =_i_ tan | \2
p Z'Zdzk/\dzk 5 d'd |zl
2 .
‘) =2 4'd" 1 lz - afl
A T2 og |z a}l
P, Pp sont des formes positives PP = (p!)m1 pp est 1'élément de

volume de CP ; da est une forme positive (car log “z” est plurisous-
harmonique) définie pour zecC" - {a} ; dg est une forme positive

n
pour tout p , l (pgn . On a o(a=0.

Soit t un courant positif dans G,de dimension complexe p.Alors

]
tﬂﬁ? (mesure trace du courant)

o = cApp = (pl)

(3)

= P p
Da T t A<xa

sont des courants positifs, donc des mesures positives, d'aprés le

PN . . . e n
théoréme de multiplication . La mesure 'Da est définie dans C - {é%.
/

Par contre le théoréme de multiplication n'est vrai que si 1'un

des facteurs est de type (i, 1) ou produit de tels facteurs. Soient
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(Pe?p(G),weﬂg(G) des formes positives avec p> 1, q»1 : qwn\v n'appar-

tient pas en général ést+q(G) (cf. [15] ecﬁ6]).

Remarque. Le thé&oréme de multiplication donne un formalisme algé-

brique pour construire des mesures, dont la signification'concréte"

apparait ensuite dans les "bons" cas.

4°/ Sur TP(G) on peut considérer les deux topologies fortes

et faibles (cf.[8,e]).La topologie forte ou de la norme est définie par

lel = sup [eC)]
pourHQﬂgl . On note 'q~(x) le sup en x des modules q%i) (j)(x)'
des coefficients decfet“qw = sup $I(X).
X

On dit qu'un courant t continu d'ordre zéro dans G a pour mesure
majorante la mesure positive P si 1l'on a pour toute forme (F:
7 Gy .
’t(q)! ¢ pebh

Un courant t continu d'ordre zéro admet toujours une mesure po-

(i)/\d—z‘(j)

sitive majorante. Si t est un courant positif, t =§:t(i) (j)dz
b

(1) = 1, ¢iy oo <1n-p s, (1) =], <32 Cone ] , 11 existe des
coefficients numériques c , ¢!’
n,p n,p

tionnelle 4 la mesure-trace & e t, définie en (3), soit

' . =P [ 3
= ¢ = C 1 t,. . 3
F n,p ©  “n,p Ztiy, (1) Pa
Lorsqu'il s'agit uniquement de courants positifs définis dans un

domaine G,on obtient une norme équivalente & (4) en prenant

I

Les ensembles fortement bornés de courants positifs sont donc ceux

pour lesquels la mesure trace ¢ est bornée sur tout compact.

4, Courants positifs fermés. Un courant t est dit fermé si bt = O,

bt étant défini par bt((p) = t(d(f) . Les courants positifs fermés de

dimension P dans ¢ forment un cdne eonvexe saillant Tp £(6).
b

Une propriété essentielle est la suivante (cf. [8,a] et [8,0]).
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Soient deux boules fermées B(a, r2) et B(a, r]), I, <, de centre a,
c(a, r) la mesure portée par la boule fermée B(a, r) et v(a, r, rz)
la mesure Ug définie en (3) portée par 1l'ensemble rl<ﬂz-aU$r2 .

On a par la formule de Stokes

o(a, 1,) ~(a, 1)
y(a, r,) = 2. : 0
» Ty Ty — 2p i 7
L. r T r
p 2 p ol 2 P
ol tp désigne la mesure de la boule unité dans R P et vaut J%T
Conséquences. a/r—zp s~(a, r) est fonction croissante de r.
b/La limite vw(a) = lim 313L~£l existe . Cette limi~-
r=o0 “‘rzp

te s'interpréte aisément. Soit §(a) la mesure de Dirac au point a ;

considérons la mesure ponctuelle Y (a) S(a) et prolongeons Yde

¢t - ia} i c® en ajoutant la mesure ainsi constituée. Alors on a
. o(a, r)
(4) y(a, r) = »n(a) + | ¥ =
2p
Tpr
0 QZ—a“g
Donc
PROPOSITION I. - Si t est positif fermé de dimension complexe p,

O¢pg¢n , la mesure v définie par (3), se prolonge & ¢t nar 1'addi-

tion de v(a) $(a) en a, de maniére qu'on ait (4).

Le nombre p(a) qu'on a défini ainsi dans [8,a] est
q

appelé parfois "Lelong number" du courant t au point a du support

de t ; il jouera un rdle important dans la suite.

Le résultat rappelé dans 1'introduction s'énonce alors :

PROPOSITION 2. - §i({est une forme 3 coefficients continus a

support compact dans G, et M un ensemble analytique dans G de dimen-

sion pure p, 1l existe un opérateur

t((f») =£ ¢

extension simple de l'intégration sur M ; cet opérateur est un

courant positif fermé de dimension p. On le désignera par t [ M].
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L'application M —~ ¢t [MJest injective d'aprés M = supp t.

Un ensemble analytique M étant donné, irréductible,
il existe une famille de courants positifs fermés t tels qu'on ait

M = sup t ; ils sont de la forme t' = ct lM] ,C constante positive.

PROPOSITION 3. - Si un courant t positif fermé de dimension p

est porté par un ensemble analytique M de dimension pure p, il

s'écrit
(5) £ =2 ¢, t[M(k>J L e 70,

ol les M(k) sont les composantes irréductibles de M dans G (la décom-

position est finie sur tout compact).

. . k
On appellera cycle analytique déns G une expressloni:ék M-)

et les M&'sont des ensembles analytiques irréductibles dans G et t

sera dit le courant d'intégration sur le cycle.

5. Propriétés de v(a). Tout d'ahord pour t et a variables, r

. . L. .
fixé, a(a, r) est semi-continu supérieurement de t et de a,l espace

des courants étant muni de la topologie faible (cf.(B, e} ).

Dans |8, b} le signataire avait posé la question de caractéri-
ser d'aprés les propriétés de V(x) les courants positifs fermés qui
sont des courants d'intégration t[M] sur un ensemble analytique com-

plexe. Il avait conjecturé que v(x) est entier si t = ¢ [M].
Un premier résultat est le suivant du 3 P.Thie EIA] :

PROPOSITION 4. - Si M est un ensemble analytique, le nombre

V(a) relatif a ¢ [M] est un entier positif en tout point a&M. On

peut supposer M de dimension pure p. Si N est le cOne tangent & M
en a, N est un ensemble algébrique dont la décomposition en cOnes
irréductibles donne

N=UN)\,/<<1----»Q
Soit sy = degré N%; il existe au voisinage de a une application holo-
morphe Y de M sur N ; le degré dey au-dessus de N) est un entier

constant soit mx .
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La proposition 4 découle alors de la propriété précise

(6) v (a) =;Zm‘ Y

Une démonstration assez simple de ce résultat peut €tre obtenue de la

maniére suivante, trés intuitive , dont on résume les étapes.

a/ o~(a, r) étant fonction semi-continue supérieurement de a,

zar(a,r) quand

il en est de méme de V(a), limite décroissante de T Iy~
P

r—>»0
b/ En tout point ordinaire de M, v(a) = | (élémentaire)
¢/ En consé&quence on a v(a)ylpour tout a eM.

d/ Les courants t positifs fermés pour lesquels on a v(a) 3¢ >0,

pour & e supp t , possédent la propriété suivante : si £, >t (au
sens de la topologie faible) , les ensembles An = supp t_ ont une
limite A = supp t et, on a »(a) ) ¢ pour tout a esupp t .

e/ Soit g>0 et soit S@ l'homothétie de centre a ¢supp t
(on suppose que a est l'origine) définie par z' =gz ; 1'image

14

t, = S@ t de t est définie par
¢
-
) = (= z .
te(C‘) t tS€ (} tl}{(e ka
D'autre part supp te a pour limite le cOne tangent N en a a M.

Dans la boule B(a, r) définie ici par Hz” ¢, on a pour la mesure

tracegb(a, r) de t , ol €>0:

¢ 1
¢?(a,’r) fJi teAPp(dz') = ngf t A.Pp - 2P G(a:]rgEA)-tgg%(a,éh
12 e e (rp )
Quand @~r+ag¢@(a, r) est borné ; lescourants t? sont bornés dans
B(a, r) et on peut extrailre des t€ une suite tm = tCIn qui converge
-1
vers un courant porté par N. On a alors r' = re . —>0 et
. 2 . ! 2

limg- (a, r) = T r P 1im iiéi%—l = y(a) T r°P = 5'(a, 1)
m m rl=0 Eprl p p

ou o' (a, r) est l'aire dans B(a, r) d'un cycle analytique/bporté
par le cdne tangent N ; v(a) s'interpréte donc comme le nombre » d'un

courant positif fermé de dimemnsion p porté par N,
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Un tel courant s'écrit

t=th—N].
et LNy
Le fait que les mx sont des entiers positifs résulte alors

du fait que les tC cux-mémes sont des courants d'intégration sur un

cycle a3 coefficients entiers.

6., Caractérisation des ensembles analytiques comme supports de

courants positifs fermés. Le résultat suivant a d'abord été établi

par J.King [73 et donne une réciproque de la proposition 4.
PROPOSITION 5. - S1 t est un courant positif fermé de dimension

p dans G et si pour tout x esupp t, w(x) est un entier positif, alors

supp t est un ensemble analvticue et t a la forme (5) avec des ¢, en-
1 .9

tiers positifs.

Parmi les propriétés rencontrées, citons cet énoncé de géométrie

différentielle , oG G est un ouvert de ™ :

PROPOSITION 6. - Si t est un courant dans G avec les propriétés

sulivantes

a/ t et bt sont continus d'ordre zéro

b/ supp t est contenu dans une variété W

Alors il existe un courant t' dans l'espace W tel qu'on ait pour

toute [ 3 support compact dans G
i

t((i‘;) = ¢ [Rest “i"}l

ou Rest%‘est la restriction de%*é W,
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La proposition 5 a été immédiatement généralisée (J.King et

R.Harvey, (5] ) sous la forme suivante

PROPOSITION 7. - Si t est un courant positif fermé dans G, et si

pour tout compact Kec G, il existe une borne inférieure c(K) » 0 de

v(a), aesupp tNK, alors supp t est un ensemble analytique dans G

et t a la forme (5) ou les Cy sont des nombres positifs.

Ces énoncés montrent que parmi les courants positifs fermés,

dans G, ceux dont le support est un ensemble analytique sont caractéri

sés par la propriété que yp(a) soilt minoré& sur tout compact par un

nombre strictement positif.

7. Etude des ensembles;(a)%c,c>0,sur le support d'un courant

positif fermé.

Un probléme plus fin que le précédent est 1'étude des ensembles
EC = Lx e supp t »(x) » ¢y, O}

sur le support d'un courant positif fermé de dimension p.

Des résultats partiels de E.Bombieri [2] et de H.Skoda [12] ,
s'appuyant sur un théor&me de Hormander ont d'abord établi que 1l'en-
semble EC (EC est fermé)était contenu dans un ensemble analytique.

Récemment Siu [11] a 2tabli 1'é&noncé:

PROPOSITICN 8. - Soit t un courant positif fermé& de type

{n-p, n-p), c'est-3d-dire de dimension p sur une variété analytique

G de dimensicn complexe n.

Alors l'ensemble

Ec = Lxesupp t ., ¥(x) » c , ¢ >0 j

est un ensemble analytique de dimension _au_plus p .

L'ensemble E est donc la réunion (finie sur tout compact) d'en=—

sembles analytiques irréductibles dans G des dimensions O, |, ..., p.

Le théoréme partiel de Bombieri a déja recgu des applications a



la théorie des nombres. Les théorémes de structure qu'on viemt de don-
ner ont de grandes possibilités d'applications nouvelles et 1l'on voit
réapparalitre une méthode assez fréquente en '"théorie des

fonctions" : les résultats essentiels sont obtenus en travaillant sur
des eétresplus généraux, non analytiques, et appliquant "in fine" des
crétéres d'analyticité comme ceux que donnent les propositions 5, 7

et 8.

Exemple. Par une méthode relativement longue,Remmert et Stein

avaient obtenu 1'énoncé suivant :

PROPOSITION 9 — (Remmert-Stein) . - Si A est un ensemble analy-

tique de dimension maxima ¢p-! dans G et si M est un ensemble analy-

tique de dimension pure p défini dans G-A,alors M se prolonge dans

) ~ o~/
tout G en_un ensemble analytique M ; M est_1'adhérence de M et le pro-

longement est unique.

On obtient une meilleure analyse de cette situation en établis-

sant successivement, (cf. Schiffman EIO]).

PROPOSITION 10. - Soit t un courant positif fermé de dimension p

dans G - A , ol A est un ensemble fermé dont la mesure.AQP_l(A) en

dimension 2p-l est nulle. Alors t se prolonge 4 travers A en un cou-

‘\, . a - ’\J . . .
rant t positif fermé dans G ; t est unique et extenslon simple ce t,.

A partir de cette propriété des courants positifs fermés on a

d'une maniére évidente

PROPOSITION 11. - Soit A fermé dans G _e_t_/\zp_l(A) =0 ; alors

si V est un ensemble analytique complexe de dimension p dans G-A,

son adhérence V est un ensemble analytique complexe dans G.

En effet le courant d'intégration t[V} se prolonge d'aprés la

: ~ ’ . . , . .
proposition 10 en un courant t ; d'aprés la semi~continuité supé-

~ - ~
rieure de v(a), on a p(a) 5 1 pour acsupp t , donc V = supp t est un
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ensemble analytique d'aprés la proposition 7. La proposition 9 est
alors un cas particulier de la proposition 11, Celle-ci a des applica-

tions géométriques nombreuses . Par exemple (Siu):

PROPOSITION 12. - Soit G un espace analytique normal, A un ensem-

ble analytique de codimension 31 dans G etflun ouvert dans G qui cou-

pe chacune des composantes irréductibles de A de codimension 1. Si M

est une variété kahlérienne compacte, toute application f méromorphe

Va4
de (G-A) Uf{Ldans M s'étend en une application f méromorphe de G dans

M.

8. Eléments extrémaux. Signalons un point de vue différent donné

par 1'énoncé suivant :

PROPOSITION 13 (cf. [8, £]). - Les courants positifs fermés de

dimension complexepP SUr une variété analytique complexe G forment un

cbne positif saillant T f(G) : un courant d'intégration t [M] sur un
, sur_ uno

ensemble analytique irréductible M détermine une génératrice extréma-

le ct [MJ , ¢ >0, du cdne Tp f(G)
3
Par contre la recherche de tous les é€léments extrémaux de Tp f(G)
’
reste 3 faire en général.
9. Etudes "3 croissance'" sur les ensembles analytiques.

Un théoréme important de l1'analyse complexe en dimension un a été le
suivant : si f(z) est une fonction entiére de ze €, il existe une re-

lation entre la croissance quand r —>wde

M(r) = sup 1f(reie)l
e

et celle du nombre V(r).des zéros de f(z) pour lesquels on a \z\(r.

Par exemple si 1'on a f(O)l= 1, on obtient pour tout k >

v(r) ¢ €(k) log M(kr).
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De méme dans un domaine borné. Par exemple si f(z) est analytique

danslz[(l et si ‘f(z)’ est borné, alors les zéros a_ de £(z) dans le
cercle unité verlflentEiD - ‘ann<wou encore Ji p(t)dt Leo.

De tels résultats sont importants par leurs applications 3 1'Ana-
lyse fonctionnelle. Une généralisation du premier probléme cité est
~ - . n . . .
l1'étude & croissance dans C d'un ensemble analytique de dimension

P, O0¢pgn-1l . Le cas classique (! variable) correspond 3 n=1, p=0 .

Pour poser le probléme il faut définir des indicatrices de croissance

pour un courant t positif fermé de dimension p dans C".

. . . . n .
On appellera indicatrice de croissance de t dans C 1la fonction

p(r) = » =t )
og)z| < ’

définie d'aprés (3). On dira que t est d'ordre fini G?O si

log v(u) _

lim sup Tog u

u =+

c'><oo.

Cas de la cocimensionlet de 1'ordre fini. On suppose n quelcon-

que, p=n - 1, alors il existe une fonction plurisousharmonique V

solution de
(7) 2id'd"v = t .

Les résultats de [8, d] donnent la fonction V par une construction ex-

plicite qui permet les majorations ; V est donné par un potentiel

(8) kn oy xen(a, z, q) = Iq(z)
- - - _.li2—2n n i2=2n .
ot en(a, z, q) “a zJ + ua“ + ...+ Pq(a,z) est formé en
. i L 2 -
retranchant du noyau newtonien - “a—zf!2 2n de R°™ les termes du dé-
veloppement de Taylor & l'origine z = 0 qui sont de degré& ¢(q des
zJ , z. . On choisit pour q le plus petit entier tel que
4
f’ u ¢ ! dy(u){eww. D'une maniére générale pour/<>0, la convergence de
14 » ©_g_, \ © _A-2p
fw u dy(u) équivaut 3 celle deJ/u v(u)du et 3 celle de’f u dg(w
1 A 1

Dans ces conditions on a [8, d] :



PROPOSITION 14. - a/ Si t est un courant de dimension n-! dans

Cn, d'indicatrice d'ordre fini(?zo, le potentiel (8), Iq(z) fournit

une fonction plurisousharmonique VO solution de (7); on suppose

O¢supp t . Dans (8),k_ vaut Gy T m-2)1 . sinz2 k, = (2m 7.
b/ On a
r [ ‘
0 o xd [T Age s |
o 1 Jr u
et si 1'on pose M(t) = sup I (z) , M(t) et p(t) sont du méme ordre

fzj= t
fini. La comparaison des croissances donne des résultats aussi précis

que dans le cas n = 1 (ordre, type, classe de convergence de la solutiomn).
¢/ En particulier si l'on a t = t[M}, M étant
un ensemble analytique de codimension | (donnée de z&ros de Cousin),

il exliste une fonction entiére Fo(z) déterminée par

z
log Fo(z) = éﬁ'j d'Iq(?)

(o]

t log%Fo(z)% = 2WIq(z) ; Fo(z) est donc du meme ordre de croilissance

que 1'indicatricev(u) du courant t[M].Les résultats atteignent la pré-

cision du cas n=1 en ce qui concerne le type de l'ordre,la classe de

convergence de la solution.

Cas général. Dans le cas général un ensemble analytique M dans

n . ~ - - . . .
C peut toujours étre représenté (quelle que soit sa dimension p) par

n + ] équation Fj(z) = 0, 1] ¢n+l
Plusieurs résultats ont. été obtenus récemment.

a/ On dispose d'abord d'un résultat négatif. Il existe des fonc-
tions entiéres f(zl,zz), g(zl,zz) d'ordre fini et telles que 1'en-
semble M défini par f = 0, g = 0 soit composé de points isolés, le

v

nombre Y(r) de ces points dans gz}<r ayant une croissance d'ordre

infini (cf. [3])
b/ On dispose cependant d'une majoration de caractére statisti-
que (cf. []3]), 8tablie en moyenne par rapport & un paramétre

{:'({ﬂ, ...,ﬁ;) e [0,.l]n , pour les zéros de la famille
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fk(f1z], {222,..., f;zn) =0 , |1 ék (0.
¢/ Le probléme inverse a été étudié récemment par H.SKODA
(cf. [12] ) . La méthode de Skoda est une méthode de relaxation. Si t
est un courant positif fermé,de dimension p, O (p ¢n, on formera
une fonction plurisousharmonique V{z) telle queﬂlétant une fonction

dérivable A& support compact, égale 34 1 au voisinage de z s V(z) soit

égal au potentiel

(9) Un(Z) ='—j/dc-(a) ﬁa—Zﬁ—ZPfq(a)

augmenté d'une fonction dérivable au voisinage de z, ¢ le support du
courant ® = 2id'd"V n'est plus nécessairement contenu dans le support
de t, mais le support singulier de € est compris dans supp t . En
particulier si l'on donme t = t [M], M étant un ensemble analytique de

dimension pure p dans Cn, le support singulier de @ est 1'ensemble M

(rappelons que le support singulier d'une distribution ou d'un courant
est le complémentaire de 1l'ensemble des points au voisinage desquels

ils sont représentables par une fonction ou une forme C% ); par contre

. n ~
le support de § dans cette construction est tout C , et la méthode
donne des résultats moins précis que la précédente (proposition 14)
quand celle-ci s'applique (p = n-1, ordre fini).

On obtient:

PROPOSITICN 15. - Soit t un courant positif fermé de dimension

p dans Cn, d'indicatrice (r). Alors il existe une fonction V pluri-

sousharmonique dans c" telle que,au voisinage de z_ @ supp tyV ne dif-

fére de U, (z) définie par (9) que d'une fonction (C%®) , V vérifiant

Kt

1'une (au choix) des majorations ou€»0, d, O sont des nombres donnés 3

oy
l'avance , et ol r = izi

al/ V(z)s\C(t)rzw-(r_+E)

2
b/ V(z) ¢C(¢) » (r+er) Log™ r
) a (1T —a-
c/ V(z) ¢Cc(gd) () + r) S t p(t+ ¢t)dt
w - 12
d/ Si 0 ¢gsupp t et ( t y(t)dt (00>

1

v/ O
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€O

-2
t s(t)dt
o P

T+t -1
V(z) ¢ e)[f £ w(t)de + <r+e>J/
(o) r

C(@désigne une constante dépendant de ¢, m , et de t.

Dans le cas particulier t = t [M] on construitune représenta-
tion de M sous la forme Fj(z) = 0, 1 {jg¢ntl, a partir de la fonction
plurisousharmonique V en utilisant le résultat suivant du & Hormander

et Bombieri [2]

PROPOSITION 16, - Soitflun ouvert pseudo-convexe de ch (éventuel-

n . A . . .
lement C lui-méme) et V une fcnction plurisousharmonique dans [},

. - -V . .
z «fl un point au voisinage duquel e est sommable. Alors 1l exist:
o =

une fonction F holomorphe dans (@ vérifiant F(zo) = 1 et
(10) J}F<z)|2 exp [~v<zﬂ(1 + jafi)yTn Bn<® "
3.0
Une conséquence de cet &noncé est : si V(2) = —wet si le
nombre »( 5) relatif au courant @ = 2id'd"V surpasse une certaine

valeur Cl> 0, dépendant de n,p, la convergence de (10) entraine

F(D) = O et J appartient i 1'ensemble analytique F(z) = 0.

On construit ainsi de proche en proche les fonctions entiéres

i n . 7
Fiooons Py telles que M=LzsC , Fj(z) = 0, 1 ¢ ¢n+1]
On choisit FS de maniére 4 éliminer de 1'ensemble défini par
F!=O,... FS_J=O les composantes étrangéres 38 M de codimension s
PROPOSITION 17. - Soit M un ensemble analytique de dimension pure
P, 0 ¢p ¢n-1I dans Cn, d'indicatrice de croissance p(r) . Il existe

n+! fonctions entiéres F](z),..., Fn+l(z) telles que M soit exacte-

ment 1l'ensemble des z&ros communs aux Fj(z) ; les Fj(z) peuvent &étre

vérifient (au choix)

choisis de maniére que les Vj(z) = log ’Fj(z)

l1'une des majorations a/, b/, ¢/, d/ de la proposition I5.

En particulier si »{(t) est borné, il résulte de d/ que les rj

sont des polynomes : les ensembles analytiques d'indicatrice v(r)

- n P
bornée dans C sont des ensembles algébriques.
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Remarque. Visiblement les derniers travaux publiés s'efforcent,
malgré le résultat négatif indiqué& plus haut, d'é@tablir un théoréme
de Bezout transcendant, et de donner avec des hypothéses additionnel-
les, une majoration des zéros communs a8 des fonctions entiéres
fk(z],..., zn) 4 partir d'une majoration de la croissance des fk,
en y adjoignant des hypothéses supplémentaires..

A ce propos rvappeler le théoréme de Picard relatif au cas n = !:
une fonction méromorphe g(z) : C —>C qui ne prend jamais 3 valeurs
a, b, ¢ données est une constante. Un mémoire de L.Ahlfors (Acta
Mathematica 1935) avait bien mis en lumi&re l'origine topologique de
tels résultats en montrant que le théoréme de Picard est vrai pour
des applications du plan complexe C sur la sphére de Riemann C qui
sont '"yoisines" des applications analytiqueset provient de ce que de
telles applications, de degré infini, conservent "en moyenne' 1la
caractéristique (égale & 2) d'Enler-Poincaré., D'oll des résultats com-
me celui de Nevanlinna,f:d(ak) (&2, pour une définition convenable du
défaut d{a), résultats étendant considérablement le théoréme de

Picard.

Par contre les études actuelles n'ont pas encore mis en évidence
un invariant "en moyenne" des applications analytiques complexes

n n
f

: C —>C ou c" —ﬁka de degré infini et les &tudes récentes dans

cette direction (par exemple 4b) ont un caractére exploratoire.

Les résultats qu'on a résumés ici, permettent en quelque sorte
d'accéder 3 1'étude métrique des ensembles analytiques ; ils semblent
conduire & des développements nouveaux dans ce domaine qu'on appelle
aujourd'hui la géométrie analytique par comparaison avec la géométric

algébrique.,
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