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- XOTROroCTION -

On trouvera démontrés dans cet article les résultats suivants : 

Théorème 1 , 

Soient Y un espace analytique complexe (de dimension finie bornée et dénombrât*]* 

à l'infini), X un ouvert de Y, relativement compact dans Y, et p un entier posi

tif • Soit F un Oy-module cohérent • Si X est fortement p-convexe dans Y (i.e. 

fortement p-convexe dans Y en tout point de sa frontière *àX), 

(i) Les espaces H^(X;P) sont de dimension finie pour p + 1 < k . 

(ii) Les espaces H^(X;P) sont séparés pour k^rprof^ P - p et de dimension  

finie pour k ̂  prof ^ F - p - 1 • 

La partie (i) de ce théorème est la généralisation d'un résultat établi par R. 

Narasimhan dans le cas O-convexe [>Cf] • Quand X est une variété, la partie (ii) 

se déduit d'un résultat de K al grange 

Théorème 2 • 

Soit X un espace analytique (de dimension finie bornée et Jénombrable à l'infini) 

fortement (ptq)-convexe-concave • Soit F un O^-module cohérent • Alors 

(i) Les espaces H^(X;£) sont séparés pour p + 1 ̂  k ̂  PTof^ F - q - 1 et de 

dimension finie pour p + 1 ̂  k ^: prof^ £ - q - 2 • 

(ii) Les espaces H ^ X ;P) sont séparés pour q + 2 <: k ^ prof^^F - p et de 

dimension finie pour q + 2 ̂  k ̂  P^of^ F - p - 1 • 

L'assertion de finitude de la partie (i) de ce théorème est le résultat fondamen

tal établi dans Cil par A. Andreotti et H. Grauert (le passage des cas p-convexe et 

q-concave au cas mixte est facile) ; on constatera toutefois que la démonstration que 

nous en donnons est assez différente de celle de L'assertion de séparation en 

degré prof Y F - q - 1 est je pense un résultat notnrean (quand X est une variété 

sans singularités, il a été obtenu indépendamment ~ar A. "Andreotti et A#Kas 1 ) • 

L'assertion (ii) généralise^ ; un résultat de [xl. 
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(*) Compte tenu de la définition donnée ci-dessous (tout a f ? X possède un voisinag 

ouvert V tel qu'il existe f : V > R de classe C*° et fortement p-convexe en a 

avec X P V = ^<(aj|), on n'obtient qu'une généralisation partielle ±u résultat de Na-

rasimhan (p = 0, nais continue) . Toutefois nous déduirons le théorème 1 des théo

rèmes et 2,1.8« (cf. ci-dessous, page 000), et, d ' a p r è s un résultat de 

ces théorèmes entraînent l'analogue du théorème 1 , en supposant seulement continues les 

fonctions f , ce qui généralise complètement le théorème de Narasimhan • Signalons enfin 

que si l'on renforce suffisamment l'hypothèse de p-convexité locale du théorème 1 (par 

un peu plus de convexité aux points singuliers de la frontière) , la technique employée 

par Narasimhan se généralise et on peut alors employer les méthodes de f H pour obtenir 

dans ce cas particulier le •> théorème 1 (cf. • 

(**) Comme il est indiqué dans [CL], or. peut démontrer l'as.ertior: de finitude de 

(ii) en utilisant les techniques de [11 et [2"] . La méthode proposée ici est assez 

voisine pour le cas concave mais trè*-: <li??êT> nte daas le o; s eoavexe , 

£uand X est un espace analytique aac similarités, le résultat de séparation en 

degré P r o ^ x F - p est nouveau • 
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Théorème 3 • 

Soient f : X > Y un morphisme fortement (ptQ)-convexe-concg,ve d'espaces ana

lytiques (de dimension finie bornée et dénombrables à l'infini) et *f:T (g une 

fonction dfépuisement correspondante (continue, forte--,ent p-convexe sur £ ^ ^ ^ 1 

:t ̂ vexe -ur f f < d l , avec d < c ) . Soit F un <L.-nodule cohérent • Alors 

(i) Pour tous d < d < c < c , le morohisme de 0,.~modules 
v ; o o ' Y 

R kf^| R Hom (XjFfl£) > R kfj R Hom (X;F,Kj) est 

injectif pour q -f 3 - prof^ P < : k < r - p - n et sur jectif pour 

q + 2 - prof x F < k ^ - p - n - 1 • 

(ii) Pour tous d < d < c < c , le morphisme de 0,--modules 
\ / o o 7 r Y 

R kf^ j p — ^ R K f ; F est injectif pour q + 3 < k<;profx P -p - n 

et surjectif pour q + 2 $ k <: prof^ P - p - n - 1 • 

(On a noté n = dim Y et H la restriction de f à X d = {d < Y< c ] .) 

Voici quelques indications sur nos méthodes de démonstration • On constatera que, 

outre les techniques classiques dans ces questions de convexité (empruntées à [ \ * ] , 

[ 2 - 3 i e"t fr#J essentiellement), les outils essentiels employés sont les théo

rèmes de dualité de (T2TJ et les critères de séparation de ¡2^] • L'idée d'utiliser 

ces résultats pour redémontrer les théorèmes de finitude de £4,3 et les compléter par 

un théorème de séparation est due à B. Kalgrange ; il l fa esquissée au cours de quel

ques exposés au "Séminaire clandestin de Géométrie Analytique" en mars-avril 1 9 6 8 

à Orsay • 

l C^Q Kodulo un théorème de dualités/pour lfarce^tion ( i ) , le théorème 1 se ramène au 

Théorème 4 • 

Dans les conditions du théorème 1 

(i) Les espaces Ext (X;FfK*) sont séparés pour k <T - p et de dimension finie 

pour k < - p - ̂  • 

k 

(ii) Les espaces H (X;P) sont séparés pour k < prof.. F _ p et de dimension fi-

nie pour k < prof^x p - p - 1 . 

( * ) CK la friMve cU*s £zl fcw k cas des Anneaux \ct<x.k**e*t jibm r>*r uhe variété'-
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Enfin le théorème 4 résulte, moyennant les théorèmes de séparation de £zÇ\ et 

le théorème dfhomomorphisme de L. Schwartz (??] du 

Théorème 5 • 

Dans les conditions du théorème 1 : 

k k 
(i) a) Les limites inductives Extc(X;F,K^) » Lirn̂  Ext^(X;P,K^) sont essentiel-

K 

lement injectives pour k < - p • 

h) Il existe un ouvert relativement compact X' de X tel que les applications 

k k • 
E x t ^ X 1 ;F,K^) • > Extc(X}P,K^) soient sur jectives pour 

k p - 1 • 

(ii) a) Le** limites 4nductives H^XjF) = Lim îè(X;P) sont essentiellement 
c - -g* -

in jectives pour k ^ prof^ P - p • 

b) Il existe un ouvert relativement conpact X f de X tel que les applica

tions H^X'jF) y H^XjF) soient surjectives pour 

k < prof^ F — p - 1 • 

Une fois traduite la condition de forte p-convexité en t^rmes de stricte-p-co; 

vexité (Cf. ci-dessous, page 000'), ce théorème s'obtient en recopiant un argument de 

B. Kalgrange 

Modulo un théorème de dualité de fil] pour l*assertion (i), le théorème 2 se dé

duit du 

Théorème 6 • 

Dans les conditions du théorème 2 

k • 

(i) Les espaces I?xtc(X;P,E^) sont séparés pour q + 2 -prof^ P <* k ^ - p et 

de dimension finie pour q + 2 - prof Y F < k < - p - 1 . 

(ii) Les espaces H^(X;P) sont séparés pour q + 2 ̂  k < profy P - p et de dimensi-

on finie pour q + 2 ̂  k^prof^ P - p - 1 • 
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Ce théorème résulte lui-même, moyennant les théorèmes de séparation de P-̂j et 

le théorème cl 'homo no r phi s me de Schwartz £Î5"] du 

Théorème 7 . 

Dans les conditions du théorème 2 , si "f: X ê t une fonction d'épuisement 

(continue, fortement p^onvexe sur ^C Q<
NfJ et q-convexe sur d̂ <f^ avec d^< c^) 

(i) Pour tous d <d < c^<c , l'application 

Ext^(X^ î?jK^) * ExtJj(X;P,Kj) est injective pour 

q + 3 - prof^ F ̂  k ̂  - p et surjectiye pour q + 2 - prof^ F < k < -p - 1 . 

(ii) Pour tous d < d ^ < o ^ < c , l'application 

^ ( X ^ ;F) » ^(XjP) est injective poux 

Q + 3 < k < prof v F - p et surjective pour q + 2 < k < prof w F - p - 1 • 

(On a oosé X d = ^ d < ^ c î •) 

On constate que ce théorème est un cas particulier du théorème 3 énoncé plus 

haut ; Y réduit à un point (et ça ne coûte «juerg plus cher de prouver le théorème 3)« 

Four l'^aMçon commence à traiter séparément le cas convexe pur et le c<-s concave pur » 

Le cas p—convexe est >imple : une fois introduite la notion de stable p—convexité 

(i.e. stricte p—convexité stable par petites perturbations), on utilise la démons

tration du théorème 5 î il reste un passage à la limite qui est'très facile car nous 

travaillons avec des supports compacts • Le cas concave est un peu plus délicat : 

n'ayant pas à notre disposition l'analogue du théorème 5 i o n e s ^ obligé de revenir 

à la méthode de la "bosse glissante" et d'employer un argument voisin de celui ûe 

ce <juî J>O»AIT8l paraitre paradoxal au lecteur de Cil (dans cet .article c'est au contraire le 

cas convexe qui est plus difficile)â 

Signalons enfin qu'en reprenant un argument de Cil et en utilisant les théorèmes 

de dualité de [L-Q , on peut prouver que^ dans les conditions du théorème 7 ; l'appli

cation E x t 1 ^ ;F,K;) > ExtK(X;F,K;) est bijective pour k = q + 2 - prof F 
C C - JTA C Z "^A A ~ 

_k ni -k 
et que l'application IT (X ;F) V h (X;F) est bijective pour k = q + 2 • 

*~ c e ^ c ~ 

Ce résultat (que je n'utilise pas pour établir la finitude) est le seul point 

pour lequel un travail direct éur la cohomologie ou les Ext à supports compacts. 
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ne suffit pas • J'ignore s'il reste vrai dans le cas relatif • 

Les assertions (i) et (ii) des théorèmes 4 °t 6 se traduisent en résultats 

de finitude et de séparation pour 11honologie à supports compacts (cf. L î " ] ) , 

utilisant la formule Ext^(X;F,K^) = H ^ ( X ; F + ) (où |^ est le cofaisceau 

£ ~ ~. (*) 

cocohèrent du al de F ) , que l'or trouvera démontrée dans Q3~] • Les assertions 

(ii) des théorèmes 1 et 2 fournissent, par dualité, des résultats 

de finitude et de séparation pour l'homologie à supports quelconques (en utilisant l; 

même formule) . On obtient les 

Théorème 8 • 

Dans les conditions du théorème 1 , 

(i) Les espaces ^ °(X;F ) sont sénarés pour k ^ - p et de dimension fi-

nie pour k ̂  - p - 1 • 

(ii) Les espaces ^ - ^ ^ î ^ ) s o^t séparés pour p - prof^ P ^ k et de 

dimension f i ni e pour p + 1 - ?T0y/r F k • 

Théorème ? • 

Dans les conditions du théorème 2 , 

(i) Les espaces ^ _ ^ ( X ; F ^ ) sont ^éjjarés pour q + 2 - prof^F^Tk^ - p 

et de dimension finie pour q + 2 - prof^ T ^ - p - 1 • -

(ii) Les espaces H V ( X ; F ) sont séparés pour p -orof Y F ^ k<: - q — - 2 

et de dimejisioii finie pour p + 1 - * n r o ^x ~ ^ ^ <̂  ~ S 2 • 

(*) La démonstration est valable même sans hypothèse de réduction sur X « L'idée de 

considérer ^ ^ ( X î F j K ^ ) comme une homoloL;ie est déjà ans QÇ\ • 
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Terminons cette introduction par quelques remarques sur le théorème 3 et ses 

conséquences • Tout comme le théorème 7 entraîne la finitude de certains espaces 

de cohomologie ou à ' homologie à supports compacts (en utilisant la compacité de cer

taines applications et le théorème d 1 honomorphisme de Schwartz), d foù 1 f o n déduit 

par les théorèmes de dualité de {tz\ la finitude de certains espaces d1homologie et 

de cohomologie, le théorème 7 entraîne la cohérence de certaines images directes 

à supports propres (en utilisant la nucléarité relative de certaines applications et 

un théorème de finitude d'Houzel qui est l'une des versions relatives du théorème 

d'homomorphisme de Schwartz), d^ù l'on déduit par un théorèm de dualité relative de 

[23} la cohérence de certaines images directes à supports quelconques • Pour des rai

sons tenant à la méthode d'Houzel (récurrence descendante) on a moins de chance que 

dans le cas absolu et on n'obtient ainsi des résultats que dans le cas q—concave 

relatif (on trouvera ci-dessous deux énoncés : théorème 4 . 2 . 2 . et conjecture 

4 . 2 . 3 . 5 le théorème 4 « 2 . 2 « est prouvé dansai, la démonstration de la conjecture 

4 * 2 . 3 * est esquissée ici) . Pour le cas p-convexe relatif on est obligé de revé

cu, 

nir à un théorème d'épuisement pour les images directes à supports quelconques (pour 

être dans une situation de récurrence descendante et pour une autre raison qui sera 

exposée plus loin) : c'est la méthode utilisée par Knorr et Siegfried ( [4>3 et \2£~)) ; 

reprenant cette méthode pour d'autres images directes, on peut en déduire un théorè

me de cohérence, puis par dualité relative un autre théorème de cohérence sur les 

images directes à supports propres (conjecture 5 * 2 . 3 « ) : la démonstration est esquis-

sée ci-dessous • 

Nous avons rassemblé dans un appendice quelques indications sur les résultats de 

séparation '.nie l'on peut obtenir dans une situation de convexité non stricte, par 

exemple le théorème suivant démontré (mais non énoncé • ••) dans [2$^ : 

Théorème 10 • 

Si X est un espace analytique holomorphiquement convexe, pour tout O^-module 

cohérent F et tout entier k, les espaces H^XjF), H*(X;F), H, (X;F ) et ï£(X;F ) 

sont séparés • 

( 4 C'est a ^ i r e i yiu'raU'satîon de l a me ' tMe ât C l ] -

6* 6jui améliore Uto r^*ltat eU**e conjecture Л*. У-Т. 5iu (cf . [ ï V JV 

0 * * 1 С auteur une versicn cta'faî/fe'e oies tenonstrutùtb des ю^есЫге^ et 
r~ 1 "> Алис ou \лГ О ( [\Ъ 4lr/-iVLo_ 
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Il me reste à remercier ici B. Malgrange à qui sont dues les idées initiales d( 

cet article, J. Prisch qui n fa signalé sa démonstration des critères cohomologiques 

locaux de p-convexité et q-cono^vité (Of*$Qet ci-dessous : pages 0|)O et 000 ) i G» 

r:u£̂ t r<vec qui j fai longuenent discuté du cas relatif et F» Norguet qui n fa invité 

à exposer une première version le ce travail à son séminaire ftil» 
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- 0 • LES THEOREMES JE DUALITE ET IE SEPARATION -

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ci-dessous les résultats de [if] et [a^TJ 

que nous utiliserons de manière essentielle dans la suite . Dans cette partie, on 

désigne par X un espace analytique dénombrable à 1 !infini, de dimension finie bornée • 

Dans (5/£] , on a associé à tout espace analytique X (vérifiant les conditions cirées-

sus) un complexe borné K£ de ^-modules, à cohoraologie cohérente, et une forme liné

aire T x : H°(X;Ï^) » C , tels que soient vrais les deux théorèmes suivants 

Théorème 0 * 1 . 

Pour tout 0^-module cohérent P et pour tout entier p, il existe sur H P(X;F) 

une unique structure QFS et sur Ext~P(X;F,K^) une unique structure QDPS telles 
^associés, 

que la forme T^ induise un accouplement parfait entre les séparésVde^ces deux espaces. 

De plus, la séparation de H P(X;F) est équivalente à celle de Ext^~P(X{F,K^) . 

Théorème 0 . 2 . 

Pour tout 0Y-module cohérent P et tout entier p , il existe sur H P(X;P) une 
ISA- 1*m C 

unique structure QDPS et sur Ext~p(X;P,K^) une unique structure QF? telles que la 

forme T^ induise un accouplement parfait entre les séparés associés de ces deux espa

ces . De plus, la séparation de H P(X;P) est équivalente à celle de Ext1""p(X;F,K^) . 

Les topologies du théorème 0,1. sont obtenues en utilisant un recouvrement localement 

fini ^ de X par des ouverts de Stein (suffisamment petits) . Les H P(X;P) sont les 

espaces de cohoraologie du complexe d'espaces PS (et même FN) C # (U;H0(U;F)) ; les 

Ext P(X;P,K^) sont les espaces d 1 homologie du complexe d'espaces DFS (et même DPN) 

C c(U;Ext°(U;P,^)) . 

Les topologies du théorème 0 . 2 . sont obtenues en utilisant un recouvrement locale

ment fini K de X par des compacts de Stein-(suffisamment petits) . Les H P(X;P) 

sont les espaces de cohomologie du complexe d'espaces DPS (et même DPN) C*(K;H°(K;P)); 

les ExtP(X;P,K^) sont les espaces d' homologie du complexe d'espaces PS (et même 

FN) C^(K;ExtJ(X;P,K^)) . 
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Rappelons la 

Définition • 

Un système induct if i \ • > G^ de groupes est dit 

(i) essentiellement injectif si, pour tout indice j, il existe un indice j f

f 

j j' , tel que tout élément de G. donnant 0 dans la limite inductive Lim G. 

J i 

donne déjà 0 dans G.f • 

(ii) essentiellement nul si, pour tout indice j, il existe un indice j 1 , j -< j f , 

tel que tout élément de G. donne 0 dans G.# • 

Dans , on a prouvé les théorèmes suivants : 

Théorèmes 0 . 3 * 

Soit P un O^-module cohérent • Soit p £ N • Les deux conditions suivantes sont équi

valentes 

(i) L'espace H^(X;F) est séparé • 

(ii) Le système inductif K (compact de X) [ > H^(X;P) est essentiellement injec» 
tif • * " — ' 

Théorème 0«4# 

Soit P un Q^-raodule cohérent • Soit p£ Z • Les deux conditions suivantes sont 

équivalentes 

(i) L 1 espace Ext^(X;P,K^) est séparé . 

(ii) Le système inductif K (compact de X) |—Bxt^(X;P,K^) est essentiellement  

injectif • 

Soient un recouvrement localement fini de X par des compacts de Stein et ^ 

un recouvrement localement fini de X par des ouverts de Stein • La démonstration de 

0 * 3 . et 0 . 4 utilise les suites spectrales suivantes v y 

E*' q(j) » H P(K;H* ) = > H f q(X;P) et 
2 s 5 K j *J 

(*) Je profite de l'occasion pour indiquer une petite erreur dans cette démonstration 

(l£l(page 2 7 5 ) s E 2 ? q ( J ) n'est pas en général nul pour q ^ 0 , mais seulement essen

tiellement nul ; il faut modifier la démonstration en conséquencefce qui est élémentai

re . Je remercie C. Banica de m'avoir signalé cette erreur • 
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E£ , q(j) . Hp(U5Ext°(Uj)) BrfcJ" p(Uj}P,Kj) . (Les notations sont celles 

de J est un ensemble fini d'indices du recouvrementf K_ = 

= U j • =K et Ext°(U T) sont des systèmes de coefficients, par exemple 
j € J J « c J 

g : (i 0,...,i p)l-* ^ . (K, ;|) .) 

J * J 1 • • • 1 O p ~" 

o p 

Pour terminer, nous nous proposons d1établir, à l'aide de ces suites spectrales 

un "résultat utile" : 

Proposition 0 « 5 » 

Soit P un O^-module cohérent • Soit p e Z • 

(i) S'il existe un compact K de X tel que l'application H^(X;P) > H^(XjP) 

soit sur jective, il existe un sous-ensemble fini J d'indices du recouvrement K tel 

que l'application HP(K;H°(K;F)) ^H P(X;P) soit sur jective • 

O ~ Z. O — 1 , 1 1 

(ii) S'il existe un compact K de X tel que l'application Ext^(X;F,J^) • 

— ^ ExtP(X;F,K^) soit sur .jective, il existe un sous-ensemble fini J d'indices du 

recouvrement U tel que l'application H^(U}Ext°(U;FfK£)) > Ext£(X;FfK^) soit 

sur .jective . 

Les démonstrations de (i) et (ii) étant voisinas, nous nous contenterons d'étar-

blir (i) (qui sera/~la seule assertion de 0 « 5 « utilisée dans la suite) • 

(i) Pour tout k , on a une surjection 

B2 f°(J) * E^°(J) - Si q / O t l e 

système inductif J >•-••> E^ , q(j) est essentiellement nul (cf.g/Tj) et E p , q ( j ) m 0 

pour q assez grand (indépendamment de J et p) • On en déduit que, j / étant fixé, 

il existe J'/ tel que l'image de gr (X;F) » (J) E^ , q(j) dans 

J p+q=*k 

gr (X;P) = © E P , q(j') soit l'image de E* , 0(j) dans E^°(j') , donc 
• KJ • p+q«k 

l'image de Eo , 0(j) dans E^ , 0(j') • On en déduit que les applications 

H* (X;P) » ï£ (X;P) et eJ»°(J) - A k j h J ) > £ (X;P) ont même image , 
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Supposons maintenant H^(X}P) > H ^ ( X ; P ) surj active . On choisit J tel que KcKj, 

et H £ (XJF) > H P ( X ; P ) est surjective . On de mit de ce qui précède que 
Kj - c -

H P(K;|£ ) »• H P ( X ; P ) est surjective . Il exist" J" (fini) tel que 

H P ( K ; | £ ) - Hj T L(K;H£ ) et l'application Hp„(ï,:|£ ) - H P , ( K ; H ° ( K ; F ) ) H*(X||) 

est surjective » 
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(+) 
- 1° . С ITERES LOCAUX HE p-CONVEXIIE ET q-CO?!CAVTTE -

On désignera par E(X) 1*espace des fonctions de classe C°° sur un espace ana

lytique X • 

I• Fonctions fortement p-convexes • 

Dans tout ce qui suit, on désignera par p un entier ^ 0 • 

Soient V un voisinage ouvert de a dans C n et "f : V > R une fonction 

de classe C*5" • On pose z » ( z 1 f . . . t z ) • La formule de Taylor à lfordre deux en 

a s'écrit 

f(z) - > f ( a ) + 2 R e g | f ( a ) ( V a ) + 2 J ^ ( a ) ( 2 - а . ) ( г . - а . ) ) + 

+ -2-^ e = _ ( a ) ( z . - a . ) ( z . - a . ) + £ ( a - a ) ; avec £ ( z - a ) £ o ( l l z - a i r ) . 

On sait (cf. par exemple que d z ^ d z . est invariante par 
i , i ) z ^ z . ^ 

changement analytique régulier de coordonnées • On pose 

L У ( u) s ^Г"(а) uЛ1 , et on designe par ^ f la 

i,j }z }z. ^ a 

composante C-linéaire de la dérivée de Y en a • 

Définition . 

Soient E un C—espace vectoriel de dimension finie, f une fonction 0^° à va-

leurs réelles définie au voisinage de a dans E . On dit que Y est fortement 

p-convexe (i?esp# régulièrement p-convexe) en a , s f il existe un sous-espace vecto

riel E" de E, de codimension p dans E, tel que ^ а ^ | Е " s°it définie positi

ve (resp. que L , ~ n soit définie positive et ^ "f. non nulle) . On dit que . 

Y est fortement p-convexe (resp* régulièrement p-convexe)sur un ouvert V de E,' 

si elle l'est en tout point de cet ouvert • 

La notion de fonction fortement p-convexe généralise celle de fonction C°* et 

fortement plurisousharmenique (fortement O-convexe) . 

( 4 ) Les parties I,IIt et III sont inspirées de gfl-. 
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Remarque • 

Soit f une fonction fortement p-convexe à l'origine de E • Soit E" comme dans 

la définition ci-dessus et soit E' un supplémentaire de E" dans E . Il existe 

un polydisque ouvert U f de centre 0 dans E' et un polydisque ouvert U" de 

centre 0 dans E f t, teljque, pour tout z'£l T t fixé, la fonction *f(z\z") soit 

et fortement p lur i s ous harmo ni que sur U w . 

Lemme l.iA. 

(i) Soit ^ f u - fonction régulièrement p-convexe à ^'origine de E (dim E = n)-. 

Il existe une "bijection analytique d'un voisinage V de 0 dans E sur un voisi

nage W de 0 dans^ C n, telle que, modulo cette t>ijection^*f s'écrive 

f(t) . f(0) + Re t p + 1 + Q(t) + £(t) , où Q(0 I... fO lt p + 1 l... ft n) 

est définie positive et £(t)£ o(||t|p) . 

(ii) Soit Y u n e fonction fortement p-convexe à l'origine de E • Il existe un 

voisinage ouvert V de 0 dans E, un voisinage ouvert Vf de 0 dans E @ C , 

un plonge ment TT : V > W , et une fonction ^ : W — — > R, de classe C°° et 

régulièrement p-çonvexe A te 1$ que = ̂  OTT • 
1 ^hV(o) - • • 

(i) Soit E" comme dans la définition, on choisit un supplémentaire E f de E" 

dans S « On prend des coordonnées dans E' et E M : z ' = ( z^ , » • • , z^) et 

z" s (z - | t # , 0 t z

n ) telles que (0) £ 0 .On trouve le changement de carte 
n p+1 

cherché en posant t^ » pour i f p + 1 et t ^ = (z) + H^f (z) (où l'on 

a posé H = partie C—"bilinéaire de la dérivée seconde de Y en 0) « 

(ii) Il suffit de poser W = V ® Ç ,Tr(z) = (z,0), et 

t(z,t) « Y (z) + Re t + Ht(|2 . 

Définition • 

Soient X un espace analytique complexé, a X, et : X > R • On dit que £ 

est fortement p—convexe en a, s'il existe un voisinage ouvert V de a dans X, 

un ouvert W de C n , un plongement "jr : V >- W, et une fonction 

^ : W • • > R de classe 0 e* et fortement p-convexe en b = 7t(a), teK que 
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On vérifie immédiatement que si X est une variété, cette définition coïncide 

avec la précédente . On remarque que la fonction ^ de la définition peut, d'après 

l'assertion (ii) du lemme précèdent, être choisie régulièrement p—convexe 0 

Définition . 

Soient Y un espace analytique, X un ouvert de T et a€ 3 ^ • On dit que X 

est fortement p—convexe en a dans T (resp. fortement q-concave en a dans T), 

s'il existe un voisinage ouvert V de a dans Y et une applicatiomcontinue et for

tement p-eenvexe (resp. q-convexe ) en a tels que 7 D X = ^x£V/ vf(x)xT (a) J 

(resp. V A X = ixeV f Y ( a ) - £ *f (x)] ) . 

Définition • 

Soient T un espace analytique et X un ouvert de T • On dit que X est forte

ment p—convexe (resp. q-concave) dans Y, s'il l'est en tout point de sa frontière 

. 



II - 18 -

II. Quelques ingrédients • 

On trouvera dans la partie III une demonstration inspirée de des critères 

locaux de p-convexité et q-concavité d'Andreotti-Grauert • Le lecteur familier 

avec peut se dispenser de la lecture de II et III : les théorèmes 

1#3«1- et 1*3*6« ci-dessous pouvant respectivement être remplacés par la proposi

tion 1 1 page - 217 et la proposition 1 2 page 2 2 2 de [!*]• Nous aurions évi

demment pu nous contenter d'une référence à ( j .3> n a i s nous désirions cet article 

autant crue possible "self-contained" et la démonstration de [ i l ]nous a parue inté

ressante • rIous avons rassemblé dans \\ purtie A les quelques ingrédients nécessai

res à cette démonstration » 

A* Cohomologie d'une limite projective • 

On rappelle qu'un faisceau F de ^-espaces-vectoriels sur un espace topologique 

paracompact X est dit "de Fréchet" si, pour tout ouvert V de X, l'espace 

E( r) = r(t T;F) est muni d'une structure de Fréchet, la restriction ?(tT) > P(V) 

étant continue pour tout couple d'ouverts V C U 

Proposition 1 • 2 • 1 • 

Soient X un espace topologique paracompact, P un faisceau de groupes abéliens 

sur X et -̂X JJ. une suite exhaustive d'ouverts (ou de fermés) de X, avec 

%mC pour tout niérN • On désigne par r̂ " : H^(X;P) ^Lim H^"(X^;P) 
~ m w 

l'application naturelle • 

(i) Pour tout entier i l'application r 1 est surjective • 

(ii) Si P est un faisceau de Fréchet admettant une résolution molle par des 

faisceaux de Fréchet, et si, pour tout m£N, la restriction 

H i -" 1 (X ^ î?) ^ H1""1 ( x

mî?)
 e s t d'image dense, l'application 

r 1 est bijective • (La topologie sur les espaces de cohomologie étant la topologie 

ÇF, en général non séparé», provenant de la résolution molle.) 
ex 

(i) Soit K # une résolution molle de F . On a H^XjF) = ÏT^K^X)) • Soit 

u é ̂ i m H 1(X m;F) ; on peut le représenter par une suite u çZ x(K*(X )) , avec 
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u л - и = da sur X (a £ K ^ V x )) . On ïherche v€E i(X;P) tel crue ri(v)=u ; 

ceci revient à construire une suite v € Z 1 f/ î* ГХ )) telle оде v 4 = v sur 

X et crue v - u = dh sur X (Ъ € Г 1 " 'X ^ • 
ni m m m m 4 n ~ 4 ~i 
On construit v oar récurrence sur ra . Su >osons v eonstruit • On а 

m 

u - - v =d(a - Ъ ) sur X .Le faisceau ^ étant non, on oeut prolonger 

a et Ъ en des éléments a f et Ъ' de î" c ^ (X 4 ) et poser 
v 4 = u 4 - d(a f - V ) • 

(ii) Soit K* une résolution molle de P par des faisceaux de Préchet • 

Pour tous i et m, on peut choisir une suite croissante 1 I! • l|. .7 , w de 
1 r L n i,m,k) k*N 

semi-normes sur l'espace K^X^) définissant la topologie de Fréchet de cet 

espace, avec 
l , X|X Hi,m,k ^fl X'! i,m,k > P™* t 0 n t X é ll'Xr)> e t 

m 1 1 1 1 

\\а*\\Г'л\ I , pour TOV A X £ K V X ) • 

La suite de seni-normes x } ^ H xIY H • es"^ а^ 0 1*^ croissa.nte et définit 

la topologie de M 1(X) • 

Supposons maintenant vérifiées les conditions de densité de (ii) . Soit 

uéK 1(X) . On doit montrer que, si pour tout m^ïT, il existe v с K*""Vx ) tel 

que u = u — = dv , c'est qu'il existe w^K^" 1 (X) tel crue u = dw . Il suffit m X m ' ~ 4 

m 
pour cela de construire une suite K 1 telle que 

llw 4 - w II/. „n / . x / 4\ ^ 1 / 2 ^ et dw = u sur X 4 • 11 гтн-1 m ч (i-1 ), (m—1 ), (n>-1 ; ' m m - 1 

On procède par récurrence sur m • Supposons la suite construite jusqu'à . On 

a d(v 4 - w ) = 0 sur X 4 . On en déduit l'existence de a A € K^~Vx 4 ) 

et Ъ 4 £ Е 1 в 2 ( Х 4 ) tels eue da 4 = 0 et 

||v 4 - w - a 4 - dh 4 II 4ч / 4> / 4\ <" l / 2 m " 1 • Il suffit alors de poser 

w 4 = v 4 - a - d b 4 
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B. Produits tengoriels topologiques • 

Proposition 1 . 2 . 2 . 

Si E, E f , E", F sont des espaces de Prêchet, avec E ou^ P nucléaire, et si 

la suite 0 > E ' * E ^ E" * E 0 est exacte fies applications é-

tant C-linéaires continues), la suite 

0 > E 1 ̂  P -—» E ̂  F — * E" & P ^ 0 est également exacte . 

(il est inutile de préciser de quel produit tensoriel topologique il s'agit, puisque 

dans chaque produit l'un des facteurs est nucléaire .) 

On trouvera la démonstration dans [ff] • 

Proposition J .2.3* 

Soient E = Limv E. et F = Lim^ P. deux espaces LFI\ (limite inductive 

dénombrahle d'espaces F̂ïï) . Alors l'application naturelle 

Lim E. ® P. • • • > S ® P est un isomorohisme l'esoaces vectoriels 

I T T 1 J — ' " 

topologiques • (il est inutile de préciser le produit tensoriel. E ® F puisque S 

et P sont nucléaires .) 

En considérant les produits tensoriels comme ®^ , on voit que la. topologie in— 

duite par E ® F sur l'image de Lim E . ® F. coïncide avec la topologie limite 

ïTj* 1 J 

inductive de Lim E . ^ F . (Cf. [ix]t proposition 14«I»i P^g0 76) . Par ailleurs 

î T f 1 J 

Lim^ E. (giF. est LFN, donc complet), et, de plus son image dans E ® P est dense # 

C« La suite spectrale d'une application . 

Proposition 1 . 2 . 4 » 

Si X et Y sont des espaces topologiques, f : X > Y une application conti

nue et P un faisceau de groupes abéliens sur X, on a une suite spectrale (de Le-

ray) Ep,q m H P ( Y ; R < Ï ^ ? ) E ^ ^ î P ) . 
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On trouvera, la démonstration par exemple da:s (c'est un cas particulier du théo

rème 6 . 1 • ) , 

Proposition 1 . 2 # 5 * 

Dans les conditions de la proposition précédente, si f est propre, on a 

( R % P ) - Hq(f""1(y);P) , pour tout y € Y . 

On trouvera la démonstration dans £6l (proposition 4*2) • 
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III» Critères locaux de forte p-convexité et q-concavité • 

A# Critères locaux de p-convexité • 

Soient Y un espace analytique et X un ouvert de Y • Voici une première ma

nière de traduire la forte p-convexité de X dans Y en a C ^X . Comne nous S a 

vons annoncé plus haut ce résultat n'est pas autre chose que la proposition 1 1 de 

[13* ^ e s seules assertions du théorème ci-dessous que nous utiliserons d; ns la sui

te sont (i) et la partie de (ii'i) relative à (i) (l'assertion (ii) intervient 

dans la méthode d'approximation de £1J que nous évitons ici) • 

Théorème 3•3•1• 

Soient Y un espace analytique, a ^ Y , : Y > R une fonction fortement p-con

vexe en a et X = ^x£Y/ vf (x) <"Y( a)^ • H existe un système fondamental de voisi

nages ouverts de Stein {^ m^ n é v <*e a îans Y, tel que, pour tout m ^ N et 

tout O^-module cohérent 7, on ait 

(i) E ^ V flX;F) = 0 pour p + 1 < k . 

(ii) H^(V^flX;P) est un espace topologique grossier ri 1 < p , et l'applica

tion P(V m;P) > P ( V m n X ; P ) est d'image dense si p = 0 • 

(iii) Il existe une semi-norme || * Il de E(Y), définie par plongement dans un 

ouvert d'espace R n , et un nombre réel t > 0 tels que, pour tout m £ N et 

toute fonction o( de E(Y) vérifiant jl^ fl<t , les assertions (i) et (ii) res-

tent valables si l'on remplace X p~ar Z^= ^x-£Y / "f(x) -t- (X (x) < f ( a ) J 

Les semi-normes sur E(Y) définies par plongement sont les semi-normes 

H f H v V W T T k = I n f S u P S u P l D lt(Tr(x))| , où K est un 

f =*0TT 

compactée y , V un voisinage ouvert de K dans y > W un plongement de 

V dans un ouvert W de C n et k un entier . On verra dans la démonstration que 

l'on peut prendre k = 2 pour la semi-norme de (iii; ; en d'autres termes (iii) 

exprime la stabilité des critères cohomologiques (.i) et (ii) par petites (au 

2 
sens C ) perturbations de *f • 
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Conpte tenu .'es définitions, il suffit de démontrer le théorème quand Y est un 

oiivert de C n et a = 0 . De plus, il suffit/de .montrer le théorème pour F = 0 y , 

, . "alors comme le prouve le 

Lemme 1 . 3 . 2 . 

D^ns les conditions du théorème, si Y est un ouvert de C n et si le théorème 

est vrai pour P%= 0^ f il est vrai pour tout O^-module cohérent F • 

Quitte à restreindre Y , on peut supposer que F admet une résolution libre 

0 v Qy 1 — v . ^ F > 0 . La décomposition en petites sui

tes exactes de cette résolution fournit 

0 • Z U 1
 V g** * Z 1 * 0 . 

(i) Si p + 1 ^ k , on a H ^ V n X ; ^ ) - 0 , donc ^ ( V o X j Z 1 ) = ^ ( V n X ; Z i + 1 ) , 

d'où ï ï V n X î F ) « ^ ( V A X i Z 0 ) » .... . H T O F L M ' 1 ( V A X ; Z R M ' 1 ) = 0 . 

(ii) On a la suite exacte 

E P ( V o X ; C £ ) * E P ( V A X ; P ) »• H ^ ^ V A X J Z 1 ) = C » 0 . Ainsi, 

si 1 $ Pi K p ( V n X;0^ ) est grossier, donc R P(Vn X;F) l'est rîussi .Si p = 0 

on a le diagramme commutatif 

0£(V) * F(V) * 0 

" N i " V 

P Y ° ( V O X ) — ^ F(VnX) > 0 , où les lignes sont exactes et 

l'application est dense ; il en résulte que l'application j$ est également dense . 

On choisit E" comme dans la définition de la p—convexité, et un supplémentaire 

E' de E " dans E . Il existe alors un polydisque V produit des polydisrues V f 

et V" de centre 0 respectivement dans E f et E" tel que les fonctions X(z\zn) 

soient fortement 0-convexes sur V" quand z f est fixé dans V . 

On détsigne par 0 ' et 0 " les faisceaux structuraux de E ' et E" respective

ment, par E ' 0 ' 1 le faisceau des formes différentielles de bidcgré (0,i) à coef

ficients sur E f , par N 1 = E f 0 , 1 ê 0 " le faisceau des formes différentielles 
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de degré i en les dz . à coefficients C sur E analytiques en zTt

 # On a une 

résolution du faisceau structural 0 de E 

r 
Prouvons maintenant que, quand Y est un oxivert de G' et P = 0^ , le théorème 

résulte du 

Lemme 1 • 3 • 3 • 

Avec les notations précédentes, soit fZ 7 ^ „ une suite d'ouverts de 7 tels 

que, pour tout me N et tout z f £ V f , Z^z') « ^zn£V" / (z f,z M)C z j soit de 

Runge et de Stein dans V " , et que Z C Z 1 • Si z . U z_ , pour tout po-

m£ N 

lydisque ouvert U de centre 0 dans E, U = U" avec U ' C V et ü"cV", 

on a 

(i) Pour tout 0 ^ i et tout 1 < k , H ^ m ZjN 1) = 0 • 

(ii) Pour tout 0<Ti, l'application N*(U) — — ^ îT"̂ (Ur\ Z) est d'image dense . 

(On vérifie facilement que ce lemme s'applique à Z = X en utilisant le 

Lemme 1 • 3 • 4 » 

Si W est un ouvert de Stein de C m et " f : W > R une fonction jC** et for 

tement p lur i s ous harmo nique (ou 0-convexe) sur W, l'ouvert ^ vf< ̂  est, pour tout 

a^R, de Runge et de. Stein dans W #) 

On trouvera une démonstration dans C$"lt par exemple . 

L'assertion (i) du théorème î . 3 * 1 » résulte du théorème de De Khan appliqué à la 

résolution N # de 0 • Si 1 ^ p , l'assertion (ii) est claire si l'on remarque 

que dans le diagranme commutatif ci-dessous, où la première ligne est exacte t les 

deux flèches verticales sont denses 

î T ^ V u n x ) > N P ( U A X ) .La densité de 0(U) > 0(ï-flX) 

est évidente si p = 0 . 
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Enfin l'assertion (iii) du théorène va de soi si l'on constate qu'en perturbant 

assez peu ^ , au sens de la norme C , ̂ (z 1! 2") reste fortement plurisousharmoni-

que sur V" , pour tout s ' £ V f . 

Il rente à lémontrer le lenme 1«3»3» : 

Assertion (ii). 

Nous n'utiliserons pas les Z^ et supposerons simplement que, pour z ' ç V 1 , 

Z(z f) est de Runge et de Stein dans V" # 

Soit u £ N ^ D O Z) • Soit K un compact de U ^ Z . On recouvre K par une famil

le finie de polydisques ouverts Vf. = W'./H*! , avec >/'! de Runge dans T™ , ~ W .cU/\Z. 
3 J J J J 

On a • E,0,1(Vr«.) ô 0"(WT) et / ( « ' . x U " ) = E'° ' i (W • ) © 0" (ïï") . La 
«3 J ^ J J j 

restriction 0"(TTw) ^ 0"(VJV) étant d'image dense, il on est de même de la res

triction N^(W ', xU" ) • y N V W . ) (considérer (g comme (g^ ) • Soit alors, pour 

chaque j. une suite v n une suite d!élèments de }T 1CW fx T™ N | rient les restric-

tions convergent dans ^ O ' ^ ) vers Uj^ ; une partition :1e lfunité au voisi-

<3 

nage de la projection de K sur U', subordonnée au recouvrement f'̂'. ^, permet de 

construire une suite fu m^ d'éléments de K 1(F) telle que u|\'fl2 c o n v e r £ e v e r s u 

dans N X(K) . 

Assertion (i) . 

Compte tenu de la proposition 1 . 2 . 1 » , cette assertion résulte du 

Lemme 1 . 3 • 5 * 

Soit T un fermé de V tel que, pour tout z ' f T 1 , le fermé T(z') soit de  

Stein et de Runge dans V" • Alors pour tout polydisque ouvert V = I T f x r n , de 

centre 0, tel que U c V , on a ^ ( U n T j N 1 ) = 0 pour 0^ i et , 

Il n'y a plus qu'à établir ce dernier résultat . Il suffit évidemment de le 

prouver pour N° = N • Désignons p ^ E * ' 1 le faisceu des/formes différentielles «ie 

Mdegré (0-,i) ̂  à coefficients C"° , sur E" , et par H 1 le faisceau des/formes diffé

rentielles de degré i en les cïz . ( j=p+1 , •. . yn) à coefficients sur E . 
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On a K= E" 0 , 1C3>E* • On a une résolution de N : 

Désignons par 7t la projection VC\T > U 1 • On a la suite spectrale de Leray 

(Cf. 1 . 2 . 4 . ) Ei,j = H ^ U I J R J ^ N ) H i + d ( f n T ï N ) • Con^e l'application TT 

est propre, on a (tlf. 1 • 2• 5• ) 

^ J * ! ^ ' - ^ ( M * T(Z');N) . 

Calculons H^(fz f jx T(z f ) ; N ) • On a H*>( \ zf} X T(z f ) ;N) = Lirn^ Ê (tf f x W";N), 

où W f décrit un système fondamental de voisinages ouverts de Stein de z f dans E f 

et W f f un système fondamental de voisinages ouverts de Stein de T(z f) dans E" . 

Kais H^VI 'x Wf,;]2) « H^lT (ï?fx W")) (les faisceaux K # sont fins) 

et îf(W»x W») = E" 0 ,*(W")& E'(W f) . De H ^ t r j O " ) = H^(E"0'* (W") ) = 0 pour 1 ^ j, 

on déduit, en utilisant 1 . 2 . 2 . , que H^(W1 x W";ÎT) = 0 pour 1 ̂  j . Ainsi nous avons 

démontré que H^(fz^x T(z f);N) = , 0 pour 1^Tj \ le faisceau E^TT^ !•? est donc nul 

pour 1 ^ j j la suite spectrale de Leray est dégénérée et 

E*' 0 = E^;° = H^Û'îTT* N) = 0 pour 1 4< i, car 3 ^ N est un fai

sceau fin . Finalement gr E^(Û fl T;N) = 6B> E ^ = S*' 0 = 0 pour , ce 
c i+j=k 

qui termine la démonstration . 
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3« Critères locaux de q-concavité . 

Le théorème suivant fournit une traduction cohomologique de la q—concavité. Comme 

nous 1 f avons| sirnalé, ce résultat nfest pas autre chose que la proposition 1 2 de 

Théorème 1 . 3 . 6 . 

Soient Y un espace analytique, a Y, et *f : X > R une fonction fortement 

q-convexe en a • Soit X = jx6T / / vf(a)< ^ ( x ) ^ • Il existe un système fondamen-

tal dé voisinages ouverts de Stein f v 1 .T de a danw Y tel rue. pour tout 

m et tout Oy-nodule cohèrept F , tel que prof— F ̂  q + 2 , on ait 

fi) La restriction P(V ) > P(V nX) est un isomorohisme , 

(ii) H ^ V HX;P) = 0 pour 1 ̂  k ^ prof- F - q - 2 . 

~ "m" 

(iii) Il existe une semi-norme () % |) de E(Y), définie par plongeant dans un ouvert 

d'espace R n, et un nombre réel ^ o > 0 tels que, pour tout m £ ^ et toute fonction 

o^£E(Y) f vérifiant \\o(\[<^0 , les assertions (i) et (ii) re.-t nt valables si 

l'on remplace X par 2*. Jx^Y / f (a)< f{x) + o< (x)] . 

Proposition 1 # 3 » 7 » 

Dans les conditions du théorème précèdent, si Û ( € E ( Y ) est positive, à support 

compact dans , et si \\o<№0 , on a X C Z [ x f e Y / Y>(a)< f ( x ) + <* (x)] et 

la restriction H p r o ^ £ " q ~ \Y^Z]F) > H p r o£>? ~ ^ ^ y - f ) 0 * * injeotive . 

Rappelons la cohomologie d'une "couronne" fermée : 

Proposition 1 . 3»C. 

Soient U un polydisque ouvert de C™ (m ^ 2 ) et V un ouvert de Stf>in relative

ment compact dans U . On a 

^(ÏÏ - V;O cm) = 

'Q(Û) ai k «.0 . 

0 si 1 ̂  k ̂  m - 2 . 

l£(V;0) si k - m - 1 . 

0 si m ̂  k . 
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On constate rue ,0(tT) et H^(V;JD) qui est le dual topologique de ̂ ( V ) sont 

Tinis de topologie UPTI (Cf.fixj) • Tous les espaces de cohonologie d'une couronne 

fermée sont sep are b • 

On a une suite exacte de cohonologie 

... >H^(VjO) * H^ÛjO) » H^TT - V;0) * H ^ 1 ( V ; 0 ) ^ ... • l'ais 

^(ÛjO) = 0 si J <: k et 0(ÏÏ) si k = 0 , et H^VjO) = 0 si k f' m et est le 

dual de-TL(V) si k = m • 

Rappelons également la cohonologie d'une ̂ couronne"ouverte : 

Proposition 1 • 3 •9• 

Soient IT un polydisque ouvert de C (m^2) et K un conpact de Stein de U • 

On a 

/0 ( u ) si k = 0 • 

\ 0 si 1 ̂  k <Tm - 2 • 

^ ( U - K S 0 ) - j ^ ( u . o ) si k - m - 1 . 

0 si m < k . 

On constate que 0(U) et H^(U;0) qui est le dual topologique de JfL.(K) sont 

munis de topologies FN (Cf«(&]) • Tous les .espaces de cohonologie d'une couronne 

ouverte sont séparés • La démonstration se fait comme dans le cas précédent • On uti

lise la suite exacte de cohonologie 

... > H £ ( U ; 0 ) * H^UjO) — ^ H ^ U - K ; 0 ) H £ + 1 ( U ; 0 ) > . . . . 

Démonstration du théorème 1 » 3•6* 

Compte tenu des définitions, il suffit de prouver le théorème quand Y est un 

ouvert de C R , a « 0 , et, compte tenu également du lemme (ii), quand *f est 

régulièrement <|-convexe en 0 • De plus, il suffit alors de démontrer le théorème 

pour T = 0^ comme le montre le 

Lemme 1 . 3 . 1 0 * 

Dans les conditions du théorème, si Y est un ouvert de C n et si le théorème est 

vrai oour P = 0_ , il est vrai pour tout 0v-module cohérent P . 

^ r Y * Y — 
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On procède par récurrence descendante sur pro^ F • Le théorème est vrai pour 

proi£ F = n . Supposons le vrai pour proÇ F = p • Quitte à restreindre Y, on peut 

supposer que l'on a une suite exacte 

0 N > L F > 0 , où L est libre de type fini et 

V de profondeur ^ p + 1 sur Y • 

(i) On a le diagramme commutatif 

0 * IT(V ) ^ L(V ) • F(V ) 0 

1 " 1 l 

0 — ^ N(V n X) — ^ L(V OX) . — > F(V A X) — ^ 0 • 
~ m ' ~ m ' ^ v m 7 

Les deux: premières flèches verticales étant des isomorphismes et les deux lignes étant 

exactes, la troisième flSche verticale est^m isonorphisme . 

(ii) On a la suite exacte 

1^(7 A X ; L ) ^ H ^ V n X;F) > E^ +^ (7 nX;N) • Si l £ k < p - q - 2 . 

le premier et le dernier termes sont nuls et n (7^flX;F) = 0 . 

Revenons donc à la démonstration du théorème pour Y ouvert de C n, a = 0, *f 

régulièrement q-convexe en 0 et F = 0 y • Compte tenu du lemme 1.1.1. (i), on peut 

supposer que l'on a une décomposition E s E ' $ E" et des coordonnées 

z f = (z 1 z q) et z" = (z q + 1,... fz n) telles que 

f 

^(z) = Re z ^ + Q( z) + ¿ ( z ) > °^ £ e f ï* u n e forme hernitienne 

dont la restriction à E" est définie positive et £( s)é o((jz|p) . 

On pose alors F 1 = E » Q) C e ^ et f " = C © ... © C , t ' = (z^ , . . . | Z -j ) , 

et t" = (z ,z ) (dim E" = n - q - 1 ) • 
q+2 n 

On pose Z = Y - X , X(t') = f t"£f*/(tf, tff)£ X ? et Z(t') = $tMéF*/(t •, t")¿ zj , 

pour t'eF'. 

Modulo un raisonnement élémentaire utilisant 1.2.1. , tout sera termine juarvd nous 

aurons prouvé le 
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Lcmme 1 . 3 » 1 1 • 

Si V est un polydisque ouvert de centre 0 dans Y, avec V = V f x V M, V'<: P f 

et V".cF" • vérifiant les conditions 

(a) Z n(V fx F " ) C V ' x V" • 

(b) Pour tout t'£V f , l'ensemble Z(t f) est ouvert de Stein et de Runge dans 7 1 1

 f 

(c) W = ( t f £ V f / Re t -j> oj est tel que Z(t f) = fi si t'£ W 1

 f 

on a 

(i) Si q + 2 ̂  n, la restriction 0(V) > O(VrtX) est un isornorphisme # 

(ii) Si q + 3 ^ n , H^VrtXjO) = 0 pour 1 < k < : n - q - 2 . 

(i) Cette assertion est facile à établir • On fait un développement en série de 

Laurent de f £ 0(VOX) suivant les puissances de t" (à coefficients dans 0(V f)) 

convergent sur un voisinage ouvert de V x V" ; la série des puis, ances positives 

de t" de ce développement fournit une fonction g , analytique sur V et coïncidant 

avec f sur l'ouvert V/fx Vt! , donc sur VflX. On a ainsi prouvé la surjectivité de 

la restriction P(V) O ( V O X ), qui est évidemment infective, d_onc l'assertion (i). 

(ii) Supposons q + 3 n • Notons "J[ : V O X > V* la projection • 

On a la suite spectrale de Leray (cf. 1 .2«4«. ) 

B g , J = H ^ V j R ^ O ) • > R U J ( V n X ; 0 ) . Et, comme l'application 

Tt est propre, on a (cf. 1 . 2 . 5 » ) 

( R ^ 0 ) t , = HJ({t»? x (X(f ) f\ V - ) ; 0 ) . 

On désigne respectivement par 0 ' et 0 " les faisceaux structuraux de F* et 

P" . On a 

Hd(?t»? x (X(t')rt 7 " ) ; 0 ) = Lim k Hj(tT»xtT";0) , où U.» est un oolydis.rue ou-

vert de centre t* dans F' et décrit un système fondamental dénombrable de voisi

nages Ce t* dans F*, et TT̂' une couronne ouverte (au ;-ons Ce 1 . 3 » ? « ) e^ décrit 

un système fondamental dénqmbro'ble de voisinages de la couronne fermée X(t')fl V M dans 

F" , 
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L'-^pacc O ' ( r ^ ) •••-at naturellement "runi d'une structure FJJ et les espaces H J ( U £ j O " ) 

sont munis rie structures FM d'après 1 . 3 » ? » • La proposition 1 , 2 . 2 . , compte tenu 

de la nullité des H^(T.T£;0 ' ) pour 1 ^ j , pernet de montrer que 

H ^ U ^ x T ^ Î O ) = 0*(V*.)& H J ( U £ ; 0 " ) . 

D'après la proposition 1 , 2 . 3 « » l'application naturelle 

H^Mt'] X (X(t')A V " ) : 0 ) = Lim 0 ' (U* )êH^U"jO") — * Lim 0'(U/)âLim H«i(U";0'1 

est un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques . î.ais 

Lim^ O'(U^) = 0^ f avec sa topoloaie DFIT et 

Lim^ HJ(T.™;Ofl) = K J(X(t ' ) n V";0") avec sa topologie DFN (cf. 1 . 3 . 8 . ) • 

Finalement H* ( {t1} x (X(t ' ) fl V" ) ;0) = (V f g R ^ X f t ' ) ^ V " ; 0 " ) (et est naturelle-

ment muni d'une topologie SFIT) • Utilisant les résultats de 1 - 3 • C• , on en déduit que 

f ° t f ê 5 f ,^ v , f) s i J = c • 

) 0 si 1 ^ j ^ n - q - 3 « 

( R J 7 * ? ) t ' = ) C! t S ( ^ ' ' ( Z I T 7 ) ) ) 1 si j = n - < J - 2 . 

y 0 si n - <{ - 1 ̂  j . 

Ainsi, de l'application 

(jO."(z(tf ))) f • (a"(V")) f déduite par transposition de la restriction 

XI" (^0 * J f l " ( Z(t ,)) l on déduit ur. morphis-e de faisceaux de 0^,-modules 

Rn"^""27T^ 0 > CU-, <8> (n."(Vft))f (ce dernier faisceau pouvant 

être considéré^comme le faisceau des germes de fonctions analytiques sur V f à valeurs 

dans l'espace F?? (J1"(V")) 1 ) • La restriction iT'(V") >XL " (Z(t')) est d'ima-

ge dense (condition ("b) de 1»3»11»)i ^ H transposée est donc injective et reste in

jective par tensorisation topologique par 0]., (considérer ^ comme ) * Ainsi, 

on peut considérer ^"^1^0 comme un sous-faisceau de (V, S (£"(V")) f ; d'après la 

condition (c) de 1 , 3 . 1 1 . , ce sous-faisceau e^t nul sur l'ouvert ;no;^vide W fj et 

il en résulte que H°(V f ;R n^" 2TT â 0) = 0 . 
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"ous pouvons .lotie écrire lo deuxième étâ fi de la suite spectral o le Loray 

t 
J 

0 0 

n - q - 2 0 ? ? ? ? . . . 

0 0 

o o(v) 0 
, 1 2̂ . 
0 i 

On a alors = E^'^ = gr± H 1 + j(?AX;C) . Donc 

-~r E°(7nX ; 0 ) © E£, , J se réduit à 0(V) et H° (7 r»X ; 0 ) = 0(V), ce qui 
~ i + j = 0 

redonne l'assertion (i) . D'autre part 

£r H^VrtXjO) = © E t » J = 0 pour 1 < k < r. - q - 2 ot 

1 + j = k 

H / v (VOX;0) = 0 dans let- memen conditions, ce rui turnine la Jénon^tration • 
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IV. Diverses notions de p-convexité et de g-concavité • 

En travaillant avec la cohomologie (ou les Ext) à supports quelconques, les critèr-

res locaux de p-convexité et q-concavité d'Andreotti-Grauert ( 1 . 3 » 1 # et 1 # 3 » 6 * ) 

conduisent par globalisation aux théorènes de finitude ( G O ) • Nous désirons 

montrer ces théorèmes en travaillant avec la cohomologie (ou les Ext) à supports  

compacts ; il nous faut donc une autre version des critères locaux . C'est l'objet de 

la partie A, le résultat essentiel étant la proposition i.fcZ. On constatera ci-dessous 

l'analogie entre les nouveaux critères locaux obtenus et la notion de stricte-p-con- 

vexité introduite par B. Mal grange dans • La partie 3 est consacrée aux 

rappels et compléments nécessaires wur la stricte p-convexité . On introduit dans C 

les notions de "stable p-convexité" et "stable q—concavité" ; la proposition 1 . ^ . 2 -

se reformule alors ainsi : 

en un point frontière d'un ouvert X d'un espace analytique Y, 

^ a f ° r ^ e p-convexité de X^>La Forte p-concavité du complémentaire de X 

La stable p—convexité de X :z£> La stricte p-convexité de X, et 

La forte q-concavité de X La forte q-convexité du complémentaire de X ^ 

^> La stable q-concavité de X • 

Ce résultat nous permettra de travailler dans le cadre de la stricte p-convexité 

potft* établir le théorème 1 et dans celui de la stable (pt q)-convex i t é-cone avi t é pour 

établir le théorème 2 • 

A. Une autre version des critères locaux de forte p-convexité et de forte q-conca

vité • 

(*) On évitera de confondre la stricte p-conv^xité de Malgran^e avec celle de • 
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Le mine 1#4*1# 

Soient Y un voisinage ouvert de 0 dans Ç n , ^ : Y R une fonction C°° , 

t > 0 un nombre réel, p et q deux entiers positifs, avec p + 2 ̂  n • On suppose 

que (0) = 0 ; on pose X == jxé Y / f (x) + *(x) < OT et 

== fx£Y / 0 < Y (x) + £<(x)^i et on suppose que 

ÏZ^ ^ = {xé Y / Y(x) + *(x) = 0 ] pour | |ç<ll 2 < t Q ( | H I 2 désigne la "norme" 

C 2 sur E(Y)) . 

(i) S'il existe un système fondamental s7 "? ^ > T de vois infiges ouverts de Stein 

de 0 dans Y, et un nombre réel , 0 -< ^ , tels que, pour tout rn et toute 

fonction * £ E ( Y ) , avec ||o(||2< t 1 , on ait 

(a) la restriction P (V :0„) > P (V {\Z,:0„) est un isoi.iorphijrne, et 
jt. m rY ~ m f< ¿1 

(b) H ^ V nZ : O v ) = 0 pour 1 £ k < n - p - 2 , 

on a 

(c) pour tout voisinage ouvert U de C d-r.î  Y, il existe un voisinage 

ouvert V'J^O dans Y, U f C U, tel (rue l'application naturelle 

^ ^ ( U r A X ^ j O ^ ) > E^(U fp X^;Oy) ait une image nulle pour tout 

k <: n - p - 1 et toute ^ég(Y) telle que |l*|l2< t 1 • 

(ii) S fil existe un système fondamental m£N ^ ô voisinages ouverts de 

Stein de 0 dans Y, et un nombre réel t^ , 0 < C t ^ t Q , tels que, pour tout m et 

toute fonction Ô / £ E ( Y ) , avec llfx'Ug^ , on ait 

(a) H ^ V n x . ; 0 V ) = 0 pour q + 1 < k f 

on a alors 

(b) pour tout voisinage ouvert U de 0 dans Y, il existe un voisinage ouvert 

U f de 0 dans Y, U ' c U , tel que l'application naturelle 

;0 ) ait une image nulle pour tout 

c + 2 ^ k *~ et toute ^ é E ( ï ) telle que |)*|| < ^ . 

Dans ce lemme, on a désigné par et ~4̂ < les familles suivantes de supports : 

pour tout ouvert W de Y, ^^(W) es+ la famille des fermés de W contenus dans 
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H W et ^<(W) la famille; des fermés de contenus dans O U • 

Les ai sert ions ( i ) et (ii) se démontrant clo nani^i-e ; nalogue, !o:i;.: nous contente

rons d'établir (i) . 

Soit U un voisinage ouvert de 0 a.an s Y • Notons 0 r̂ = 0 . On a la suite exac-

te longue 

0 - * r | (Ujq) > r ( U ; 0 ) — » r ( n ^ ; 0 ) H 1^(U;0) --* ... 

. . . » ^ ( U j O ) — > H ^ U - X jO) — > H ^ O ' i O ) — > H ^ C U Î O ) — * ... . 

Si l'on suppose U de Stein , on obtient la suite exacte 

0 * la(U;0) — > - r ( n ; Ç ) —~>r(U-0^;0) H ! (U;0) — * 0 , et les isomor-

phi s ne s H^U -X^jO) — > H ^ J C r j O ) pour 1 ̂  k • 

Compte tenu de T7 A 2^ = TJ-X^, l'assertion ( i ) est alors claire ? i 1 * o ••en.axue 

crue les conditions (a) et (b) entraînent 1er: conditions 

(a') pour tout voisinage ouvert T< de C d</ne Y, il e \ .IF te nn voi^ je 

ouvert U ' de 0 dans Y, LÎ ' c l?, tel crue l'application 

J P ( n f }0) P ^ ^ - X ^ i O ) =P(UA2 o <;0) soit un isomorphisme f *t 

(b') pour tout voisinage ouvert TT de 0 dans Y, il existe un voisinage 

ouvert U ' de 0 dans Y, II'cU, tel que l'application 

H* ( U A Z ^ O ) V ^ (U fO Z^jO) ait une image nulle , pour 

1 ^ k ^ n - p - 2 # 

Du lemme 1 »4^1., on déduit immédiatement la 

Proposition 1»4^2. 

Soient Y un ouvert de C*' et \f : Y V P. une fonction régulièrement p-con-

vexe G.-: O ç Y , vec ^f(O) = 0 - 1 1 existe un nombre réel t > 0 , tel que, pour tout 

voisinage ouvert TT de 0 dans Y, il existe un voisinnae ouvert U' de 0 dons 

Y, I T'cI T, tel que l'application naturelle 

H ^ ( U n X K ; O y ) Hç ( r ' H X ;0 y) ait une image nulle pour tout 

1 < k < n - p ~ 1 et toute ^ Ç ( Y ) , ' v e c I K ) ^ ^ t » e t - l i e 
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1'application naturelle 

H ^ ( I M Z ^ 0 Y ) » H^(U fA Z ^ ; 0 Y ) ait une ru..^ ,ulle pour tout 

q + 2 ^ k et toute KéE(Y), avec < t • 

Les conditions ainsi trouvées traduisent la forte--p—convexité de 

en 0 et la forte p-concavité de Z = ^ 0<^J en 0 . Cent sous cette forme que 

nous allons utiliser dorénavant les hypothèses de forte p-convexité ou forte q-con-

. (*) 
cavité • 

^ # La stricte p—convexité » 

Dans toute la suite, on désignera par (H) les hypothèses suivantes wir X, 0 , 

, F, prof x l : 

(H) X est un esoace topologique, 0 un fait; ce eu d 'anneaux (CÛ.ï iutatifs unitaires) 

sur X, K* un complexe localement borné de 0 -modules, F un OV-R;odulc *:t prof P 

une fonction définie sur X, à valeurs dans N, semi-continue supérieur* <-lent, attachée 

à P i 0 Y , Kl seront des données attachées à X et F va f eisoca.u variable 

On désignera par (H f) les hypothèses suivantes : 

(H') X est un espace analytique, 0^ le faisceau structural de X, est le 

complexe du a 1 i s c i n t de X construit dans Çlî] I F un Q^-module cohérent et P r o ^ x 3T 

est la profondeur classique de F en x£ X . 

Chaque fois que dans la suite nous considérerons un espace analytique X, nous nous 

placerons, sauf mention e xplicite du contraire, dans le cadre des hypothèses (H') • 

Ce cadre est suffisant pour établir les théorèmes 1 et 2 • Le cadre élargi des hy

pothèses (H) est indispensable pour établir le théorème 3 • 

(*) On peut prouver 1'assertion de 1.4.2. relative aux X^ en utilisant le théorème 

1 • 3•> 1 • i y compris l'assertion (ii), au lieu du théorème 1 . 3 # 6 . . C'était l'idée de 

B. Malgrange quand il a introduit la stricte n-comaexùtéYr TTne amélioration de cette 

méthode permet d'obtenir le même result t en supposent seulement la fonction >f conti

nue et ̂ fortement p—convexe'7 (en U:L :o.aa qui va de soi) : cf. 
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Définition • 

Soient Y un eepéic* analyti* ne, X un ou^jrt de Y, i u n point le "3X et 

p £ U • On dira que 1 est strictement p-conve ce en a d; n.i Y, >'il «;~ii.;te un 

voisinage ouvert V . e a da; s Y, un plonge ne ît "rr : V —~e> V , où V 1 est un 

ouvert ce £ n (*ïï(a) = a'), el un sous-ouvert t f de V , tels que 

(i) ÏÏ(XOV) = xvnir (v) i e t 

(ii' pour tout voisinage ouvert U de a f dans V 9 , il existe un voisinage 

ouvert T t de a', U ' c U , tel que l'application naturelle 

H^,(UfiX;Ov,) H^(U f 0 Y-\Oyâ) ait une image nulle pour k^n - p - 1 . 

(On a noté ^' la famille de fermés déf\,nie par ç>f (»'0 ••= f- - • e^ de l'ouvert Vf con

tenus dons WnX* . ) 

Définition • 

Soient Y un espace topologi .rue, X un ouvert de Y, f>. £ "âX, P un 0,- lodnle, p £ N# 

On dira xue 

(i) X est P-strictement p-convexe en a dans Y, si, pour tout voisinage ou

vert U de a dans Y, il existe un voieinage ouvert II* de a, U ' c U, tel aie 

l f application naturelle Bac t£ (U f| X;F,K* ) > Extr (tT fn X;P,K* ) ait une image 

> .«S -5» Y J£ ZIT » Y 
nulle poiir k < - p - 1 . 

(ii) X est jf1 -stictement p-convexe en a dans Y, si, pour tout voisinage ou-
«•» c 

vert U de a dans Y, il existe un voisinage ouvert TTf de a , U ' c tT, tel que 

l'application naturelle H^(UnX;P) « > H^(U foX;F) ait une image nulle 

pour k ̂  prof P - p - 1 . 

(On s'est placé dans 1 - cadre des hypothèses (H) et on a noté <£> la famille de fermés 

définie )ar <j>0O = fermés de l'ouvert W contenus dans WflX •) 

L'intérêt de la P-stricte p-convexité «t F -stricte p-oonvexité provient de la 

de U 
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Proposition 1•4* 3 • 

Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y, a ^ X , et p€ N . Si X est 

strictement p-convexe en a dans Y, pour tout Oy-module cohérent P, X ei;t 

P-strictement p-convexe et P -strictement o-convexe en a dana Y • (On sV-jst 1 -se * v 

placé dans cet énoncé dans le cadre des hypothèses (H 1).) 

Dans les deux cas on se ramène par plongement au cas lisse . Si l'on a un plonge

ment \ : V >• V 1 C C n , où V est un voisinage ouvert de a dans Ç n , avec 

TT(a) = a 1 et X f O u ( V ) = T ( V n X ) , on a 

^ ( H " 1 ( U ) ^ X ; P ) H ^ ( U A X f ; T # F ) et 

Ext|( H " " 1 ( U ) n X;P,K^) = Ext^,(U 0 X f ; T f ^ P ^ f ) (la dernière égalité pro

venant de 1'isomorphisme de faisceaux Ext^(V;F,K^) 7T* Ext^(Vf }TT* PflÇ, ) et 

d'un argument standard de suite spectrale) t La question ét,.nt locale, on peut donc 

supposer que Y est un ouvert de C n , et que P admet une syzygie sur Y 

*Ious nous contenterons de prouver la P -stricte p—oonveyité (la déino le tration de 
<.* c 

la P sticte p-convexité >c.e recopiant assez aisément i.iur celle-ci*'). Cn raisonne 

par récurrence descendante sur la profondeur : le rimltat -ast vrai (si l'on a choi

si convenablement le plongement "ïï ) pour F = Oy , donc pour P^of^JF1 = n, d'après 

l'hypothèse de stricte p-convexité • Supposons le résultat vrai pour prof F > £ + 1 
a •— 

et prouvons le pour prof P = &> l 
a 

Soit P un 0_-nodule cohérent avec orof P = k . On peut auoooser eue l'on a 
a iii. 

une suite exacte de Oy-modules 0 * > G > 0^ > P > 0 • D'après l'hy

pothèse de récurrence, le résultat est vrai pour G j soient alors TT, U 1 , U" des 

voisinages ouverts de a dans Y, U"c U ' c U , tels que les applications naturelles 

4 ( U f l X ; C ) ^ H | ( U fn XjO) et H^U' f l X;0p > Hj(U«rt X;o£) aient une image 

nulle pour j < n - p - 1 et i^< prof G - p - 1 . On a un diagramme commuta-

tif, dont les lignes sont exactes 

(*) On orocède par récurrence ascendante aur l'entier k de ExtÏL • 
g 
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> H^(TJ nX ; 0™) • H | ( U A X ; P ) * H ^ + 1 ( t T A X ; G ) ^ ... 

I l 1 

> H^(UMXjOj) — > Hg(U»^X;P) — * H^ + 1(U»n X ; G ) — » . ... 

* HJj(U"nX;0y) — > H^(U"n X;P) — > E ^ 1 ( U M n X ; P ) — • . • • 

On se propose de montrer que pour k Pro?a F-p-'\^£-p-1 , l'application 

H^(rnXiP) > I^(ïïwnXiP) a une image nulle • On désigne par r les applica

tions de restriction de tT à U M , par r f les applications de restriction de U à 

U f et par r" les applications de restriction de T' à t™ : r = r"r' • 

Cn a prof^ G = prof^ P + 1 = £ + 1 . Soit x<£ K^(TT^X;P) ; on pose r f(x) = y ; 

y a une image nulle dans Hs + 1(H»n X ; G ) (k + 1 <l- p = prof Gr - p - 1 ) et est 

-p ' — a 

donc l'image l'un élément z de E^(t T ,nX ; 0y ) ; ce dernier aune image nulle dans 

ïï|(r"nX;0p (k ̂  n - p - 1 ) , donc r"(y) = r(x) = 0 • 

Remarque 

Si Y est lisse de dimension n au voisinage de a, X est strictement p-con-

vexe en a si et seulement si, pour tout voisinage ouvert U de a, il existe un 

voisinage ouvert U 1 de a, U*ç U, tel que l'application 

H^(Ufl X ; 0 r ) > H^fU'o XjOy) ait une image nulle pour 

k <r n - p - 1 • 

Définition • 

On dira que l'ouvert X est strictement (resp. F-strictement, resp. P -stricte-

ment) p-convere dans Y, s'il l'est en tout point de sa ^routière • 
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C. Lr, Lti: le p-eonvexité et la stable g-o-icavité • 

Définition . 

Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y, défini par une inéquation 

X « I ^ O ^ , où "f i Y • • > R est une fonction continue, a un point de ~bX et 

p e N • On dira que (X, Y ) (i.e. X défini par Y ) est stableroent p-convexe en 

a dans Y, s'il existe un voisinage ouvert V de a dans Y, un plongement 

: V * V 1 , où V 1 est un ouvert de C n (T[(a) 85 a ?)» u n e fonction continue 

Y 1 : V 1 >R , et un nombre réel t > 0 , tels que 

(i) foTT « Y t et 

(ii) pour tout voisinage ouvert U de a' dans V f, il existe un voisinage ou

vert U f de a', U'cU, tel que l'application naturelle 

H | (UoX^jOy,) > H^(t T'o X^jOy,) ait une image nulle pour tout 

k < h - p - 1 et tout réel (X > tel que |c*i<t • (On a noté X^ = +j{< 0] et 

la famille de fermés défiiiie par $^(W) = fermés de l'ouvert V/ contenus dans 

w n x ^ •) 

Définition . 

Soient Y un espace topologique, X un ouvert de Y défini par X e{f<0^ ;où 

*f : Y > R est une fonction continue, a un point de ^X, et p£ N • On dira que 

(i) (X/f) est F-s table ment p-convexe en a dans Y, s'il existe un réel t > 0 , 

tel que, pour tout voisinage ouvert U de a dans Y, il existe un voisinage ouvert 

U 1 de a, U'CU, tel que l'application naturelle 

Ext|^(U A X ^ ; F , K J ) * E x t ^ ( U ' n X ^ F , K ^ ) ait une image nulle 

pour tout k ^ - p - 1 et tout réel o< , tel que \c<\< t • 

(ii)[X;f)est F ç-s table ment p-convexe en a dans Y, s'il existe un réel t > 0 , 

tel que, pour tout voisinage ouvert U de a dans Y, il existe un voisinage ouvert 

U f de a , U ' C U , tel que l'application naturelle 

Ht (tMX^;F) E £ (U'n X.;F) ait une image nulle pour tout 

k ^ P ro^ a F - p - 1 et tout réel X , tel que Kt<t • 
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Comne pour la stricte p-convexlté, on prouve la 

Proposition 1 * 4 « 4 * 

Soiei t Y un espace analytique i X un ouvert de Y défini par X « j «f< 0?, où 

Y : Y > R est une application continue, a é ~^X , et p € N • Si (X,Y ) est 

stablerrent p-convexe en a dans Y, pour tout 0v~riodule cohérent P t (X,^ ) est 

F-stab]ement et F^-stablernent p-convexe en a dans Y . (On s'est placé dans cet 

énoncé dans le cadre des hypothèses (H').) 

Défini 'ion • 

Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y iéfini par X s f o < j f J , où 

T : Y — • > R est une fonction continue, a un point de ^ X , et q <£ N • On dira 

que (X,^) est stablement q—concave en a dans Y , s'il existe un voisinage ou

vert V de a dans Y, un plongement Tr : V V 1 , où V est un ouvert de C n 

(TT(aJ = a f ) , une fonction continue y : V R, et un nombre réel t > 0 , tels que 

(i) f'oTT = , et 

(il) pour tout voisinage ouvert U de a' dans V f, il existe un voisinage ou

vert U ' de a' , U'C U, tel que l'application naturelle 

H^ ( l T 0 X^jOy,) > Ĥ - (U'/m X ^ ; 0 y f ) ait une image nulle pour 

tout q + 2 <: k et toute fonction o<£ E ( V ) , avec II^H^ < t . (On a noté 

X r | 0 < f et ^ la famille de fermés définie par ^ ( W ) » fermés de l'ouvert 

W contenus dans W n X ^ • ) 

Définition • 

Soient Y un espace topologique, X un ouvert de Y défini par X = *}0<fj£ f où 

f: Y * R est une fonction continue, a £àX, et qt U . On dira que 

(i) (X,\f ) est ?-stablement q-concjjye e n a dans Y , s'il existe un réel 

t > 0, tel que, pour tout voisinage ouvert U de a dans Y , il existe un voisina

ge ouvert U 1 de a , U'cU, tel que l'application naturelle 

E*^(lïf\X^i F,KÇ) — > Ext|jU'n X^;F,K*) ait une image nulle 

pour tout q + 2 - pi >f F <T k et uoute fonction o<€ E(Y) f avec ||<*IL< t • 

a ̂  <-
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(il) (X,Y ) est F -stablerïKînt q-conpuve en a dans Y, r ' 11 existe un réel 

t> 0, tel que 1 pour tout voisinage ouvert U de a dans Y, il existe un voisinage 

ouvert U 1 de a f U'îU, tel que l'application naturelle 

k k 
H^ ( t i nX^;F) > H.^ (U ' f\ X^jF) ait une image nulle pour tout 

q + 2 et toute fonction *é1J(Y) , avec ^ < t » 

Par un argument analogue à celui employé pour la stricte p-convexité, on prouve la 

Proposition 1 .4»5« 

Soient Y un espace analytique , X un ouvert de Y défini par X « ^0<f? , où 

Y : Y > R est une fonction continue, a e H 5 et q c N . Si ( X , ^ ) est stable-

ment q-concave en a dans Y, (X,^) e s ^ F-stablemeni; et F -stablement q-con

cave en a dans Y •(On s'est place dans le cadre des hypothèses (H 1) •) 

Nous pouvons maintenant traduire la proposition 1 , 4*2. (en perdant un peu d'in

formation dans le cas fortement p-convexe) : 

Proposition 1 # 4«6» 

Soient Y un espace analytique, : Y $> R une fonction continue, et p , q $ N • 

(i) Si Y est de classe G ^ et fortement p-convexe en a £ Y, avec ^ ( a ) « 0 f 

(X * 4YC0\,Y) est stablement p-convexe en a dans Y . 

(ii) Si Y est de classe G°^ et fortement q-convexe en a<e Y, avec Y ( a ) = 0 , 

(Z = ^ 0 < v f | , Y > ) est stablement q-concave en a dans Y • 

Définition . 

On dira que ( X,y) est stablement (resp, F-stablement, resp. F -stablement) p-con-

vexe (resp, q-concave) dans Y , s'il l'est en tout point de sa frontière • 

Un ouvert fortement p-convexe (resp. q-concave) est stablement p—convexe (resp. 

q-concave) • 



II - 43 -

- THEOREMES D» EPUISEMENT, DE SEPARATION ET DE FINITUDE POUR LES OUVERTS 

STRICTEMENT p-CONVEXES -

Les deux théorèmes d'épuisement s'énoncent ainsi (cf. les hypothèses (H), page GOO) 

Théorème 2.1.1. 

,F. un PY-module. 

Soient Y un espace topologique, X un ouvert de Y X e t p e N . Si X est 

P-strictejpent p-conyexe dans Y et si la frontière ~b\ est compacte 

(i) Les limitée inductivee Extï(X;F,K^) = L i m ^ Ext£ (X;F ,Kp 

Z K € f ( X ) " 

sont essentiellement injectives pour k ̂  - p . 

(ii) Il existe un ouvert X 1 de X, avec X F 6 § (X) f tel que 1
1 application 

k • k "~ 
naturelle Ext^(X ' ;F,K^, ) > Ext^(X;F,K^) soit sjiu^cjtive pour k 4 - p - 1 • 

(On a noté <^(X) « fermés de Y contenus dans X , <£>' (X1 ) = fermée ae Y c X* • ) 

Théorème 2.T.2. p U n ^-module^ 

Soient Y un espace topologique, X un ouvert^^de Y^VeT p ^ N • Si X est 

F^-stnctement p-convexe dans Y et si la frontière est comgac^e 

(i) Les limites inductives II (X:P) » Lim H^(X:P) 

8 0 n * ^ssgJEÙU^J^ÇJ^ injectives pour k ^ - p + prof^ P • 

(ii) Il existe un ouvert X 1 de X, avec X'<£ <|(X) , tel que l'application 

naturelle HJ^X'JF) > H^(X;P) soit sur jective pour k < - p - 1 + prof^ v P • 

Nous verrons plus loin que si Y est un espace analytique (cf. hypothèses ( H ' ) F 

page00O)f on peut déduire des théorèmes de séparation et finitude des théorèmes d'épui

sement « Nous allons d'abord établir ces derniers • On commence pour cela par démontrer 

les deux lemmes suivants 

Lemme 2.1•3« 

Dans les conditions de 2.1.1., on désigne p :% U un voisinage arbitraire de X 

dans Y • Pour tout ferme' K de §(x\ \1 exist< un fer»*/ K' de $6(1, K c K 1 , tel que 

k k 
l'application naturelle K» F*^y) K x t $ ( u " K ' j P ^ ) a i t u n e image 

(̂ ) Si X est relativement compact dans Y,£(-\) = compacts de X • 
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nulle pour k «< - p - 1 . (On désigne toujours par <£> la famille de fermes définie 

par <£(W) » fermes cie l'ouvert W contenus -,L.a > WA X •) 

Lemme 2.1»4« 

Dans les conditions de ¿.1*2., on désigne par II un \oisinage arbitraire de X 

dans Y . Pour tout fermé K e <j?(X) , il existe un fermé K' ^ 4?(X) » K ^ K , tel que 

l'application naturelle ~ K;P) — • > H^(U - K';P) ait une image nulle pour 

k ^ - p - 1 -f prof. v P • 

Remarque • 

Dans les conditions de 2«J»3* et 2.1.4*» on tivvv-.r > J ' n^ier s t tel que, 

si \ U*! ? . ^ T t • • • t f u ° ? . sont des recouvra. juXt» uuver . i i n u , a.. 7^X, avec 

U. r U. ^ et dans la situation aes ouverts IP et U : ..terve.. t la défini-
i i 

tion de la P-stricte ou F -stricte p-convexité (pour ici et j : s ) , et 

K c X - k^J UL , on peut prendre pour K' un fermé conto.u.;.X - IJS 

i é I 1 : ,{ 1 1 

Les démonstrations des deux: lemmes éxant pratiquement les mêmes, nous nous contente

rons d'établir le premier * Il suffit pour cela de reprendre la méthode de fegj • 

Désignons par I* une résolution injective de ICj. (i* est localement bornée à 

gauche), et posons E r = Hom (Y;F,Ir) ; les E r sont les objets d'un complexe/bor-

r r 
né à gauche évident de 0T-modules dont on note d la différentielle . Les E sont 

des faisceaux flasques, donc Ç -mous . On note E^r le faisceau des germes de sec-

p — T 
tions de E à supports dans <£ • Les sont les objets d'un complexe évident dont 

r p P 
on note d^ la différentielle ; on désigne par le sous-faisceau de formé des 

germes de sections de bord nul • 
Si 

Si U et D' sont deux recouvrements ouverts finis de 3X, U' étant plus fin 

que U , on désigne par r. (U fU
f) l'application de restriction 

rt,s s H 8 ( U ; Z | ) — > H S ( U . ; Z | ) . 

file:///oisinage
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Le lemme 2,1.3 se déduit alors du 

Lemme 2.1•5» 

Etant donné un recouvrement ouvert fini U de ^X, il existe un recouvrement ou-

f,'»i vert fini/ U 1 de 7)X , tel que l'application r (U>Uf) soit d'image nulle pour 

t ^ - p - 1 et 1 ^ s • 

t s s t 

On peut énoncer ce lemme : " Le système induotif H ' : U \ > H (U?Zj) est nul 

au voisinage de "^X '•' • 

Soit en effet U«fu.? . r - un recouvrement ouvert fini de .5X . avec U. C U - K 
5» 1 i 3 i€ I 1 i 

-p-u (i£ I), et soit 1 6 E*(U - K ) ^ Quitte à remplacer U par un recouvrement plus fint 

— * s 
— k — 1 / k—1 
Ipen-Y^on peut supposer que, pour tout i€l, il existe y. C <s (U. ) tel me x = d=- y. 
d e x / 1 - I 1 * 1 

sur U. (hypothèse de F-striote p-convexité) • Posons z. . « y. - - sur U.rîU. : 
i ~ ij i i 3 ' 

(z. .) est un 1-cocyole de U à valeurs dans Z^"1 • Utilisant alors 2.1 .S. f on 
10 s ^ ¥ ' 

peut trouver un recouvrement ouvert U' fini de ^X, plus fin que tJ ^indépendant de 
«B» «5 

1 k—1 
x) tel que le cocycle (z, .) soit d'image nulle dans H (U';Z T ) . On a alors 

10 «3fc ^ ^ 

z.,.,« u./- u , avec u.,£ (Uî) et la collection des v_,_ x., - u./ fournit un élè-
ij i 3 i a $ i ï i i 

ment de U ^ ' ) dont le bord est la restriction de x t II suffit de prendre 

1 1 reste maintenant à établir 2.1.5* • On va procéder par récurrence descendante 

sur t (cette méthode conduit au résultat car les hypothèses de F-stricte ou F -etri 
c o 

te p-oonvexité assurent la nullité d'une application de restriction pour les indices 

k inférieurs à un entier donné ; il est impossible de traiter le cas concave par cette 
———ĥr»L — Il I—Ii <T.JI 

méthode) • 

Pour des valeurs "assez négatives" de t , le faisceau Z^ est nul . Le lemme 2 #1 • 5 

se déduit donc, par récurrence descendante sur x , du 

Lemme 2 * 1 • 6 • 

Soient t ^ - p - 1 et O^rs fixés. Pour tout recouvrement fini ouvert U de X 

il existe un recouvrement ouvert fini plus fin U' de X, et un homomorphisme 
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dt s^'H/) : H SCUî z|) > H ^ V ' j Z ^ 1 ) f possédant, si 1 ̂  s , la propriété sui-

vante : 

Pour tout recouvrement ouvert fini U* de X, plus fin que JJ1 , si 
«M» «M» 

rt-1 B ( r »
u") dt s ^ '

u ' ) - 0 » a l o r s rt JE » U " ) = 0 • 

On remarque que si U est un voisinage ouvert de a é ^ X , il existe un voisinage 

k—1 k—1 

ouvert U' de a, U f c U , tel que d | (U 1) contienne la restriction à U 1 de 

5<s(U) t pour k - p - 1 • On construit ensuite d comme un homomorphisme de 

•Z-%, X | s 

connection : 

Le recouvrement U étant donné, on construit U f de telle sorte que tout ouvert 

U f de ]£• soit contenu dans un ouvert U de U, l'application naturelle 

H^UjEj) >H k(U ,;Et) étant nulle pour k £ - p - 1 . Soit alors xcC S(U;z|) ; 

sa restriction r(x) à C S(U' ;z|) est l'image d'un élément y de CS(lJ';E^""1) • 

«•» «ara —. 

Si x est un cycle (x e Z S ( U ; Z Î ) ) F l'image de y dans C S + 1 (U1 ;E^" 1 ) est en f ait tlani 

Z S + ^ (iM ; Z ^ ̂  ) • En passant aus espaces de cohomologie, on obtient une application indé

pendante des représentants choisis qui répond à la question • (On vérifie que 

H S(U;E|" 1) = 0 pour 1 < s O 

an* 

Revenons maintenant à la démonstration des théorèmes d'épuisement • Les démonstra

tions étant analogues dans les deux cas, nous nous contenterons d'établir le théorème 

2.1.1. • 

(i) Il s'agit de prouver que, pour tout fermé K € ^(X), il existe un fermé 

K'££(X) , KcK', tel que tout x c Ext£(X;P,K^) , dont l'image dans Ext|(X;F,K^) 

est nulle, ait déjà une image nulle dans Ext^,(X;P,K^) (si k^:- p) . 

On applique le lerame 2.1.3« au fermé K : on obtient une "enveloppe11 K 1 . 

On a un diagramme commutatif, dont les lignes sont exactes 

... Ext|~1(U - K}P,g) — * ^ ( X i Ç i g ) > ^Ç&iZ'ëi) > E x t | ( U ~ K??^) 

... ^ Ext|~ 1(U- K«;F fKj) — » Ext£,(X;F,K^) Ext^(X;P,g) ~* Ext|(U - K ^ F f g ) — 
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k k • 
Si x £ Ext^(X;F,]^.) a une image nulle dans Ext^(X;FrlÇ) f il est 1 1 image d'un ëlè-

k—1 

ment y de Ext£~ (U - K;F,K^) .Si k < ~ p (k ~ 1 < ~p - 1), l'image de y 

k—1 

dans &x"t^ ~ K f;F,K^) est nulle, il en est donc de même de l'image de x dans 

Ext*f(X;F,K^) . 

(ii) On applique le lemme 2.1.3», avec K = fi (k ̂  - p - 1 ) • On prend ensuite 

pour X' un voisinage ouvert d'adhérence dans $(X) de 1' "enveloppe" K' de 

p . En utilisant la suite exacte écrite plus haut, on constate que l'application 

k k 
Ext^,(X;F,|^) ^ Ext^ ( x5 FfJ^) e s t surjective pour k ̂  - p - 1 (l'application 

k . - k . 
Ext^(X;F,K^j • Ext^(lT - K f;F,K^) a une image nulle dans lesj n§:iei; conditions) « 

Passons maintenant à diverses conséquences dets théorèmes a'épuisement q^and Y est 

un ebpace analytique complexe et F un Oy-moaule cohérent (on se place dans le cadre 

des hypothèses (H')) . 

Théorème 2.1.7. 

Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y, a é. "^X, F un C^-nodule cohé

rent, et pc N • Si X est P-strictement p-convexe dans Y (en particulier si X est 

strictement p-convexe dans Y) et si X est relativement compact 

k « 
(i) Les espaces Extc(X;F,K^) sont séparés pour k < - p • 

(ii) Les espaces Extc(X;F,K^) sont de dimension finie pour k^T- p - 1 • 

(iii) Les espaces H^XjF) sont de dimension finie (séparés) pour p + 1 .<: k • 

Théorème 2.1 .8. 

Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y, aé^X, F un 0^-module cohè-

rentj et p£ N • Si X est F^-strictement p-convexe dans Y (en particulier si X 

est strictement p-convexe dans Y) et si X est relativement compact 

(i) Les espaces H^(X;F) sont séparés pour k <: prof^ F - p . 

(ii) Les espaces H^(X;F) sont de dimension finie pour k < prof^ x F - p - 1 . 

Y * 
(iii) les espaces Extw(X;F,K^) sont ^ pour p + 1 - prof^ x F̂ <r k . 

iU: dimension A/ue (^'^jrtA ) 
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Un appliquant les théorèmes 0.3 et 0.4» et en tenant compte des assertions (i) 

de 2.1.1, et 2.1.2. , les assertions (i) de 2.1.7» et 2.1.8. sont immédiates . 

Pour établir 2.1.7» (ii) • on pourrait raisonner comme nous le ferons ci-dessous pour 

2.1.8 (ii) (en utilisant 0.5» (i)) • Nous allons employer un argument plus "élémentaire1 

inspiré de 

Si k <T - p - 1 , il existe un ouvert X' relativement compact dans X tel que 

Ext^(Xf ;F,K*) ^ Ext^(X;P,iÇ) soit sur jective . Soient U = \\J ±] ± et 

il' ~ \^[] i c i ^ e u x r e c°uvrements localement finis de X par des ̂ ouverts^ de Stein, 

avec I P c c l L , pour tout i £ l s

 e'k U-0 X J f p pour-un nom Dre fini d'indices i • 

Soit V = SV .1 . y un recouvrement localement fini de X' par des ouverts de 

Stein, plus fin que X'OIJ1 • On choisit une application f ; J 1 1 •»> I , telle que 

^j^^f(j) ' ^ cette application on associe l'application naturelle (prolongement par 

0) CC(V;Ext£(V;F,K^) ^ C°(U;Ext^(U;P,K^.) ) qui est compacte (et même nucléaire) : 

c'est la transposée de l'application nucléaire 

C*(U;H°(U;P)) > G*(V;H°(V;F)) . On en déduit le diagramme 

^(V;Ext^(ViF fKj)) 

si k <: - p - 1 • Comme ^ est compacte, on en déduit [vf\ que c< est d'image fermée 

et de conoyau de dimension finie (tous les espaces sont DFN) . 

Passons à 2 . 1 . 8 . (ii) • 

Soient K « ^ K. ? , T et K' »^K?? . . T deux recouvrements localement finis de 
£ L C X J l é I ^ L i > It 1 

o 

X par des contacts de Stein, avec K j c K . , pour tout i £ l . Si k ^ -p - 1*prof^ F t 

il existe un compact K de X, tel que H^(X;F) > H^(X;P) soit surjective . On 

en déduit (0.5* ( i ) ) qu'il existe un sous-ensemble fini J de I, tel que l'application 

(*) Ici $(X) = compacts de X , puisque X est compact dans Y . 
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H^(K;H°(K;F)) — * H ^ X ;F) soit surjective . On a donc un diagramme dfespaces DFN 

zJ(K';H°(K';P)) 

" H " 

C ç ~ \ K ; H ° ( K ; F ) ^ > Z ^ ( K ; H ° ( K ; F ) ) , où Im o( + Ira ^ - Z ^ ( K ; H ° ( K ; F ) ) . 

L'application C j ( ^ f |H°(K/;P) ) > Cç(jK;H°(ï^;F)) est nucléaire, donc compacte, et 

P est compacte • On en déduit <Tue <X est d'image fermée et de conoyau de dimen

sion finie • 

Pour terminer, prouvons 2 . 1 . 7 * (iii) ( 2 . 1 # 8 . (iii) s'établirait de manière analo

gue) • 

D'après 2.1ml* (i) Qt l'assertion concernant la séparation dans 0 . 1 l e s espaces 

H^(X;F) sont séparés pour p + 1 ^ k . Comme Ext^(X;F FK^) est séparé pour k < - p 

(et à fortiori pour k^- p - 1 ) , les espaces H^(X;F) et Ext~ k(X;F,K^) sont en 

—k 

dualité pour p + 1 < k ; les espaces Ext (X;F,K*) étant de dimension finie pour 

p + 1 ̂  k , il en résulte que les espaces H^(X;F) sont de dimension finie dans les mê

mes conditions • 

La démonstration des théorèmes 2 . 1 » 7 « et 2 . 1 . 8 . est ainsi terminée • Compte tenu 

de la proposition 1 . 4 » 6 . (i) (et du fait que la stable p-convexité entraîne la stricte 

p-convexité), on en déduit les théorèmes 1 et 8 annoncés dans l'introduction • En 

se reportant à QpJ * o n constatera que l'on peut même en déduire une version renforcée 

de ces théorèmes, qui permet de retrouver et généraliser un résultat de R. Narasimhan 

(cf. J20] Theorem 1 ) . 
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- 3° . THEOREMUS D'EFUISEffiNT, DE SEPARATION ET DE FINITUDE POUR LES ESPACES 

STABLES NT ( p, q )-CONVEXES-CONCAVES ET LES ESPACES FORTEMENT ( p f q )-COî;VEXES-CON-

CAVES -

Dans I et II on établit un théorème d'épuisement pour les espaces stablement 

p-convexes et un théorème d'épuisement pour les espaces stablement q-concaves • On 

en déduit facilement, dans III, un théorème d'épuisement pour les espaces stablement 

(p T q)-convexes-concaves, puis, dans le cadre des hypothèses (H 1) (page 000), des 

théorèmes de séparation et de finitude pour ces espaces . La proposition 

permet de passer à des résultats analogues pour les espeices fortement (p,q)~convexes» 

-concaves, qui sont énoncés dans IV (cf. théorèmes 2 et 9 ^ e l'introduction) . 

I. ESPACES STABLEîtENT p-CONVEXES • 

A# Ouverts stablement p-convexes • 

On se place dans le cadre des hypothèses (H) (cf. page 000) • 

Si Y est un espace topologique^(resp. analytique), on a défini plus ha t la no

tion d'ouvert F-stablement ou F -stablement p-convexe (resp. stablement p-conve-

xe) dans Y . 

Soient Y un espace topologique, X un ouvert de ï, *f : voisinage ouvert de 

D X > R une fonction continue telle crue X soit défini dans ce voisinage par 

< 0 . On pose, pourexéR, X^ « { f + # < 0 ? ^ et on supoose que f n'atteint pas 

de minimun^sur ^ 0 < x f ^ • 

relatif 

Voici les principaux résultats (F est un O^-module et p un entier^ 0 ) : 

Proposition 3 • 1 • 1 • 

Si ( X , Y ) e^t F-stablement p-convexe, et 1)X compact, on a 

(i) Pour tout fermé K £ $(X) et tout entier k <T -p , il existe un réel stricte-

ment négatif £ , tel que si x € Ext^(X;FfK^) a une image nulle dans Ext|(X^ ;F fK^). 

* £ "* 
il ait déjà une image nulle dans Ext^(X;F,K^) » 

(ii) Pour tout entier k^- p - 1 , il existe un réel strictement négatif £ , tel 
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que l'application naturelle 
k k Ext^XjPJC^) ^ Ext«(Xe ;PfKj.) soit surjecxive • 

" t ' ~ 
( <f>(X) « fermés de Y contenus dans X, $ (X-) » fermés de Y contenus dans X. •) 

Fro osition 3 » 1 « 2 . ~* * 

Si (X,^) est P -stablement p-convexe, et ЭX compact f on a 
(i) Pour tout fermé K € <|(X) et tout entier k^- p + prof^ x F , il existe 

un réel strictement négatif t > tel que, si x £ H^(X;F) a une image nulle dans 

; F ) , il ait deja une image nulle dans H^(X;P) • 
% r z E, -

(ii) Pour tout entier k <: - p - 1 + prof^ P, il existe un réel strictement négatif 

£ , tel que l'application naturelle 

H|(X;F) > H^(X £;F) soit surjective . 

Les démonstrations des deux propositions étant voisins * nous nous contenterons 

d'établir la première • 

Soient fu*!?. ^ U M «t f u m ? . , _ des recouvrements ouvert finis de "3X , 
~ L i J i € I r 1 i)ié I 

avec relativement compact, et toute paire d'ouverts ( U ^ U ? 4 ^ ) satisfaisant 

aux conditions des ouverts U et U F intervenant dans la définition de la stable 

i+1 i 

p-convexité : Ut^ C U £ e^ l e s applications naturelles 

Exl| (Uj AX^;P fK^) > Ext| ( u J ^ V X^jF,^) ont une image nulle 

pour k < - p - 1 et^|<t (t > 0) • 

Dans ces conditions u U. est un voisinage ouvert de ^X, et on peut 

i€I 1 

trouver un réel 0 < t ^ < t tel que "dX^ soit compacte et contenue dans ce voisi

nage ouvert, pour tout tel que - t,. < << < 0 • 

(i) Le fermé K étant donné, on peut supposer que les recouvrements ci-dessus 

sont choisis de telle sorte que K C U. • Si m est assez grand, la 

i€ I 1 

démonstration du théorème 2 . 1 . 1 . montre que f ei K 1 e t 
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K'^X - KJ U m

 f tout élément x«. Ext£(X;Ff£L ) qui donne 0 dans Ext^ (X ;F,Ky) 

ié I 1 ~ ~ ^ ~ * 

donne déjà 0 dans Ext£ f (X;PfK* ), donc a fortiori dans Fxt^(X;PfK^) (pour 

k < - p) : on refait la démonstration de 2.1 .1. pour l'ouvert X £ (avec ~t 1 <r £ < 0); 

on utilise la remarque page 000 . 

(ii) Pour des recouvrements comme ci-dessus, avec m assez grand, la démonstration 

du théorème 2.1.1. appliquée à l'ouvert X £ (- t < ) < 8 < 0) montre que, pour 

•M 
k <~ p - 1, si X 1 est un voisinage ouvert de x - U U. , l'application 

ié I 1 

naturelle Extjjî. (Xf ;F,K^) ^ Ext^(X^ ;F f|^) est surjective : on peut prendre 

X' « X . 

B. Espaces stablement p-convexes • 

Notation : si *f : X R est une application, on pose, pour ceR, X =^xeX/f(x)< c? , 

et X° = }xéX / c<t(x)] . 

Définition . (Hypothèses (H').) 

On dira que l'espace analytique X est stablement p-convexe, s'il existe une fonction 

continue Y - X ^ R , et un réel C q , tels que 

(i) L'ouvert X q soit feiativernent compact ans X pour tout réel c . 

(ii) (X ,Y - c) soit stablement p-convexe dans X pour tout c < c 

C m —• • - — • O 

(iii) La restriction de Y à X°o n'ait pas de minimum local, ou n'ait que des minimum 

locaux isolés . 

(iv) Si a est un minimum isolé de Y , avec c o < Y ( a ) , il existe un voisinage ouvert V 

de a et un réel t> 0 (U £ - VAff-Y(a)<£] ) tels que Ext*(U£ ;F,K^) = 0 pour k<~p - 1 et 

E^(UC ;P) - 0 pour k<~p-1 - prof P, pour tout Ov-module cohérent P et tout 0<£<t 
c c £ a -A • 

Définition . (Hypothèses (H).) 

On dira que l'espace topologique X est F-stablement (resp. Fc-stablement) p-convexe, 

s'il existe une fonction continue Y : X & Il et un réel c , tels que 
-* o 

(i) et (iii) comme ci-dessus . 

(ii) (X ,f - c) soit P-stablement (resp. F -otab: ment) p-convexe dans X pour c«fc. 
c M ^ ~ c * 1 o 

(iv) Si a etrt un minimum i^qlé de Y » ^ v e c C

Q < ^ '*•) » il existe un voisinage ouvert V 

•ie a « c u h reel t> 0 (U^= V A 1 F - (ai , i] ) tel, r.• .e ^ ( U g ;|,KJ) c 0 pour k«-p - 1 

(t*$f. Uk

c(U£JF)-0J P R ~k4-f~±-fr6ÇiF) e t o*t<t. 



II - 53 -

Il est clair que si l'espace analytique X est stablenent p-convexe, il est 

F-stablement et F^-stablement p-convexe • On verra que si X est fortement p-con

vexe, il est stablement p-convexe • 

On obtient les théorèmes d'épuisement pour les espaces F-stablement ou F-sta

blement p—convexes (qui s'appliquent tous deux aux espaces stablement p-convexes) : 

Théorème 3 * 1 # 3 # 

Soit X un espace topologique F-stablement p-convexe, 

On a 

(i) Pour c > C q et k <: - p , l'application naturelle 

Ext k(X ;F,C) > Ext k(X;F,K Y) est injective , et le 

C C \ Ẑ A. C -~ ̂  A 

système inductif K compact de X | Ext^(X;F,K^) est essentiellement injec-

tif • 

(ii) Pour c > C q et k < - p - 1 , l'application 

Ext k(X c;F,K^) > Extk(X;F,K^) est bijective • 

Théorème 3 . 1 . 4 * 

Soit X un espace topologique F -stablement p-convexe . 
'• c *• •• 

On a 

(i) Pour c > c et k ^ - p + prof Y F , l'application naturelle 
O A 

H^X ;P) * H^XjF) est injective, et le système inductif 

C C " * C *̂  s,....—«-••'••'-' 

K compact de X j > H^(X;F) est essentiellement injectif . 

(ii) Pour c > c et k ^ - p - 1 - f prof Y F , l'application naturelle 
O A .-

H k(X c;P) > H^X;* 1) est bijective . 
c * c ̂  
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Les théorèmes 3 . 1 »3• et }>.'\.4* résultent respectivement des deux lemmes sui

vants 

Lemme 3 » 1 » 5 » 

(i) Dans les conditions de 3 • 1 • 3 • i pour c > c , k̂ T - p , et K compact de X 
o c 

k • 
fixés, lfensemble des réels £ > 0 , tels que si x £ Ext^(X;F,Kx) aune image nulle 

k k 
dans Ext (X;F,KA) , il ait déjà une image nulle dans Ext (X . ;F,K y) , est la demi-

C — — Ai C C^f^ ^ £A 

droite [[c, +o°tl toute entière • 

(ii) Dans les conditions de 3 * 1 «3• > pour c> C q , k < - p - 1 fixés , l'ensem

ble des € > 0 tels que l'application naturelle 

k k * 
Ext c(X c;F,K x) > Ext c(X^ '^'^x^ surjective , est la demi-

-droite Qc, + <x>[. • 

Lemme 3 • 1 • 6 • 

Dans les conditions de 3 * 1 • 4 - f 

(i) pour c > c , k < - p -f prof Y F , et K compact de X fixés, l'ensemble des 

O A ~* C 

réels f> 0 , tels que si x£H^(X;F) a une image nulle dans H^(X;F), il ait 

deja une image nulle dans . ;F) , est la demi-droite f c , -f cx>£ # 

(ii) pour c > c , k X ' - p - 1 -f prof Y F fixés , l'ensemble des t>0 tels que 
O A 

l'application naturelle 

Il (X :F) — I l (X :F) soit surjective, est la demi-droite 

£ c , • 

Ces deux lemmes s'établissant de manière analogue, nous nous contenterons de prou

ver le premier • Nous reprenons pour cela l'argument de ÇjQ(page 243)> mais nous 

sommes dans une situation plus simple car nous travaillons avec des supports compacts, 

au lieu de supports quelconques . 

(i) L'ensemble considéré n'est j>as vide (il contient c), il est fermé (c'est évident 

puisque l'on travaille avec des supports compac s) et ouvert d'après 3 * 1 ( i ) 

(et la condition (iii) de la définition) dans l'espace connexe £c, • 
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(ii) Argument analogue en constatant que l'ensemble considéré est ouvert d'après 3 » 1 « 

1. (ii) et la condition (iv) de la définition» 
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II. ESPACES STABLEMENT q-CONCAVES . 

A. Ouverts stablement q-concaves • 

La méthode employée pour le cas stablement q-concave est différente de celle uti

lisée pour le cas stablement p-convexe • Cette dernière reposait sur une modifica

tion de la technique employée dans le cas strictement convexe, procédé imitilisable 

dans le cas concave (cf. les remarques page 000) • Nous avons donc été obligés 

d'employer une technique voisine de celle de p 3 , utilisant la méthode de la "bosse 

glissante11 de et [*2 J (on devrait dire ici du "creux glissant" •••) basée sur le 

fait qu'on dispose d'hypothèses globales sur les frontières des ouverts considérés 

(nous aurions pu employer cette méthode dans le cas stablement p-convexe mais pas 

dans le cas strictement p-convexe où l'on ne dispose que d'hypothèses locales à la 

frontière) . 

Pour les raisons que nous venons d'exposer, nous sommes obligés de modifier un peu 

nos hypothèses de travail : au lieu des hypothèses (H) (pa^e 000), nous utiliserons 

les hypothèses 

(H") Y, Qy, K y , . . . sont astreints à vérifier les hypothèses (H) et, de plus, Y 

est l'espace topologique sous-jacent à un espace analytique complexe ((Y.Oy) n'est 

pas nécessairement cet espace analytique !) ; il en résulte que l'on a sur Y la 

notion de fonction C°° , et, si U est un ouvert assez petit de Y, / a la notion 

dessemi-norme/ydéfinie par plongement lisse sur E(U) (cf. page 000; avec les nota-

2 
tions correspondantes, on dira que c'est une semi-norme C si k « 2) • 

Soient Y un espace topologique, X un ouvert de Y, ^ : voisinage ouvert de 

"̂ X > R une fonction continue telle que X soit défini dans ce voisinage par 

0< N f . On pose, pour Udz classe C** sur ce voisinage, X* = [o< Y i ^ O X , et on 

suppose que Y n'atteint pas de maximum relatif . 

On désigne par F un Oy-module et par q un entier ^ 0 . On a les résultats 

suivants : 
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Proposition 3 . 2*1• 

Si (X,Y) est P-stablement q-conoave dans Y, et 3X compact, on a 

(i) Pour tout fermé K £ <£> (X) et tout entier q + 3 - prof P £ k , il existe 

k 
un réel strictement positif l , tel que si x e Extv(X;P,KA) a une image nulle 

— K ^A 

k ç k 
dans Ext^ (X^;P,K^) il ait déjà une image nulle dans ExC(X;F fK£) 

(ii) Pour tout entier q + 2 - prof Y P^ k/»l existe un réel strictement positif £ t 

tel que l'application naturelle 

Extk(X;F,K^) ^ Ext^(X^;P,K^) soit surjective 

( %(X) m fermés de Y contenus dans X , $^(X-) » fermés de Y contenus dans X- .) 

Proposition 3»2#2# 

Si (X.Y ) est P -stablement q-concave dans Y, et ">X compact, on a 

(i) Pour tout fermé K é~<§ (X) et tout entier q + 3 $ k , il existe un réel stric~ 

tement positif £ i t e l Wet s i x 6 H^(X;P) aune image nulle dans H^(X-;P) , il 

ait déjà une image nulle dans 

(ii) Pour tout entier q + 2 $ k , il existe un réel strictement positif £ , tel que 

l'application naturelle 

H * ( X ; F ) » H £ (X~;F) soit surjective . 

La démonstration de ces deux propositions repose sur le lemme suivant, dont nous 

laissons la démonstration au lecteur (cf. [i ] et [ 2 ^ ) : 

Lemme 3 « 2 . 3 « /Vt toute suiteflHl^i de "semi-normes*de type C 2 ^ 
—-^définies par plongement de chaque U. I 

^ t > 0 réel, tout recouvrement ouvert fini g = K L I - L ^ T T ^ / T n e x i e t e l ^ S ï t é ^ 

, d e fonctions 0°° sur \ J U , telle que, posant = X * \ X Q = X , 

l'on ait 

(i) ° ^ ^ i ^ ^ ' i + 1 » ^ X i C X i + 1 (i » 0 , . . . , m-1) . 

(ii) Supp ( V ^ i - I ^ i » d o H t X i " X i - 1 C C U i ( 1 = 1 » - " ' m ) 
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(iiï)o( est strictement positive au voisinage de "3 X , donc X c X 

(iv) H*.)) l<% (i f j --1f....m) • 

Les démonstrations de 3.2.1• et 3*2.2, étant voisines nous nous contenterons 

d'établir 3.2.2., qui résulte du 

Lemme 3*2.4» 

Dans la situation de la proposition 3*2.2. 

(i) Pour tout fermé K<£$(X) , il existe deux recou

vrements ouverts U N= 1U J . -, , U f ES f U !? . ^ T ( I - 1 ? • •••m) de 7>X, 

et une suite de fonctions \o<\ . A , tels que l'on ait 

1 ; \ > 1=1 ,. • • f m
 1 

(a) La suite >̂ satisfait, pour le recouvrement U#> aux conditions du 

lemme 3.2.3* 

(b) Pour i « 1, m.„ ,m , on a U| C U^ , et les applications naturelles 

^ . ( U . O X . j P ) •> H | (UJrtX^F) ont une ima-e nulle pour q + 2 £ k • 

(o) K C X - L ^ J U. • 
i =r1,...,m 

(ii) Dans la situation de (i), si q + 3 ̂  k, tout élément x^ H^(X;F) 

qui a une image nulle dans; a ^éja une image nulle dans H^(X;P) . 

(iii) Dans la situation de (i), l'application naturelle 

Hç (XjP) * ïï|m(Xm;P) est surjective . 

La partie (i) est facile en utilisant 3.2.3 et les définitions (nous laissons 

détails au lecteur) • Les assertions (ii) et (iii) s'établissent par récurrence descen

dante sur i ; on démontre 

(ii)^ Dans la situation de (i), si q + 3^k, tout élément x£H^(X;F) 

qui a une image nulle dans H ^ ^ X ^ F ) a déjà une image nulle dans 1 (X ;P) * 
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(iii) Dans la situation de (i), si q 4- 2 ^ k , l'application naturelle 

^ i - l ^ X i - 1 ^ i(
x

i5?
1) e s t surjective . 

Considérons le diagramme cornmutatif, dont les lignes sont exactes 

-•< » H ^ . C X.-KjF) * H £ (X.;F) * H ^ . C X.iF) * .(X.-K;P) > ... 

I j, " I i 

- > I ^ . f U . O X . j P ) - * H ^ n ( x ^ , } ( X . j F ) - » ^ . ( X ^ F ) - • H k , 1 ( l ! 1 l \ I 1 î F ) . . . 

(ii)^ Si q + 3 $ k (q + 2 < k - 1 ) , ce diagramme montre que si x € H^(X^;P) 

a une image nulle dans H$ . (X.;P), il aune image nulle dans / Y T T Ix(X.;F) • 
± 1 1 $i^ i i 1 ; 

Mais, par construction, l'application naturelle 

H £ ( X ; P ) = H£(X.;F) — - > 4 i - 1 ( X i - 1 î F ) 8 6 f a c t o r i s e 

k k 
H- / x ^,x(X^;P) : l'image de x dans (XjL_i î

F) e s - t ^ o n c nulle • 

(On a K c f . C X . J n ( X r U p C ^ ^ ( X . ^ ) .) 

(iii)^ Si q + 2 < k , le dagramme montre que l'application naturelle 

H I ^ I ( X i ; P ) *»> H 1^ X i;P) a une image nulle , donc 

1'application est surjective et il en est a 
f^A VA^-U^; 1 1 1 1 -

fortiori de même de l'application 

^ i V X i - i ; P ) — * H V ( X ; F ) . 

Remarque : 

On constatera plus loin que les assertions (ii) de 3 # 2 . 1 . et 3 . 2 . 2 . suffisent 

pour établir les théorèmes de finitude dans le cas q-concave (ou (p,q)-convexe 

concave, comote tenu des résultats sur le cas p-convexe) • Nous avons donné quand 

même les assertions (i) car elles fournissent des résultats dfinjectivité indispen

sables pour établir les théorèmes de cohérence des images directes dans le cas rela 

tif . 
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B. Espaces stablement q-concaves • 

Définition • (Hypothèses (H 1).) 

On dira que l'espace analytique X est stablement q-coricave, s'il existe une 

fonction continue Y : X > R et un reel d Q , tels que 

(i) L'ouvert Xe* soit relativement compact dans X pour tout réel d • 

(ii) (Xe*«"f - d) soit stablement q-concave dans X pour tout d < d Q • 

(iii) La restriction de Y à X, n'ait pas de maximum local • 

o 

Définition .(Hypothèses (H").) 

On dira que l'espace topologicue X est P-stablement (reso. P -stablement) 

q-concave, s'il existe une fonction continue Y : X R et un reel d Q , tels que 

(i) et (iii) comme ci-dessus • 

(ii) (Xe*, Y - d) soit F-stabiement (resp. F^-stablement) q-concave aans X pour 

tout d < d • 
o 

Il est clair eue si l'espace analytique X est stablement q-concave, il est 

F-stablement et F^-stablement q-concave . On verra que si X est fortement q-con

cave, il est stablement q-concave . 

On obtient les théorèmes d'éouisement pour les espaces F-stablement ou F -stable-

ment q-concaves (qui s'appliquent tous deux aux espaces stablement q-concaves) : 

Théorème 3 * 2.5. 

Soit X un espace topologique F-stablement q-concave . On a 

(i) Pour d < d et q + 3 - prof v F < k, l'application naturelle 

o A _ 

Ext^(Xd;F,K£) > Ext^(XjF fg) est bijective . 

(ii) Pour d < d et q + 2 - prof Y F $ k, l'application naturelle 
O A • 

Ext*(X d ;F,Kj) > Ext*(X;F,Ej) est surjective . 
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Théorème 3 . 2.6. 

Soit X un espace topologiquje F^-stablement q-concave • On a 

(i) Pour d d Q et q + 3 ^ k, l'application naturelle 

H k(X d;P) * H^XjF) est bijective . 
c » o 

(ii) Pour d < d Q et q + 2 ^ k , l'application naturelle 

H k(X d;F) > H^XjF) est surjective # 

Ces théorèmes se démontrent en procédant comme dans le cas p-convexe, à partir 

des propositions 3 • 2 * 1 • et 3 . 2 . 2 « (on établit d'abord les lemmes analogues à 

3 . 1 . 5 - et 3 . 1 . 6 . ) . 
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III. ESPACES STABLEMENT (;v:0-^iP/ii*^b-COI;CAVEr; . 

Ca L p a» aCC J.'a ̂ -Co-i.o C O "fc \* G par t ic vtulliii 1'j Cuvx-îC u.0.̂  ll̂ 'pO wliuSOLi (ii" ) • 

A. Ouverts stablement q-concaves • 

Soient Y un espace topologique et X un ouvert de Y . On suppose que 

1 2 

est réunion disjointe de deux fermés ~à X et ^ X .Soit "f : V une fonc

tion continue ; V étant un voisinage ouvert de X de la forme V = u > °ù 

est un voisinage ouvert de "^X (i = 1 , 2 ) , avec et disjoints • = v$v.*^ 

Notation : si (i ̂  et ^ sont des nombres réels, on pose 

Définition • 

On dira dans ces conditions que ( X , Y ) eG"t stablement (p,q)-convexe-concave 
(resp. F-stablement, resp, F -stablement (p,q)-convexe-concave) dans Y, si (X,^ ) 

* *̂ c «. • 
est stablement p-convexe (resp. F-stablement, resp. F -stablement p-convexe) en 

c 
tout point de ^ X et stablement q-concave (resp F-stablornent, resp, F -stable-

* o 
ment q-concave) en tout point de ^ X • 

Des propositions 3 * 1 «1» e"t 3 « 2 . 1 . f on déduit immédiatement la 

Proposition 3 « 3 » 1 • 

Si (X,^ ) est F-stablement (p,q)-convexe-concave, et "&X compact, on a 

(i) Pour tout fermé K <£$ (X) et tout entier q + 3 - P r o ^ F ̂  k <T - p , il 

k 
existe un réel s t r ic t eme n t jpo s it if £ , tel que si x £ ExtK(X;F,K^) a une image nul-

k f k 
le dans Ext^(Xj£ ;F,KÇ.), il ait déjà une image nulle dans Ext^ (X;F,K£) . 

(ii) Pour tout entier q + 2 - p r o ^ F <k £ - P - 1 f il existe un réel strictement 

positif £ , tel que l'application naturelle 

Ext| (X;P fKj) — > Ext^e (X!c ;F,K^) soit surjective . 

Des propositions 3 * 1 * 2 . et 3 # 2 . 2 . , on déduit la 
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Proposition 3#3*2. 

5i (X,^ ) est F -stablement (p,q)-convexe-concave, et 3X compact, on a 

(i) Pour tout fermé K é<f (X) et tout entier q + 3 $ k £ - p + prof^ x F , il 

existe un reel strictement positif £ , tel que si x 6 H^(X;F) a une image nulle 

dans H^ j (X^ ; F ) , il ait déjà une image nulle dans ff| (X;F) • 

(ii) Pour tout entier q + 2 ^ k < ^ - p - 1 + prof Y F , il existe un reel strictement 

positif i , tel que l'application naturelle 

H | (X;F) > S 0 I T ^ A Q J ^ Z e • 

B# Espaces stablement (p,q)-convexes-concaves • 

Notation : si Y : X > R est une application, on note,pour c,d £ R avec 

d < c , X d = {xé X / d < Y ( x ) < o] • 
c ~~ 

Définition • (Hypothèses (il' ).) 

On dira que l'espace analytique X est stablement (p,q)-convexe-concave, s'il 

existe une fonction continue f : X > Il , et deux réels ^ 0 <"
 c

0 t tels que 

(i) L'ouvert Xe* soit relativement compact dans X pour tous réels d < c • 

(ii) (Xe*,Y - c , Y - d) soit stablement (p,q)-convexe-concave dans X pour tous 

d < d < c < c . 

o o 

(iii) La restriction de Y à X°° n'ait pas de minimum local (ou n'ait que des 

minimums locaux isolés) et celle de *f à X^ n'ait pas de maximum local . 

(iv) Si a est un minimum local isolé de Y t aves Y (a ) > C q , il existe un voi

sinage ouvert V de a et un réel t> 0 ( U £ = Vrfit-ftà<i§tels que Ext^(U;F,K^) « 0 

pour k < - p - 1 et E£(U;F) = 0 pour k ^ - p - 1 + prof^ F , pour tout 0 v-mo-
e y* ~ a A 

dule cohérent F et tout réel 0<f£< t . 
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Définition • (Hypothèses (HIT).) 

On dira crue l'espace topologique X est P-stablement (resp. F -stablement) 

(ptQJ-convexe-concave, s'il existe une fonction continue : X > R et deux 

réels d <rc , tels que 
o o 1 

(i) et (iii) comme dans la définition précédente • 

d 

(ii) (X j Y - C ç Y - ^ ) soit P-stablement (resp. P-stablement) (p,q)-convexe-con~ 

cave dans X pour tous d <T d < c < c • 

ŵ.--*— A 0 0 

(iv) Si a est un minimum local isolé de *f i avec Y (a ) > C q , il existe un voil

age ouvert V de a et un réel t > 0 (Ufc* V(lff- f la)<€ ? ) tels que Ext^(U;F,K^) = 0 pour 

k < - p - 1 (resp. H^(l^;F) = 0 pour k < - p - 1 + prof a P) et 0 < | < t . 

Lin procédant comme dans le cas p-convexe, on déduit des propositions 3*3• 1 * et 

3«3»2. les théorèmes d'épuisement pour les espaces P-stablement ou F-stablement 

(p,q)—convexes concaves (qui s'appliquent tous uoux au cas d'un Ov-module cohérent 

Z. A -

F sur un. espace stablement (p?q)~convexe-concuve) % 

Théorème 3.3»3» 

Soit X un espace topologique F-stablement (p,q)-convexe-concave • On a 

(i) Pour d < d < c < c et q + 3 - prof Y F ̂  k < - p , l'application naturelle 
O 0 A 

Ext^(X^;F,K^) - — > Ext^(X;F,g) est injective 

(ii) Pour d < d < c < * c et q + 2 - prof Y F <: k <: - p - 1, l'application naturelle 
0 0 A 

Ext k(X d;F,lC) s- Extk(X;F,KA) est surjective . 
C O ̂  XA ^ ^ *A 

Théorème 3»3«4# 

Soit X un espace topologique F -stablement (p,q)-convexe-concave . On a 
• c * • -. •.~.. ..... 

(i) Pour d < d < c < c et q + 3 ^ k < - p + prof F, l'application naturelle 

0 0 A „_* 

H ^ X ^ F ) -— > ^(XjF) est injective . 

(ii) Pour d < d < c < c et q + 2 < k < - p - 1 + prof F v l'application 

0 0 A ^ 
H k(X d;F) - — S - H^XjF) est sur jective . 



II - 65 -

Par une méthode analogue à celle utilisée pour déduire les théorèmes 2.1.7* et 

2.1 .8. des théorèmes 2.1.1. et 2.1.2. , on déduit des théorèmes d^épu^ement 

3•3•3« et 3•3»4» les théorèmes AL séparation et de finitude 

Théorème 3«3»5« 

Soient X un espace analytique, F un Démodule cohérent, et p,q€ N . S i 

X est F-stablement (p,q)-convexe-concave (en particulier si X est stablement 

(p,q)-convexe-concave), on a 

k . 

(i) Les espaces Extc(X;F,K^) sont séparés pour q + 2 - prof x F ^ k - p 

et de dimension finie pour q + 2 - prof^ F < k <1 - p - 1 . 

(ii) Les espaces iï^XjF) sont séparés pour p + 1 < . k ^ - q - 1 + prof x F 

et de dimension finie pour p + 1 < k <- q - 2 + prof^ F • 

Théorème 3.3.6. 

Soient X un espace analytique, F un O^-module cohérent, et p,q € N • Si 

X est F -stanlement (p,q)-convexe-concave (en particulier si X est stafcbment 
c 

(p,q)-convexe-concave), on a 

(i) Les espaces H^(X;F) sont sépares pour q + 2 < k , < - p + prof x F et de 

dimension finie pour q + 2 g k ^ - p - 1 -f P^ofx F . 

k . 

(ii) Les espaces Ext (X;F,KX) sont séparés pour p + 1 - prof x F ^ k ^ - q - 1 

et de dimension finie pour p + 1 - profj, F < r k ^ - q - 2 • 
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IV. ESPACES P O R T A N T (p>q)-COîIVbL
v

kbS--CONCAVES • 

Après avoir rappelé la définition des espaces fortement (p,q)-convexes-conaaves, 

nous constaterons qu'ils sont stablement (p,q)-convexes-concaves . Les résultats 

établis dans la partie III fournissent donc un théorème dfépuisement et des théo

rèmes de séparation et de finitude pour les espaces fortement (p,q)-соnvexes-сс>пса-

ves . E n passant nous signalerons comment une méthode de 0 - 3 conduirait , compte 

tenu d'un théorème de dualité, à un théorème d'épuisement un peu plus précis . 

Définition . 

On dit que l'espace analytique X est fortement (p„q)-convexe-concave, s'il 

existe une fonction continue *f : X > R , et deux réels d < c , tels que 

d 
(i) L'ouvert X soit relativement compact dans X, pour tous r^els d < с • С ' 1 1 rL " " "~ 1 1 '• 
(ii) La fonction Y soit fortement Р~сойХй£? s u r х ° 0 e ^ ?4 IJ i^ r n e n^ q ~ c < ^ L e x e 

sur X, d о 
(iii) La restriction de à X°o n'ait pas de minimum local ou n'ait que 

tM 

des minimums locaux isolés • 

Lemme 3 • 4 * 1 • 

Un espace analytique Jjortejnent (p,q)-convexe-concave est stablement (p,q)-con-

vexe-concave (donc P-stablcment et P -stablement (p.q)-convexe-concave pour tout ̂  

0 -module cohérent P) • 

La seule vérification à faire est (iv) : on applique les théorèmes de dualité aux 

théorèmes 1 • 3•1• e t 1•3 * 6• • 

Les théorèmes 3»3»3» et 3 *3 *4» fournissent, compte tenu des théorèmes de duali

té, le théorème d'épuisement : 

(+) On peut se ramener au cas où la condition (iii) sur les maximums est satisfaite : 

si q <T ̂ im X , Y ne peut pas atteindre de maximum local en x, et si q est 

trop grand, la q-convexité est une propriété vide . 
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Théorème 3.4 #2. 

Soient X un espace analytique fortement (p,q)~convexe~concave? Y une fonction 

dfépuisement pour X de constantes exceptionnelles d < c . Pour tout 0 v-mo-
o o -X 

dule cohérent P, on a, pour d<f d <c < c : 
x. 0 0 

(i) L'application naturelle Ext k(X d;F,K* ) — ~ > Extk(X;P,K*) injeetive 

pour q + 3 - prof^ F <r k <T - p et surjective pour q + 2 - prof x F <T k <;' - p - 1 „ 

(ii) L'application de restriction H^XjF) H^X*;?) est d' image dens e p o ur 

k 0 P s bi jective pour p + 1 < k < f - q - 3 + prof^ P et in¿g.ctive pour 

k c - q • 2 + p r o f X - * 

(iii) L'application naturelle H k(X d;F) > H k(X;F) est injeetive pour 
C C £ O * ""—*—•<•+•-*•< • ̂ .̂«.i,... 

q + 3 < C k < - p 4- Profj¡- P et surjective pour q + 2 < k ^ - p - 1 + pro;"v F * 

Y / k d 
(iv) L 1 aoolication de restriction Ext "(X;F,K* ) ^ Ext (X.u;F,iC) est; d'image 

dense pour k = p - prof^ F, bijectiye pour p + \ - prof^ F <r k< - q - 3 et 

injeetive pour k = - q - 2 . 

Remarque . Une méthode de permet de voir que 1 1 injectivité de l'application du 

(ii) en degré k = - q - 2 + prof^ F entraîne sa bijectivité (compte tenu de la 

surjectivité en degré k = - q - 3 + prof^ ? : c f • Ctl pag 6 2 4 8 ) , on en déduit par 

dualité la bijectivité de l'application du (i) en degré q -f 2 - prof^ F • 

On vérifie de même que l'application du (iv) est bisective en degré - q - 2 , 

et on en déduit par dualité que l'application du (iii) est bi.jective en degré 

q -f 2 • 

Les théorèmes 3 . 3 . 5 . et 3 . 3 . 6 . fournissent le théorème de separation et fini

tude 
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Théorème 3.4.3• 

Soit X un espace analytique fortement (Ptq)-convexe-conçave • Pour tout 0^-mo-

dule cohérent F, on a 

(i) Les espaces If^(X;F) sont séparés pour p + 1 < k < : - q - 1 + prof Y F et de 

dimension f inie^ pour p + 1 < k ^ - q - 2 + P r o * x - # 

(ii) Les espaces H^(X;F) sont séparés pour q + 2 < k < - p + prof x F et de 

dimension finie pour q + 2 ^ k ^ - p - 1 + P r o * x ^ * 

(iii) Les espaces H .^(XjF ) = Ext (X;F,K^) sont séparés pour p+1 -prof^ F ^ k < - q - 1 

et de dimension finie pour p + 1 - prof x F ̂ k ^ - q - 2 • 

(iv) Les espaces H° k(X;F^) = Ext^(X;F,Kx) sont séparés pour q+2 - p r o f x F ^ k $ - p 

et de dimension finie pour q + 2 - prof Y F < T k < ^ - p - 1 # 

k" A ̂  **** 

Ce théorème contient les théorèmes 2 et 9 de l'introduction • 
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4° • THEOREMES D •EPUISEMENT POPR LES APPLICATIONS PORTEMENT (p >q)-C'OjTVHffiS-CONCA--

VES • THEOIÎEIE ET CONJECTURE EE CÛfiEftENCE POUR LES APPLICATIONS PORTEMENT q-CONCAVES • 

I. THEOREMES D 1 EPUISEMENT . 

Définition • 

On dit qu'un morphisrne f : X > Y d'espaces analytiques est fortement (p,q)-

-co nvexe-cone ave, s'il existe une fonction continue Y : X R et deux réels 

d < c , tels que 

O 0 7 

(i) X Q soit relativement propre au-dessus àe Y , pour tous réels d<rc • 

(ii) La fonction Y soit fortement p-convexe sur X°o et fortement q-convexe 
•te-

sur X, . 
d 
o 

(iii) La restriction de Y à X o n'ait pas de minimum local ou n'ait que des 

minimum locaux isolés « 

Nous allons prouver le théorème d'épuisement 

Théorème 4 . 1 . 1 . 

Soient f : X y Y un morphisrne fortement (pfg)-çonvexe-concave d'espaces ana

lytiques, Y :X > R une fonction d'épuisement correspondante de constantes:; exceptio-

nelles d < c • Alors, pour tout Ov-module cohérent P, si d < d < c < c, on a : 
o o -X — o o 

(i) Le morphisrne de Ov-rcodules 

R kf*. R Horn (X;FfK£) > R kf, R Horn (X;P,g) est surjectif 

pour q + 2 - P rof x F ̂  k < - p - dim Y - 1 et injoctif pour 

q -f 3 - P r o f

x F < k ̂  - p - dim Y . 

(ii) Le morphisrne àe Ov-modules 

k d k 
R f j F v R f j F est surjectif pour 

q + 2 ^ k ^ - p - dim Y - 1 -f prof x F et injectif pour 

q + 3 < k < - p - dim Y + prof x F . 

d 

(On a noté f" la restriction de f à X .) 

v c c 
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La -Auc:"..tion étant locale, on peut supposer que Y est un polydisque ouvert de 

centre 0 dans C n • On pose alors Z » f \o) et on note la restriction 

de £ à Z ; on désigne par 0^ le faisceau sur Z dont (a fibre en x £ Z est 

(0 Y) (0 Y étant le faisceau structural de X) : ce n'est pas le faisceau structu-

~ A X A 

ral de l'espace analytique 2, ; plus généralement, si P est un 0^-rnodule. on dési

gne par le faisceau de O^-nodules dont la fibre en x £ Z est F , et si 

est le complexe dualisant de X, on voit ce que l'on désigne par JC^ : c'est un 

complexe de O^-modules que l'on ne confondra pas avec le complexe dualisant de l'es

pace analytique Z . Enfin, si F provient d'un 0v-module cohérent F , on pose 

~ ù » A *g 
prof F- = prof F (pour x£ Z) . Pour Z t 0„ , K* , prof T„ on est dans les condi-

X ù X : ù *: û X * ù 
tions des hypothèses (iïf!) (cf. page 000) . 

Le théorème 4.1.1. résulte du théorème 3»3»3* et du théorème 3«3»4«f une fois 

que l'on a vérifié que pour tout 0Y-module F, l'espace topologique Z est 

F^-stablement(p+n,q)-convexe-concave et F^-stablement (p+n,q)-convexe-concave, ce 

qui résulte du 

Lemme 4.1»2. 

Dans les conditions ci-dessus, 

(i) Si c < c et a £ " a Z , (Z ^(a) ) est F-stablement 
O C C -** Là 

(p+n)~convexe-concave et F^-stablement (p+n)-convexe—concave 

en a dans Z « 

(ii) Si d < d et a é ^ Z d , (Z d ,t - ̂  (a)) est F7-stablement et F„ -sta-

blement q-concave en a dans Z . 

Les assertions (i) et (ii) de ce lamme se déduisent respectivement des lemmes 

suivants 
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Lemrne 4.1.3. 

Soit f : X ^ S une application analytique (S est un polydisque ouvert de 

centre 0 dans C n) • Soit : X > R une application de classe fortement 

p-convexe en a ( f(a) « 0) • On pose, pour r > 0 et * ^ E ( X ) , 

Dans ces conditions, on peut trouver un 

système fondamental ?V ? de voisinages ouverts de Stein de a dans X. une 

U "semi-normef?| de type C définie par plongement d'un voisinage de V0 dans X, et 

deux réels J* et t strictement positifs, tels que pour tout Ov-module cohérent o o *X 
f , l'on ait 

(i) L'application de restriction P (V ;p ) y T (V f)Y ;p ) est surjective 
m ^ ^ m ^ 

pour 0 < T < r o èt ||o<||2 < t Q (et m é N ) . 

(ii) H k(V mA Y. „!? ) = 0 pour 1 ̂  k < prof F - n - p - 2, 0 < r < r , 

l|tX||2 < t Q et n £ N . 

Lemme 4,1.4. 

Soit f : X ^ S une application analytique (S est un polydisque ouvert de 

centre 0 dans C N ) . Soit "f : X > R une application de classe forte

ment -convexe en a (f(a) = 0) • On pose, pour r > 0 et <tf€E(X), 

Dans ces conditions, on peut trouver un 

système fondamental 1v 7 ... de voisinages ouverts de Stein de a dans X. une semi-
t m> mé N 

2 — 
-norme || de type C définie par plongement d'un voisinage de dans X , 

et deux réels r^ et t^ strictement positifs, tels que , pour tout O^-module co

hérent F l'on ait 

H k ( V m A Y r M ; F ) « 0 pour q + 1 < k , 0<r<rr Q , ||*| 2 < t Q 

et mé N • 

Dans les deux cas, on se ramène par des arguments Pau le* et la technique employée 

pour 1 • 3• 1 • et 1.3»6. à la situation suivante : X » D x S , où D est un poly-

g 
discue ouvert de C , f : D x S > S est la projection , F « 0 Y • Le lemme 

4.1.4. est alors évident en reprenant la démonstration de 1.3«1# (si H est un 

s n 
sous-espace affine de C * C , U et U ' deux ouverts de Stein de X A H , avec 
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—1 —1 

U 1 de L'tunge dans U, alors f" (B(Otr))f\U et f (B(0,r))rtUf sont encore ou

verts de Stein dans H n X et le second encore de Runge dans le premier) • 

La démonstration de 4 . 1 . 3 . est un peu plus délicate : en reprenant la démonstratio] 

de 1.3.6*, on est ramené à la situation suivante : X est un ouvert de E (dim EB£) 

conte n ant 0, E = E 1 © E" (dim E 1 « q ) f f(z) = Re z ̂  + Q(z) + £(z) et on a une appli

cation f » (f^ y••» 9f ) de X dans S (les f étant les restrictions à X de 

formes linéaires sur E) • On pose X' » X X S et on désigne par M le graphe de 

f dans X 1 ; on pose X£ » X x B(0,r) (B(0,r) étant une boule]de 

centre 0 et de rayon r, contenue dans S) et on désigne par le 

—1 
graphe de la restriction à X » X A f (B(0,r)) de f : on a = MrtX£ et 

l'application /vJJehtc ;TJ.;X ~ — ^ ^r e s" t u n plongement d'image M • Si l'on note 

v f ' le prolongement de Y à X* constant* sur les £x]x S 1 on constate que Y 1 

est fortement (q «f n)-convexe sur X 9 ; reprenant alors la démonstration de 1.3*6. 

pour X' , y\ E ® C n «B(E 1 @ Ç N ) ® E " f on trouve un système fondamental de 

polydisques ouverts V « V* x V'1 (V ~ u ' xU'f , U 1 c B* (39 G e , U" C Qn 

m m m m m m 7 m :: q+1 1 m 
et V^CÇ e q + 2 ® ...© Ç e g ) et deux réels r Q , t o > 0 (B(0,r ) c S), tels que 

(i) l'application de restriction 

P ( u ; x ( u ; n B ( o f r ) ) x v ; j o x l ) ~ * r ( ( u ; x ( u » oB ( o fr ) ) x v £ ) < i f r(o)<r + ^ ; p x , ) 

Soit surjective pour r < r Q et |) o( || 2 < t , et que 

(ii) (U^0B(0 fr))xV» A
 f ( 0 ) < r ' 4-o<? jO^) - 0 pour 

1 < k < (e- + n) - (q + n) - 2 « ^ - q - 2 , r < r Q et )K)I 2< t • . O n conclut 

ensuite facilement en considérant ]T 0 V comme 0V.-module cohérent (de Drofon-

r )fc ~ A <•» A " 
* r - r 

deur s) • 

On passe des lemmes 4«1«3» et 4«1*4« aux assertions (i) et (ii) du lemme 

4«1*2. en utilisant une technique analogue à celle utilisée pour prouver le lemme 

1#4*1* • La démonstration du théorème d'épuisement 4 * 1 e s t ainsi terminée # 
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II. UN THEOREME ET UNE CONJECTURE DE COHERENCE . 

Les techniques introduites par Kouzel dans permettent de déduite du théorè-

me d'épuisement 4* 1 • 1•(i) le théorème suivant 

Théorème 4 * 2 . 1 . 

Soit f : X ^ Y un morphisme fortement q-concave d'espaces analytiques * 

Pour tout O^-module cohérent P, les images directes à supports oropres 

k 

R f j R Hom (X;Pfg^) sont des O^-modules cohérents pour 

q 4-3 - prof x P ^ k et R q + 1 ~ p r o f X I R Hom (X;F,K^) est un -module de type fini ! 

(En d'autres termes Rf f R Hom (X;F,K^) est (q + 2 - prof^ P)-pseudocohèrent .) 

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [23] . Il est également prouvé dans 

cet article^ à l'aide d'un théorème le dualité relative^ que le théorème 4 * 2 . 1 . en

traîne le 

Théorème 4 * 2 . 2 . 

Si f : X > Y est un morphisme fortement q-congave d'espaces analytiques, 

pour tout ^-module cohérent P, les images directes R f^ P sont des O^-modules 

cohérents pour k < prof Y P - q - 3 — y * 

Ce théorème améliore un résultat (Y lisse, f plate et cohérence 

pour k <: prof^ P - q - 2 - 2 dim Y) et^une conjecture de Y.T. Siu » 

établit 

La conjecture suivante se démontrerait comme le théorème 4 * 2 . 1 . ' en utilisant 

le théorème d'épuisement 4 * 1 * 1 * (ii) e t les techniques d'Houzel pf] • On rencontre 

toutefois plus de difficultés pour se placer dans une situation nucléaire relative 

(on comprendra pourquoi en se reportant au cas absolu : Y = point réduit, traité plus 
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haut) • Comme dans le cas absolu, il faut introduire une suite spectrale convenable 

et travailler un peu • 

Conjecture 4.2.3* 

Soit f : X > Y un morphisrne fortement q-concave d'espaces analytiques • Pour 

tout 0Y-module cohérent F, les images directes à_ supports propres 

k q+2-

R f F sont des Oy-modules cohérents pour q + 3 <k et R f. F 

est un Oy-module de type fini**; (En d'autres termes le complexe de Ov-modules 

Rf f F est (q + X )-pseudocohèrent .) 

Pour terminer, signalons que les techniques d'Houzel employées pour prouver 

et 4»2.3* sont basées sur des récurrences descendantes et ne donnent rien 

dans le cas p-convexe (et à fortiori dans le cas mixte) • Ainsi, contrairement au 

cas absolu où on peut obtenir, comme nous l'avons vu, tous les résultats de finitude 

et de séparation en travaillant avec la cohomologie et le^ Ext à supports compactst 

le cas relatif p-convexe nécessite un retour aux images directes ordinaires (c'est 

à dire à des généralisations de la méthode de • En résumé, on a une récurrence 

dans le bon sens et un bon théorème d'épuisement (sans la per-cè de dim Y degrés) 

- avec les images directes à supports propres pour le cas concave • 

- avec les images directes ordinaires pour le cas convexe • 

La dernière partie de cet article va être consacrée à aine esquisse du cas convexe # 
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- 5 ° . THEOREME ET CONJECTURES D' EPUISEMENT POUR LES APPLICATIONS FORTEMENT 

(p,q)-CONVEXîS-CONCAVES . THEOREME ET CONJECTURE EE COHERENCE POUR LES APPLICATIONS 

PORTETtENT p-CONVEXES -

I. THEOREME ET CONJECTURES D'EPUISEMENT . 

Théorème 5 . 1 . 1 . (K. Knorr, P. Siegfried) . 

Soit f : X > Y un morphisme fortement p-convexe d'espaces analytiques . 

Soit 2 X > R une fonction d'épuisement correspondante, de constante exceptio-

nelle C q . Alors, pour tout 0^-module cohérent F, tout ouvert de 51 e i n 

— 1 

relativement compact Y* de Y (X' = f (Y')) et tout réel c^ < c , on a : 

(i) H^(X ' ;F ) est séparé pour p + 1 ̂  k # 

(ii) L'application de restriction H^(X';F) > H^(X*;P) est bijective pour 

p + 1 ̂  k . 

On trouvera la démonstration de ce théorème dans [7^, et la démonstration de la 

version "p + 2^k" de l'assertion (ii) dans • Reprenant ces méthodes et 

celles de Cl1 f on prouverait sans difficulté la conjecture suivante 

Conjecture 5 . 1 .2 . 

Soient f : X y Y un morphisme fortement (p,q)-convexe-concave d'espaces analy-

;iquesf "f: X > R une fonction d'épuisement correspondante de constante5 exceptionnelles 

c et d (d < c ) • Alors, pour tout Ov-module cohérent P , tout ouvert de Stein 
o o v o o / ~ X ~ — r -

relativement compact Y 1 de Y et tous réels d <d^< c^< c , on a 

(i) L'application de restriction 

K k(X f ;R Ho£ (X;P,KJ)) y H k(X^ d;R Horn (X;PfKj)) est hyective 

pour p + 1 - prof x F ̂  k ^ - q - 2 -, dim Y . 

(ii) L'application de restriction 

H ^ X ' j F ) > H ^ X ' ^ F ) est bijective pour 

p + 1 < k ̂  prof x F - q - 2 ~» dim Y • 

Corollaire 

Dans les conditions de la conjecture ci-dessus, on a 
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(i) L'application naturelle 

R k f ^ R Hom (X;F,K^) > R k f c * - 522 ^ ' ^ ' ^ P e s t B I J E C T I V E P O U R 

p -f 1 - P r o f

x P ̂
 k ^ - q - 2 - dim Y • 

(ii) L'application naturelle 

k k d 
R f^F > R wf ^ F est Tbijective pour 

P + 1£" k < P r o f

x F - q - 2 - dim Y . 

Remarque 1 . 

Si l'on compare le corollaire 5 » 1 « 3 * et I e théorème 4 * 1 • 1 • 9 on constate que les 

renseignements dont on dispose avec les images directes à sjrgportis^^cj^Lsonsues et 

ceux dont on dispose avec les images directes à supports propres sont UoA\o\o ^*e$ 

vis à vis de la correspondance que fournit le théorème de dualité relative 

de Qlj] (c'est à dire la dualité Homtqp (Y; • ,Kl) ) . 

Remarque 2 . 

Contrairement à ce qui se pas^e dans le cas des images directes à supports propres 

où les méthodes bornologiques d f Houzel permettent de travailler avec un théorème 

d'^épuisement, sur les fibresi, le corollaire 5« ^ • 3 • ne permet pas de démontrer un 

théorème de cohérence • 

II. THEOREî'IE ET CONJECTURE DE COHERENCE POUR LES APPLICATIONS FORTEMENT p-CONVEXES . 

Théorème $.2.1* 

Soit f : X > Y un J^££Jlhi^e fortement p--convexe d'espaces analytiques . 

je 

Pour tout 0^-module cohérent F, les images directes R f^ F sont des O^-modules 

cohérents pour p + 1 ̂  k . 

On trouvera la démonstration de ce théorème dans \2{\i et la démonstration de la 

version Mp + 2 < k" dans • 
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suit^ 

Un argument analogue permettrait de démontrer la conjecture quiV^T II est toute

fois plus délicat de se placer dans une situation nucléaire relative : la meilleure 

méthode semble être d1oublier la structure de complexe dual de R Hom (X;F,K^) et, 

utilisant simplement le fait crue c'est un complexe borné à cohomologie cohérente, 

d'appliquer la technique de I30] pour topologiser 1'hypercohomologie ( il est alors 

facile de traduire une opération de £;-»triction, ce que l'on ne sait pas faire avec 

la topologie construite par dualité) . 

Conjecture $.2.2. 

Soit f : X * Y un morphisme fortement p-convexe d'espaces analytiques • 

k 

Pour tout O^-module cohérent F, les images directes R R Hom (X;P,K^) sont des 

Ov-modulds cohérents pour p + 1 - prof Y F < k • 

Par un théorème de dualité relative de on en déduit (en utilisant 'une jmite 

soectrale convenable) la 

Conjecture 5«2«3 • 

Soit f : X — Y un morphisme fortement p-convexe d'espaces analytiques . 

Pour tout 0Y-module cohérent F, les images directes à supports propres R f f F 

sont des Ov-modules cohérents pour k $ prof^ F - p - 1 •B-tiivn Y « 
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- APPENDICE -

- SEPARATION ET CONVEXITE NON STRICTE -

On peut se demander ce qui se passe si dans la définition de la p-convexité d'une 

fonction de classe C*° , on tient compte des valeurs propres nulles de 

L f (cf. page 000) : si l'on a dira E - p valeurs propres positives ou nulles, on 

dira que la fonction ast p-convexe . Si l'on remplace les hypothèses de forte p-con

vexité (ou/"p-concavité) par de^ hypothèses de p -convexité (ou q-cj^ncavité), les 

théorèmes de finitude disparaissent ; on peut toutefois penser qu'ils sont remplacés 

par des théorèmes de séparation (pour les degrés correspondants) • Les seuls résul

tats que je connaisse dans cette direction sont énoncés dans le théorème et les con

jectures qui suivent ; on verra qu'ils concernent eseentiellement des cas de p-con

vexité vis à vis des fonctions holomorphes (ou ivi moins holomorphes 

dans certaines directions) : j'ignore ce qui se passe cru and il y a seuleront convexité 

(ou concavité) vis à vis des fonctions plurisousharmoniques (par exemple ÙIVAÏ le cas 

des espaces plats) • 

Théorème A. 1 • 

Soit X un espace analytique holomorphiquement convexe . Pour tout 0^-module 

cohérent F, les espaces H^X;?) , H^XjF), Ext k(X;P tK*) = H , (X;F ) et 

— C - ~ ^ A —le • 
Extlc(X;P,K* )= H C

V(X;F ) sont séparés (pour tout entier k) • 

C «==• .̂A. —iC — 

D'après les théorèmes de dualité 0.1. et 0.2., il suffit d'établir l'assertion 

concernant les H^(X;P) et celle concernant les Ext^(X;F,K*) . Compte tenu du fait 

C ^ C «X A. 

que si X est ho1omorph i queme nt convexe, il existe une application analytique ££o-

pre f : X ^ Y , avec Y de Stein, le théorème a. 1 • résulte de la 

Proposition A.2. 

Si f : X >- Y est une application analytique propre, avec Y de Stein, pour 

tout 0^-module cohérent F et tout entier k , let> espaces lÇ(X;F) et 
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Ext (X;F,K*) sont séparés . 

La démonstration de cette proposition utilise les théorèmes de séparation 0 .3» et 

0.4» et deux théorèmes de dualité pour des complexes à cohomologie cohérente sur un 

espace de Stein • On la trouvera dans (proposition 4 « 8 , page 2 ? 6 ) • A paiitir du 

théorème 5 # 2 • 1 • et de la conjecture 5 » - « 2 . , les résultats de C L | J permettent de 

prouver par une méthode analogue la 

Conjecture A.3» 

Si f : X — > Y est une application analytique fortement p-convexe, pour tout 

r«v\t 0x-module f F , les espaces H^(X;F) et Extk(X;F,Ii^) • sont séparés respectivement 

pour k <; P r°f x F - p - 1 et k *C - p - 1 . 

On en déduit le 

Corollaire A .4» 

Dans les mêmes conditions, les espaces H^XjF) et Extk(X;F,K^.) sont séparés 

respectivement pour p + 2 < k et p + 2 - P r o * x F <* k • 

Les résultats de [2X\(cf* ^.J\.4\. (i) ci-dessus) permettent de penser que ce résul

tat reste vrai pour les degrés respectifs k = p + 1 et k = p + 1 - prof^ F • 

La méthode employée ne s'applique pas au cas d'un morphisrne fortement cI"" c o n£âY e • 
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