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~ INTRODUCTION -

On trouvera démontrés dans cet article les résultats suivants ;

Théoreme 1 ,
Soient Y wun espace analytique cormplexe (de dimension finie bornée et dénormbrabl

4 1'infini), X wun ouvert de Y, relativement compact dans Y, et p un entier posi-

tif o Seit F un OY—module coherent . Si X est fortement p-convexe dans Y (i.e.
: = =z

fortement p-convexe dans Y en tout point de sa frontidre X),

(i) Les espaces Hk(x,g) sont de dinension finie pour p + 1< k.

(ii) Les espaces Hl:(X,Ig) sont séparés pour kgprofy, F - p et de dimension

finie pour k£ prof

()
La partie (i) de ce théoréme =st la généralisation d'un résultat étadli par R.

Narasimhan dans le cas O-convexe [20] . Quand X est une veriété, la partie (ii)
se déduit d'un résultat de Malgrange [ig].

Théoréme 2 .

Soit X un espace analytique (de dimension finie bornée et Jénombrable & 1'infini}

fortement (p,q)~convexe-concave . Soit F un px-module cohérent . Alors
(i) Les espaces Hk(X,g) sont séparés pour p+ 1g kgprofy F - q=-1 et de

dimension finie pour p+ 1 gk gprofy F-q=-2.

(ii) Les espaces H‘E(X,g) sont géparés pour g+ 2<k < profX’F_ - p et de

dimension finie pour q+ 2<k < prof‘x F-p- 1.

L'assertion de finitude de la partie (i) de ce théoriéme est le résultat fondamen—
tal €tabli dans (A)par A. Andreotti et H. Grauert (le passage des cas 'p—convexe et
g-concave au cas mixte est facile) ; on constatera toutefois que la démonstration que
nous en donnons est assez différente de celle de [{]. L'assertion de séparation en
degré prOfx f-_ - q -1 est je pense un résultat nouvean (quand X est une varicué
sans singularités, il a été obteru indépendamment -~ar A. Andreotti et g,Kas [371) .
(#x)

L'assertion (ii) généralisge un résultat de [27,



II -2 -

(¥) Compte temu de la définition donnée ci~dessous (tout a¢€ 2 X posséde un voisinag
ouvert V tel cu'il existe ‘f: V —> R de classe g°° et fortement p-convexe en a

avec XNV 3f<i(a%), on n'obtient cu'une généralisation partielle du résultat de Na-

rasimhan (p = 0, mais f continue) . Toutefois nous déduirons le theorzme 1 des théo-
rémes 2.1.7. et 2.1.8. (cf. ci-dessous, page 000), et, d'apres un résultat de [3],
ces théorémes entrainent 1'analogue du théoréme 1, en supposant seulement continues les
fonctions'f , ce qui généralise complétement le théoréme de Narasimhan . Signalons enfin
que 8i l'on renforce suffisamment 1'hypothése de p-convexité locale du théoréme 1 (par
un peu plus de convexité aux points singuliers de la frontiére) , la technique employée

par Narasimhan se généralise et on peut alors employer les méthodes de [47] pour obtenir

dans ce cas particulier le-théoréme 1 (cf. [4€]) .

4
1

n rm 3 g 3 A3 M a P N - - - 5 . 1 . .
(%) Corme il wct indiqué dans [2], on pout ddmontrer 1'as. eriion oo fisitude de
/ - 3 LR 4 - . J— K - . - .
(i1) en utilirest les teochniques do [4] et [27] . La méthode proncsle ici est assesz
volsline pour le c=s concave mais fironte daae le cie conveye

uand X est 1 sspace anclviicue avee Scmlemiiia. e et od o s ;
Y ino=8Dha SlelJhloile AVEC ST MLAYIes, 18 Selaitat U8 sepzzratlon en

degré prof, P - p est nouveaun .
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Théoréme 3 .

Soient £ : X —=>» Y un morphisme fortement (p,q)-convexe-consave d'espaces ana-

lytiques (de dimension finie bornée et dénombrables & 1'infini) et Y¥:X —>» B une
fonction d'épuisement correspondante (continue, forte-cit p-convexe sur ico<‘("§

cur {P< do'ﬂ, avec d_ < co) - Soit F un Qu-nodule cohirent . Alors

(i) Pour tous d<d < c <c , le morphisme de Oy,~nocules

4L

k

REY| R Hom (X;F,K;) —> R*f E Eom (X;F,kr)  est

!
injectif pour q+ 3 - pr‘of‘X §\< k\( - p-n et surjectif pour
q+2—pI‘OfX§\5kS—p_n_1 .

(ii) Pour tous d < d <o <o, le morphisne de Oy~modules

k.d X . .
R fc! w==—3 R f! E: est injectif pour q + 35 k\<profX§ -p - n

145!

et surjectif pour q+ 2 (kg prof‘x E -p=-n-1.,

ny
>4
O S

(On a noté n = 3in ¥ et fg la rastriciion de f

= {d<¥<el V)

Voici cuelques incications sur nos métholes de dé~oneirstion . On constatera que,
outre les techniques classiques dans ces questions de convexité (empmntées a [1'],
{2.], et (18] essentiellerent), les outils essentiels employ$s sont les théo-
rémes de dualité de (2] et les critdres de séparation de 4] . L'idée d'utiliser
ces résultats pour redériontrer les théorémes de finitude de [1] et les compléter par

‘or)
un théoréme de séparation est due & B. Valgrange ; il 1'a esquissée au cours de quel-
ques exposés au "Séminaire clanlesiin de Géométrie Analyticue" en mars-cvril 1968
4 Orsay .

¥odulo un théordre de dualité/pour 1tacce~tion (i), le théoréme 1 se raméne au

\
Théor.e"]e 4 .
Dans les conditions du théoréme 1

k
(i) Les espaces ExtC(X;E‘,I&) sont séparés pour k < - p et de dimension finie

pour kx<£~-p=-1.,

(ii) Les espaces Hl:(X;Ij) sont sérarés pour k ¢ profay F - p et de dimension fi-

aie pour kgprofycf -p-1:

(%) Cn lo troave dans [2]  pour lo cas des faisceaux localement Iibres sur une variete
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Enfin le théoréme 4 résulte, moyennant les théorémes de séparation de [24] et

le théoréme d'homomorphisme de L. Schwartz (5] du

Théoréme 5 .
Dans les conditions du théoréme 1 :

. o . Kppoo oo Kjgo oo .
(i) a) Les limites inductives Extc(x,g‘,gx) = L;E ExtK(X,I:,;;X) sont essentiel-

lement injectives pour k< ~p.

b) Il existe un ouvert relativement compact X' de X tel que les applications

Ex‘tl:(X';g,g) — Ext]:(x;z,lzci) soient surjectives pour

ks—p-1o

(ii) a) Les 1limites -inductives HX(X;F) = Lim H;(X;F) sont essentiellement
c = —K—-’ =

injectives pour k < pTOf’BX F-p .

b) Il existe un ouvert relativement compact X' de X tel que les applica-

tions H‘:(X';:I:?) —_— H];(X,E‘) soient surjectives pour

kgprof,, F=p~-1.

X =
ne fois traduite la condition de forte p~convexité en [ermes de stricte-p-co:
palelekvi-N A2 LA

vexité (Cf. ci-dessous, page 000'), ce théoréme s'obtient en recopiant un argument de

B. Malgrange (3g].

Modulo un théorime de dualité de {17} pour l'assertion (i), le théoréme 2 se dé-

duit du

Théoréme 6 .

Dans les conditions du théoréme 2

(i) Les ecpaces th:(x;l;’,g() sont séparés pour ¢ + 2 —profy Es'k < -p et

de dimension finie pour q + 2 - prol‘.‘X ES k<-p-1.

.~ s !

on finie pour q+ 2g kgprof, F -p -1,
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Ce thloréme résulte lui-m&me, moyenaant les théorémes de séparation de R¢et

tr.éorime d'hormonorphisme de Schwartz [25] du

(o]

Théoreme 7T .

Dans les conditions du théoréme 2, si ¥;X ——3 R est une fonction d'épuisement
- - gt o = 27
(cortinue, fortement p-convexe sur {c <Y et g-gonvexe sur {do<‘€z, avec d < c,)

e

(1) Pour tous d<do< CO<C , 1l'application

k o k s . .
C(Xg' ;E,l;x) — Extc(x;g,éx) est injective pour

G+ 3 - profy, F< kg ~- p et surjective pour q+ 2 -p1'-ofxg"§ k<-p-1.

(ii) Pour tous d<d < ¢ <c , l'application

H);(Xfl iF) —> H}é(X;F) est injective pour

———————— e

g+ 3Kk {PI‘Ofxf - p et surjective pour q+ 2 kg profxf‘ -p-1.
(On a posé Xg = §d<‘f<cz o)

On constate que ce théoréme =st un cas particulier du thécréme 32 énoncé plus
haut 1+ Y réduit & un point (et ca ne colte ﬁuere plus cher de prouver le théoreme 3).

/¢ ’
Pourlﬁfabhr;on commence & traiter séparement le cas convexe pur et le ces concave pur .

H

Le cas p=convexe est 5'mple : une fois introduite la notion de stable p~convexité
(i.e. stricte p-counvexité stable par petites perturbations), on utilise la démons-
tration du théoréme 5 ; il reste un passage & la linmite qui est irés facile car nous
travaillons avec des supports compacts . Le cas concave est un peu plus délicat :
n'ayant pas & notre disposition l'analogue du théoréme 5, on est obligé de revenir
& la méthode .de la "bosse gliwsante" et d'employer un argument voisin ce celui de (2],

ce ﬁh'\ rom paraitre paradoxal au lecteur de [41(dans cet article c'est au coniraire 1le

as convexe qui est plus difficile),

[¢]

Signslons enfin qu'en reprenant un argument de (47} et en utilisant les théorémes

Ze dualité de (111, on peut prouver gque,Jlans les conditions du théoréme 7, 1l'appli-

Cmkyd . K . N }
cation gxtc(XC ;I:",I-gx) —»Extc(x;l:,lgx) est bijective pour k = g+ 2 - profy F
et que 1l'aprlication Hg(X(‘f iF) ——> HZ(X;IE‘) est bijective pour k =g+ 2 .
Ce résultat {que je n'utilise pas pour étadlir la finitude) est le seul point

pour lequsel un travail direct dur la cohomologie ou les Ext a supports compacts .
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ne suffit pas . J'ignore s'il reste vrai dans le cas relatif .
Les assertions (i) et (ii) des théorémes 4 ot 6 se traduisent en résultats
de finituce et de séparation pour l'homologie & supnorts compacts (cf. [37),

utilisant 1a formle Extr X; F K Hé X;F ‘o F est le cofaisceau
é -k g . e

Ky) =
3 \ — Az PO 5 ~ (*) 2

cocohérent dual de ‘P_‘,, que 1 or trouvera Jémontrée Jans L3j +« Les assertions

(ii) des théorémes 1 et 2 fourniscent, par dualité, des résultats

de finitude et de séparation pour 1'horolozie & supporis muelcongues (en utiliseat 1,

méme formule). On obtient les

Théoréme 8 °

Dans les conditions du théoreme 1 ,

c oz . . .
(i) Les espaces H_k(X;f‘*) sont séparés rour k £ - et de dimension fi-
nie pour k<& =-p =13
3 A St . + =fnont -1 - ~
(ii) Les esporces H_k(X,Z‘*‘) sont séparés -our o D‘OfB‘(fj < k et de
dimencion finie pour p+ 1~ :\I‘Oi;), P <k .

Théoreme ©

Dans lec conditions du théoréme 2,

(i) Les espaces _;(X;E“ sont séparés pour ¢+ 2 - profxligks ~Dp
et ce dimenmwion Tinie pour ¢ + 2 - prof _E"\< XKL =p —1 .-

(ii) Les espaces H_k(x;;‘*) sont séparés pour P —profxfs kg - q =2
et Ze dimension finie pour p+ 1 - pl‘ofx 2{ k< =~g-2.

(,() La démonstration est valable m8me sans hyrothése de =iduction sur X . L'idée de

considérer Ext§\7_;§‘,_’;() comme une homolocie st déja - uns [4¢] .
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Terminons cette introduction par quelques remarques sur le théoréme 3 et ses
conséquences . Tout comme le théoréme 7 entralne la finitude de certains espaces

de cohomologie ou d' homologie & supnoris compacts (en utilisant la compacité de cer-

taines apolications et le théoréme d® homomorphisme de Schwartz), d'oh l'on déduit
par les théorémes de dualité de {22] la finitude de certains espaces dthomologie et

de cohomologie, le théoréme 7 entraine la cohérence de certaines images directes
g1¢, RS e

4 supports propres (en utilisant la mucléarité relative de certaines applications et

un théoréme de finitude d'Houzel qui est l'une des versions relatives du théoréme
d'homomorphisme de Schwartz), d'ou 1'on déduit par un théorém de dualité relative de
{2‘5] la cohérence de certaines images directes & supporis quelconques . Pour des rai-
sons tenant & la méthode d'Houzel (récurrence descendante) on a moins de chance que
dans le cas absolu et on n'obtient ainsi des résultats que dans le cas g-concave
relatif (on trouvera ci-dessous deux énoncés : théoréme 4.2.2. et conjecture
4.2.3, 3 le théoreéme 4.2.25:‘ est prouve dans 23], la déronstration de la conjecture

4.2.3. est esquiesée ici) . Pour le cas  p-convexe relatif on est obligé de reve-

. . . . . &
nir 4 un théoréme d'épuisement pour les images directes & supports quelconques (pour

8tre dans une situation de récurrence descendante et pour une autré raison qui sera

exposée plus loin) : c'est la méthode utilisée par Knorr et Siegfried ([4}] et [25]) H
reprenant cetie méthode pour d'autres images directes, on veut en déduire un théoré-
me de cohérence, puis par dualité relative un autre théoréme de cohérence sur les

iy

images directes & supports proores (conjecture 5.2.3.) : la démonstration est esguis-
X ) (% %)
sée ci-dessous .

Nous avons rassemblé dans un appendice guelques indications sur les résultats de

séparation ~ue 1l'on peut obtenir dans une situation de convexité non stricte, par

exemple le théoréme suivant démontré (mais non énoncé ...) dans [24] :

Théoréme 10 .

Si X est un espace analytique holomorphiquement convexe, pour tout Oy-—module
. . . - Hk . uk/ . u . c .
cohérent F et tout entier k, les espaces (X;F), E(XGF), ‘,}’(X,I_? ) et Hk(X,F )
- =z o] = ™ Es 3 _‘)(
sont séparés .

(x Cest i dive & une geue'ralisation de la methode de [47].

Ok C’ui ameliore un reswltat et, wne (omyecture o Y. T. Siu (F. [1’1-]\.
Aemonlyy

Ok % %) L auteur downera une version detaillee des demonstrations des towjockures  4.2.2. et

-~ Adauwe um wrachain arkicle
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Il me reste & remercier ici B. Malgrange & qui sont dues les idées initiales de
cet article, J. Frisch qui n'a #ignalé sa démonsiration des critéres cohomologiques
lecaux de p-convexité et g-concwvité (Cf,(ifJet ci-dessous : pages 0 et 000), G
Tget svec i j'al longuement discuté du cas relatif et F. Norguet gqui m'a invité

& exposer une premieére version de ce travail & son séminaire (24].
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- 0 . LES THEORKMES DE DUALITE ET IE SEPARATION -

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ci-dessous les résultats de[ji]et[}é]
que nous utiliserons de maniére essentielle dans la suite . Dans cette partie, on

désigne par X un espace analytique dénombrable & 1'infini, de dimension finie bornée .

Dans f31], on a associé & tout espace analytique X (vérifiant les conditions cifdés-
sus) un complexe borné Ei de .ék-modules, & cohomologie cohérente, et une forme liné-

C y tels que soient vrais les deux théorémes suivants

-
-

. [e} .
aire ‘I‘X t H (X;I:(x) e

Théoréme O.1.

Pour tout O,-module cohérent F et pour tout entier p, il existe sur Hp(X;F)

=X =
une unique structure GFS et sur Ext;p(X;E,gi) une unique structure QDFS telles
o T associés, ~~
gue la forme ’I‘x induise un accouplement parfait entre les séparést’de ces deux espaces.

De plus, la séparation de Hp(X;E) est équivalente & celle de Extl-p(x;?,gi) .

Théoreme 0.2,
Pour tout gx—module cohdrent F et tout entier p , il existe sur HE(X;E) une
unique structure QDFS et sur Ext_p(x;f,gi) une unique structure GQFS telles que la

forme TX induise un accouplement parfait entre les séparés associés de ces deux espa-

ces . De plus, la séparation de Hg(X;E) est &quivalente i celle de Ext1-p(X;§,§i) .

Les topologies du théoréme Q1. sont obtenues en utilisant un recouvrement localement
fini 18 de X par des ouveris de Stein (suffisamment petits) . Les Hp(X;g) sont les
espaces de cohomologie du complexe d'espaces FS (et méme fﬂ) C'(Q;Ho(g;g)) i les
Extg(X;F,H) sont les espaces A’ homologie du complexe d‘'espaces El:’i (et mBme l_}l:lg)
o°(UsExt®(UF 1K)

Lgs topologies du théoreme O0.2. 8ont obtenues en utilisant un recouvrement locale—
ment fini g de X par des compacts de Stein.(suffisamment petits) . Les Hg(x;g)
sont les espaces de cohomologie du complexe d'espaces DIFS (et méme Egg) C;(g;Ho(g;g));

les Extp(X;F,gi) sont les espaces d’ homologie du complexe d'espaces FS (et m8me

FN) C (KiExty (GF,KG)) -
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Rappelons 1la
Définition .
Un sgsféeme inductif i p—> Gi de groupes est dit

(i) essentiellement injectif si, pour tout indice j, il existe un indice j',

j=<j' , tel que tout élément de Gj donnant O dans la limite inductive Lim Gi
-E-> .

donne déja O dans Gj' °

(ii) essentisllement nul si, pour tout indice j, il existe un indice j', j < j',

tel que tout élément de Gj donne O dans Gj' .

Dans E?¢], on a prouvé lee théorémes suivants :

Theoremeg 0O.3.

Seit F un qumodule cohérent . Soit p¢ N . Les deux conditions suivantes sont équi-

valentes

-

(i) L'espace Hg(x;g) est géparé .

(ii) Le systéme inductif X (compact de X) p—> Hi(X;E) est essentiellement injec-
$if . -

Théoréeme 0.4,
Soit E. un ;gx-module cohérent . Soit pe€ Z . Les deux conditions suivantes sont
équivalentes
(i) L'espace Extg(x;z)gi) est séparé .
(ii) Le systdme inductif K (compact de X) —> Extﬁ(x;g,gi) est essentiellement
injectif .

Soient K un recouvrement localement fini de X par des compacts de Stein et §;
= _

un recouvrement localement fini de X par des ouverts de Stein . La démonstration de

(%)

0.3, et 0.4 utilise les suites spectrales suivantes

Ep'q = HP ; q PR—— p+q X3P et
2 () = B ) = K (D)

(#) Je profite de 1l'eccasion pour indiquer une petite erreur dans cette démonstration
(241(page 275) : Eg’q(J) n'est pas en général mul pour q % O , mais seulement essen—
tiellement nul ; il faut modifier la démonstration en conséquence ,ce qui est élémentai-

re . Je remercie C. Banica de m'avoir signalé cette errgur .
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p,q . [0} N q—p . Y .
E; (J) = Hp(Uz,Ext (UJ); Frnm—— Bxt (UJ,F,KX) . (Les notations sont celles

<=c

de [2¢]: J est un ensemble fini d'indices du recouvrement, KJ = \,) Kj ’
jed

et Egjg(UJ) sont des systémes de coefficients, par exemple

a . ; ; q .
He ¢+ (Ggreenyiy) b—> &N, .(Kio,...,ip'f) .

1l seel -
o]

Pour terminer, nous nous proposons d'établir, a 1l'aide de ces suites spectrales

un "résultat utile™ :

Proposition 0.5.

Soit F un Qx-module coherent . Soit pe Z .

(i) S'il existe un compact K de X tel que l'application Hﬁ(x;g) —3 Hg(x;g)

soit surjective, il existe un sous-—ensemble fini J d'indices du recouvrement KX tel

que 1'application H?(E;HO(K;E)) -——a—Hg(X;E) soit surjective .

(ii) S'il existe un compact K de X +tel que l'application Ext}‘g(x;g‘,g) J—

—_ Extg(x;g,§i) soit surjective, il existe un sous-ensemble fini J d'indices du
. . o - 5 ® .

recouvrement g tel que 1'application H‘;(g;Extc(};;z,gx)) — Eng(x;g,gx) s0it
surjective .

Les démonstrations de (i) et (ii) étant voisines, nous nous contenterons d'éta~
blir (i) (qui sera[ia seule assertion de 0.5. u¥ilisée dans la suite) .

. ) . . k,o Ek,o .
(i) Pour tout k , on a une surjection E, (J) —>EQ°(J) .Si qf¢o0, le
systéme inductif J p—> Eggq(J) est essentiellement mul (cf.R4]) et Ep’q(J) = 0
pour q assez grand (indépendamment de J et p) . On en déduit que, J/ étant fixé,

il existe J'/ tel que 1'image de gr H‘; (X3F) = éB Ef;q(J) ians
R p+Q=k

er HY (XF) = b EP'9(J') soit 1'image de E-'°(J) dans ES!°(1') , domc
M p+a=k

1'image de E5'°(J) dans EX1°(31) . On en déduit que les applications

B (GF) —> B (GF) et BD'°(3) = HS(KE) —> E¢ (XGF) ont ndme image .
J = J! = ==%J g =
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Supposons maintenant Hﬁ(X;E) -——>-H§(X;§) suri>ctive . On choisit J tel que KcKj,
et H§ (X3F) —> Hg(x;g) est surjective . On de it de ce qui précéde que

J - -
Hp(§}§§ ) — Hz(x;g) est surjective . Il exist~ J" (fini) tel que

5 =

Py .10 P /v.q© , o as P (i .40 - ®R (k.mO(K: P
H (g@J) = H ..(g,ng) et 1'application HJ..(g.gIKJ") B0, (K3E°(F)) —> HE(XP)

est surjective .
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()
- 1° , C:ITERES LOCAUX ¥E p-CONVEXITE ET g-COMCAVITE —

On désignera par E(X) 1'espace des fonctions de classe ¢” sur un espace ana-

-
-

lytique X .

1. Fonctions fortement p-comvexes .,

Dans tout ce qui suit, on désignera par p un entier » 0.
Soient V un voisinage ouvert de a dans 2n et ¥Y: V—>R une fonction

de classe g°° e On pose 2 = (z1,...,zn) « La formule de Taylor & 1'ordre.deux en

a s8'écrit

f( ) =Y(a) + 2 Re :E? —il(a)(z -a,) +‘;E: Bzibz a)(z -a, )(z —a, )) +
+ Z SY (a)(z -a, )(- ~a. ) + &(2-a) j avec g(z-a) € o(llz—altB) .

2227,
i

On sait (cf par exemple fi5]) que 2, —-L— dz, A dz, est invariante par
i, 22 Dza J

changement analytique régulier de coordonndes . On pose

- -
La\( (u) = ?_ ._B'__ (a) w,u. , et on iésigne par ‘aaj” la
- 1,§ o2z, v

composante C-linéaire de la dérivée def en a .

Définition .
s I3 e L3 . . - . oo -
Soient E wun C~espace vectoriel de dimension finie, ¥ wune fonction (& va-
= - =

leurs réelles définie au voisinage de a dans E . On dit que ¥ est fortement

p~convexe (resp. régulidrement p-convexe) en a , s'il existe un sous-espace vecto-

riel E"™ de E, de codimension p dans E, tel que La\(lE" soit définie positi-
ve (resp. que La\()IE" soit définie positive et Ba\{l gn non nmulle) . On dit que .
¥ est fortement p-convexe (resp. régulidrement p-convexe)sur un ouvert V de I,

si elle 1'est en tout point cde cet ouvert .

La notion de fonction fortement p-convexe généralise celle de fonction ™ et

Ul

fortement plurisocusharmonique (fortement O-convexe) .

( %) Les parties I,II, et ITI soni inspirées de [J41.
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Remarque .
Soit { une fonction fortement p-convexe & l'origine de E . Soit IL" comme dans

™

la définition ci-dessus et soit E' un supplémentaire de E" dans E ., Il existe
un polydisque ouvert U' de centre O dans E' et un polydisque ouvert U" de
centre 0 dans E", telg que, pour tout =z'¢€ U' f£ixé, la fonction ¥(z',2") soit

€% et fortement pluriscusharmonique sur U" ,

-
——

Lemme 1.4.1.

(1) Soit ¥ .- fonction régilidrement p-convexe & }'origine de I (dim B = n)..
I1 existe une bijection analytique d'un voisinage V de O dans E sur un voisi-
nage W de O dans- (;n, telle cue, modulo cette bijection,‘f s'écrive
f(t) = ¥(0) + Re tt Q(t) + £(2) , on Q(o,...,o,tm1,...,tn)

-

est définie positive et g(t)e o(utn3) .

(ii) Soit ¥ nne fonction forterment p-convexe 3 l'origine de 5 . Il existe un

voisinage ouvert V de C dans E, un voisinage ouvert W de O dens E@C ,
un plongerent I: V ~—> W, et une fonction ¥ : W —> R, de classe g” et

régulidrement p-convexe,tels cue Y =¥orx.
% 1(0) - -

(i) Soit E" comme dans la définition, on choisit un supplémentaire E' de E"

dans B . On prend des coordonnées dans B' et E" : z' = (z1,...,zp) et
2" = (zp+1,...,zn) telles que ?Enx— (0 £ 0 . On trouve le changement de carte

cherché en posant ti = 2z, pour i ;ﬁ p+ 1 et

tap = 2,0 (2) + HY (2) (ob 1'on

a posé Ho‘f’ = partie C-bilinéaire de la dérivée seconde de Y en 0) .
(i1) I1 suf’it de poser W = V&C ,W(z) = (z,0), et

V(z,t) =‘£(z) + Re t + “‘tllz .

Définition .

Soient X wun espace analyticue complexd, a X, et ‘f: X —>R . On dit que I
est fortement p—convexe en a, s'il existe un voisinage ouvert V de a dans X,
un ouvert W de gn y un plongement [ : V —> W, et une fomction

tV: W-—>R de classe C° et fortement p-convexe en b = T(a), tels que

—
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?: *O“ .
On vérifie immédiatement que 8i X est une variété, cette définition colIncide

avec la précédente , On remarque que la fonction \r de la définition peut, d'aprés

1'assertion (ii) du lemme précédent, &tre choisie régulidrement p-convexe ,

Définition .
Soient Y wun espace analytique, X un ouvert de Y et ae¢ X . On dit que X

est fortement p-convexe en a dans Y (resp. fortement g-concave en a dans TY),
§'il existe un voisinage ouvert V de a dans Y et une applicatio%%lxi%guje et for-
tement p-cenvexe (resp. gq-convexe) en a tels que VNX = §xeV/ Y(x)< ¥ (a)7
(resp. VnX = {xeV/ ‘f(a)-( b (x)7 ) .
Définition .

Soient Y wun espace analyticque et X wun ouvert de Y . On dit que X est forte-

ment p-convexe (resp. g-concave) <dans Y, s'il 1'est en tout point de sa frontidre

3X-
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IT. Zuelgues ingrédients .

On trouvera dans la partie III wune dénonstration inspirée de [{4] des critéres
locaux de p-convexité et g-concavité d'Andreotti~Grauert . Le lecteur familier
avec (47 peut se dispenser de la lecture de II et III : les théorémes
1.3.4. et 1.3.6. ci-dessous pouvant respectivement &tre remplacés par la proposi=-
tion 11 page 217 et la proposition 12 page 222 de [4]). Nous aurions évi-
demment pu nous contenter d'une référence i {41y mais nous désirions cet article
autant cue possibdle "selfcontained" et la démonstration de [{{]nous a parue inté-
ressante . Yous avons rassemblé dans Ia_ Fartie A les quelques ingrédients nécessai-

res a cette démonstration .

A, Cohorologie d'une limite projective .

On rappelle qu'un faisceau F de QR-espaces-vectoriels sur un espace topologique
paracompact X est dit "de Préchet, si, pour tout ouvert T de X, l'espace
F(") =L (U5F) est runi 2'une structure e Fréchet, la restriction P(U) — F(V)

étant contimie pour tout couple l'ouverts Ve U .

Proposition 1.2.1.
Soient X un espace topologique paracompact, F un faisceau de groupes abéliens

sur X et {an- y une suite exhaustive d'ouverts (ou de fermés) de X, avec

= ° P i i . i
X C X .4 pour tout meN . On désigne par r : H (X,I:?) — L;m H (Xm,z)

1l'application naturelle .
i) Pour tout entier i l'application r* est surjective .
s surjective
(ii) si F est un faisceau de Fréchet admettant une résolution molle par des

faisceaux de Fréchet, et si, pour tout meWN, la restriction

. 1
Bt 1<Xm+1;§') — " (xm;g) est d'image dense, 1'application

r' est bijective . (La topologie sur les espaces de cohomologie étant la topologie

&E’ en général non séparées, provenant de la résolution rmolle, )

-

(i) Soit M°® une résolution molle de P . On a Hi(X;F) = Hi(¥°(X)) . Soit

-

u € Jim Hl(xm;g) i on peut le représenter par une suite u ¢ zl(g‘(xm)) , avec
m - -
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i-1 i, i
= a - SN i - .
w4 -u, =da sur X (ame K (Xm)) . On sherche veE (X;P) +tel que r (v)=u ;
. - ~ . . ,-,l/ c® -y
ceci revient & conmstruire une suite v € Z70! (X )) telle cue Vot =V, SUT

X et que v_-u =db sur X (b €Yr .
m m m m O m

On construit v par récurrence sur mn . Su Hosons v, sonstruit . On a

. i-1,
u -v = d(am - bm) sur X . Le faiscean K~ étant mou, on peut prolonger

& et b en des éléments a' et b' de Iflq(i } et poser
m m . m m z -1

— | . ]
e 1 d(am bm) *

(ii) Soit ¥M® wune résolution molle de P par des faisceaux de Fréchet .
= P

Pour tous i et m, on peut choisir une suite croissante iH ol de

i,m,kpg keN
semi-normes sur l'espace gl(xm) définissant la topologie de Fréchet de cet

espace, avec

A
”xle“i,m,k < ll= | i,m,k y pour tont x ¢ l (Xm), et

i “+ :i
“dx ”(i+1),m,k$ HI “i,f’\,k y pour tov X ég‘ (Xm) .

La suite de semi-normes X p—> Hx'x Il {omn est 2lor™ croissante et définit
LN
m

la topologie de El(X) .

Supposons maintenant vérifiées les conditions de densité de (ii) . Soit
ue€ gl(X) - On doit montrer que, si pour tout me¥, il existe v ¢ 51-1 (im) tel
que u =uyx = dvm , c'est qu'il existe w€£1-1 (X) tel cue u = dw . Il suffit
‘ . =
pour cela de construire une suite w ¢ _)31-1(21) telle cue

1/2m—1 et dwm=u sur X .

W9y = ¥ l(5m1), (1) (1) S 1

On procéde par récurrence sur m . Supposons la suite construite jusqu'a W o On

a d(v -w)=0 sur X . On en déduit 1'existence de a , € E27 X .)
m+1 m m=1 1 ms-1
et b el (X ) tels cue da_, = 0 et
17 m+1 : ™1
11 .
va1 - W ome g dbm-ﬂ ! (5=1), (m=1), (m=1) <2 . I1 suffit zlors de poser
Y1 V1 T % T dbm-1 *
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B. Procuits tensoriels topologigues .

Proposition 1.2.2.

51 B, E', E", F sont des espaces de Fréchc’, avec E ou P ~wmclézire, et si

>E E" > E ——> 0 est gracte (lecs zpolications é-

la suite Q0 —> 5!

tant G-lindaires continues), la suite
—— D e ]

0 —>E'®F —EQF ——>E"®F —» 0 est écalement exacte .

(I1 est imutile de préciser de quel produit tersoriel topologicue il s'egit, puiscque
dans chaque produit 1'un des facteurs est mcléaire .)

On trouvera la démonstration dans [13].

Proposition 1.2.3.
Soient E = Lim. E, et F =1Llim F. deux espaces LF¥ (linite incuctive
—-{—9 1 -—J—-—) J 2=
dénombrzble d'espaces EID . Alors 1'application naturelle
Lin E. &P E®F  est un i hi
1 ‘ e es 1 1somQr sme
m —_— un isomgrphi

a— i j
1yJ .

“'aspaces vectoriels

. . - - . . . - [ . —
topologigques o (Il est imitile de préciser le produit tensoriel T ® F puisque B

et F sont nucléaires .)

AN
En considérant les produits tensoriels comme ®£ y on voit que la topologie in-

duite par E@F sur 1l'image de Lim E.@ FP. cofIncide avec la topologie limite
Lo b

inductive de Lim Ei@Fj (cf. [41], proposition 14.I., page 76) . Par ailleurs

1,3

~
Lim Ei®F' est LFN, donc comgletf,. et, de plus son image dans E®F est dense .,

i, J = |

C. La suite spectrale d'une application .

Proposition 1.2.4.

51 X et Y sont des espaces topologiques, f : X —> ¥ wune application conti-

X, on a une suite spectrale (de Le-

nue et P un faisceau de groupes abéliens sur

—

ray) Eg’q = Hp(Y;qu* ) —> PYUx;E) .
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On trouverala démonstration par exemple da's [6](c'est un cas particulier du théo-

réme 6.1.) .

Proposition 1.2.5.
Dans les conditions de la proposition précédente, si f est propre, on a

R, F), = rd(s! (¥)iF) , pour tout ye T .

On trouvera la démonstration dans [67] (proposition 4.2) .
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ITII. Critéres locaux de forte p—convexité et g~concevité .

A, Critéres locaux de p-convexité .

Soient Y un espace analytique et X wun ouvert ge Y . Voici une premidre me-—
niére de traduire la forte p-convexité de X dans Y en ~2€ 39X . Comme nous 1'a~
vons annoncé plus haut ce résultat n'est pas autre chose que la proposition 11 Cce
[4]. Les seules assertions du théoréme ci-dessous que nous utiliserons L ns la sui-
te sont (i) et la partie de (iii) relative & (i) {l'assertion {ii) intervient

. o )
dans la méthode d'approximation 2e [4]que nous évitons ici) .

Théoréme 1.3.1%,.

Soient Y un espace analytique, a€Y, ¥Y: Y —> R une fonction fortement p—con.

D P | pr—-> ——

vexe en a et X = {xeY/ Y (x) <¥(a)% . I1 existe un systéme “ondarmental de voisi-

P Y

dans Y, tel cue, pour tont n~mgN et

QL

nages ouverts de Stein {V 2 de
-l NS 2 s o

ar
e A2 b o m me o

P2

tout O ~-module cohérent 7, on ait

(1) HK(VF(\X;F) =0 pour p+ 1< k.

~

&
™~
il

(v nX;lj‘) est un espace topologique grossier =i 1< p, et 1'applica~

tion P(vm;g‘) —> [ (vmr.x;_F) est d'image dense si p = 0 .

(1ii) I1 existe une semi-norme |l-Il de E(Y), définie par plongement dans un
ouvert d'espace gn ; €t un nombre réel to> 0 tels que, pour tout mg N et

toute fonction & de E(Y) vérifiant |la/ l<t , les assertions (i) et (ii) res-

tent valables si 1'on remplace X par Zg= $x€¥ / fx) + x(x) <f(a)? .

Les semi-normes sur E(Y) définies par plongement sont les semi-normes

i
I f| , = Inf Sup Sup | D*Y¥(n(x))| oir ¥ est un
‘Kivﬂ‘rl\'gk Y‘E(’:(K)) x€ X li\\<k sl !
f=toy

T

compact/?ie Y » V un voisinage ouvert de X dans ¥ ,T:V —> W un plongement de

V dans un ouvert W de ¢V

et k un entier . On verra dans la déronstration cue
1'on peut prendre k = 2 pour la semi-norme de {iii) ; en 2'autres termes (iii)
/

exprirme la stabilité des critdres cohomologigues (i) et [ii) par petites (am

sens CZ) perturbations de ¥ .
= -

() CE toutefois page 000 -
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Compte tomu les définitions, il suffit de démontrer le théoréme quand Y est un

n . . A
ouvert de € et a =0, De plus, il sufi-ljde montrer le théoreme pour F = OY y
- -~
. - -
\ nlors
comme le prouve le

Lemme 4.3.2.

. o s s : n . P
D:ne les conditions du théoréme, si Y est un ouvert de §° et si le théordme

est vrai pour Fs _QY y i1 est vrai pour tout QY-module cohérent

g

Quitte & restreindre Y , on peut supposer que F admet une résolution lidre

0 —> 9,_?‘——-* cee _Q_;b ~—as P —>3 ¢, La décomposition en petites sui-

tes exactes de cette résolution fournit

0 i+

e

—> 0y —>»Z — 0 .

]
]

(i) si p+ 1< k , ona Hk<VnX';g§) 0 , donc Hk(VnX;gi) Hk+1(an;éi+1) .

Hk+m1(VnX;§n+1) -0.

d'ol Hk(VnX;I:T') = Hk(\mx;g_f) = eees

{ii) On a la suite exacte

PPVA%;0; ) —> BP(VAXE) — B (Vax;2)
si 1< p, Hp(Vr\X;Qf; ) est grossier, Jonc FP(Va X;P) l'est aussi . Si p =10

on a le diagramme cormutatif

9319(v) —> F(V) —> 0

T

.Q;" (VAX) —> F(VAX) —> 0 , ol les Jignes sont exactes et

-—

ltapplication & est dense ; il en résulte que l'epplication p est également dense .

On choisit E" comme dans la définition de la p-convexité, et un supplémentaire
E’ de E" dans = . Il existe alors un polydisiue V produit des polydiscues V!
et V" de centre C respectivement dans E' et E" tel cue les fonctions f(z',z")
-
soient fortement O=-convexes sur V" quand z' est fixé dans .

On désigne par O' et 0" 1les faisceaux structuraux de L' et E" r=spective-
1031

ment, par E le faisceau des formes 2ifférentielles de bidezré (0,i) & coef-

i 0,ina . | . oz .
cicients C” sur E', par N =E'"'"@Q O" le faisceau des formes différentielles
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. ~T— - |
de degré 1 ¢n ler dz, & coefficients ¢ sur E analytiques en 2z" , On a une

résolution du faisceau structural 9 de E

© 'oo-—>§p———)c »

0 —>0

v
=

Prouvons maintenant que, quand Y est un ouvert de C° et T = v le théoréme

résulte du

Lemme 1.3.30

Avec les notations précédentes, soit fzm—gméN une suite d'ouverts de V tels

que, pour tout meg N et tout z'e V', Zm(z') = iz"'g v/ (z',2")¢ me soit de

<z 4. 5i z = U/ Z_, pour tout po-

Runge et de 3tein dans V" , et que -Z.m
”’leN il

avec U'CV' et UMg V",

lydisque ouvert U de centre O dans E, U = U'x U

on a

(1) Pour tout O<i et tout 1<k, Hk(t’(\ z;gi) =0.

(1i) Pour tout Og i, 1l'application agw;i(v) — N (UAZ) est a'image dense .

X en utfiisant 1le

i

(On vérifie facilement que ce lemme s'applique & 2

Lemme 1,3.4.

——

{4’( a{ est, pour tout

Si W est un ouvert de Stein de ¢" et Y: ¥ —>E une fonction C° et for-

tement plurisousharmonique (ou O-convexe) sur W, l'ouvert

a€¢R, de Runge et de Stein dans W ‘)

On trouvéra une démonstration dans {47}, par exerple .

L'assertion (i) du théoreme I,3.1., résulte du théoréme de De Rham appliqué 2 la

résolution lj' de 0.8Si 1< p , l'assertion (ii) est claire si 1'on remarque
que dans le diagramme commuiatif ci-~dessous, ol la premwiére ligne est exacte, les

deux fl&ches verticales sont denses

_yj"’(tv) — FP(1) —> 0

! l

g‘” (Unx) —> YP(UAX) .La densité de O(U) —> 0(UpX)

est évidente si p = O .
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Enfin 1'assertion (iii) du théoréme va de soi si 1'on constate cu'en perturbant
2 . .
=ERCZ Deu ‘f , au sens de la norme C ,\f(z',z") reste fortement plurisousharmoni-

que sur V" , pour tout z'¢€ V'.

11 recte 2 lémontrer le lemme 1.3.3. :
u . I
Assertion {(ii).
Mous n'utiliserons pas les Zm et supposerons simplement que, pour z'egV’',

i

Z(z') est de Rungze et de Stein dans V" ,

Soit ue N'(Un2Z) . Soit K un compact de UAZ . On recouvre K par une famil

le finie de polydiscgues ouveris 'JJ, = N;XW'J! , avec A" de Runge dans !"',~WJ.(UAZ.

[ ¥}

ona Y =ECTEHS () et ¥ X" = B0 () . La
— - ~— v

v

restriction CO"(II") ——> O"(t'«"J!) etant I'inage dense, 11 on est dn mEne 32 la res-

: . ~
triction ‘I;I_l(w‘%xU") —— Nl(wj) (considérer @ comme @ ) . Soit alors, pour

. . m . NN : i .
chacue  j, nne suite Vj une svite 2'éléments de Y (W'xT") Zcnt les rectric-

tions conver_eat dans ¥ (.‘.’J,) vers wy i une partition £ Je 1'unité au voisi-
- .
5
L¥)

nage de la projection de X sur U', subordonnée an roconvremant f:Z, nermet de

converge vers u

. . m fns i m
construire une snite fu™{ a'éléments de N'(U) felle mue YAz
ey 3

dans N'(K) .
Assertion (i) .
Compte temu de la proposition 1.2.1., cette assertion résulte cu
Lemme 1.3.5.
Soit T wun fermé de V tel que, pour tout z'€ V', le fermé T(z') soit de

Stein et de Runge dang V" . Alors pour tout polydisque ouvert U = TU'xUT" , de

centre 0, tel que fI.CV, on a Hk(Vn T;ﬂl) =0 pour 0gi et 1<k .,

I1 n'y a plus qu'a établir ce dernier résultat . Il suffit dvilerent de le

0 c s nori 2 ; E P 1400 iel
prouver pour N~ = N ., Désignons par B le faiscen ws/-orme: diffirentielles de
bidegré (041) , & coefficients ¢, sur =", et par ¥ le faiscemn ,-,es/}ormes diffé-

rentielles de degré i en les d‘ij (j’:p-ﬂ}...',ﬂ) & coe“ficients 9‘” sur E .,

—
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On a Nz ‘E"o’1®]‘3' . On a une résolution de N
Cea N1’ — ... — " P 5 0 .

Désignons par T la projection AT —> T . On a la =uite spectirale de Leray

(Cfe 1.2.4.)

E;’J = Hl(ﬁ';RJ'rr‘_l}I) = BT ATH) . Comme 1'ennlic:tion Tr

ect propre, on a (8f. 1.2.5.)
(RIT 1,0 = BO(52%x 2(2')30)

Calculons HJ({Z'fx T(z');N) « On a B §2'7 x T(z');N) = Lim, BI(W'x W;N),
oh W' décrit un systéme fondamental de voisinages ouverts de Stein de z' dans E!
et W" un systéme fondamental de voisinages ouverts de Stein de T{z') dans E" .

Mais Hj('.-z'x W) = H‘j(M‘(‘.w‘"x‘n’")) (les faisceaux M° sont fins)

et ¥ (U'x W") = gﬂ""(w")@' E'(R') . De Hj(w";o_") = Hj(g"""(‘.:")) = 0 pour 1< j,

on dédnit, en utilisant 1.2,2., que HJ('vv"x W'%) = 0 pour 1< j . Ainsi nous avons

(%

démontré que HY(fz®x T(z');K) =0 pour 1<j ; le faiscean R, ¥ ést donc mul
= ~ J —" -

pour 1<j} la suite specirale de Leray cst dégénirée et

E20C 2 EMC & Hl(ﬁ';lr* ¥) =0 pour 1<i, cer T, ¥ est un fai-

2 o0 -
~sceau fin . Pinzlement Hk l-TnT;}I = @ ENY 2 259% -0 pour 1<k ce
-—— gr. - ~ 2 B -~ ?

i+ J:k

qui termine la démonstration .
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B. Critéres locaux de a—eoncavité .

Le théoréme suivant fourait une iraduction cohomologicque de la - g—=concavité. Comme

nous 1'?;’\/'0215/51:1 21é, ce résultat n'est pas autre chose ue la pronosition 12 de [1].

Théoreime 1.3.6.
Soient Y un espace analytique, a Y, et Y: X —> IR une fouction fortement
L i rer———

g~-convexe en a ., Soit X = ixe’f / ‘f‘(a)( ‘f\(x)g . I1 eviste un sysiéme fondamen—

E———— g

gy

tal dé voisina ouverts de Stein iV Z de a dans Y tel cque, pour tout

W i it T & 1y Beprmme - T st e m€N

me™ et tout QY—"\odule cohérent ‘_F_‘ , tel que profv F> a3+ 2, on ait

m=
(i) La restriction ;‘(Vm) —— E(er\'X) est un 1so*10rr)"us'we .

(ii) H’k(Vm!\X;}_*‘) =0 pour 1< kgprofs® ~q-2.
m = s
(iii) I1 existe une semi-norme [« || de E(Y), définie par plonge-snt dans un ouvert
n. . . .
¢'espace R, el un nombre reel to>0 tels cue, pour tout mel et toute fonction

g(GE(Y), vérifiant uo(](<to , les assertions (i) et (ii) re t nt valables si

1'on remplace X par . Z5= gxe’f / Yla)< ¥x) + « (x)}

Proposition 1.3.7.

Dans les conditions du théoréme précédent, si &€ E(Y) est positive, & support

C.S
compact dans V-, et si ||a(“<to , ona Xc 2% {xeY/ ¥(a)< ¥lx) + x (x)} et
la restriction HpI‘Of;".,‘g e 1(er\Z;§_‘) — gProEF -« V—f\1 ‘)ext injective .

Rappelons la cohomologie d'une "couronne" fermée :

Proposition 1.3.08.

Soient U un polydisgue ouvert de Qm (m>2) et V un ouvert de Stein relative-

ment compact Jans U . On a
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s m , :

On constate cue Q(I') et HC(ngp qui est le dual topologicue de LU(V) sont
minis de topologie ITFN (Cf.ﬁij) . Tous les espaces de cohomologie d'une couronne
fermée zontl sdpards .

On ~ unc suite evactd de cohomologie

Hk(ﬁgg) =0 si 1<k et OT) si k=0, et Hﬁ(v;g) =0 si kfm et estle

dual dedgg(V) si k=m.

Rappelons également la cohonologie d'une *couronne”ouverte :

Proposition 1.3.9.
Soient 1" un polydisque ouvert de gm (m>2) et K un corpact de Stein de U .

On =
o) si k=0.

0 51 1<kgm=-2 .

F(U - ¥;0) = B(U;0) si k=m-1.
0

si

3
/N
e

On constate que Q(U) et HQ(U;O) qui est le dual topologicue de.{}(K) sont
munis de topologies FN (Cf.GBJ) . Tous les espaces de cohomologie d'une couronne
ouverte sont séparée . La démonstration se fzit comme dans le cas précédent . On uti~

lise la suite exacte de cohorologie
coe —> B (U30) —> B(U;0) —> E(U - K;0) —> B (U;0) —> ... .
Démonstration du théoréme 1.3.6.

Compte termu des définitions, il suf“it de prouver le théorgéme cuand Y est un

ouvert de C" , a = 0, et, compte termu également du lemme 1.1.1. (ii), quand ¥ est

réguliérement q-convexe en O . De plus, il suffit alors de démontrer le théoréme

pour F = QY comme le montre le

Lemme 1.3.10,

L. P . n s s
Dans les conditions du théoréme, si Y est un ouvert de ¢ et 31 le théoréme est

vrai pour F = Oy , il est vrai pour tout xp

Y—module coherent P ,
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On procéde par récurrence descendante sur  prof, F . Le théoréne est vrai pour
o~
prof;lf‘ = n . Supposons le vrai pour prof F = p . Quitte & restreindre Y, on peut

s1ipposer que 1'on a une suite exacte

0 > est libre de type fini et

1
' 4
o
9}
e

> L > F
I Je profordeur » p+ 1 sur Y.

(i) On a le diagrarme commutatif
0 —» (V) —> L) —> (V) — 0
0 —> g(vmn X) —> L‘(vmnx), —_ g(vmn X) =0 .

Les deux premiéres fl8ches verticales étant des isomorphismes et les deux lignes étant

exactes, la troisiéme fl&8che verticale est/un isomornhisme .

(ii) On a la suite exacte
Koo } X1 -
H (T NX;L) —> H“(vmn x;z) — (vmnx;r:r) .5 1€kgp-g-2,
le pre~ier et le dernier termes sont nuls et H'{(an P = 0,

e

. . . \ .. ! n
Revenons donc & la démonstration Zu théoreéme vour Y ouvert de a=20
! ' ’

i

réguliérement g-convexe en 0 et F = Q,

-

. Compte temu du lerme 1.1.1. (i), on peut
supposer que l'on a une décomposition E = E' @ E" et des coordonrées

z! = (z1,...,zq) et z" = (zq+1,...,zn) telles que

L}
¥(z) = Re Zp1 ¥ Q(z) + £(z) , o2 & est une forme hermitienne
dont la restriction & E" est définie positive et ¢(z)€& oy z||3) .

, - t _ D ' ' _
On pose alors F!' =5 @Seq+1 et P "geq+2@""®g e o t'= (z1,...,zq+1) ,

n-gqg-1)

]

" o_ im E"
et t" = (zq+2,...,zn) (dim
Onpose Z =Y ~X, X(t") = f‘t"gF”/(t',t")Q x? et 2(t') = §t"€F’/(t',t")e ZE,
pour t'e F’.
lModulo un raisonnement élémentaire utilisant 1.2.1., tout sera ter—iné .mand nous

aurons prouvé le
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Lcmme 103.11.

51V ezt un polydiscue ouvert de centre 0 dans Y, avec V= T'x V", V'iec P!
et Ve P", vérifiant les conditions
(=) Zn(ﬁ'x ) < Tex ym

b) Pour tout t'e€ V! lt'ensemble Z(t! est ouvert de Stein et de Run dans ™
1 £ge )

(c) WwW'-= {t'év' / Re th+1> 0f est tel que 2Z(t') =f si t'ew',
on a
(i) Si q + 2 £ n, la restriction Q(V) — Q(Vn X) est un isomorphisme .

(ii) Si g+ 3 < n, Hk(ffnf;g)=o pour 1<k<n-qg-2.

(i) Cette assertion est facile & établir . On fait un développement en série de
Laurent de f ¢ Q(V(\i) suivant les puissances de 1t" (a4 coefricients dans ‘__Q(V'))
convergent sur un voisinage ouvert de AR ; la série des puis. ances positives
de t" de ce développement fonrnit une fonction g , analyticue sur V et cofncidant
avec f sur l'ouvert W'x V" , donc sur ?fni. On a ainsi prouvé la surjectivité de

et ot

la restriction Q(V) — Q(Vni), cui est dvidemment injective, donc 1l'assertion (i).

ii Supnosons q+ 3«<n .« Yotons : V(\i — V' 1a projection .
P < proyg

On 2 la suite spectrale de Leray (cf. 1.2.4.)

B9 - B (ViR 0) = 'Y(TAX;0) . Bt, corme 1'application
2 7Tk = ! P

T est propre, on a (cf. 1.2.5.)
(RIG0),, = W1 x (R(t')n F%;0) .

On désigne respectivenent par 0' et O" les faisceaux siructuraux de F' et

e

Pt . On a

BI(§t'9 x (X(+')n ¥);0) = Lim H‘](Ul;'xﬂ'l';g) , oh U! est un polydisque ou-

vert de centre t' duns P' et décrit un systéme fondamental dénombrable de voigi-
D e b
nages de t' dens F', et U&' une couronne ouverte (au scns Je  1.3.9.) et décrit

fondanental dénombreble de voisinages de la couronne Ternde Y(t')a V" dans

ARl b B, H KT

un systéme

e i gt o

™.
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L'=epace 0'(U)!)  sst meturellerent 'mni d'une structure FI et les espaces HJ(UE;O")
= 'K == =

soat munis de structures FY  d'aprés  1.3.9. o La proposition 1,2.2., conpte temu
=5

de la nmullité des HJ(T_T}L;Q_') pour 1&£ Jj , permnet de nontrer que
By xT50) = 0' () @ mi(uysen)

D'zpres la proposition 1.2.3., l'application naturelle

#1188 x (X(£')n7);0) = Lin, 0" (U gl (uy;0") —> Lin, g'(vlg)aLim, HJ(U";S_"I

est un ISO'ﬁOI‘Ohlsme d'espaces vectoriels tooologmues . Vais

o S s et it 4 P

Lim_ Q'(U') = Q%, avec sa topolo ie DFN et

T —
Lim HJ(TT'I';(;") = HJ('}":(t’)nV";g') avec so topologie DEN (cfe 1.2.8.) .
Pinalement Re({t'3 x (X(t')nT");0) = 0!, ® EIT(+)AT;0M) (et ost naturelle-

ment rmni d'une topologie DFN) . Utilisant les résultets de  1.3.8., on en déduit que

Q"(V") si j=0.

rm——

)
0]

I 0yr = |01, B@@EEN)) s s-n-q-2 .
0

Ainsi, de 1'epnlicetion

(.Q_"(Zzt')))' — @:"(V"))' déduite par trinsposition de la restriction

orim) —éﬂ"(ZEt' )), on dsduit ur morphisn~e de Taisceaux de %,-"1od111es

( Rn_ﬂ—g’ﬂ'* 0 —_—> 97'7-, ® (t}"(?"))' (ce dernier Faisceau pouvant
#2)

8tre considéréYcomme le faisceau des germes de foactions andlyticues sur V' & valcurs
dans 1l'espace ™M (LA"(V"))') . La restriction Q"(V") ——).Q."(Zit')) est d'ima—

%2 = = - —
ge dense (condition (b) de 1.2.11.), s« transpnosée est lonc injective et reste in-
s . . . . 1z o A .
jective par tensorisation topologicue par 0, (considérer @ come 88 ) . Ainsi,

=L
C e R . ) 5

on peut considérer 1-,(,‘0 corme un sons-faisceau le Oy, QQ."(V"\\' ; A'aprds la
condition (c) de 1.3.11., ce sous-faisce:n est ml sur 1'ouvert no-: vide W'; et

il en résnlte que Ho(v.;ﬁn—,q—z

M Q) =



On & alors

n—-g -2 0

r  E° (V n :‘Z;
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)

1o

A
J

0 0

2?2727 ...

0 0

0| o(V) 0
T
0 i

‘ous pouvons sdonc ¢erire 1o leuxiéme diuce o la suite spectrale le Loeray

i,d 1] itjrsa 7
EZ'J = B9 = gr, H I(Tn X;0) . Done

. @

i+ ]

redonne 1'assertion (i)

=0

T I-fk(;ff\ i;O) = @

i+ ]

dans le:

ExrY se réduit & 0(V)
0 bt

. D'autre part

J.Jw

k

I

mémes con:itions, ce ui termine

nhrd Z o0 pour 1<k gn

et HO("fn 3(-;9) = O(:\f), ce qui

—\1—2 Qt

la Jémonstration .
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IV, Diverses notions de p-convexité et de a—concavité .

En travaillant avec la cohomologie (ou les Ext) a supports cuslconcues, les crité~

res locaux de p-convexité et g-concavité d'Andreotti-Grauert (1.3.1. et 1.3.6.)
conduisent par globalisastion aux théorémes de finitude ([1]) . Nous désirons
montrer ces théor&mes en travaillant avec la cohomologie (ou les Tixt) & supnorts
compacts ; 1l nous faut donc une autre version des critéres locaux . C'est 1l'objet de
la partie A, le résultat essentiel étant la proposition 1.42. On constatera ci-dessous

l'analogie entre les nouveaux critéres locaux obtenus et la notion de stricte-p-con-

e : » . .
vexité introduite par B, Malgrange daus [4?]( ) . La partie B est consacrée aux
rappels el compléments nécessaires wur la siricte p-convexité ., On introduit dans €

les notions de "stable p-convexité" et "stable g-concavité" ; la proposition 4.4%.2.

se reformile alors ainsi :
en un point frontidre d'un ouvert X d'un espace analytique Y,

La forte p-convexité de X=>La Forte p-concavité du complémentaire de X =

Ly

=> La stable p-convexité de X => La siricte p-convexité de X, et

La forte g-concavité de X => La forte q-convexité da complénment.ire de X =»

= La stable q-concavité de X .

Ce résultat nous permetira de travailler dans le cadre de la siricte p~convexité

pour étarlir le théoréme 1 et dans celui de la stable (p,gq)-convexité-concavité pour

établir le théoréme 2 .

A. Une autre version des critéres locaux Je forte p-convexité et de forte g-conca-

Vité .

(#) On ivitera 2¢ confondre la stricte p-convixité le Malgrange avec celle de (4] .
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Lemme  1.401,

Soient Y un voisinage ouvert de 0 dans (3“ y Y: Y —>1R une fonction _gw,
to> 0 wun normbre réel, p et ¢ deux entiers positifs, avec p + 2 n . On suppose
e P(0) = 0 ; on pose X.= fxe¥/ ¥(x) +x(x) < 0% et

Zy = {xeY/ 0<:|_°(x) + & (x)2, et on suppose que

?Z,= ?Xi( = {xé Y/ P(x) +xX(x) = 0t pour ﬂi(uz <t (||'||2 disigne la "norme"
c::‘z su‘r _E_I(Y)) .

(i) 8'il existe un systime fondamental {sz meN Ge voisinages onverts de Stein
de O dans Y, 2t wun nombre reéel t1 ’ O<t1gto s tels cue, pour tout m et toute
fonction geg(‘r), avec ||:<||2< t,, on ait |

(a) 1a restriction E(Vm;gY) —-->£ (Vm(\Zi(;gY) est un isonorphisme, et

(v) rﬂ‘(vmnzi‘;gY) =0 pour 1<€kg n=-p=2 ,

on a

(c) pour tout voisinage ouvert U de O doae 7, 11 existe un voisinage

ouvert V'O dans Y, U'c¢ U, tel que l'aprlication rnturclle

}%d(unxs;g,f) — I'%‘EU'('\ Xg(;-?’l') ait une inage aulle pour tout
k<n-p-1 et toute K¢E(Y) telle e lxlly <t
(ii) S'il existe un systdme fondamental {VmK me N de voisinages ouverts de
Stein de O dans Y, et un nombre réel t1 ) O<t1gt y tels que, pour tout m et

)
toute fonction g(e E(Y), avec ||_o_(\|2.< t1 y on ait
(a) Hk(Vm(\ x,"(;gY) =0 pour q+ 1<k,
on a alors

(b) pour tout voisinage cuvert U de O dans Y, il existe un voisinage ouvert
U' de O dans Y, U'¢U, tel cue l'application naturelle
H;(U(\Zd;gY) — H;;EU'I\ Z“;QY) ait une image mlle pour tout
Jx - =

c+2 < k 7 et toute <XeE(Y) telle que ”<3<|l2< ty .

Dans ce lermme, on a désigné par (ﬁx et W, les funilles suivantes de supports :

pour tout ouvert W de Y, <§4(W) es* la famille des ferrés de W contenus dans
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XN et Y',( (W) 1la fanille des ferads de 'L contemns duns Zu N Y
leés ws cerss o ; ISR S g to Ay e pn v J R N i oyt te
S8 w eervions 1 et \il) e fenontrent GO nenlele crpaloffie, 0l Loug conventes

rons ¢'établir (i) .

i

Coit U mn volsiicge ouvert de O duns Y . Totens Oy = 00 On & la suite exac-
1
0 -—>F@ (150) —=['(U;0) = [ (U-X,;0) —- H%(U;Q‘) —_— .,
2 T — - T B - ol R B

cor —> Hk(U;Q) — B (UX j0) ~——> ng::(”;g) — H

(U;0) == ... .
S1 1'ou suppose U de Stein , on obtient la suits exacte

0 —> ‘F&N(U;o) — [(1;0) —— (1=K ;0) — H%“(U;Q) —3 0, at los isomor—

phismes H’((U—X,{;Q) o HJ\%: (1;0) pour 1<k .

1 1'on oo ue

o

Compte temm de "NZy = B-X,, 1'assertion (i) est alore clair

que les conditions (&) et (L) entratnent les conlitions

(a') pour tout voisingge ouvert U de ¢ S0 Y, il #virte an vei. LG
ouvert U' de 0 dens Y, U'lc U, t¢l que 1'esplicantion
4 - . o RN .
f(V';O> »-D-J?F\U'—XD‘;O) =£(Ug"o<;0) colt un isororphisne, el

(**) pour tout voisinage ouvert U de O duns Y, il existe un voisinege

onvert U' de 0O dans Y, U'c U, tel zue l'epplication

A’k

H'k (un -Zno(?0> —_ Hk (un ExEO) ait une irage mille o pour

-
T<kgn~-p=-2.
Du lemme 1.4.1., on déduit inédiatenment la
Proposition 1.4.2,
. iy , . . -
Soicat ¥ un cuvert de C et ¥: ¥ —=> T une fonction ré ulierement p-con-

vexe 2 O¢Y, vec Y(C) = 0. Il eriste un novlre récl t > 0 , tel cue, pour tout
voisirmee ouvert U de O dens Y, 1l existe na voininnce onvert U' de 0 dens

Y, U'cl, tel que 1'application naturelile

ES

Hkii((t’-r\)(«;gY) e }%A(V'(\ X ;SY) it me ingge malle pour tout

3

1< kgn=-p-=-1 et toute 0(6}_3(‘{) Svee ”n(n2< t, et e
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1'application naturelle

1-
H‘,,;,d(l'ﬂ ng;?_‘{) e HE(]Q(U'(\ Z.?.‘;SY> zit ene e oulle pour tout

JY

o+ 2<k et toute xeE(Y), avec Nl < t .

Les conditions ainsi trouvées traduisent la forte p-convexité ce X = {‘(( O?
en 0 et la forte p—concavité de 2 = §O<‘fz en 0O . C'zct sous cetie forme que
nous allons utiliser dorénavant les hypothéses de forte p—corvexité ou forte ¢-con-

%
cavité S )

B. La stricte p-convexité .

Dans toute la suite, on désignera par (E) 1les hypothéses suivuites nur X, OX )

K

P
——

s F, prof

X' b'd g :

(E) X est un espace topologigue, OX un fainzewu 3'cnenux fcovatztife unitaires)

.

sur X, K, un corplexe localement borné de O,-modules, F un C,-—rolule ¢t prof F

=X =X - X . X =
une fonction définie sur X, & valeurs dans N, seni-contime supéricurcneat, attachée
a P - OX , K}'{ seront des Jonndus attachées & X ot Fova friscoow wariable
= = =

On désignera par (H') 1es hypothses suivantes :
(H') X cst un espace analytique, -gX le faiscean structural de X, l{i est le

complexe dualisant de X construit dans 27], F un gx—module cohérent et profx F

est la profondeur classique de F en x¢X .

Chacue fois que dans la suite nous considérsrons un espace analytique X, nous nous
placerons, sauf mention €Xplicite du contrasire, dans le cadre des hypothéses (H') .
Ce cadre est suffisant pour établir les théorémes 1 et 2 . Le cadre élargi des hy-

pothéscs (H) c<st indispensable pour &teblir le thdovdéme 3

(x) On peut pronver 1'asiertion de 1.4.2. welative aux Xy en ntilisant le théoréme

1.3.1. , y conpris 1'acsertion (ii), =zu licu Iu thdorgme 1.3.6. . 0'3t. it 1'idée de
(14 f4

B. Nalgrange uand 11 a introduit la st-oicte p—comr::f(ité\’t "ne =nidlior-tion Jde cettie

méthode pernet I'oblenir le mfne risult t en supposent senlenqent la fonction ¥ conti-
Aot

N 14 . .
mie et fortement peconvexe (en u. ceas i va de soi) i ef. [g].
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Définition
Soient Y un espace anzlyticae, X o ouwnr owvert de Y, & wa poral le 3X et
Pe I+ On dira que © est stiictement p-convece en o Jdons T, 0 'il oviste un
voisinage ouvert V .o a dars Y, uu plongenert Wi Vo= V', o0h V' oest un
ouvert ce Qn (T_[(cu) = a'), o1 un sous-ouvert YX' de V', t:ls cue
(1) mXav) =x'nw (V) , et

(i1’ pour tout voisinage owvert U de a' dans V', il existe wi voisinage

ouvert ' de &', U'cU, tel cue 1l'applicetion naturelle

H;(U(\X;Qv,) - — I{;(U'n X;QV,) ait une iwege mulle pour kgn ~ p -1,

—
-

On a noté ' la famille de fermés &f-.nie par cos de 1'ouvert W con-
A

fhe:

tenus Jeas WAX' L)

Définition

Soient Y wun espace topolo_i e, X un ouvert ue Y, 4 €2, 7 un 0, odale, pel,

On Zdira rque

(i) % est F-etrictement p-convexe 2n a dans Y, =i, pouy toul volsin.ge ou-
vert U de a dans Y, il existe un voisinage ouvert U' de a, U'lc U, tel (ue
1'application naturelle Extg(u nx;g,;}':'Y) —_— Extg(U'{\ x;g,é"y) ait une image
mlle pour k€« ~-p-1. = B

(i) X est -j‘c—stictement p-convexe en a dans Y, si, pour tout voisinage ou-
vert U de a dans Y, il existe un voisinage ouvert U' de a , U'¢ U, tcl que
1'application naturelle Hg(Un x;g) — }E(U'nx;g) ait une image mlle
pour ksprofa;‘—p-1 . -

(On s'est placé dans 1. cadre des hypotheéses (H) et on a noté $ la fanille de fermés

e

définie Har é(w) = fermés de l'ouvert W contemis dans WnAX )

L'int8ret de la F-stricte p-convexite et -atricte p-convexité provient de la

v

w_})ﬁj

S
o
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Proposition 1.4.3.

r oz

Soiert Y uo espace analyticue, X un ouvert de Y, u€dX, et pel . Si X est

strictenent  p-convexe en a dans Y, pour tout Oy -module cohérent F, X eut
gY BB . . - =

FP~strictement p-convexe et Fc—ntrictenent p-convexe er. a Jarsn. Y o {(On s'ost

olacé Cung cet énoncé dans le cadre des hypothéses (H').)
Nens les deux cas on se rcaméne par plongement au cas lisse . Si 1'on a un plonge—

ment iV ——> V! C_C_n y o V est un voisinage ocuvert de a  dans .g“, avec
T{a) = 2a' et X'NR(V) = T(VAX), on a
%(3—1(U)(\X;_F_‘) = H%)(UAX';n*_}i‘) et

Extg(’rf1 (W n x;g,g,}) = Ext;,(unx';v_w,,g',g',) (1a dernitre s$palité pro-
venant de 1'isororphisme de faisceaux ‘E&i(v;}j‘,g.'v)  ——— F*'Extl(‘\!';‘nx?‘,_",) et

-

d'un argument standard de suite specirale) . La question <¢t.at locale, on peut donc

n .
supposer rue Y est un ouvert de C , et cue F admet une syzygcie sur Y .

Nous nous coutenterons de prouver la F‘C-Sat:icte pmconvevitd (la Jémoastration de

la T sticte p-convexité re recopinnt assez aisénent war u‘lle—ui“s. Cu raisonne

pur récurrence descendante sur lo profondeur @ le »iiult=t ost vrai (xi 1'on 2 choi-

y donc pour  prof

£i coaveneblenant le plongument W ) pour F = 0O N

=Y

1'hypothése de stricte p-—convexité . Supposons le résultat vrai pour pr‘ofa F> £+1

P = n, d'apres

et prouvons le pour profa P o= X-_ :
Soit F un OY-module cohérent avec prof_ F = k . On peut iupposer que l'on a
— = 2w
une suite exzcte de Qp-modules 0 —> G ——eg,}n —~—> F e—> 0 , D'aprés 1'hy-

-

pothése de récurrence, le résultat est vrai pour G § soient alors 1, U'', U" des

voisinages ouverts de a dans Y, ¢ U'c U, tels que les applications naturelles

»

H%(U{\ X;G) ~—a H;(U'/\ X;G) et Hi(U'n X;(‘)$) —_ H%(TT"(\ X;Q;}) aient une image

-
-

(1]

nulle pour Jjgn=-p-~-1 et 1 g profa G-p=-1.0naun diagramme conuta-

tif, dont les lignes sont exactes

(#) On procéde par récurrence ascendaute wur l'entier k  de Ext; .
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cors =—> H;(T_T nx;gg’) — H’;(UAX;F_’) — H%“(Unx;g) —_— ...

! N }

ceee —> H;(XY'AX;Q;n,) —_— Hg(u'/\x;:j) — fr‘g“(u'n X;6) —> oae

e > EUNAXG0D) — B XF) — BT (UAKE) — ...

On se propose de montrer que pour kg prof F-p—-1<=4-p~1 y 1'application
- \ - a Ly -

Hg(vnx;g‘) — Hg(U"nX;g) a une inmage mille . On désigne par r les applica-

tions de restriction de U & U", par ' 1les applicetions de restrictionde T 3
U' et par r" 1les applications de restriction 2e U' & " : r = pr'"r'.

Cn & prof = profa_If + 1 = [4— 1. Soit xe H;(TT(\X;E) ; on pose »'(x) =y ;

e

a2

y 2 une image mmlle dans HEH(U'[\ X;G) (k41 <fl-p=orof 3 -p-1) et est

-

. . . m . .
donc 1l'image 1i'un élément =z de H;(U’n X;.C.)Y) } ce deraier a une irmage nulle dans

Hg(l’“n X,Qi:) (ksn=p=-1), donec »™(y) =r(x)=0 .

Remargque .
31 Y est lisse de dimension n au voisinage de a, X est strictement p-con-
e
vexe en a &1 et seulement si, pour tout voisinage ouvert U de a, il existe un
voisinage ouvert U' de a, U'c¢ U, tel que 1l'application
Hlé(Un x;gY) —_— H;(U'n x;gY) ait une image mulle pour
k \< ne=-=pnp-=- 1 .
Définition .

On dira cue l'ouvert X est sirictement (resp, P-sirictement, resp. F -stricte~

-
— e

ment) p-coaveve C-ns Y, s'il 1l'est en tout point de sa frontidre .
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~ . R -~ . -~ A + - 40
e Lo 2t le oeconwvexité ot la etod

Difinition .
Soient Y wun csspace aznalyticue, X un ouvert de Y, défini par une inéquation

X = i\f< Oz, oh Y: Y —> R est une fonction continue, a wun point de X et

pe N . On dira que (X,¢) (i.e. X défini par ¥ ) est stablement p-convexe en

a dans Y, s8'il existe un voisinage ouvert V de a dans Y, un plongement
T:V—>V', ol V' eet un ouvert de (En (m(a) = a'), une fonction contime
‘ﬁ' : V! —> R , et un nombre réel t> 0, tels que

(i) Y'omw = , et

(ii) pour tout voisinage ouvert U de a' dans V', il existe un voisinage ou-

vert U' de a', U'c¢U, tel que l'application naturelle

H; (UnX, Ov,:) —_— Hl; (U'n X, Ov,) ait une image mulle pour tout
k<n-p-1 et tout réel o , tel que Ixi<t . (On a noté X, = {¥ +x< 0F et

-

&, la famille de fermés définie par Ef:o((w) = fermés de l'ouvert W contenus dans

Définition .
Soient Y uh espace topologique, X un ouvert de Y deéfini par X ={‘f<0%lof1

¥: Y —> R est une fonction contimue, a un point de 23X, et p€N . On dira que

(i) (X)est F-stablement p—convexe en a dans Y, s'il existe un réel t >0,

tel que, pour tout voisinage ouvert U de a dans Y, il existe un voisinage ouvert
U' de a, U'CU, tel que l'application naturells

Ext@ (U AXF 'K'r — Exta (U'nx x g,g ait une image nulle
pour tout k g -p -1 »et tout reel « , tel que Xi<t .
(i1)(X,P)est gc-ﬁ@_]ﬁrgggi p-convexe en a dans Y, s'il existe un réel t>0,
tel que, pour tout voisinage ouvert U de a dans Y, il existe un voisinage ouvert
U' de a, U'cU, tel que l'application naturelle
HE‘,((U(\X‘_‘;E.) —_— ng(U'n Xqﬁf‘) ait une image mulle pour tout

kL Prof F - p -1 et tout réel X, tel que IxI<t .
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Comre pour la stricte p-—-convexité, on prouve la

Proposition 1.4.4.
Soiert Y wun espace analytique , X un ouvert de Y défini par X = “i‘(’( O?, ou
¥:Y-—>R est une application :ontinue, a¢ dX , et p€ N . Si (X,¥) est

stablenent p-convexe en a dans Y, pour tout OY--rxodule Qohekr‘“e:n* F, (X,p) est

F—staolement et Fc—stdblement p~convexe en a dans Y . (On s'est place dans cet

N~ - .

enoncé dans le cadre des hypothéses (H').)

Définiion .
Soient Y un espace analytique, X un ouveri de Y 46fini par X = f0<‘ff, ou
¥: Y —> R est une fonction contimue, a un point de >X, et g¢ N ., On dira

que (X,P) est stablement g-concave en a dacs Y , 8'il existe un voisinage ou-

prs R ——

vert V de a aans Y, un plongement T: V —3 V' | ou V' est un ouvert de ¢

(m(a) = a'), une fonction continue ¥ : V' —> R, et un nombre réel t>0, tels que

-

(1) frow =¥ et

{i1) pour tout voisinage ouvert U de a' dans V', il existe un voisinage ou-

vert U' de a' , U'¢U, tel que l'application naturelle

HE((U(\ X -.V') — H'E«(U'(\ X«;(_)v,) ait une image nulle pour
tout q+ 2<k et toute fonction <& E(V') , avec Iltfﬂ <1t . (On a noté
X*-_— iO\‘ N4 -H,_(Z et @d la famille de fermés définie par Q (W) = fermés de 1'ouvert

W contenus dans WnX_ o)
Définition .
Soient Y un espace topologique, X wun ouvert de Y défini par X = §O<YJ§
¥: Y -—> R est une fonotion continue, a €3X, et qe€ ¥ . On dira que
(i) (X,'\ﬁ) est f-stablemeut g-concgve en a dans Y, 8'il existe un réel
t > 0, tel gque, pour tout voisinage ouvert U de a dans Y , il existe un voisina-
ge ouvert U' de a , U'cU, tel que l'application naturelle

va UnX.; F, l:' — Ebd;l'E (U'n X ,F K ait une image nulle
é« - T X ‘2« «

Y)
pour tout ¢ + 2 - pI )f.‘a P < k et .oute Ionctlon xE€ L(Y) avec “d“2< t .
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(i1) (X,f’) est Fc~stablem¢ut geconcuve en a dans Y, #'il existe un réel
BN ol R - .
t> 0, tel que, pour tout voisinage ouvari U de & dans Y, il existe un voisinage
ouvert U' de a, U'C U, tel que 1l'application naturelle
HE (UnX 37 e (U'A X ;F it une i 1 tout
5, (UN 5,?) —> Hg (T'n K'~) ait une image rulle pour tou

q+ 2 <k et toute fonctiona«ek(Y), avec ltl, <t .
Par un argument analogue & celui employé pour la stricte p-—convexité, on prouve la

Proposition 1.4.5.

Soient Y un espace analytique , X wun ouvert de Y deéfini par X = §0<Cff, ou

¥: Y —> R est une fonction continue, a ¢ 3X, et qe N . 8i (X,¥ ) est stable-

ment g-concave en a dans Y, (X,¥ ) est PF-stablement ct Fc~stabl;meqt g-con-

cave en a dans Y .(On s'est place dans le cadre des hypothéses (H') .)

Nous pouvons maintenant traduire la proposition 1.4.2. (en perdant un peu d'in—

formation dans le cas fortement p-couvexe) :

Proposition 1.4.6.

Soient Y wun espace analytique, Y : Y —3» R une fonction continue, et p,qe&N .

——

i) Si est de classe C% et fortement p~convexe en ae Y, avec a) =0
—— ™ ’ ?

(X =§Y¥<0%?,f) est stablement p-convexe en a dans Y .

(ii) Si ¥ est de classe C° et fortement g-convexe en aeY, avec ‘¢(a) = O,

(2 =§0<Y¥7,¥ ) est stablement g-concave en a dans Y .

tiie M m R, A At e e 36

Définition .
On dira que (X,¥ ) est stablement (resp. P-stablement, reSp.‘Fc—stablement) p-con-

vexe (resp. g-concave) dans Y , s'il 1'est en tout point de sa frontiére .

Un ouvert fortement p-convexe (resp. g-concave) est stablement p-convexe (resp.

g-concave) .
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- 2°, THEOREMES D' EPUISEMENT, DE SEPACATION ET DE FINITUDE POUL LLUS OUVERTS

STRICTENLUNT p~CONVEXLS -

Les deux théorémes d'épuisement s'enonceant minsi (cf. les hypotnéses (H), page £00)

Theoreme 2.,1.7.

.,E_' o un Qx—module,

Soient Y un espace topologique, X un ouvert dewYNi,\/et pelN . 81 X est

F-strictement p-—convexe dans Y et si la frontiere X est compacte

o e O P R —
-—

(i) Les limites inductives Extk(X;g‘,}f)’[) = Lim EXt]lz(X;f'.ls()
T xe (%)

sont essentiellement injectives pour k- p .

(ii) Il existe un ouvert X' de X, avec X'e & (X) , tel que 1'application
naturelle Extg(X' ) — Dxté(x,‘ ,E{;{) s0it surjctive pour k g ~-p - 1.

(% .
(On a noté <§ (%) = fermés de Y coutemus dans X' ), $'(X') = fermés ue Y ¢ X' .)
Theoréme 2.1.2. Lu;n\ Qx’mo‘“leu

Soient Y un espace topologique, X un ouvert de Y\/’ pe N . 81 X est
Fc—s"tr'}qtgrggpt p-convexe dans Y et si la frontiére 09X est compacte

(i) Les limites inductives H‘k(x iF) = Lim F;(((X;F)
= K ecﬁ ~
sont esseptigllement injectives pour k L~ p + prof‘aX N
(ii) Il existe un ouvert X' de X, avec X'e @(X) , tel que l'application
naturelle Hg.(x';F) —_— H;(X;F) soit surjective pour k <=~ p -1+ prof,, F.

Nous verrons plus loin que si Y est un espace analytique (cf. hypothéses (H'),
page 000), on peut déduire des theorémes de séparation et finitude des theoremes d'épui-
sement ., Nous allons d'abord etablir ces derniers . On commence pour cela par deémontrer

les deux lemmes suivants

Lemme 2.1.3.

Dane les conditions de 2.,1.1., on désigne p » U un voisinage arbiiraire de X
dans Y . Pour tout ferme K de é(x), »1 existe un ferm<” K' de M, KcK', tel que
1'application naturelle Extg(u K;'F,l__g;) — Extlfé (U - K';E,IS,) ait une image

(¢) Si X est relativement cumpact dans Y, $(..) = compacts de X .
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nulle pour k\< - p-1. (Cn désigne toujours par & la famille de fermes definie

ey

par ®(W) = fermés de llouvert W cortenus d..as WAX L)

Lemme 2.1.4.

Dans les conditions de <.1.4.,, on designe par U wun volsinage aruvitraire de X

dans Y . Pour tout fermé K & &(X) , il existe un fermé ' &« P(X) , K'DK, tel que

1'application naturelle H‘;(U - KiF) ——> H};(U - K';F) ait une image nulle pour

IE

-

k£-p~-14+prof , F.

)8
Remarque .
Dans les conditions de 2.7.3. et 2.1.4., on pect trovv.or v o cntier s , tel que,
si %U1Z . goeey {Uﬁ’f RN sont deg lecouvii sute uaver.: iinie a4 3X, avec
i’ i€l iJig€l
J 31 S8t o ‘ N et T . . NP
U.1 C Ui et dans la situation des ouverts 1 et U .. texve. &t e la défini-

tion de la F-stricte ou Fc—-stricte p-convaxits (pour 1€ 1 et J = Z,....8), et
= b
1 . . ]
K ¢ X~ U Ui y, on peut prendre pour K' un fernd contéan.. X - L_} Ui o
iel e X

Les démonstrations des deux lemmes etant pratiquement les mémes, nous Lous contente-
rons d'établir le premier ., Il suffit pour cela de reprenare la msthode de [4_3].

Désignons par I° wune résolution injective de K} (I° est localement bornee &
i o Mt S v LA et AR ks A S . s .: ::.

-

gauche), et posons ‘{E_}.r = Hom (Y;?,;_r) ; les Er sont les objets d'un complexe /bor-

— o

né & gauche évident de QY-modules dont on note ¢’ la difféerentielle . Les _E5r sont

. by .
des faisceaux flasyues, donc @ ~mous . On note _E_}§ le faisceau des germes de sec-

W T g Ty

-

-

tions de §r a supports dans ¢ . Les E% sont les objets d'un complexe évident dont
on note dg la différentielle ; on désigne par LZ; le sous-faisceau de E% formé des

germes de sections de bord nul .

~

51 U et %’ sont deux recouvrements ouverts finis de X, U' étant plus fin

que U , on désigne par r, S(U,L_.I%') l'application de restriction
- ¥ :

. - PR N Si1.0b
rt,s : H (g':zé) —> H (g, v_;%§) .
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Le lemme 2.1.3 se déduit salors du

Lemme 2.1.5-

Etant donne un recouvrement ouvert fini U de 22X, il existe un recouvrement ou-
-t
-

e v )

Fin vert fini/-g_' de 73X , tel que l'application Ty S(g,U') soit d'image nulle pour
— ’ -

t «=-p~-1 et 1<8.

On peut énoncer ce lemme : " Le systéme inductif g® .y p——> HS(U;Z£) est ml
= == —

au voisinage de X " .

Soit en effet p_:fUi‘i je 1 U recouvrement ouvert fini de 73X , avec Uic U -K
-«

-p~-1 (i€ 1), et soit =xe ?};(U ~ K)y» Quitte & remplacer U par un recouvrement plus fin,
=3
?_—e’nj\on peut supposer que, pour tout ielI, il existe y. ¢ ;‘%J (Ui) tel e X = dl%qyi
de x -
sur U, (hypothése de F-stricte p-convexité) . Posons 5=y -, s ‘Jint ;

(zij) est un 1~cocycle de g 3 valeurs dans Z5 . Utilisant alors 2.1.5., on

peut trouver un recouvrement ouvert [3]' fini de X, plus fin que

U indépendant de
-

x) tel que le cocycle (zij) soit d'image nulle dans ' (;\’,';?}271) . On a alors

Z,,= U,= U, , aVec W,E€ Z'k:1 (U!') et la collection des v,= x,, - u., fournit un élé-
i i J i~ =9 b b i i
ment de g%-1( UU{,) dont le bord est la restriction de x . Il suffit de prendre

XK' S x-Uu;, .

Il reste maintenant & établir 2.1.5. . On va procéder par récurrence descendante
sur t (cette méthode condnit am résultat car les hypothiéses de F-etricte oun Fo--atri

te p-convexité assurent la mullité d‘'une application de restriction pour les indices

kX inférieurs & un entier domné ; il est impossible de traiter le cas concave par cette

méthode) .

Pour des valeurs "asseg négatives" de ¢ , le Taisceam g.; est mul . Le lemme 2.1.5

se déduit donc, par récurrence descendante sur =, du

Lemme 2.1.60
Soient t<-p=~-1 et Ogs fixés, Pour tout recouvrement fini ouvert U de X

il existe un recouvrement ouvert fini plus fin _U_' de X, et un homomorphisms
-



I - 46 -

1
d, (U,U') : HS(E_;Z§) — g (U' & ) , possédant, si 1< s , la propriété sui-

t,s - ~
vante :
Pour tout recouvrement ouvert fini U" de Xy plus fin que U' , si

[] " ] — " -
rt-1,s(g ,I‘L) dt’s(Ug,I:I:) =0, alors r (l}i,U ) =0 .

On remarque que si U est un voisinage ouvert de a¢2X , il existe un voisinage
ouvert U' de a, U'«¢U, tel que d§ 1Elé 1(U') contienne la restriction & U' de
.ZE(U) g pour kg<=p=-=1.0n constrult ensuite dt g comme un homomorphisme de
—— ?

connection :

Le recouvrement U étant donné, on construit U' de telle sorte que tout ouvert

= - .
U' de JJ' soit contenu dans un ouvert U de U, l'application naturelle
- -

Hk(U,_@%) —_— Hk(U';_I:]é) étant nulle pour k &£ - p ~ 1 . Soit alors xECS(U;Zg) ;
- - & 4
sa restriction r(x) & CS(U'-zg) est 1'image d'un élément y de cs(u';E;”)

t 1)

Si x est un cycle (x¢ 2 (w é)), 1'image de y dans (U' est én fait dang

-

z8+] (U Z? ) . En passant aux espaces de cohomologie, on obtient une application indé-

pendanfe des representants choisis qui répond & la question . (On vérifie gue

~

U'E = Q our 18 .
é P )

Revenons maintenant & la démonstration des theoremes d'épuisement . Les démonstra~-
tions étant analogues dans les deux cas, nous nous contenterons d'établir le théoreéme
2.1.1. &

(i) I1 s'agit de prouver que, pour tout fermé K 6{5(){), il existe un fermé
K'é@(x) y KcK*, tel que tout x ¢ Extk(X°F,K§() , dont 1'image dans Ext@(x F,Kx)
est nulle, ait déja une image mulle dans ExtK (X3 F'KX) (si kg~ p) .

On applique le lemme 2.1.3. au fermé K : on obtient une "enveloppe" K .

On a un diagramme commutatif, dont les lignes sont exactes

k"'1 . k L] < re 3 y ®
ees —> Exty (U - K‘E’f)() —_— ExtK(x;g,gx) —_— Extg(x;g,gx) —_— thg(u - K;ij,_l}x) —_—
= - l... = 4/.“ - = \L e

e - k 3 - k L)
cos —> Extg 1(U- K';Ij‘.lcx) — Extl}é.(x;}f‘,fx) Sl Exté(x;?}gx) — hxté(U -K';_}j_,gx) —>.

-u

o inand
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Si x ¢ Ext (X F, .X) a une image nulle dans th§(x P, K ) , il est 1'image d'un elé-

ment ¥y de Ext%WU - Y,F,I\X) .51 kg ~p (k ~ 1< =p =~1), l'image de ¥y

dans Extl%- (U - K';E’,f(}‘(‘) e¢st nulle, il en est donc de m@me de l'image de x dans
xti,(x;g,gi) .

(ii) On applique le lemme 2.1.3., avec K =0 (kg =-p~1) . On prend ensuite
pour X' un voisinage ouvert d'adhérence dans $(X) de 1' "enveloppe" K' de
¢ . En utilisant la suite exacte ecrite plus haw:t, on constate gque l'application

xtllz,(x;f.:,:(_)'() — L‘xt% (X,F,}S() est surjective pour kg = p - 1 (1l'application

Extg(X;F,Ki) —m Ext;(U - K';y,gi) a une image nulle dans leu mB3nes conditions) .

e

Pussons maintenant & diverses conséquences des theorémes d'epuisement ¢gand Y est

un espace analytigue complexe et F un OY-rnO(mle cohérent (on se piace dans le cadre

des hypothéses (H')) .

Theoreme 2.1.7.
Soient Y wun espace cnalytique, X un ouvert de Y, a¢ 292X, F un OY~modu]_e cohé-

rent, et pe¢N . Si X est F-strictement p-convexe dans Y (en particulier si X est

-

strictement p-convexe dans Y) et si X est relativement compact

(i) Les espaces Ex’cc(x;};,&) sont séparés pour k< - p .

ii1) Les espaces Extk(X;F, y sont de dimension finie pour k<g£-p - 1.
P o (KT oK . <

(1ii) Les espaces Hk(x,?) sont de dimension finie (séparés) pour p+ 1< k .

Théoréme 2.1.8.

Soient Y un espace analytique, X wun ouvert de Y, a¢3X, F un Ox-module cohé-

rent, et peN . Si X est F(;—_gstricteneg_t p-convexe dans Y (en particulier si X

~

est strictement p-convexe dans Y) et si X est relativement compact
(i) Les espaces H};(X,F) sont séparés pour k £ prof‘ax E_‘ -p .
(1ii) Les espaces H‘k(X;F‘) sont de dimension finie pour kg profy, F-p-1.
(iii) Les espaces Ix (X F’_X) som'f‘\/ pour  p+ 1~ profaxgi‘\( k .

ﬂf.f“.f"‘.e“s‘."“ Fine (se'rare's)
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Un appliquant les théorémes 0.3 et 0.4. et en tenant compte des assertions (i)
de 2.1.1. et 2.1.2., les assertions (i) de 2.1.7. et 2.1.8. sont immédiateswz
Pour étaplir 2.1.7. (ii), on pourrait raisounner comme nous le ferons ci-dessous pour
2.1.8 (i1) (en utilisant 0.5. (i)) . Nous allons employer un argument plus "élémentaire'
inepiré de [47]s

51 k g=p=1, il existe un ouvert X' relativement compuct dans X tel que

Ny k . . ) k . ° . . . s . -
thc(x i’ ,EX) ——sbxtc(x,g,:}ix) s0it surjective . Soient ; = %Uiz icI et

g e

U' = {U.’f . deux recouvrements localement finis de X par des ouverts de Stein,
o 1) iel OB T oo ao-tns ore ot

avec U]’_CCUi , pour tout iel 4 et Uin X’ fé @ pour un nomore fini d'indices i .

Soit ¥ = iij jed un recouvrement localement fini de X' par dez ouverts de

Stein, plus fin que X'AU' . On choisit une application ¥;J ——=» I , teclle que

'S cU'( ) ; a cette application on associe l‘'application naturelle (prolongement par

f(3

0) CC(X;Eth(\_I;E,l_()’() —_— Cc(u;Eth(Q;F“,g{)) qui est compacte (et m@me nucléaire) :

c'zst la transposée de 1l'application nucléaire

c* (U (U;F)) —> C*(V;H(UsF)) « On en déduit le diagramme
,.C - 0 ] R
ék(%;hx‘cc(g;f‘.if_x))
Le

c 1, O ey &L oC et T . . c o .
C, 1 g_;hxtc(g;g,gx))->-Ak(g,hxtc(;,§,__1§x)) o ImX+ Img = zk(_g.;Extc(_g.;g,gx))

si k & -p-1. Comme @ est compacte, on en déduit {257 que X est d'image fermée

-

et de conoyau de dimension finie (tous les espaces sont DFN) ,

Saretemam

Passons 2 2.1.8. (ii) .

Soient ._I_(;a EKiE ic I et é(:‘ ={Ki'§ i€ T deux recouvrements localement finis de

[+]
X par des compacts de Stein, avec K{c Ki y pour tout i€l . Si k £ -p~t4prof,,  F ,

ax £
il existe un compact K de X, tel que H;(X,I:‘) —_ H};(X,E) soit surjective . On

en deduit (0.5. (1)) qu'il existe un sous—ensemble fiai J de I, tel que 1'application

(%) Ici &(X) = compacts de X , vuisque X est compact dans Y .

-
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Hl;(g;Ho(l_(_;F)) _— H};(X;F‘) soit surjective . On a donc un diagramne d'espaces DFN

z5 (k' HO(K"5F))

E;HO(K;F) ————‘3—'(————> ZC(E;H (K;F)) 4 ob In + Imf =2 (_I_( H (}_( F)) .

L'application C?(E_‘;Ho(ﬁ' iF)) —> Cl;(ﬁgHo(ggF“)) est nucléaire, donc compacte, et

(% est compacte . On en deduit [25) que & est d'image fermée et de conoyau de dimen—

—

sion finie .

Pour terminer, prouvons 2.1.7. (iii) (2.1.8. (iii) s'établirait de maniére analo-
gue) .

D'aprés 2.1.7. (1) et l'assertion concernant la séparation dans 0.1., les espaces

Hk(X;g) sont séparés pour p + 1< k . Comme thc(X,g,}gx) est séparé pour k< - p
(et & fortiori pour kg=-p - 1), les espaces Hk(X,F) et Ext;k(x;g,‘l.(;{) sont en
dualite pour p+ 1< k ; les espaces k(X iF ~“){) étunt de dimension finie pour

p+ 1< k , il en résulte que les espaces Hk(X;E) sont de dimension finie dans les mé-
mes conditions .

La démonstration des théorémes 2.1.7. et 2.1.8. est ainsi terminée . Compte temu
de la proposition 1.4.6. (i) (et du fait que la stable p-convexité entrafne la stricte
p-convexité), on en déduit les théorémes 1 et 8 annoncés dans 1'introduction . En
se reportant & (§7], on constatera que 1l'on peut méme en déduire une version renforcée

de ces théorémes, qui permet de retrouver et généraliser un résultat de R. Narasimhan

(cfe [20) Theorem 1) .
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- 3° ., THREOREMLS D'EPUISLIMENT, DS SEPARATION LT DE FINITUDE POUR LES ILSPACLS
STABLEMENT (p,q)~CONVEXES~CCHNCAVES KT LES NSPACLS FORTEIEIT  (p,q)=CONVEXLS~CON-

CaVasS -

Dans T et II on établit un theoréme d'épuisement pour les cspaces stablement
p-convexes et un théoréme d'épuisement pour les espaces etablement g-concaves . On
en deduit facilement, duns III, un théoréme d'épuisement pour les espaces stablement
(pyq)-convexes—concaves, puis, dans le cadre des hypothéses (H') (page 000), des
théorémes de séparation et de finitude pour ces espaces . La proposition 1.4.6.

-~

permet de passer & des résultats analogues pour les espaces fortement (p,q}-—g:onvexes«

-gconcaves, qui sont énoncés dans IV (cf. théorimes 2 et 9 de 1'iutroduction) .

I. ESPACES STABLEIMBUNT p~COMVLXES .

A+ Ouvertis stablement p-convexes .
On se place dans le cadre des hypothéses (H) (cf. page 000) .

Si Y est un espace topologique/(resp. analyticue), on a de¢fini plus ha t la no-
tion d'ouvert :li_‘-stablement ou ;F‘C-sta'blement p-convexe (rcsp. stablement p—conve—
xe) dans Y .

Soient Y wun espace topologique, X un ouvert de {, ‘f: voisinage ouvert de
0X —> R une fonction continue telle que X soit défini dans ce voisinage par

¥< 0. On pose, pour XER, X, = {:f-;-a(( Ozr; et on supoose que Y n'atteint pas
de minimumsur %O(‘f’z e
TRGF

Voici les principaux résultats (F est un O_-moduleet p un entier > 0 ) :

=7

Proposition 3.1.1.
Si (X,¥) est F-stablement p-convexe, et DX compact, on a

(i) Pour tout fermé K ¢ @:(X) et tout entier k< -p , il existe un réel stricte-

ainat s o
-

ment négatif € , tel que si x€ kx% (X F‘,Kx) a une image nulle dans thé(x ,F,K;,)
il ait déja une image mlle dans Exté(}( ,Kx)

(ii) Pour tout entier kf=-p -1, 11 existe un reel sirictement négatif ¢ , tel
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que l'application naturelle
R < . LK o . . .
E‘Xté(X@LKX) —_— mxté(X&;F,_l_xY) soit surjective .
- U A 2 AR

(i(}() = fermés de Y contenus dans X, %e(XE) = fermés de Y contenus dans X, .)

Pro osition 3.1.2.
Si (X,I’) est S‘C—g‘ﬂ‘g}_e‘mgp’t p-convexe, i X gﬂpmpagfc , On a
(i) Pour tout fermé K €%(X) et tout entier kg-p+ profy, F , il existe

un réel strlctement negatlf € tel que, 581 x ¢ X{E(X,F) a une image nmulle dans

Hl:.;t(xz;g), il ait deja une image nulle dans H;(X,li‘) .

(ii) Pour tout entier k £~-p-1+ profBX , 11 existe un réel strlctement negatif

o

£ , tel que l'application naturelle

, P
-

H‘k(X F) — Hk( ;F) soit surjective .

Les démonstrations des deux propositions étant voisimes , nous nous contenterons
d'établir la premiere .

. 1 ¢ m m oo
Soient g: {Ui?ie T 10 __LI_ = {Uifié 1 des recouvrements ouvert finis de 93X ,

avec Ui relativement compact, et toute paire d'ouverts (Ui,Uiﬂ) satisfaisant
aux conditions des ouverts U et U' intervenant dans la définition de la stable
p-corivexité : Ug”c Ug et les applications naturelles

k

Ex (UJnxo,, , °) —> Ext (U3+1{\X ,F, *) ont une image nulle
@ «

pour k< - p -1 et\o(kt (t> 0) .

Dans ces conditions U U est un voisinage ouvert de 33X, et on peut
iel
trouver un réel O0< 't1<1; tel que Bxd soit compacte et contenue dans ce voisi-
nage ouvert, pour tout X tel que - t1 <X L0 .
(i) Le fermé K étant donné, on peut supposer que les recouvrements ci-dessus

sont choisis de telle sorte que X X - U U1 « S1 m est assez grand, 1la
il

démonstration du théoréme 2.1.1. montre que, si K' €<}(X) et
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- . k L ]
K'5X - L) Ur: , tout élément xe¢ Exti(x;g,gx) qui donne O dens Extg (X ;}f‘_,‘l_(Y)
lé I - ’:t e -

donne déja O dans Ex‘tl;,(x F KX)’ donc a fortiori dans ‘xté(X F, K ) (pour

k<~ p) ¢ on refait la démonstration de 2.1.1. pour 1l'ouvert X (avec -t, < £< 0);

on utilise la remarque page 000 ,

(ii) Pour des recouvrements comme ci-dessus, avec m assez grand, la démonstration
au théoreme 2.1.1. appliqueée & l'ouvert X, (- t,<£< 0) montre gue, pour

k<-p~-1, 81 X! est un voisinage ouvert de X - U Urin s l'application
iel

naturelle Extt (X';F ,K.Y  — Ext ( 9 F,}“(;) est surjective : on peut prendre

$' = %

Xt =X .
B. Bspaces stablement p-convexes .
Notation : si "(: X — R est une application, on pose, pour c¢R, b ={i-:eX/"ﬁ(x)< c} ,
et X° = {xéXx / <P (x)} .
Définition . (Hypothéses (H').)
On dira que 1l'e¢space analytique X est stablement  p-coavexe, s'il cxiste une fonction
céntime  Y: X ~—> R, ¢t unréel c_, tels que

(1) L'ouvert X, soit felativement compact ans X pour tout récl c .
(i1) (Xc,‘(— ¢) soit stablement p-convexe dans X pour tout c,< ¢ .

PR . . s c . : - . s
(111) La restriction def¥ & X o n'ait pas de minimum local, ou n'ait que des minimum
-

locaux isolés .

(iv) Si a est un minimum isolé de Y , avec co<‘F(a), il existe un voisinage ouvert V

de a etunréel t>0 (U =V, f‘(-—‘f’(aké}) tels que Ext ( F,h)‘() = 0 pour kg<-p - 1 et

Hk(U ,F = 0 pour kg -p-1 - prof F, pour tout OX-module cohe ent F et tout O<e<t o

Deflmtlon . (Hypotheses (H).)

On dira que l'espace topologique X est F-stablement (resp. Fc‘i‘i’%}’}f?}??‘) p-convexe,
s'il existe une fonction continue f: X ey 1 et un réel ot tels que
(i) et (iii) corme ci=dessus .
(ii) (Xc,f- c) soit g‘-—stablcment (recp. P -utas ment) p-convexe dans X pour c gc.
(iv) 81 & ect un minimm jgolé de ¥, avec c o<Y z), il existe un voisinage ouvert V

e a efkun reel 1> 0 (U§= vn 3‘(-— (a) \gz) tels c.e Lxt (L ;_1;‘ i{}‘() =0 pour kg-p - 1
(Tesr« Hc<U£)‘E):0) rour k\(—'o-q‘_rroelf\) et O<sct.
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Il est clair que si l'espace analytique X est stablernent p-convexe, il est
F-stablement et 'Fc—stablement p-convexe . On verra que si X est fortement p-con-

vexe, i1l est stablcment p-convexe .

On obtient les théorémes d'épuisement pour les espaces F-stablement ou Fc—sta—

blement p-convexes (qui s'appliquent tous deux aux espaces stablement p-—convexes) :

Théoréme 3.1 ‘30
Seoit X un espace topologique F-stablement p-convexe.
On a

(i) Pour ¢ >c, et kg-p, 1'application naturelle
k . N < . . .
Extc(xc;?,§x) ——e>~ﬁxtc(x;g,§x) est injective , et le
systeme inductif K compact de X p— Extg(X;thi) est essentiellement injec-
tif .

(ii) Pour c¢ > c, et k&-p =1, l'aprlication

) k . 5 k .o . R
Extc(xc;z,gx) —_— EXtc(X;EJEX) est bijective .

Théoréme 3.1.4.
Soit X un espace topologique FC-§t§blement p-convexe .
On a
(i) Pour ¢ >o, et kg-p+ profy F , 1'application naturelle
Hi(XG;F) —_— Hi(X;E) est %Rgigfiye, et le systéme inductif
K compact de X p—> Hﬁ(;;E) est essentiellement injectif .

(ii) Pour c>c_ et kg =p -1+ profy F, 1l'application naturelle

0
Hi(xc;g) — Hi(X;F) est bijective .
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Les théorémes 3.1.3. et 3.1.4. résultent respectivement des deux lemmes sui-

vants

Lemme 3.1.5.
(i) Dans les conditions de 3.1.3. , pour c>c 4 kg~ p, et K compact de X
fixés, l'ensemble des réels ¢ 0, tels que si x¢ Exti(X;F,{({c) a une image nulle
k oy n i s . K,y . .
dans EXtc(X;g’;{X) , il ait déja une image nulle dans Extc(Xmg;f',i‘(X) , est la demi-

droite [c, +el toute entiére .

(ii) Dans les conditions de 3.1.3. , pour c> c,» kg-p=-1 fixés , 1l'ensem-
ble des €3> 0 tels que l'application naturelle

..k . k . . . . .
ExtC(Xc;g‘,;(X) — ExtC(X(H_ ’I;’KX> soit surjective , est la demi-

€

-droite (¢, +0oL .
Lemme 3.1.6.
Dans les conditions de 3.71.4. ,
(i) pour oc> 9 k<-p+ profX F, et X compact de XC fixés, l'ensemble des
réels £>0 , tels que si x¢ Hié(X,F) a une image mulle dans H‘Z(X;F), il ait

de ja une image nulle dans H}:(X £;g") y est la demi~droite [c, +oef .

C+
(ii) pour c>¢c, k{-p-1+ profX F fixés , l'ensemble des E)O tels que
1'application naturelle
H‘t(Xc;g) — H];(xc»g;f) soit surjective, est la demi-droite

[cy 402

Ces deux lemmes s'établissant de maniére analogue, nous nous contenterons de prou-
ver le premier . Nous reprenons pour cela l'argument de [{](page 243), mais nous
sommes dans une situation plus simple car nous travaillons avec des supports compacts,
au lieu de supports quelconques .
(i) L'ensemble considéré n'est pas vide (il contient c), il est fermé (c'est évident
puisque l'on travaille avec des supports corpac's) et ouvert d'aprés 3.1.1. (i)

R

(et la condition (iii) de la définition) dans l'espace connexe [c, +cof .
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(ii) Argument analogue en constatant que 1'ensemble considéré est ouvert d'aprés 3.1,

1. (ii) et la condition (iv) de la définition,
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II. ESPACES STABLEM:ZMT g-CONCAVES .
A. OQuverts stablement g-concaves .

La méthode employée pour le cas stablement (-concave est différente de celle uti-
lisee pour le cas stablement p-convexe . Cette derniére reposait sur une modifica-
tion de la technique employée dans le cas strictement convexe, procédé inutilisable
dans le cas concave (cf. les remargues page 000) . Nous avons donc été obligés
d'employer une technique voisine de celle de [2] , utilisant la méthode de 1la ﬁﬁgﬁﬁﬁ
g%issqptg" de {41 et [2J (on devrait dire ici du "creux glissant" ...) basée sur le
fait qu'on dispose d'hypcthéses glgbgleg sur les frontiéres des ouverts considérés
(nous aurions pu employer cette méthode dans le cas stablement p—convexe mais pas
dans le cas strictement p—convexe oli 1'on ne dispose que d'hypothéses 1oc§1§$ a la
frontigre) .

Pour les raisons que nous venons d'egposer, nous sommes obligés de modifier un peu
nos hypothéses de travail : au lieu des hypothéses (H) (page 000), nous utiliserons
les hypothéses
(1") ¥, Oy 5%"" gont astreings & vérifier les hypothéses (H) et, de plus, Y

est 1'espace topologique sous-jacent & un espace analytique complexe ((Y,0 ntest

v
pas nécessairement cet espace analytique !) ; il en résulte que l'on a sur Y 1a
notion de fonction g“’ y €t, 81 U est un ouvert assez petif de Y, / a la notion

de “semi-norme” définie par plongement lisse sur g(U) (cf. page 000; avec les nota-

. . . 2 .
tions correspondantes, on dira que c'est une semi-norme C si k= 2) .

Soient Y un espace topologique, X un ouvert de Y, j’: voisinage ouvert de
X —> R une fonction continue telle que X soit défini dans ce voisinage par
<Y d - {51 *

0 « On pose, pour o_{ ¢ classe C sur ce voisinage, X-= = {O< ‘(’4-0(}&))(, ¢t on

supnose que ¥ n'atteint pas de maximum relatif .

On désigne par F un QO -module et par q un entier > 0 . On a les rcsultats

suivants
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Proposition 3.2.1.

Si (X,\f) est F-stablement q-concave dans Y, et 23X compact, on a
1K : ,

(1) Pour tout fermé X € $(X) et tout entier ¢ + 3 - prof x F € k, il existe

un reéel ‘s’lcriotemem‘; positif & , tel que si x e thﬁ(X;F,I‘S}'{) a une image mulle

dans Ext (X?:;F,K‘}) il ait déja une image nulle dans Ext;(X;F,K)'()

k
$

(ii) Pour tout entier q + 2 - pr-ofX P kol existe un réel strictement positif &
tel que l'application naturelle

Extk(x;f‘_,‘l;()’() — Ex't;]g£ (Xé;lﬁ‘,g,}) soit surjective .

( $(X) = fermés de Y contenus dans X , i(xﬁ) = fermés de Y contenus dans X% .)

o —

Proposition 3.2.2.

Si (X,¥) est F -stablement g-concave dans Y, et X conpact, on a

-
-~

(i) Pour tout fermé K € (X) et tout entier q+ 3 < k , il existe un réel stric-
-3

tement positif ¢ , tel gue, si x ¢ H‘}E(X;F) a une image nulle dans Hl% (xé;F) , il

temeni positil ¢ £ K

2it déja une image nulle dans H‘k(X;F) .
(ii) Pour tout entier q+ 2< k , il existe un réel strictement positif ¢ , tel que

l'application naturelle
}-I;(X;F) —_— H‘; (x5;F)  soit surjective .
= i e . by

-

La démonstration de ces deux propositions repose sur le lemme suivant, dont nous

laissons la démonstration au lecteur (of.{1]et [27) :

-

Lemme 3.2.3. ‘et toute suitew‘ﬂzi de "semi-normes de type C
dé&xz;\ies par plongement de chaque Uy

réel, tout recouvrement ouvert fini U = iuis i=1,n_mexiste e ouits

-

: oo . «L
SL°§'1§'1=1,._,, de fonctions C sur UUi » telle que, posant X, = X*\X =X,

1'on ait

(1) 0 & €y g don X;€Xyy (3= 0peeey m=)
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(1i1) est strictement positive am voisinage de 93X , donc XX .
~'m

(iv) Nl §<t (173 = Vyeeesm) o
Les démonstrations de 3.2.71. et 3.2.2. ¢©&tant voisines nous nous contenterons
d'etablir 3.2.2., qui résulte du

Lemme 3-2.40

Dans la situation de la proposition 3.2.2.

(i) Pour tout fermé K& &(X) , il existe deux recou-
? ) } e

vrements ouverts U = {Uizie ; Y= iUi?ié 1 (i= 1y404,m) de DX,

et une suite de fonctions {x .} y tels que 1'on ait

(a) La suite E"(i?s satisfait, pour le recouvrement U, aux conditions du

lemme 3,2.3.

(b) Pour i = 1y4eeym , On a Ulc U, , et les applications naturelles
K .
H ety H o H une inage nul ) g 2< k
Hgi(UinXi’?) > H%,i(lTi(\Xi,?‘) ont une imaze mulle pour g+ 2¢ k.

i =1,.c.’m

(ii) Dans la situation de (i), si a4 + 3 g k, tout élément x¢ H}‘E(X;F)

qui a une image nulle dans H%m(x iF) a déja une image nulle dans I-l‘;(X;_E) .

-

(iii) Dans la situation de (i), 1'application naturelle

Hg(x;g‘) — Hgm(xm;F) est surjective .

P

La partie (i) est facile en ytilisant 3.2.3 et les a¢finitions (nous laissons

détails au lecteur) . Les assertions (ii) et (iii) s'établissent par récurrence descen—

WD PRI

dante sur i ; on démontre
(ii).l Dans la situation de (i), si q + 3<k, tout élément x¢ H;z(x;r)

qui a une image mulle dans szﬁi(x.;}") a déja une inage nulle dans H% ( iF)
210 7i-1""1-1" )

-
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(iii),1 Dans la situation de (i), si q + 2< k , l'application naturclle

k . .
}Iéi_1(xi_1;?) —_— Hﬁ?i(xi;?) est surjective .

Considerons le diagramme commutatif, dont les lignes sont exactes

P — Hkgl(xi-x;?) — h‘.)}; (xi;g) —_— Hkéi(xi;}j:) — H}%i(xi-K;F) —_— ...
J | ! !

. — Hkgl(uin xi;F) —_ H; " (XU, )(Xi;lj‘)-> }rl}i(xi;l?) — Hk§i(uin xi;}«:) — eas

P - 1 i 1 N b -

Lo 4 l
ey Hl;‘i‘(u;nxi;}:) — Hgi" (Xi—U{)(Xi;}i)"’ Hk§i(xi;§).~e H’% (Ul Xi;g‘) — e

(ii)i Si q+3gk (¢+2gk=-1), ce diagramre montre que si x € Hi(xi;E)

a une image mille dans IQ% i(Xi;F), il a une imag: nmulle dans Hk X F)

(I(XU)

Mais, par construction, l'application naturelle

1_1;F) se factorise par

B (GP) = BE(XGF) —> B, (%

. . [ ~ - 3
(X Iy )<xi‘§) : 1'image de x dans h@ 1(Xi—1’?) est donc nulle .

y%\?‘?‘

(ona Kc ;»i(xi)n (Xi-Ui)C éi_.l(x ) .)

i-1
(iii)i Si q+ 2 <k, le dagranme montre que 1'application naturelle

Iﬁ% (X F) —-erls% U'r\X °F) a une image nulle , donec

1l'application Hk )(X F) _— H%§ (X 'F) est surjective et il en est a

n (x,-U!

fortiori de méme de l'application H%@i_1 Xi_1;F) —_— H%?i Xi;F) .

Remarque :

On constatera plus loin que les assertions (ii) de 3.2.1. et 3.2.2, suffisent

pour etablir les théorémes ce finitude dans le cas g-concave (ou (p,q)-convexe
concave, compte tenu des resultats sur le cas p-convexe) ., Nous avons donné quand

méme les assertions (i) car elles fournissent des résultats d'injectivité indispen~

sables pour établir les théorémes de cohérence dec images directes dans le cas rela-

if .

——
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B. Espaces stablement g—-concaves .

Définition . (Hypothéses (H').)
On dira que l'espace analytique X est stablgment gq-concave, s'il existe une

fonction contimue Y: X —=> R et un reel do y tels que

(i) L'ouvert Xd soit relativement compact dans X pour tout réel d .
(ii) (xd'f,_ d) soit stablement g-concave dans X pour tout d< d -

iii) La restrictionde Y a X n'ait pas de maxirum local .
- a

Définition . ( Hypothéses (H").)

On dira que l'espace topologicue X est F-stablement (resp. Fc—stablgmgnt)

T T

g-concave, s'il existe une foncticn continue T: X —= R et un reel do , tels que

(i) et (iii) comme ci-dessus .

(ii) (Xd,‘f- d) soit F-staciement (resp. Fc—stablement) g-concave uans X pour

-

tout d <« do .

I1 est clair cue si 1l'espace analytique X est stablement g-concave, il est
F-stablement et Fo-stablement q-concave . On verra que si X est fortement y-con-

cave, 1l est stablement g-—concave .

On obtient les theorémes d'épuiscment pour les espaces F-stablement ou Fc—stable-

ment g-concaves (qui s'appliguent tous deux aux espaces stablement g-concaves) :

Théoréme 3.2.5.

Soit X un espace topologique F-stablement g-concave . On a

e s ot s %

(i) Pour 4 « a, et q + 3 - profy F < k, 1'application naturelle

k, . d . k . .. .
Extc(X ;g,&) —_— Extc(x;l_i‘,lz(x) est bijective .

(ii) Pour d<:do et g+ 2~ profx F <k, l'application naturelle

Exti(xd;F,Y') — Extt(X;E,Y') est surjective .

-
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Théoréme 3.,2.6.
Soit X un espace topologique hFc-stablugme‘nt q-concave . On a

(i) Pour d < d, et =+ 3 < k, 1'application naturelle

HS(x%iF) —> HS(KGF)  est bijective .

et

(ii) Pour d < d, et q+ 2 <k, l'application naturclle
Hﬁ(xd;F) —_— Hi(x;F) est surjective .
Ces théorémes se démontrent en procedant comme dans le cas p-convexe, & partir

des propositions 3.2.1. et 3.2.2. (on établit d'abord les lemmes analogues &

3.1.5. et 3.1.60) .
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IIT. ESPACES STABLEMENT {5, )=00.VEIL.S—~CONCAVES

P Lo iy aesend ] D PR Ty 1y S exon (i
Cio L0 pLafled wlib Cetue puitic dans 1o caurce deo hypothiscs (U .

A, Ouverts stablement g-concaves .

Soient Y un espace topologique et X wun ouvert de Y . On suppose que X
est réunion disjointe de deux fermés 31)( et )2)( . Soit Y: V —>R une fonc-

tion continue ; V étant un voisinage ouvert de X de la forme V = V1uV2 y Ou

1 2 i

Vi est un voisinage ouvert de 3X (i=1,2), avec V, et V disjoints . (\f’ =\ﬁv o)
! SV

Notation : si 41 et sz sont des nombres réels, on pose

X =§¥y + 44 < OJufo <¥, +xJux .

Définition .

On dira dans ces conditions gue (X,‘_() ect stablement (p,c;)-conve;c_e;cozlcave
(resp. F-staoblement, resp. F_-stablement (pya)-convexe-concave) dans Y, si (X,¥ )
est stablement p-convexe (resp. _}f‘—stablement, TEeEp, _}“c—stablement p-convexe) en
tout point de 31)( et stablement g~concave {(resp Festabloment, resp. NFC-stable-

ment g-concave) en tout point de 32}( .

Des propositions 3.1.1. et 3.2.1., on déduit immédiatement la

Proposition 3.3.1.

8i (X,Y) est F-stablement (p,q)-convexe-concave, et X compact, on a

(i) Pour tout fermé K €§ (X) et tout entier q+ 3 - profy F<k £ ~p , il

existe un réel sirictement positif €, tel que si x¢€ Ext}lf(x;_l?,gi) a une image nul-

k oy i s axs . .k .
le dans thﬁ(xé ;fécy)' il ait déja une image mille dans Exty (x;g,gx)

(ii) Pour tout entier q+ 2 -~ pI'of(a‘x F&Lk < -p=-1, il existe un réel strictement

positif ¢ , tel que l'application naturelle
k . k . .
Ext§ (X'E’-}_(X) —_— EXtéfi(X'ES_ ,E’,;(Y) s0it 8?’:399#?‘_"* .

Des propositions 3.1.2. et 3.2.2,, on déduit la
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Proposition 3.3.2.

Si (X, ) est F_-stablement (p,q)-convexe~concave, et X compact, on a

(i) Pour tout fermé X €@ (X) et tout entier g+ 3<k<-p+ profy, F , il

X

existe un reel strictement positif ¢ , tel que si X € H;t()’,lj‘) a une image mlle

dans H'gz (X§£ ;F), il ait déja une image nulle dans H%(X;E‘) .
fe < =z -

(ii) Pour tout entier q + 2<k £-p-1+ prof‘.bx F , 1l existe un reel strictement
positif £ , tel que l'application naturelle

I{g (X;E) —_— Hl;_gi(){i iF)  soit Burjective .

-~ -

B. Espaces stablement (p,q)-convexes—concaves .

Notation : si ‘f: X —> R est une apnlication, on note,pour c¢,d € R avec

d<c,x‘:= fxex/ a<f(x)< el .

Définition . (Hypothéses (H').)
On dira que 1l'espace analyticue X est stablerment (p,q)-convexe-concave, s'il

existe une fonction contimie Y: X —= R , et deux réels do< Cy tels que

(i) L'ouvert Xg soit relativement compact dans X pour tous réels d<c .
(ii) (Xg,‘f’_-— c,¥~- d) soit stablement (p,q)-convexe-concave dans X pour tous

d< do< c°<c .

-

(iii) La restriction de :f 34 X% n'ait pas de minimum local (ou n'ait que des

minimums locaux isolés) et ocelle de ¥ & X; n'ait pas de maximum local .
- 4, Bas

(iv) Si a est un minimum local igolé de ¥ , aves VY(a)> c, » il eximte un yoi-
sinage ouvert V de a et un réel t> 0 (U£= anf-f/a)qi)tels que Exti(%;F,&) = 0

pour k- p =~ 1 et H;(UE,F) =0 pour kg-p-1+ prof‘a F , pour tout gx-mo-

dulu cohérent F et tout réel Oge< t .

~
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Définition . (Hypotheses (H").)
On dira que l'espace topologigue X est F-stablement (resp. _Fc—stablement)
(p,q)-convexe—concave, s'il existe une fonction contimie Y: X —» K et deux

réels do<co , tels cue

(i) et (iii) comme dans la définition préceédente .

(ii) (X;1 y Y- c,‘f-—d) soit _?"‘il‘??lﬁﬂ?‘?’}t, (resp. ,P.‘C-stabllement) (pyy)=-convexe—corn~
cave dans X pour tous d < do< co< C e

(iv) 8i a est un minimum local isolé de ¥ , avec “f(a) > ¢y il existe un voi-

age ouvert V de a et un réel t>0 (U&= voit-Ya)<ce{ ) tels que Eth(j(Ué;—F-‘,E).{) = 0 pour

k<=-p=-1 (resp. Hi(Ué}f‘):O pour k<=p -1 +profa§‘) et 0<e< t .

bn procédant comme dans le cas p-convexe, on déduit des propositions 3.3.7. et

3.3.2. les théorémes d'épuisement pour les espacus F-stublement ou Fc~fsta"olement

(pyu)=convexes conceves (yui s'apglisuent tous weux au cis C'ua O,=-wodule cohércent
[ 1Y . -

Foour ua espace otubloment  (p,y)-convexe—coucave) &

Theoreme 3.3.3.

Soit X un espace topologique F-stablement (p,q)-convexe-—concave e On a

(i) Pour d<d < c,<c et a4 3 -prof, Fxk< -p , l'application naturelle
L k,d o k ;o - .
thc(xc;g,gx) — Extc(x;g‘,ﬁ) est injective
(ii) Pour d<d <c <c et q+ 2 -profy P<kg ~p =1, 1'application naturelle
Extk(Xd~F K2) ——3 Extk(X'F °) est surjective
c C~"'&,:'X c ’“’Iéx .
Théoréme 303040
Soit X un espace topologique Fc—stablement (p,q)-—convexe—concave . On a
(i) Pour d < d,<c,<c et q+3<£kg - p+ profy F, 1'application naturelle
Hk d Ik .\ . .
c(xciF) — EC(X;}) est injective .
(ii) Pour d< d < c,<c¢ et qa+2<kg-p-1+ profy F, 1'application

HE(XS,F) e Hl;()',F) est surjective .

oAb AT 1
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Par une méthoce anzlogue & celle utilisée pour déduire les théorémes 2.1.7. et
2.1.8. des théoremes 2.,1.1. et 2.1.2., on déduit des théorémes d'épuisement

3.3.3. et 3.3.4. 1les théoreémes separatlon et de finitude

Théorene 3.3.50
Soient X un espace analytique, F un px-module gohé;qnt, et py,g€ N . Si

X est PF-stablement (p,q)-convexe-concave (en particulier si X est stablement

— o

(pyq)—convexe—concave), on a

(i) Les e.paces Ext (X F K sont séparés pour G+ 2 - profy, F<k< - p

Xx)
et de dimension finie pour q+ 2 = profX F<k<£-p-1.
(ii) Les espaces Hk(X;E) sont séparés pour p+ 1 sk <~-qg- 1+ pr‘of‘x F

et de dimension finie pour p+1<£kg-qg-~-24+ profX F.

Theorégme 3.3.6.

Soient X un espace analytique, F un ~Ox-module cohérent, et p,g e N . Si

X est F_-svanlement (p,q)-—convexe-—concave (en particulier si X est sta‘thment
(pya)-convexe~concave ), on a

(i) Les espaces HJ;(X,IL‘) sont ’s{e_eh_p_gg"ef"‘s pour G+ 2<kg£~p+ profxg et de
dimension Tlnie pour g+ 2<Lkg-p -1+ p“of F .

(i1) Les eupaces  Lxt (X;€JEX) sont séparés pour p+ 1 - profy FLk €~ q -1

~-

et de dimension finie pour p+1-prof, Fckg~aq- 2 .
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IV. DSPACES FORTSMENT  (p,q)-CONVEXLS~CONCAVES .

Aprés avoir ranpelé la définition des espaces fortement (p,q)-convexes—convaves,

nous constaterons qu'ils sont stablement (p,q)-convexes—concaves . Les résultats

établis dans la partie IIT fournissent donc un théoréme d'épuisement et des théo-

rémes de séparation et de finitude pour les espaces fortement (p,q)-convexes—conca—

ves . En passant nous signalerons comment une méthode de [17] conduirait , compte

tenu d'un théoréme de dualité, & un théoréme d'épuisement un peu plus précis .

Définition .
On dit que 1l'espace analytique X est fortement (p,q)-convexe-concave, s'il
existe une fonction continue f: X —>«k y et deux réels d0<:c0 , tels que

(i) L'ouvert XS soit relativement compact dans X, pour tous reels d<c .

. . o
(ii) La fonction ¥ soit fortement p-convexe sur X o et fortement g-convexe

sur Xd .
o

C o . s c A o
(iii) La restriction ce Y & X0 n'ait pas de minimum loczl ou n'ait que

-

des minimums locaux isolés .

Lemme 3.4.1.
Un espace analytique fortement (p,q)-convexe—concave est stablement (p,q)-con-
vexe-concave (done F-stablement et Fc~stablement (p,q)-convexe—concave pour tout -

Ox-module cohérent E) N

-
-

06)
La seule vérification & faire est (iv) : on applique les théorimes de dualité aux

théorémes 1.3.1. et 1.3.6. °

Les théorémes 3.3.3., et 3.3.4. fournissent, compte tenu des théorémes de duali-

té, le théoreme d'épuisement :

(+) On peut se ramener au cas oh la condition (diii) sur les maximums est satisfaite :
si q < dimX X , ¥ ne peut pas atteindre de meximum local en x, et si ¢ est

trop grand, la g-convexité est une proprieté vide .
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T}'léoréme 304.2.

Soient X un espace analytique fortement (p,q)-:convex&—conoave, f une fonction

s . i ik i ~

d'épuisement pour X de constantes exceptionnelles d0< ¢, Pour tout wamo-w

dule cohérent F, on a, pour d<do<co<c :

£

(i) L'application naturelle Exti(Xi;@,gi) —> Ext

X;F,g}'() vrt injective

-

pour g + 3 -~ prof ?1’:‘5 k<~ p et surjective pour q + 2 - profX }n <k —p =1
(ii) L'application de restriction I*Il((X;I*'“) — Hk(XS,E‘) est d'image dense pour

k= p,; bijective pour p+ 1<k -q=-3+ profx F et injective pour
k==-q—2+profx§‘.
(iii) L'application naturelle I—’l:"}fi,fl‘) —_— H‘;(x;g‘) est injective rour

3%

g+ 3 gk\< -p + prof‘X g‘ ey surjective pour q 4+ 2<k L=p 14 prov, ¥

. X . N . - . . k re - l\ & xew 5 .
(iv) L'apolication de restriction Ext (X;F,L},) — Ext (X;;F,LX) est dtimure
R kb hmase |
dence pour k = p - profX F, bijective pour p+ i - :;;rofx Fked =g~ 13 et

injective pour kK = - g~ 2 .

Remarque . Une méthode de (4] permet ge voir que l'injeotivité de l'application du
(ii) en degré k = — q - 2 + prof, F entraine sa bijectivité (conpte tenu de la

surjectivité en degré k =-q -3 4+ profx Pt cf.[47] page 248), on en déduit par
dualité la bijectivité de l'application du (i) en degré q + 2 - prof, T .
On vérifie de m8me que l'application du (iv) est bijective en degré =~ g - 2 ,

et on en déduit par dualité que l'application du (iii) est bijective en degré

({4"20

Les théorémes 3.3.5. et 3.3.6. fournissent le théoréme de separation et fini-

i MRS w51t - gt [

tude
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Théoreme 3.4.3.
Soit X un espace analytique fortement (p,q)-conygEQ:oncgvp « Pour tout Q. -mo-

dule cohérent F, on a

(i) Les espaces Hk(X;F) sont séparés pour p+ 1<k <-q9-14+ prof, F et de

A e

dimension finie pour p+ 1<k<-q=-24+ prof‘X F.
(ii) Les espaces IIJ:(X;_}E‘) sont séparés pour q + 2<k<~-p + nrofx F et de

dimension finie pour q+2<Lkg~-p~1+ profx N

(iii) Les espaces H_.k(X;}?‘*f) = Extk(x;g‘,_lf;() sont séparés pour p+1 -profy F<kg -g-1

et de dimension finie pour p+ 1 - pI‘o:f.'X FP<ck£ ~-q-2.

t

(iv) Les espaces ka(X;g‘*) Extl;(X;_lf‘,K;() sont séparés pour @2 - prof,F<kg- p

X

- s

et de dimension finie pour g+ 2 - prof‘x F<kg=-p=-1.

Ce théoreéme contient les théorémes 2 et O de 1'introduction .

s
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4° . THEOREMES D'EPUISEM:NT PO'R LES APPLICATIONS FORTEMENT (p,q)-CONVEXES-CORCA-

VIS . THEORKIE ET CONJECTURE TE COHERENCE POUR LES APPLICATIONS FORTEMENT g—CONCAVES .
I. THEOREMES D'EPUISEMENT .
Définition .

On dit qu'un morphisme f: X -—>»7Y d'espaces analytiques est fortement (p,q)-

—convexe-concave, s'il existe une fonction continue ¥: X —> R - et deux réels

do < o 1 tels que

(i) Xi soit relativement propre au-dessus ge Y , pour tous réels d<c .

(ii) La fonction ¥ soit fortement p-convexe sur- X o et fortement g~conveme
sur Xd .

(iii) La restriction de ¥ & X o n'ait pas de minirum local ou n'ait que des
L 9

minimun locaux isolés.

f s e
Nous allone prouver le théoreme d'épuisement

Théoréme 4.1.%,

Soient f : X =—> Y un morphisme fortement (p,g)-convexe—concave d'espaces ana-

lytigues, Y:X —> R une fonction d'épuisement correspondante de constantes exceptio-

nelles d°< c, Alors, pour tout O,-module cohérent F, si d < do< c,< cyona:

-

(i) Le morphisme de O,~modules

=Y
%% g oH (X;F,K2) ¥r R u (X;F,K3) t surjectif
ot = =20 AT '§X -—> y B Hom (X;F ’é)( est surjecti

pour g+ 2 - prcf'x FLkg -p~-dimY -1 et injectif pour

q+3-profx‘1“_‘\<ké—p-dimY.

(ii) Le morphicme de 0y~modules

-

kag' F ——> ka, P cst surjectif pour

q+25k5—p—dim¥-1+profxlj‘ et injectif pour

g+ 3< k£ ~p-dim¥Y 4 prof, F .

ol s s d
(On a noté f, la restrictionde f & X/ .)
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La .ucrtion étant locale, on peut supposer que VYV est un polydiscue ouvert de

centre O dans Qn « On pose alors Z = f_1(0) et on note Y la restriction

m:'ﬁ & Z ; on désigne par QZ le faiscecau sur Z oaontla fibre en x€ Z est

(0 )y (OX étant le faisceau structural de X) : ce n'est pas le faisceau structu~

-
or

ral de l'ecpace analytique % ; plus généralement, si F est un O, -module, on dési-

X

le faisceau de ‘OZ—modules dont la fibre en x € Z est Fx , et si

gne par ?Z

Ki est le complexe dualisant de X, on voit ce que l'on désigne par -Ké : c'est un

complexe de Qz—modules que l'on ne confondra pas avec le complexe dualisant de 1l'es-

-

1z

pace analytique Z . Enfin, si F, provient d'un Ox-module cohérent F , on pose
= kt <
= £ g ’.J » * . S .“
prof_ FZ = prof T (pour x€ 2) . Pour 2, 0, , K7, prof_ gz on est dans les condi

tions des hypothéses (H") (cf. page 000) .

Le théoréme 4.1.1. résulte du théoreéme 3.3.3. et du théoréme 3.3.4., une fois

que l'on a vérifié que pour tout <9X~module F, l'espace topologivue 2Z est

Fz—stablement(p+n,q)—convexe—concave et EZC-Stablement (p+n,q)—convcxe—concave, ce

qui résulte du

Lemme 4.1.20

Dans les conditions ci-dessus,
(i) si co< c et agd Z(’) ’ (Zc ,j’-f(a)) est f‘z—stablement

(p+n)~convexe~concave et F, —stablerent (p+n)-convexe—-concave
en a dans 2 .

(ii) si d < d, et aé.?JZd, (z.d ¥ =Y (a)) est F

2 ~sta~

~stablement et P
2Zc

blement g-concave en a dans & .

Les assertions (i) et (ii) de ce lamme se déduisent respectivement des lemmes

suivants
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Lemnre 4:1-30
Soit f : X —> S une application analytique (S est un polydiscue ouvert de

centre 0 dans Cn) . Soit f: X —=> R une apnlication de classe ¢ fortement

-

p~convexe en a ( f(a) = 0) . On pose, pour r>0 et «eE(X),

Y, X = 3}(6}(/ ‘f(a) < M (x)+ix) etHF(xﬂ?. Dans ces conditions, on peut trouver un
' e

systéme fondamental ivmzmeN de voisinages ouverts de Stein de a dans X, une

"semi—norme";’ de type QZ définie par plongement d'un voisinage de Vo dans X, et

deux réels !‘o et to strictement positifs, tels que pour tout .Qx—module cohérent

F, 1'on ait -

(i) L'apnlication de restriction MV 3p ) = r'(er\Y £ F ) est surjective
= bl [ R

- -

pour O¢r<r, €t No(|]2< tg (et mé N) .

(11) Hk(an Y

it

. 3P ) =0 9pour 1<k € prof F=-n-p=-2, o<r< r
T,y a . o

\lt:(.|\2< to et mé?j.

Lemme 4.104-
Soit £ : X —= 5 wune gpplication analytique (S est un polydiscue ouvert de

centre O Jdans Cn) « Soit ‘f X —> R une application de classe gw forte-

-

ment #§-convexe en a (f(a) = 0) . On pose, pour r >0 et «¢€ E(X),

’ 7 ) ) ) )
Tr,g( = §x6 X / \f(x) + g(x) < \f (a)f). Dans ces conditions, on peut trouver un

systéme fondamental ivmzméN de voisineges ouverts de Stein ce a aans X, une semi-

~norme || de type 9_2 définie par plongement d'un voisinage de Vo dans X ,

5

et deux réels r, et to gtrictement positifs, tels que , pour tout Ox-module co—

hérent F 1'on ait

Hk(an Y

s = < <
:og'g) 0 pour g+ 1< &k, O<r<r_, XN <t

et meN -

Dans les deux cas, on se raméne par des arguments Faci les et la technique employée

pour 1.3.1. et 1.3.6. & la situation suivante : X =DX S, o D est un poly-

dis<ue ouvart de qs y £: Dx 8 —>S5 estlaprojection, F=20

.

X * Le lemme

4.1.4. est alors évident en reprenant la {émonstration de 1.3.1. (si H est un

sous—espace affine de gsx c? y U et U' deux ouverts de Stein de XnH, avec
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U' de Qlunge dans U, alors f—1(B(O,r))nU et f‘_1(B(O,r))n U' sont encore ou-
verts de Stein dans Hn X et le second encore de Runge dans le premier) .

La démonstration de 4.1.3. est un peu plus délicate : en reprenant la démonstratio:
de 1.3.6., on est ramené & la situation suivante : X est un ouvert de E (dim E=f’)

conténant 0, & =E'@E" (dimE' = ¢), Y(z) = ke z

1§ a1t Q(z) + £(z) et on a une appli-

cation f = (f1""'fn) de X dans S (les f, étant les restrictions & X de
formes linéaires sur E) . On pose X' = Xx S et on désigne par M le graphe de
f dans X' ; on pose X! = XX B(0,r) (B(0,r) étant wne boule]de
centre 0 et de rayon r, conterue dans S) et on désigne par Mr le
graphe de la restriction a Xr = XA f-'1 (B(0,r)) de f : on a Mr = MnXI" et
1'apolication £vidente . :}:Xr o XI" est un plongement d'image Mr . Si 1'on note
' le prolongement de ¥ & X' constant sur les {x3x S , on constate que \.f'
est fortement (q + n)-convexe sur X' ; reprenant alors la démonstration de 1.3.6.
pour X', Y', E@C” =(E'® Cn) @ E" , on trouve un systéme fondamental de
polydisques ouverts V = viox T (Vr;x = U!"HXU;';l y TN C B C e

a+1?! U;T'l c ¢

et Vi€C EQ+2@ cer B C e ) et deux réels ro t >0 (B(O,rc)c S), tels que

(i) 1'application de restriction

D rx(m 05(0,7)) x Tigy ) —» [((U] X (U N3(0,7) V)Y (O)<F" +3305.)

soit surjective pour r<r et < l,< t, et que
(11) ES(UIx (U 0B(0,)) x VA A TY '(0)<¥"' +x]i0y,) = O pour

15k§(€+n)-(q+n)-2=§'—q—2, r<r et )|§N2< t, + On conclut

ensuite facilement en considérant r\'r " OX conme OX,—module cohérent (de profon-
- - - +
iy -7r

deur s) .
Or passe des lemmes 4.1.3. et 4.1.4. aux assertions (i) et (ii) du lemme
4.1.2. en utilisant une technique analogue & celle utilisée pour prouver le lemme

1.4.1. . La démonstration du théoréme d'épuisement 4.1.1. est ainsi terminée .
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II. UN THEOREM™:R uT UME CONJECTURE DE COHERENCE .

Les techriques introduites par Houzel dans [34] permettent de déduire du théoreé-

me d'épuisement 4.1.1.(i) 1le théoréme suivant

ThéOTéme 4.2‘10

Soit f : X —>» Y un morphisme fortement g-concave d'espaces analytiques .

Pour tout gx-module cohérent ¥, les images directes A& supports propres

-

ka' R Hom (X;F_‘,%) sont des QY-modules cohérents pour

(%)

-profy Fp Hom (x;g,g}‘() est un Q ~module de type fini .

-
-

q 43 ~ profy F<k et T
(En d'autres termes Rf! b I-ég_r_n“(x;g,;l_(_.;{) est (q +2 = profy ‘:F)—-pseudocohérent ’ )

On trouvera la démonstration de ce résul‘(;at dans [2?] o 11 est également prouvé dans
cet a.rticle)ém 1'zide d'un théoréme e dualité relative, que le théoréme 4.2.1. en-
traine le

Théoréme 402020

Si f ¢ X —> Y est un morphisme fortement g-convave d'espaces analytiques,
Rk

pour tout qumodule cohérent F, les images directes f* F sont des QY—modules
cohérentg_ pour k < px‘ofX -F,;,“ q=-3 ~ ()‘;m Y -
f s . &{3 . / . .
Ce théoréme améliore un résultat \Y 1lisse, f plate et cohérence

pour k g profy F-q=-2 -2 dim Y) E}tﬂﬁ conjecture de Y.T. Siufzy] .
etabl;

La conjecture suivante se démontrerait comme le théoréme 4.2.1.: en utilisant
le théoréme d'épuisement 4.1.1. (ii) et les techniques d'Houzel [3{]. On renconwre

toutefois plus de difficultés pour se placer dans une situation nucléairfz relative

(on comprendra pourquoi en se reportant au cas absolu : Y = point réduit, traité plus

) Iy 1 aus cokgrene <n dijva’ k= \mFxF -1-7_—Jim Y.
(x) (uoen dedut chJ ool cobcrent {de Pype far et “yuug-(obdvawé” = (shireut ),
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haut) . Comme dans le cas absolu, il faut introduire unz suitc specirale convenable

et travailler un peu .

Conjecture 4.2.3.

Soit f : X —> Y un morphisme fortement gq-concave d'espaces analytiques . Pour

s g AL e

tout O,-module cohérent F, les images directes_a supports propres
-

=X
k s q+Z
R7f F sont des QY—modules cohérents pour q + 3 <k et R f! F
est un O, ,-module de type fini*, (En d'autres termes le complexe de O -modules

Y Y

Rf, F est (q +2 )-pseudocohérent .)

Pour terminer, signalons que les techniques d'Houzel enmployées pour prouver

4.2.1. et 4.2.3. sont basées sur des récurrences descendantes et ne donnent rien
dans le cas p-convexe (et & fortiori dans le cas mixte) . Ainsi, contrairement au
cas absolu ol on peut obtenir, comme nous l'avons wvu, tous les résultats de finitude

et de séparation en travaillant avec la cohomologiec et lex KExt A& supports compacts,

le cas relatif p-convexe nécessite un retour aux images directes ordinaires (c'est

-

a dire & des généralisations de la méthode de [1]) « En reéesumé, on a une récurrence

dans_le bon sens et un bon théoréme d'épuisement (sans la perwé de dim Y degrés)

s

~ avea les images directes & supports propres pour le cas concave .
- avec les images directes ordinaires pour le cas convexe .

La derniére partie de cet article va &tre consacrée 4 amne esquisse du cas convexe ,

\ dob ot qoherenl -
(k) Uneu dodwt ﬁw et
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-~ 5°, THEOREME ET CONJECTURES D' EPUISEMENT POUR LES APPLICATIONS FORTEMENT
(pyq)~CONVEX!:S~-CONCAVES . THEOREME ET CONJECTUKE DE COHEREMCE PO'R LES APPLICATIONS

FORTEMENT p~CONVEXES -

I. THEOHEME ET CONJECTURES D'EPUISEMENT .

Théoréme 5.1.1. (K. Knorr, P, Siegfried) .

Soit f : X —> Y un morphisme fortement p-convexe d'espaces analytiques .

Soit Y : X —> R une fonction d'épuisement correspondante, de constante exceptio-
nelle o * Alors, pour tout Ox-module cohérent F, tout ouvert de Stein

relativement compact Y' de Y (X' = £ (Y')) et tout réel c,< ¢ ,ona:

(i) Hk(X';E) est séparé pour p+ 1< k .
(ii) L'appliéation de restriction Hk(X';E_) — Hk(Xc':,I':) est bijective pour
p+1<k.
On trouvera la démonstration de ce théoréme dans [2¢], et la démonstration de la
version "p + 2<k" de 1l'assertion (ii) dans (471 . lteprenant ces méthodes et

celles de (4], on prouverait sacns difficulté la conjecture suivante

Conjecture 5.1.2.
Soient f : X —> Y un morphisme fortement {p,q)~convexe~concave d'espaces analy-
A e B g iy V1 10 BopoRE R RS P v YRR .

'iques, Y: X ~> R une fonction d'épuisement correspondante de constantes exceptionnelles
c, et d (d°<co) . Alors, pour tont Oy-module cohérent F , tout ouvdrt de Stein
relativement cormpact Y' de Y et tous réels d<do< c,<¢ , ona

(i) L'application de restriction
.o d . s s .
Hk(x';g i{'om (X;:'i‘,i_\x))—-b Hk(X:: ;:13 §om (X;g‘,}(x)) .est bijective

pour p+1—profxij\<k$-q—2-—diml'.

(ii) L'application de restriction

H’k(X‘;E‘) —— Hk(Xéd;E) est bijective pour

p+ 1< kSprofxg‘—q-—Z-ldimY.

Corollaire S.1.3.

Dans les conditions #e la conjecture ci-dessus, on a
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(i) L'application naturelle

k . k.d | L pe .. .
R'f, I Hom (X;F,K}) —> R £ Hom (X;F,K) est bijective pour

p+1-profyF5k§ ~qg=-2-dim Y,
(ii) L'application naturelle
k k_d .. .
E f*F —3 R F est bijective pour

c¥ = e S

-

p+15k5profXF-q—2«dimY.

Kemarcue 1 .

Si 1'on compare le corollaire 5.1.3. et le théoréme 4.1.1., on constate que les

renseignements dont on dispose avec les images directes a supports quelconques et

ceux dont on dispose avec les images directes a supports propres sont f-.m%olt)t)‘de)

vis a4 vis de la correspondance que fournit le théoréme de dualité relative

de (23} (c'est & dire la dualité Homtop (Y;.,K.;,)) .

Remarque 2 .

Contrairement & ce (ui se paswe dans le cas des images directes & supports propres
ol les méthodes bornologiq'ufas d' Houzel permettent de travailler avec un théoréme
d'épuisement sur les fibres, le corollaire 5.1.3. ne permet pas de démontrer un

théoréme de cohérence .
II. THEQOREME ET CONJECTURE DE COHERL!NCE POUR LES APPLICATIONS FORTEMENT p-CONVEXES .

Théoréeme 5.2.1.

Soit f : X —> Y un morphisme fortement p-convexe d'espaces analytiques .

Pour tout px—module coherent F, les images directes ka*g sont des QY-modules

e

cohérents ponr p+ 1 k.
On trouvera la démonstration de ce théoréme dans (24], et la démonstration de la

version "p + 2< k" dans [47].
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suit

Un argument analogue permettrait de démontrer la conjecture quf\"fill est toute~
: la meilleure

fois plus délicat de se placer dans une situation mucléaire relative
—r e e

méthode semble €ire d'oublier la structure de complexe dual de R Hom (X;F,ﬁi) et,

utilisant simplement le fait que c'est un complexe borné & cohomologie cohérente,
d'appli.suer la technique de [37] pour topologiser 1'hypercohomologie ( il est alors
rogtriction, ce que l'on ne saiti pas faire avec

facile de traduire une opération de

la topologie construite par.ggg}ité) .

Conjecture 502.2.

Soit f ¢ X —> ¥ un morphisme fortement p-convexe d'espaces analytiques .
Pour tout Qx-module cohérent F, les images directes 'ngk R Hom (X;F,Ki) sont des
‘QY—modulds cohérents pour p+ 1~ profy F< ko

en utilisant’une suite

Par un théoréme de dualite relative de (23] on en déduit (

spectrale convenable) la

Conjecture 5.2.3
Soit f : X —= Y un morphisme fortement p—cenvexe d'espaces analytiques
-module cohérent T, les images directes & supporis propres ka,

Pour tout QX

-modules cohérents pour k < profx

~

sont des gY
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~ APPLUDICE =~
~ SEPALATION ET CONVLXITL MOW STRICTE -

On peut se demander ce gui se pasce si - dans la définition de la p-convexité d'une

fonction ¥ de classe c” » on tient compte des valeurs propres nulles de

- -~
PN

LY (cf. page 000) : si 1l'on a dim E - p valeurs propres positives ou nulles, on

~

dira ¢ue la fonction a@st p-convexe . Si 1l'on remplace les hypotheéses de forte p-con-

L WA T8 .y
vexité (ou/’p—concavité) par des hypothéses de  p-convexité (ou q-concavité), les
PR i ——— A o Wy o - e g o o

théorémes de finitude disparaissent ; on peut toutefois penser qu'ils sont remplucés

par des théorémes de séparation (pour les desrés correspondants) . Les seuls résul-
tats que je connaisse dans cette direction sont énoncés dans le thcoréme et les con-
jectures cui suivent ; on verra ¢u'ils concernent escenticllement des cns de  p-con-

verite vis 4 vis des fonctions holomorphes (ou o rmoins holormornhes

dans certziner directions) : j'ignore ce jui se passe quand il ¥y o seulerocnt convexité

. » N N . . . . I'd -
(ou concavzte) vis & vis des fonctions rlurisousharmonijues (par exemsle danes le cas

des cspaces plats)
i ad

Théoréme Aste

Soit X un espace analytique holomorphiquement convexe . Pour tout O0,-module

R R T e e N h “*

X

conérent F, les espaces Hk(Xif) , Hi(X;F), Extk(X;F,K') = H_y(X;F*) et
Extls(x;l?,g}'()= ka(x;_F*) sont séparés (pour tout entier k) .

D'apres les théorémes de dualité 0.1, et 0.2., il suf it 4'établir 1'assertion
concernant lcs Hﬁ(X;F) et celle concernant les Exti(X;F,gi) . Conmpte tenu @u fait

gque si X est holomorphiquement convexe, il existe une anvlicction analytiqu pro-

L RS

pre f : X —>7Y, avec Y de Stein, le théoréme a.1. résulte de la

Proposition A.Z2.

51 f : X =~ Y est une application analytique propre, avec Y de Stein, pour

.

-

tout Oy-module cohérent F et tout entier k , lew especes Hf(X;F) et
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Ext (X F,K sont séparés .

Foky)  sont sépar
La démonstration de cette proposition utilise les theorémes de séparation 0.3. et

0.4. et deux théoremes de uuallte pour des compleyos a cohomologle coh(rnnte sur un

o g

cspace de Stein . On la trouvera dans [2¢] (proposition 4.&, page 276) . 4 paptir du

théoréme 5.2.1. et de la conjecture 5.2.2., les résultats de [RJ permettent de

prouver par une méthode analogue la

Conjecture A.3.

Si f 3+ X —~> Y est une application analytique fortement p—convexe, pour tout

M o

rewt Qx-module f F , les espaces Hi(X;E) et Ext (X F ) sont séparés respectivement

pour Xk < prof, F -p -1 et k<-p—1.

~ X - p ~

On en déduit 1le

Corallaire A.4.

Dans les m@mes conditions, les espaces Hk(X;f) et Extk(X;F,Ki) sont séparés

respectivement pour p+ 2< k et p+ 2~ profX F<k.

Les résultats de (2€](cf. 5.1.1., (i) ci-dessus) permettent de penser que ce résul-

tat reste vrai pour les degrés respectifs k=p+ 1 et k=p+ 1 - profX F.

La méthode employée ne s'applique pas au cas d'un morphisme fortement «q-~concave .
I P———— TR R

e 40
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