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1. - RAPPELS SUR L'AMPLITUDE DE DIFFUSION

Une quantité dont vous a déja parlé le Professeur Glaser au cours de
cette rencontre est l'amplitude de réaction assoeciée a la réaction
A+3B-C+ D. Cette quantité TAB*CD prise en module au carré nous fournit,
& un facteur de normalisation prés, la section efficace différentielle, c'est—
a~dire la probabilité pour un flux unité de particules A et B d‘'observer,
par unité d'angle solide, les particules C et D produites par la réaction.
Il ne serait pas correct de croire que seul le module de TAB*CD est physi-
quement observable mais je n'ai pas le temps de développer ce point compléte—

ment .

Dans ce qui suit je considérerai uniquement une réaction élastique
A+B- A+ B. En outre, & titre provisoire, nous supposons que les particules

A et B ont un spin zéro.

Dans ces conditions, par invariance par rotation, l'amplitude de
diffusion ne dépend que de deux variables. Les plus naturelles sont :
- lténergie dans le systéme du centre de masse ;

- l'angle de diffusion dans lec systéme du centre de masse, 6.
Cependant déja je préfércrai :

8 : carré de l'énergiec dans le systéme

du centre de masse ;
(1)

cos es : cosinus de l'angle de diffusion dans

le systéme du centre de masse. .

Un autre choix de variables va apparaitre maintenant : dans une
description relativiste de 1l'amplitude de diffusion on doit, si 1l'on veut
pouvoir exploiter les conséquences de la localité, considérer a la fois les

réactions

tod

A+B~- A+
A+ B-4A+
A+ A-B+

tdf oot
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oi & désigne l'antiparticule de A et B désigne l'antiparticule de B.

On décrit 1'amplitude par les quadri-impulsions "entrantes" Py P, p3 p4

A ‘\fzi\\\’//,//”'““\\ ///j;//§3

»J NEZ

On a évidemment la conservation de l'énergie impulsion

(py = p1, p,y etc.
Py + P, + p3 + p4 =0 et s le carré de l'énergie dans le systéme du centre
de masse de la réaction A + B~ A + B se réduit a
2
s = (py + p,) (2)

De maniére simileaire nous introduisons

ot
]

(py + py)° | (3)

et

e
1]

(py + 2,)° (4)

Remerquons que u sc réduira au carré de l'énergic de la réaction

A+B-aA+38. s,t et u sont liés par la relation
2 2 2 2
s+t+u = py+p,+ Py * Py (5)

En fait, dans les circonstances "physiques'" les quadri-impulsions satisfont

les conditions

2 2 _,2 2 )
P =M, po =M - = (6)
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Ces restrictions constituent les restrictions a la "couche de masse". Bvi-
demment elles doivent &tre satisfaites par toute amplitude physique. Mais la
"couche de massc'" est plus étendue que le domaine physique des amplitudes en

ce sens que l'on exige que les conditions (5) et (6) soient satisfaites, mais
on laisse les quadri-vecteurs Cire complexes. La "couche de masse" est ce &
quol sc¢ limitent ceux qui font, dans le jargon des physicicns, de la "théorie
de la matrice S" (exemple Chew, Stapp). Les théoriciens "dcs champs"
(exemple Glaser, Wightman, Epstcin) sont obligés, pour pouvoir utiliser effica-
cement la condition de localité ou les conditions de localité de définir une

amplitude de diffusion hors de la couche de masse.

Vous savez que, de la considération des amplitudes de diffusion
hors de la couche de masse, on déduit un certain nombre de résultats trés
importants par complétion analytique : le domaine d'analyticité initial de
l'amplitude ne conticent aucun point sur la couche de massce, mais ce n'est pas
un domaine naturel d'analyticité ct son enveloppe d'holomorphiec contient

certains points dc la couche dc masse.

Ici cependant je me contenterai de prendre les résultats "classi-
ques" de la théorie des champs pour les amplitudes sur la couche de masse
comme points dc départ en y ajoutant les propriétés de positivité dont Glaser

vous a parlé,
Sur la couche de¢ massc la rclation (5) se réduit a

s+ t+u=2 Mi + 2 M% (7)

Nous avons donc trois variables liées par unc relation linéaire.
Autant qu'il est possible, nous éviterons de fairc un choix particulier, mais
nous y serons parfois contraints. Par cxemple nous pourrons prendrec s ¢t
t. La connection avec les variables s et coseS décrivant la réaction

A+B—-A+ B est donnée par

2 232
{ MA + kS + /ﬁ% + kS)

0n
1}

(8)

ct
n

2
2 k_ (cosGS - 1)
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kS représente 1l'impulsion dans lc systéme du centire des masscs.

La région "physique" de la réaction A + B— A + B est définic évidemment par

2
s> (M, + M)
AB (9)

- 4k§ <t <0 ou =-1¢< coseS < 1

Maintenant, pourquoi avons-nous introduit t ¢t u et pourquoi
avons-nous annoncé¢ que trois réactions & la fois seraient étudiées ? Ceci est
justifié a posteriori par un résultat de Glaser, Bros et Epstein 1) d'aprés
lequel les amplitudcs physiques pour les réactions A+ B— A + B, A + B~a+ B,
A+A~- B+ 3B sont donnés par des valeurs du bord d'une seule et méme fonction
analytique. DNous décrirons plus loin la connection. Disops seulcment d'abord
que si w (MA+MB>2, une certaine veleur au bord se réduit a l'amplitude pour
la réaction A + B~ 4 + B avec un carré du transfert d'impulsion égal & 1,

le carré dc l'énergie dans le systéme du centre des masses étant .

2, - LES RESULTATS CLASSIQUDS SUR LE DOHAINE D'ANALYTICITE SUR LA
COUCHE DE IMASSE

Ici nous considérons une théorie dans laguellc la masse minimum

est non nulle.

A - Analyticité & transfert fixe

Nous commencerons par lc résultat le plus général méme s'il n'cst
. . 1 . c
pas lc plus ancien, Bros, Epstcin et Glaser ont démontré que pour t <€ 0
il cxiste une fonction analytique dans un plan coupé moins une région finie,

qui, pour s -s réel + i<, s réel > (MA+M 2, cos B >-1, se réduit a

)
ltamplitudc pour A + B—- A + B ct pour u ~— uB récl + i ¢ (u réel > (MA+MB)2’
cos 8 > -1) se réduit & ltamplitude A + B - 4 + B. En outre, de part et d'autre
de la coupure, la fonction prond des valecurs complexes conjuguées, de sorte que,
sur le dessin, on voit que 1l'on peut continuer analytiquement d'une région ol l'on
a l'amplitudé A+B=- A+ B & une région ol 1l'on a lc complexe conjugué de
A+B-A+3B



IJm s > O

(448 _, a+B)" /

A+B - A+B

A+B _ A+5 (A+B _, A+B)"

Imu> €

En fait, il est possible de continuer de A + B -+ A + B &
A+ B _ A+ B, mais pour cela on doit prendre un chemin détourné : utiliser
une continuation &4 u fixe, négatif, puis & s fixe, négatif ; dans

e . - = * = =\ K *
1'opération on obtient d'abord (A + X |, B+ B) puis ((A + B -4+ B) 3 .

Je dois ajouter le fait trés. important que tous les points du
plan complexe s oU l'on a analyticité en s sont entourés d'un voisinage
d'analyticité en s et t. La taille de ce voisinage dépend évidemment du

point choisi.

Je dois ajouter aussi que dans ce domaine d'analyticité, a 1t
fixé, 1'amplitude de diffusion est bornée polynomialement en 8 . Ceci est
vrai dans toutes les formes de théories locales des champs considérées
jusqu'a présent (axiomes de Wightman 2), champs de Jaffé 3)’4), théorie des

observables locales 4)).

En fait, un cas particulier important est celui ol les relations
de dispersions sont valables. Historigquement c'est ce cas qui fut traité le
premier 5). Si MA et MB ainsi que les masses de divers états intermédiai-~
res possibles satisfont certaines inégalités, on démontre que 1l'amplitude de

diffusion pour —TO <t <0 est analytique dans un plan coupé, les coupures
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. s 2 2
allant dans los cas les plus simples, de 8 =-o & s = (mﬁ—MB) -t ¢t de

s = (MA+MB)2 3 s =+ o, Cettc situation cst celle des réactions

m+N-=mn+ N

T4+ 7T+ 7

Nous verrons plus loin comment obtenir une borne inféricure de TO'
Comme on a en outre la borne polynomiale de l'amplitude et la propriété de
réalité F(s,t) = F*(s*,t) pour -Ty <t <0, on peut éerire unc relation
de dispersion en fonction des parties absorptives de P(s,t,u),

F i - ~ie,%,u
As(s’t) - (s+1elt,u)2i F(s-ie,t,u) (10)

. \2
pour s>(MA+LB)

A (u,4) = F(s,t,u+1e)2f F(s,t,u-ic)
u i

2
1 4+
pour u>(MA+LB) .

As ct Au sont des quantités rdelles. Nous écrirons, évitant de

détruire la symétric entrc s et u

F(s,t,u) =

N A (s',t N du's (u',t

) j‘ds' .f_s(-_;).- + g[ w(urt) + Py (11)
w S'N(S'—S) ki 1! (uv_u)

ol Py est un polyndme en s (ou u) avce des cocfficients dépendant de t.
L'intér8t des rclations du typc (11) est qu'eclles permettent de
prédirc l'amplitude de diffusi&h a partir de la partic absorptive et des

coefficionts de P Un cas particulier trés important est cclui de la diffusion

N.
vers l'avant qui corrcspond & t = O. Dans ce cas la partie absorptive est

reliée par lc théoréme optigue & la section efficace totale qui c¢st une mesure

de la probabilité qu'il arrive quelque chosc pour un flux unité de particules
incidentes, c'ecst-a-dire que la particule soit soit déviée soit produise une
réaction différente. Dans cc qui suit, nous normeliscrons F de telle fagon

que la section efficace diffirenticlle soit donnée par



dr - 1| R(s,tu) 12 (12)

Alors la partie absorptive est li¢e a la scction efficace totale par

o . 4 -
totale = k/s As (syt = 0) (13)

Maintenant il est important de remarguer que l'amplitude de diffusion
et la section efficace totzlec sont deux quantités mesurables et que ces mosures
sont indépendantes : l'amplitude de diffusion s'obtient en étudiant la distri-
bution angulairc des particules diffusées, la section efficacc totale cn étudiant
1'absorption d'un faisccau de particules incidentes & travers dcs cibles d'épais-—
scur diverses. La relation (11) constituc donc un test crucial qui, s'il n'était
pas satisfait, permettrait de rejeter définitivement la théorie des champs. Le

scul ennui cst que la relation (11) conticnt un polyndme inconnu.

Nous allons démontrcr dans la Section suivante qu'en fait ce
polyndme est du premier degré ¢t ne contient donc quc deux constantces inconnues
au plus. Lec tost des relations dc dispersion a €té fait avee une grande précision
sur la diffusion méson - nucléon par Lindenbaum ot sces collaborateurs 6).
Jusqu'ici, dans leo limitc des c¢rreurs cxpérimenteles, l'accord cntre la théorie

et l'expéricnce est parfait.

Les relations de dispersions (11) sont aussi valables dans un certain
domainc de valeurs de 1 TO <t £ 0. Vais ici une difficulté se priéscnte
pour interpréter la valeur au bord de F(s,t,u) pour t ndgatif, s trés
voisin de (HA+MB)2' on effct, aiors, la rclation t = 2k2(cos GS -1)
nous indiquec que cos 8 g T Plus précisément, cos 6 e [const]/
s—(MA+MB)2]. I1 est donc nécessairc de trouver une autre interprétation
pour F ou du moins pour As(s,t) qui cntre dans la relation de dispersion.

Cellc—-ci est fournie par le second résultat "classique".

B - L'cllipse de Lehmann

Lehmann s'est intércessé zux propriétés de l'amplitude de diffusion
pour unc <ncergie fixe, physique. Nous devons &videmment garder on meémoire quc
1'amplitudc dc diffusion pour s physique est la valeur au bord d'une fonction

analytique.
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Ctest cn fait une distribution et, par conséquent, les résultats que je vais
décrire s'appliquent & une moyenne pondérée par une fonction & support compact
suffisamment diffiérentiable sur un petit intervalle d'énergie. Cependant, pour
alléger 1'écriture, nous négligerons ces précautions. Dans ce que je vais

dire, on peut montrer que c'cst légitime (ce qui n'est pas le cas en tout).

Donc 1l'amplitude de diffusion pour des valeurs physiques de s est
initialement définie pour des angles physiques -1€ cos GS <+1 ou

-4k2 <t £ 0. Cc que Lehmann a montré 7)

ctest que F(s, cos Bs ) cst pro-
longeable analytiquement cn cos 6 s dans une c¢llipse de foyers -1 + 1. Le

demi grand axe de cctte e¢llipse est donné par

me 2 .
cos 8.(s) = [1 + ] (14)
0 k (s - (nz -"h7)2)
A B
ob ™M est la masse dc 1'état de masse minimum A' tel que
| 3] 0>7#0 (15)

ol jA est le couront associé & la particule A. Par coxemple si A est un
méson T pseudoscalaire, A' sera un systémc de trois mésons m denc
Moo= 3m . TH a unc définition analogue.
A il B
Un avantage immédiat de l'existence de cc domaine d'analyticité est
qu'il permet de justifier un développement en ondes partielles de 1tamplitude

de diffusion qui se¢ réduit, dans le cas de particules sans spin, &

F(s,cose = E?z+1 £, (s) P, (cose ) (16)

ol Pz (ooses) est un polyndme de Legendre, c'cst-&~dire un polyndme apparte-
nant & la famille dc polyndmes orthogonaux sur lt'intervalle -1 +1 avec le
poids unité, tels que P, (1) = 1.

fz(s) est l'amplitude dc¢ diffusion pour le moment angulaire
orbital ¢£.
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Le développcment (16) est légitime, car d'aprés un théoréme
classique toutec fonction analytique dans une ellipse est développable en
polyndmes de Legendre et cc développement converge dans l'ellipse. En outre,
lc domaine naturel de convergence d'un tel développement est une ellipse,
plus grandec ou égale & cclle donnée par (14). Rappelons que la dimension

de 1l'ellipse maximum et lo taux de décroissance des f@ sont reliés par

1 -1
— ]E _ ‘-__2‘-__~"°']
£im sz(s) = [cos ® tox Jcos By — 1 (17)
1

—_— n
qui est l'analogue de lim [ a, ] = pour les séries de puissances E}hzn.

1
R

Ce premicr résultat de Lehmann concernant le domaine d'analyticité
de l'amplitude de diffusion & énergiec fixe n'est ccpendant pas suffisant pour
permettre de résoudre la difficulté mentionnée & la fin de la sous-scction
2.A. BEn effot, nous pouvens seulement continuer F jusqu'a coses ~ [const]/k
pour k - 0. Hcurcusemeni un résultat plus fort est valable pour la partie
absorptive de l'amplitude :

S

A (s,coses) == §K2£+1) Imfz(s) P, (coses) (18)

As(s,coses) cst aussi anazlytique Cans une ellipse de foyers -1 +1 maic de

demi grand axe

cosB) = 2 (coseo)2 -1 (19)

avec cos8 donné par {14).

On peut donc continuer la partic absorptive jusqu'a

(nLi - Mi) (nzg - Mi)

cosfb, = -1 -2
0 K (s - (i, =ML)2)

i

clest-a~dire

2 2
2 _, (") - M@ (mg - 2723) (20)
s - (M, -"My)
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C'ecst priciscément cc dont on 2 besoin pour lcrire les rclations de dispersion.
Nous pouvons mointenant donner unc borne inférieurc de T  tel que les rela-

tions de dispersion soient valables pour -TO <t <0 claircment

, mZ o) (2 )
‘I‘O2 minimum g4k + 4 = 5 ] (21)
Y2 ' s - (e =)

C -~ finalyticité dons deux variables

Nous avons d'abord parlé dec propriétis analytiques & t fixe
négatif, dans la voriable s, puis d'analyticité & s fixe physique dans
la variable. coseS ou t. Ce sont cn somme des scctions "plates" du domaine
d'analyticité de 1'amplitude de diffusion. Nous avons dlja montionné que
Glascr, Epstcin ct Bros avaient montré que leur domaine "plat'" ¢&tait en fait
cntouré d'un voisinage d'analyticité dans les deux variables Fmoins les coupures
s réel > (MA+MB)2, u rdéel > (MA+MB)2]. Ceci peut en fait Stre &tabli
dircctement en partant des domaines "plats'" qui ont un caractére non naturel.

8) 9)

C'cst ce gue Mandelstam a fait pour la diffusion mm™ ct gue Lehmann a
étendu au cas d'unc amplitude satisfaisant des rclations de dispersion & t

fixe mais n'ayant pas nlcessairement la symétric de croiscment. L'avontage

des méthodes de Mandelstam et de Lehmann ¢st qu'ells conduisent & une estimation
quantitative de¢ la taille du domaine d'analyticité. Cependant nous allons voir
que de toute fagon ces cstimations sont dépassécs par cclle résultant de

l1'utilisation de la positivité.

30 =~ POSITIVITE ET UNITALRITE

-

Nous cn venons maintcnant cux informations suppllimentoires provenant
de la positivitl. Lec Professeur Glascr nous a2 montré que la partic absorptive

de l'amplitude de diffusion possédant entre autres la propriété

vfW"*(q) A_(q,q') w (q') dg dag' > 0 (22)

3 = - L. - U = e, - =
ou g = p, PE q Py~Py et ou p,+p, Py=P, /s, 0, 0, 0 est tenu

fixe, p1, Py p3, p4 ayant leur valeur de la couche de masse.
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Il c¢st permis de faire un changement de¢ variable 10) et de prendre

. 2kcosg . 2kcosg!
q 2kging q' { 2ksinp' (23)
0 0

dans ccs conditions on a

r

] (@) 4 (0,00) w (o) do do' 2 0 (24)

Souvenons-nous que A dépend de s et cos®_ = cos (ro0').

. inep
Si nous prenons w(w) = e , hous avons

{ein(m—w’) A (s, cos (q@—p')) dw dep' 2 O

o

ce qui vcut dire que

+®

ineS
A (s,cosb ) =z a e
s s n
=re <]
avec anzo, nais a, = a_, et par conséquent

As(s,coses) =5 C cos(nes)

n

aF~-1s

(25)
cwvee € >0
n

ot e e coa = e i e e g |

Cette propridété est la clé de tout ce qui va suivre dans cet exposdé.
On voit clairement, dans. 1'obtention de (25) 1l'importance (remarquée depuis
lorngtemps par Stora et Epstein) de l'invariance de l'amplitude de diffusion
dans le groupe des rotations autour de la normale au plan de diffusion,

puisque l'cn utilise le fait que ®© et o' apparaissent seulement dans la

combinaison o -~ o',

Peut-&tre devrais-je aussi indiquer comment la propriété (25) a
été initialement obtenue & partir du développement en ondes partielles de la
partie absorptive 11). C'est unce méthode ol 1l'on utilise des informations
superflues mais qui a l'avantage de faire appel & des notions trés familiéres

pour tous les physiciens. On part de (18) :
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i (s,cos8 L5 z:(2£ + 1) Im . (s) P, (cos?s)

Im fz (s) satisfait unce inégolitd qui suit de la condition d'unitarité

Im f£ (s) 2 f£ (s) 12 (26)

condition qui e¢xprime la conservation de la probabilité : si on envoie sur un
diffuscur unc onde sphérique, l'omplitude de 1'onde sphérique sortantc ne peut
8tre supérieure a celle de l'onde sphérique entrante et lui est en fait égale
en l'absence de réactions indlastigques. Dans le cas "purement Slastique qui
est réalisé si 1l'énergie est suffisamment basse pour que les réactions iné-

lostiques soient impossibles, (16) devient
2
Im £, (s) = |f, (s)] (27)
£ A

Ici nous nous contentcns de remarquer que (26) ou (27) impliquent
que Im fg (s) est positif. Pour Cteblir la propridté fondamentale (25), il
suffit donc 4'¢tablir que les polyndmes dc¢ Legendre Pz (cos8) s'lerivent

= W

P, (cos®) A cos(nd) (28)

avec A 20. Cotte propridté cost indiquie dans les livres, mais jo vais

nf 2)

en donner cn fait la prouve , car c'est instructif. Les polyndmes de
Legendre sont, & un factewr positif prés, les Cléments de matrice dgo(e)

d'une rotation autour de l'axe Oy dsns la rcpriéscntation ou JZ est

diagonal
P. (cos8) = C<J =0, j |exp(i I8 J =0,j> (29)
J Z y z
et par suite des symétries, on peut remplacer (29) par
z

P (cosB) = Cc< g =0, j| cos(Jve)IJZ =0,j> (30)

S1 nous iasirons un systéme complet d'états propres de J , nous
y

obtcnons



Pj(cose) = C E}os(me) | <7,=0,5 | I, = md> |2 (31)

qui est pricisiment ce que nous voulons. Nous remarquons 1l'importance du
sous-groupe des rotations autour d'un axc. Cectte démonstration se généralise
dons le cas des particules & spins si les hélicités initicles et finales des
particules sont les mémes, mais pour d'autres types d'amplitude (de transversité

13))

ar excmple , une dcémonstration du type de cellec de Glaser est plus facile.
Pour terminer cette Section, indiquons deux conséquences impor-
tantes de (25) :
1) toutes les dérivéesde la partic absorptive par rapport a4 cos® sont
positives pour cosf = 1 ; '
2) ces dérivées évalues pour -1<cos®<+1 sont plus petites en module

que lcocur valeur a ltavant :

n , n
d d N _
l(d cosé) A (s,cosh) } < peer YA (s,c086 = 1)

~1<co80< (32)

11 suffit de démontrer cette propriété pour cos(n€). Nous re-

marquons que cos(ne) cst maximum et positif vers 1l'avant :
lcos (n8) | < 1 = cos (n x 0)

I1 suffit de montrer que la premigre dlrivée de cos(nB) est une somme &

coefficients positifs de fonctions du m8me type.

d sinn ©
d cos6 (cos(ne)) = sin 8
oin8_ -in® i(n=1)6  i(n=3)8 ~i(n-1)87
= ] erere——te——— =N l.e + € +eeooe+C J
016_6—16 [

2 n (cos(n-1)9 + cos(n=3)0 + ceuees }

. 4. . P ieme
cc qui démontre ce que nous voulons. Pour obtenir lc résultat pour la p

dérivée, il suffit de répéter l'opér.tion.
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4. - EXTENSION DU DOMAINE D'ANALYTICITE PAR LA POSITIVITE ")

Avant d'entrer dans le vif du sujet nous voudrions expliquer ou
nous voulons en venir et pourquoi. Les dimensions de l'ellipse de Lehmann
(1a grande ou la petite, peu importe) sont telles que, & haute énergie, elles
permettent seulement une continuation jusqu'd t = +(C/s) (rappelons que t
positif est hors de la région physique). Ceci choque l'intuition, Par
exemple, si l'on pouvait décrire les interactions entre particules élémen-
taires par un potentiel & décroissance exponentielle en exp~ pur pour o
grand, on trouverait que l'on peut continuer l'amplitude jusqu'a % = + pz
c'est-a-dire un nombre fixe, indépendant de 1l'énergie 14). Or il se trouve

précisément gue nous croyocns que la partie externe de l'interaction entre

particules élémentaires peut &tre décrite par un potentiel de ce type.

I1 y a d'autres arguments qui nous poussent & croire que les
dimensions de l'ellipse de Lehmann sqont améliorables ; par exemple, si l'on
prend pour fz (s) une expression en exp(mz/LO(s)) et que l'on insére
cette expression dans (17), avec cos Bpax = ©OS go(s) donné par 1'équation
de Lehmann, on trouve Lo(s) ~ s alors qu'on s'attendrait, si les particules

élémentaires ont une taille finie, & Lo(s) ~/s.

Le plan du calcul qui va suivre est le suivant : nous éviterons
des difficultés superflues en supposant :

(i) tout d'abord que, pour le processus considéré les relations de dis-
persion sont valables pour —TO < t <0, Ceci n'est absolument pas
indispensable pour obtenir le résultat clé car on peut toujours sous-
traire de l'8mplitude une intégrale @e contour pour é€liminer les
singularités & distance finie de l'amplitude, hors des coupures ;

(ii) nous supposerons gue nous pouvons partir d'une relation de dispersion
Sans soustractions. Ici encore il est fécile de tenir compte d'un
nombre fini de soustractions ;

(iii) enfin dans la partie A, ncus supposerons que l'amplitude a une seule
coupure, la coupﬁre de droite s > (MA+MB)2' Cette simplification
assez radicale nous permettra d'y voir plus clair. Nous expliquerons
dans la partie B comment tenir compte de la coupure de gauche. Dans

15)

C, nous décrirons la méthode de Sommer pour l'évaiuation quanti-

tative de la taille du domaine obtenu.



A - Cas simplifié : coupure & droite sculement

Nous supposons que pour —TO<tSO nous pouvons écrire

@ A (s*,t)ds’
F(s,8) = 2 dr o (33)
(MA+MB)2

La scconde information que nous allons utiliser est l'existence

d'un voisinage d'analyticité do tous les points du plan coupé s.

F(s,t) eost analytique en t dons un cercle |t|<R(s). En par-
ticulier nous nous intéresserons aux valeurs de 8 réelles en dessous du

seuil.

Luparavant, indiquons unc précaution qui serait utile pour la
suite, dans unc présentation rigoureuse : il serait prudent de remplacer

F{s,t) par Fw(s,t) :
P (s)t) = [w(x) P (sex,t) ax (34)

oi. w est une fonction & support compact dérivable un nombre suffisant de
fois., Alors pour ~-T <t <0

@

10 A, (s',t) ds®
F o=
N

(35)

s' -5
(MK+MB)2- &

Aw(s,t) = I W (x) A (s4x,t) ax

Ltavantage est que Aw(s,t) cst unc fonction continuc de s. Les voisinages
d'analyticité sont préscrvés et les propriétés de positivité (32) sont pré-

servées a4 peu de choses prés :

(%;)n b, (st =0)>0

et (36)

1

n

G, et =0)> [ b (s,0)

%%+ § <t <0
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Cependant, pour simplifier 1l'écriture nous troveillerons directe-
ment avec F et As ¢t nous supposerons gque As(s,t) ¢st une fonction
continue de¢ s pour les valeurs de t contenues dans l'ellipse de Lchmann.
En fait, comme lec montre l'artifice de la fonction de poids w, les résultats
sont valables dans un cadre plus général.

Nous prendrons un point s, réel < (MA+K )2. F(so,t) est znaly-

0 B
tique dens |t] < R(so) en t. DBn particulier scs dérivées &2 1t = 0 existent

et satisfont los inégalités de Cauchy

n
Q n!l
() F (sgut) | = 7(s,) (37)
t=0
ou M est le maximum supposé fini de T sur le cercle ltl = R(so).

Si ce maximum est infini, il suffit de prendre R(so) un peu plus petit.

Nous voulong calculer cecs dérivées et justifior cc que n'importe

quel physicien 'normal' ferait : différcnticr sous 1o signe d'intégration.

Wous avons le droit d'utiliser (23) pour To<t.<_0° Donc nous

pouvons écrirc

F (s55:0) = F (540 = 7)

é__ { | _ 11m
at T \°O’t> | = 0 e
t=0
1 (’m AS (3'10) - AS (S'y - T) .
= = | X ) ds (38)
n 5 T (s' - s,
(MA+MB)

Nous remarquons maintenant qu'en vertu de la condition de posi-
tivité (32) appligquéc pour n = 0 1'intégrant scra positif pour s'>x,
x arbitraire > (MA+MB)2 pourvu que 7 soit suffisamment voisin de zéro
T < Ter ear alors le couple s',-1 s'™x -1 > -1, Scra intérieur & la
région physique (pour le cas des masscs Sgales TEX - 4H2). Donc, pour

T suffisamment petit

J‘ AS (S',O) - As (s', - T)
X

T (s' - so)

ds' > 0 (

(W)
\O
~r
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D'autre part, l'expression

rx A (s*,0) - A (s*y, = 7)

J T (s' - sd) ds’ (40)

A

(1,430, )2

dans laquclle 1l'intégrale cst sur un compact, l'intégrant a une limite et
est continu en s', a une limite qui s'obtient en prenant la limite sous

le signe d'intégration. Par conséquent, nous obtenons:

x a As(s',t = 0)
d 1
R ACTONIEE N . _ax de' (41)
£=0 (3,41, 5" =8

Nous notcns que, en vertu de (32), (n=1) 1l'intégrant de (41) est positif.
Donc 1'intégrale du membre de droite cst unc fonciion monotone croissante de

x bornée. Par conséquent, l'intégrale

©

j; d A (s*,t = 0)
dt
e \2 ds!
{ +L L
1k!’x.ﬂ‘B) s 0
cxiste, et évidemment
' da (s',t =0
-] S
Lop(s,t) ) =4 [0 es gt
dt 0 £20 m 2 s' - 8,
= (M, +3)
AB

mais da':utre part on 2, pour T assez petit, grice au théorémc de Rolle :
d A (s', - 1(s')
“dt

[ ds!' - .
Jox 8" = So

[- <]

ds!' =

A )~

1‘I‘m As (S',O) - AS (S'v - 'T)
m
X

T (s - so) T

avec 0< 71 (8') <7t ; en vertu dc 1'inégalité (32) avec n=1, cette

derniére quantité est bornée suplricurcment par

o da (s',0)
J e s
b 4 0

A
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par conséquent, on a

@ d A (s8',0

aF (so,o) r ds?

dt

AN

1
S 2
“i M \i

( I'A+MB ) 0

¢t donc

d A (s*,t = 0)

o

aF (S )t)
dto t - % _f 2 s'di s 2dst (42)
'1=0 Y (M +MB) ¢
A

I1 rcste meintenant & généraliser (42) au cas de -T, ¢t < 0.

En vertu de

| '
d A (s',t) ‘ ) d A (s',0)
dt dt

pour 1 négatigﬂ s' suffisamment grend, nous voyons que, puisque l'inté-
grale (42) converge absolument, 1'intlgrolc
, d AS (S!'t)
© _
Pl S e
4 T
(hA+LB)

0

converge aussi pour —TO < %t £ 0. Le scul probleme est cdonc d'identificr cette

quantité avec la dlrivée &2 t. On peut le fairc 3 nouveau pnr un passage a

la limitc 1lim [F(so,t+¢)_F(so,t)]/T. On coupe 1'intlgrale on deux morceaux,
1'un de (MA+ITB 2 a x, l'autrc de x & l'infini. Il est facile de montrer
que le morceau de x & l'infini pcut-E&tre rendu arbitrairement petit, si 1l'on
utilise (42). D'autrc part la contribution de (MA+HB)2 4 X ne pose pas de

difficultés dens lc passage a lo limite. 3n conclusion,

d A (s',t)
‘ ® —_—
4 F (s5,t) 1 at_ -
—— - ds!
dt Rif » s! - SO
(My+¥5) (43)

- <
TO t 0
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Mointenant nous notons que (43) est l'exact analogue de la rcla-
tion dc dispersion (33) ¢t que les conditions dc positivitd (32) s'appliquent
aussi bien a dAS(S,t)/dt qu'a A (s,t). Donc nous pouvens répéter 1l'argu-—
ment ¢t obtenir ainsi la dérivéce Lccondc, et ainsi de suite. Par conséquent,
(s',t) \ ds!

=0 (44)
°0

n
d A
? (3
2 s' -
u )

S

Maintenant nous remirquons que (44) est absolument convergent.
Dans ccs conditions il est facile de se conv vincre quec pour s arbitraire,

en Jchors de la coupure allant de (MA+MB) a4 1'infini, 1'intégralc

o

L &) a(s0,8) |,_gs
(L +N

. (45)

”)2 s!' -

B

est convergente. BElle cst cn fait uniformément convergente dans tout compact
nc contenant pas la coupurc et le rapport de son intigrant & cclui de (44) est

donné en modulc par

v’ (Svso) (46)

o p cst un nombre fini sc comportant comme 1/‘Im s‘ lorsquc s s'ap-
proche dc la coupurc. (45) représente donc un excellent candidat pour la
continuation onalytique en s de (d dt)nF (s t)lt 0 D'autrc part, (44) est

évidemment valable pour un intervalle ricl de valcurs de s (45) rcprésente

0°
donc bicn la continuation analytique
n
a4 Vot
. 1 nw () A, (s1,4=0)
— ( = = - !
~3) Fls,t =0) == ds (47)

, -—
(II +1 ) S S
Yous nous rappclons maintenant les inégalités de Cauchy (37) qui,
combindes avec (46) donncnt

n! M

( ) F (s,t = 0) (Svs ) ["z_”)} (48)
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Si maintenant nous tentons de reconstruire l'ampiitude de

diffusion par

Pe) -l (3) F (s,) | (49)

=0
nous trouvons que le rayon de convergence de la série est donné par
< 4

ltl R (so)

En conclusion nous avons moniré que F(s,t) est analytique dans
le produit topologique du plan coupé en s et du cercle |t[ < R(so). Ce
résultat est précisément celui que nous attendions intuitivcment.On peut
évidemment optimiser par rapnort a 5 Nous discuterons cela plus loin.
Notons que la méthode suivie permet d'étendre non seulement le domaine
d'analyticité mais les bornes. En effet, il est clair que, dans la situation

sans soustraction décrite ici, on a

F (s,t) <p (s,so) F (so,\tl) (50)
I1 est facile de montrer que pour e< Args<2 . - ¢, S o | (s,so) est
borné par une constante. In fait, un argument un peu plus raffiné permet
de montrer que F(s,t) tend vers‘zéro a4 1'infini et que F(s,t) satisfait

une rclation de dispersion sans soustraction.

Montrons maintenant que la présence de soustractiors dans la re-
lation de dispersion initiale (33) ne constitue pas une difficulté : il
suffit d'introduire plusieurs valeurs de s. Par exemple, si une soustraction

est nécessaire

o A (s',t) ds'

n ) (s'—so) (S'—S1)

P {sgt) = F (s,,t) =

pour —TO <t <0, on applique tout 1l'argument précédent a la différence des
F et 1l'on rcecconstruit F pour s quelconque & partir d'un développement

en série de t de F(s,t) - F(s1,t).

B - Le cas réaliste : deux coupures

Ici nous partons de

1] e !
. A (s',t) ds 1JAu
: + 4

s' = s kA

1
F (s,t,u) = = (51)
Nous sommes d'cmbléc placés devant le probléme du choix des

variables : il cst nécessaire dc ne garder que deux variables indépendantes.
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Si nous choisissons s et t comme variables indépcndantes et
calculons (d/dt)F(so,t) nous découvrons que si la dérivation sous le signe
somme ost pcermise, le résultat n'a pas dc propriétés de ﬁositivité & causc du
fait que le dénominateur de 1l'intégrale sur la coupure de gauche contient im-

plicitement + : on cbticnt

a A (s',%) ds &y (g : , '
1 [ Tt S L1 & Au(u ,t) du 1 r A (u',t) du (52)
m s' - s m u' - u T (u' - u)e

v

L'astuce finalemecnt trouvie consiste & considérer la fonction

F (sa,t)
TRy (53)
20 = (1) - ¢

4] (So,t) =

Montrons que si les dirivotions sous le signe somme sont pcrmises,

(d/dt)n¢(so,t) est unc somme de termes positifs. Nous avons

1 As(s',t) ds!
#egnt) = 5 j (s' - sq) (54- (¥, - MB)2 - t)

1 j 4, (u',t) du' (50)
+ = = 54
m [(u‘—(MA+M.B)2+so—(I&A-—MB)2) (so-—(MA—MB)z)J
-t (ur - (1, H05)2) - ¢

I1 est clair que

aF
(Et\ Ay (s',t) ‘ >0
s t20

4N
(\dt/, Au (u',t) 1 >0
t40

N >0
at/ So- (MP-MB)Z—t
: t=0
P
& - >0 (55)

at/ o1-02t - ta
t=0
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ohe, et c, >0, ce qui démontre notrec asscrtion.

2

~

I1 reste ¢évidemment & démontrer comme précédemment que l'on peut

dériver sous le signe somme. On 2dopte le méme procédé qu'avant : calculer

¢ (SO,O) - Q) (soi- T)
T

et découper en différents termes. On rcmarque que
¢=Jals,t) £ (s',t) ds' + [ A4 (u,t) g (u',t) du’

On peut donc écrire

¢ (5010) - ¢(SO‘T)

-
As(s’,O) - As(s',-T)
= r f (s',0) ds' +
J T ’
N at - v
+ J A (s',7) £(s1,0) - £(s', = 1) ds' + s 2u
s T

Cc qu'il faut rcmarquer est que l'existence de la limite du sccond terme
est facile & {tablir ct résulte de la convergence de f [As(s',O)/s'-so] ds'.

Donc nous devons sculcecment nous occuper de termes corme

f (s',0) ds!

Lf Ag (s',0) - As(s', -T)

T

oAy (ur,0) - by (a'y - ™)
+ J - g (u',0) du’

qui peuvent &tre traités comme dons lc cos & une scule coupure.

La conclusion & laguellc on arrive cst que l'cn peut effectivement
différenticr sous lc signe somme pour calculer toutes les dirivées ct quc celles-—

ci, comme prévu, sont Jdes sommes de termes positifs. Ccci permet une Cconomie

d'écriturc considérable. Sans écrire la formule de Leibnitz, nous pouvons

obtcenir
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) (sort) | > 1 =

0 sq = (MA-MB)
(56)
(e’
’ [l J\ G5, 4y (87,1=0) ds’ Lf (A L ( = 0) du' J
' — —
it S SO uo

avee un = 2Mi+2H§ - 84 Si F(so,t) satisfait les inégalités de Cauchy

d M 1
‘(ﬂt) P (Soyt = O) ‘ [Rns ) (57)
on obtient donec, si sq > (MA-MB)2+R(SO)
\n
: (%ij'As(s',t=O) ds' }
; kf s' - SO ‘ '
N L 2
\? < Mot S0~ (“A-MB; (58)
. | [R(so)]n 5= (1,15 ) "R (s )

d ™\
<E¥)‘ Au( ',t=0) du’
[ u'

On peut alors tenter de définir

F = FD + ¥

[LRRV)

il
D m s' - s

e

u' - u (59)

Des inégalités (58), il suit que

n
a
=, F (S’—'Syt)\
dt/ D 0" " 5 fixg, t=0
n
d N )
at, Tg (w=1ugt) |

u fixé, t= O
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existent ct, de plus, on peut définir pour s et u hors des coupures

d \n ] - Aat
© <dt/ A (s7,1=0) ds
J

n
4N 22
at./ FD(S’t)tlo Tom s' - s
avece
/L\np (s,%) su(ss)xFonctXn! n
a3t/ “p '® 50 TR(s,))
t=0 )
ol
g'—s
0
" (s,so) = Max | =7 ‘
I1 suit de 12 que
n n
T % aN .
L 7 (G5 Fplere=0)
converge pour
|t} <R (s.) = Sq = (MA—MB)E (60)

Un résultat analogue vaut pour FG(s,t).

Il reste a identificr FD + FG avec F. Pour cclz il suffit de

considércer le cas de s 1réel.

La conclusion est que F(s,t) est analytique pour !t\ <R (so)

dans un plan moins les coupures & récl > (K1+MB)2 [od (s,so) = m]i ct
. \2 N T

u réel > (M ey (ol u (u,uo) = ). La rcstriction R(s.) < s -(MA—MB)2
peut €tre atténuée cn prenant 8q aussi grund que possiblé lpour le moment
s, Vveisin de (MA+MB)2].

Le domaine ¢'analyticit¢ est donc une sortc de produit topologique
& ccci prés que si 1l'on choisit les varisbles s et t la coupure de gauche

bouge quand t bouge. Son extrimité est & s = (M-I ) -t.
3y

B

C - Evaluation de R, rayon du cercle tol quc si |t[ < R, 1'amplitude cst

analytigque dans un plan coupd
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Dans ccriains caes, pour obtenir le meillcur résultat, il n'y a
pas d'autre solution de calculer R(so) pour un - s, entre les seuils
(MA—MB)2 ct (MA+MB)2 par lcs techniques de complétion analytigues de la
théorie des champs. C'cst ce gui a ¢té fait par Glaser ¢t Bessis pour le cas

6)

. . 1
picn-nucléon .

Cependant Sommer a trouvé unc prescription extrdmement simple
qui utilisc comme point de départ les résultats connus de Lehmann, cités
dans la Section 2.

15)

Sommer remarque quc, dans 1l'argument présenté précédemment,
on peut on fait prendre s, plus grand que lc scuil (I‘.IA+MB)2 pourvu que
l'on remplace F(s,t) par

0 A (s',t) ds*

F(s,t) = F(s,t) -3 | )2 Y - y 8§ >sg  (61)

L'avaontage de cette opération cst que 1l'on connait la dimension du

domaine d'onalyticité & s = Sq¢ Il est facile de montrer que si g cst

suffisamment voisin de s F(so,t), comme F(so,t) cst analytique en 1t

O!
dans la potite cllipsc de Lehmann (14) qui contient en particulier le cercle

1t] <2 kg foos 8, (so) -1 } (62)

)2
B 0
droite tend vers zéro. Il o donc quelque part un maximum ot donc

il est facile dec voir que pour 8~ (Kﬁ+M et s, — ® le mcmbre de
i

R ? ¥ax 2 2 kg ECOS & (so) - 1J (63)
M, +1 < g <o
LB 0

In appliquant cette fermule, on trouve par cxemple R = 4m§ pour la diffu-
sion Km - Knm,mnn =, ect KK - KK. Hais, pcur le cas Tt N, l'argument

. , . . . . 2
dircect de Glaser ¢t Bessis c¢st néecssaire si 1'on veout obtenir R = 4mﬂ.

Ici je dois cxpliquer que cette valeur de R cest extrémemint
satidfaisante pour l'csprit, car un systéme de deux misons m  c¢st le systeme
de plus d'unc particule, le plus léger qui puisse &tre Cchangl dans unc col-

lision entrc particules en interaction forte, ct il est naturel que R soit

[o1

gal au carré de cctte masse.
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QUELQUES CONSEQUENCES DU NOUVEAU DOMAINE D'ANALYTICITE

Je me contenterai d'éaumérer quelques résultats.

La conséquence la plus spectaculaire est sans doute 1'existence d'une
borne ¥ 17) (valable en moyenne) sur l'amplitude de diffusion vers

1'avant & haute énergie et la section efficace totale

Gtotale = mg (log s)2 (64)

m
Cette borne avait été obtenue antérieurement par Froissart 18) qui
supposait que l'amplitude de diffusion obéissait & la "représenta-
tion de Mandelstam", dans laquelle l'amplitude est partout analy-

tique en dehors des coupures s réel > 8, 't réel > to

u réel > u..
0

I1 faut comprendre que (64) représente un succés assez
étonnant étant donné qﬁe les sections efficaces totales observées
expérimentalement & haute énergie semblent avoir une variation trés
lente avec 1'énergie (probablement elles tendent vers des constantes
finies non nulles). Si l'on considére que seules des informations trés
générales (causalité, unitarité, existence d'une masse minimum)
ont été utilisées, sans aucune description dynamique détaillée, ce

qui a été obtenu n'ect pas mal.

Dans une situatior ol 1'on a une grande symétrie, comme dans la dif-
fusion 7 m 1l'union des domaines d'analyticité obtenus, le plan coupé,
pour | <:4m§ , ou | g <i4m§ , ou |y < 4mi s n'est pas naturel-
le., L'unitarité peut 3tre de nouweau employée, etc. De cette fagon,

on obtient (sans d'ailleurs que la solution exacte du probléme'soit
connue) un domaine d'analyticité trés grand 11), 19) et 1'on justifie
1'emploi de la représentation de Mandelstam .pour 1'amplitude r m

comme une approximation valable lorsque l'une des variables s, t ou
u n'est pas trop grande. Cependant il est possible de montrer qu'en
l'absence d‘informations}houvellos provenant de la théorie des‘ohamps
on ne pourra pas €tablir par cette méthode la validité de la représen-—

tation de Mandelstam exacte

Restant dans le cadre de l'amplitude m m il est possible d'obtenir,

& partir de l'existence de ce domaine, des bornes absolues sur l'ampli=-

2
tude ™ 0), 17) pour tout point intérieur au domaine lt|< 4m§ y
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s hors des coupures. En particulier, avec la normalisation (16),

17)

on obtient
- 100 < F (4/3, 4/3, 4/3) < 16

ol F est l'amplitude mo mo _ mo mo et aussi l'inégalité algé-

brique 21)

F (4, 0,0)>-6
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