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I. - INTRODUCTION

Comme plusieurs conférenciers l'ont déja souligné au cours
de réunions précédentes & Strasbourg, aucune preuve n'a été dennée
jusqu'ad ce jour de l'existence de théories quantiques des chemps non
triviales. En particulier les difficultés que l'on rencontre dans
1'étude des théories Lagrangiennes (telles que 1l'électrodynamique

quantique) sont exposées en détail dans les références 2) et 3).

I1 existe toutefois des solutions de ces théories au sens
des séries formelles de paramétres appelés "constantes de couplage’

ce sont les "solutions perturbatives".

La détermination du terme général de ces séries est l'objet
de la théorie de la renormalisation perturbative. Celle-ci, l'un des

grands triomphes de la physique théorique 4'aprés-guerre, s'est d'ahord
présentée comme un ensemble de prescriptions quelque peu mystérieuses.
Puis le succés expérimental de l'électrodynamique quantique, la force

de l'habitude, et les travaux de clarification de nombreux auteuré, ltont
rendue & la fois mathématiquement respectable et intuitivement natu-
relle. Cependant tous ces travaux n'ont pas épuigé le'eujet, et cecl
pour plusieurs raisons :

4),3), 5)

d'une assez grande complexité et ne mettent pas en lumidre les

(i) - les preuves d'existence des termes de la série sont
justifications de la méthode générale de soustraction des di-
vergences ("R opération" de Bogoliubov) ;

(11) - il n'est pas évident que la solution obtenue vérifie (au sens
des séries formelles) les propriétés requises par la théorie
axiomatique, en particulier la localité et l'unitarité (voir
plus loin) ; .

(iii) - enfin il est trés important de connaltre toutes les propriétés
de la solution perturbative car il ressort des travaux récents
de Glimm, Jaffe, etc., que la théorie des perturbations fournit
de trés précieuses indications sur la solution non perturbative

lorsqutelle existe.
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Dans cette conférence, nous nous proposons de montrer qu'en
approfondissant un peu une méthode proposée depuis fort longtemps 6)’7)’8),
on arrive & une preuve treés naturelle de l'existence de la solution per=-
turbative (c'est~a-dire de la finitude des amplitudes renormalisées &
tout ordre) et de la localité de cette solution. (Cette localité résulte
aussi d'un travail indépendant de J. Bros, & paraltre, qui utilise ume

méthode complétement différente.)

Pour simplifier, nous limiterons notre attention & une théorie
comportant un sSeul champ scalaire neutre et massif R(x), et "définie"

par la donnée d'une densité Lagrangienne

2 (Ao, 2= Acr) +go oLy (A
,1-

oZ; = Lagrangien libre ; elg = Lagrangien d'interaction ; g = constante
de couplage. En fait il est utile de considérer un Lagrangien plus géné-

ral

A A
ry A x)YA(lx)
eZ:{Aa),_;?— A(,.)) ..Qq)od;chc-)) + Gix)

“r

ou la constante de couplage g a fait place & une "fonction de couplage"
g(x) (numérique) et ol on a ajouté & 1'interaction le terme Q(x) A(x),
Q étant une fonction numérique qu'on se donne ("source"). Plus généra-

lement encore on va utiliser

P
o2 (A1) + 2 9, > =2 (Ac)
4-1 4 4

ou, en notation condensée



2 (Ac)) + 3 o) LA
igﬁa,gpg s @;z?& {ﬁﬁﬂ 03@29 }

@%ﬁ sera le véritable Lagrangien d'interaction, et éz?(A(x)) K(x).
Les autres e?? sont des quantités qu'on se propose d“etudler
(courants, etc.).

En partant de ce Lagrangien, si on suppose que les fonctions
gj‘ décroissent a l'1nf1n1, par exemple gaégqb%?§24)g des considéra-~
tions heuristiques sur lesquelles nous ne nous étendroms pas conduisent
& conjecturer l'existence d'une "matrice SV (opérateur de scattering)
qui est une fonctionnelle de g, et dont on va décrire les propriétés.

La scéne se passe maintenant dans l'espace de Fock Earﬂ
d'un champ scalaire neutre libre A(x) (c'est le champ asymptotique
entrant de la théorie) de masse m.}éo. Rappelons que fﬁﬁﬁ est un
espace de Hilbert;

7

D1
5

F = C

-]

Sp;:=‘espace de fonctions complexes'symétriques de n quadrivecteurs
p1,,.,,p‘ ou . = (p , D.) est astreint A décrire le demi-hyper-
bolofde pj = (p°)2 - (p )2 = m29 pj >0 ; les fonctions ﬂ?'(n)
formant Sﬁz sont celles<pour lesquelles

y ém)//g i f | ré‘(%)(’}g ,..._},",’@% )g@ T“T ,&/F?
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Pour tout vecteur @ = {§ (n)} de 9‘ on a

n=0,1,2,...

ek = 2 127l

”=0

Le vide S1 est le vecteur {1, 0, Oy «ccy O, .3
Pour toute transformation {a,A} du groupe de Poincar€é orthochrone

on définit par la formule

.

iade P o2om 4

(Uta, ) B) 7 (b np )= & ¢  D(A, 080 h

une représentation unitaire fortement continue du groupe.

Le sous-espace Dg de T est formé des vecteurs @(n)
tels que : (i) tous les ¢(n
certain rang ; (ii) pour tout n>o0, é(n) (p1,...,pn), considéré

comme une fonction de ;1,...,311 est dans y(kﬁl).

sont identiquement nuls & partir d'un

Nous ne rappellerons pas en détail les propriétés du champ

libre A(x). Notons que c'est une distribution & valeurs opérateurs

dans 9' : pour toute fe& f(RA')

A(f) = fAm Fex) ot

est un opérateur non borné défini sur D0 et appliquant Dc> dans

lui-méme. On a
(D+m")A(x) = O
Uta,A) Acx) U, A)" " = A(Ax +a)

1 - pix-g)

[A(n)) A(;)] = ;—A(x-g) = (;-”-33 e é‘go‘)g(,b"-an")a/;z
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Nous supposerons connues les propriétés des "polyndmes de Wick".
3)96),9)

une notation fonctionnelle pour désigner des distributions. Cet usage

Voir Dans tout ce qui suit on n'hésitera pas & employer

allégera beaucoup la notation et ne conduira jamais & des confusions

dangereuses.

La fonctionnelle g — S(g) prend ses valeurs dans les
opérateurs bornés inversibles opérant dans 571. Elle doit satisfaire
aux propriétés suivantes

(i) - 8(g) est définie pour tout g é[y(kl'ﬂp et dépend conti-
niment de g dans une topologie convenable (par exemple : la

topologie forte des opérateurs).

S(o) = 1 (1)
93?

; ou

U(L.)-‘SCQ)U(L.) = S(L-g) pour tout &L &

(L% (x) = gx) ; si Lz{a,A}, LezAxea.

(i1)
-d -
S () = $™(3) (2)

L

(1ii) - (Localité ou causalité)

ng:) SCE,_) = SCQ:E}) 8o su,p,a.:;t 2 Suﬂ.ﬁgt (3)

La notation est la suivante : soient E et F deux sous-ensembles

de 1l'espace de Minkowski (;Q4). On dcrit



E > F

si

N

Eﬂ{F#-V'}

ou, condition équivalente

FN{€+TV*) = .

‘V"h = -V = '{.x eh'nla : x® > I;?"}

(Ssi E et F sont compacts, la condition E ZzF exprime le fait qu'on
peut faire passer une surface du genre espace entre E et F.) Plus

précisément, posons

-1 -1
= S +bh J ‘,S» s J;C: £)S
Vig, &)= Sc3) S(g+h) Wy, B) 3+h) (3) o

On impose que :

V(; :EQ)V(! ’ St ) s VC;_) s-'i* 5") )

y § Supp. g’_ 2 Swpp. -'-‘t
(5)

Wip LIV, B s W, By 82)

Enfin on désire que S(g) possede une limite lorsque la
fonction g tend vers une constante de fagon convenable, cette limite
devant étre elle aussi unitaire. (C'est ce qu'on appelle le probléme

de la "limite adiabatique". Nous y reviendrons plus tard.)



I1 est assez douteux que la situation décrite ci-dessus
soit véritablement réalisée dans les théories d'un boson autocouplé.
En particulier un résultat de A. Martin semble indiquer que la cons-
tante de couplage ne peut dépasser une certaine limite sans apparition
d'états liés. Or le formalisme ci-dessus contraint le spectre de masse
de la théorie & &tre celui d'un seul champ libre. Si .on souhaitait étu-
dier l'existence de S(g) de fagon non perturbative, il faudrait pro-
bablement admettre que S(g) n'est définie que lorsque g parcourt un
sous-ensemble convenable de Jp . Mais tel n'est pas le but de cette
conférence. Nous allons voir que le programme ci~dessus peut étre

complétement réalisé au sens des séries formelles en g.

Nous cherchons donc 4 construire une série formelle

3 a™ v 4
S(:) = %O (::.! JT(‘t )"'Dxu)‘g(“l) o 3“1\) d ‘3 tT d ‘v\. (6)

qui vérifie les conditions précédentes au sens des séries formelles.

Dans cette formule, le premier terme (n = 0) est 1 [}ar on veut

que S(0) = ﬂ. Puisque g a plusieurs composantes g1,...,gp,
. .. .n

T(x1,...,xn) est un objet & p composantes Ti1,.,in(x1,...,xn),

la sommation est sous-entendue.

Toute série formelle qui commence par 1 a une inverse

(droite et gauche) que nous notons, dans le cas de S(g) :

oo
-1 (= | ‘
s = '::TJT“‘*"“““’ §ra ge A (7)

(La formule explicite de 1l'inversion est facile & trouver - voir plus

loin.)
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Comme en théorie des groupes, ou le générateur infinitésimal
d'un groupe unitaire a un paramétre est non borné, il faut s'attendre
ici & ce que le niéme terme de (6) soit un opérateur non borné. La
question du domaine de définition de ces opérateurs prend donc une

grande importance.

Bien entendu c'est par récurrence sur n qu'on essaiera
de construire les T(x1,...,xn) et 5(x1,...,xn). L'énoncé de 1'hypo-

th¢se de récurrence va permettre de poser le probléme de fagon précise.



II.

- HYPOTHESE DE RECURRENCE

On suppose que, pour tout ¥ g n-1, on a construit des

distributions a valeurs opérateurs Ti1...i, (x1,...,x, ),

ii1...j_, (x1,...,x, ) possédant les propriétés suivantes.

»
1) Pour toute £ = {fi1_”iv}€ (R4 1P

jT("a)-'-a‘v )f (g yeeer %, ) o x, ... a(":,,

est un opérateur défini sur un sous-espace dense D1 de T, applique

D, dans lui-méme, et dépend continlment de £ au sens faible. T est

symétrique : pour toute permutation Ml,...,W» de (1, coey ») on a

. Cx
1ty

T : (",;“""») = 7:
”

w2 Yoey )

Le domaine de définition D1 contient le vide L) et :7

+

U(L )-D1 () .D1 pour toute L ?f

T partage ces propriétés de T (avec le méme domaine D1). On suppose

de plus gque les opérateurs de la forme

f‘r(;‘,...,x%) T(“,;.,,;“') x’t)... T(x:.

e o
’4, : ’ ,‘a‘)f‘(x’,...) z%)
’ ’
-dx’ - d'v
~

sont bien définis sur D l'appliquant dans lui-méme, et dépendent

1’
continfiment de £ au sens faible [i.e., : £ — (F,(7...T)(£) D) est
une application continue de £ dans C pour tout couple ';", ¢

de vecteurs de D1>' De méme pour T {cette dernidre supposition est

d'ailleurs superflue ; c'est une conséquence des précédentes).
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Pour » =1 on a

7‘.-(;:): .Z;:Cﬁ)

Les °Z%(x) sont des champs qu'on se donne [avec les notations de
1'introduction on aurait JZZ(X) = SZE(A(x)II. Ces "conditions ini-
tiales" servent a préciser la théorie en fixant le Lagrangien 4'inter-
action. On doit avoir 525;(x) = A(x) (le champ libre).

Il en résulte que D1 contient tous les vecteurs de la

forme

‘/\#(x s Xp VA Acx,‘)a’x’ dx‘a

cl'est-a-dire : DOC D1.

(On peut démontrer qu'il n'y a aucune perte de généralité
&4 supposer D, = D, Voir plus loin.)

La symétrie de T et T nous permet d'adopter une notation
condensée : si X est un sous-ensemble fini de R4 X {1,...,p}

[:c'est-é.-dire un ensemble fini (x1,12),...,(xr,irﬂ on écrira

T(X) " ", " Ti‘]--'ir (x1""’xr)
|X| = nombre d'éléments de X (=r)

Ek] = l'ensemble {x1""’xr} considéré comme sous-ensemble

deR4.

L'utilisation de la notation fonctionnelle T(X) (alors que T est
une distribution), bien qu'illégale, ne conduit a aucune confusion et

sera systématique dans cet exposé.
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Quand X est l'ensemble vide &, on pose, par conven-

tion, T(#) = T(B) = 1.

2) (U) Cette condition exprime que S(&)—1 est 1'inverse de S(g)

1Tl e
2. (-1 T(1) T(z’)= O
Iul’'s {1,..,»} (u1)

INT's &

.y

pour tout » < n-1, ¥ 331

P !
-1 Tz’
IUI':{1I___,,} ) (T )?(I) = O
INl's & (v2)
pour tout » g n~1, ¥
Chacune de ces conditions est équivalente & :
b 4
(-1)” T(1,..,») = 2. ~- T )... T(1.)
LE¥ T} < A
I:U---Uz‘t: {1,,..,!}
l;-f)I‘=¢si Jrtk (u3)
I # & VA

[:formellement si s(g) =1 +Kk(g), K(0) =0, ona S(g)"‘I =1+

®
+ 5 (-1)F K(g)r].
r=1
3) Causalité
(Caus.1) : si X =IUJ, INJ = g alors (pour tout x| < n-1)

7(X)= T(T)T(JT)

‘} dans la région ou [I] 2[J]

Fxy= P T
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Explicitement, ceci veut dire que, par exemple, dans la

région {XT,...,XI‘} z{xrﬂ,...,xp} on a
R, (xt,...,x,) = 7‘_" Cx s %) T (= b %)
1 y RN Chag =+ &y RSV

au sens des distributions, et sur le domaine D1.

(Caus.2) : si |X| < n-1, |Y| < n-1, alors dens la région
[:X] ~ EY] (abréviation pour : D(:I ?[Y] et EY] > [:X], c'est-

d-dire : EX] et [Y:I séparés du genre espace) on a

[T(x), Tcy)] = O (sen D)
[Tx), Tey)] = o (=»—)
[TX), TY) = © (—r—)

Les deux derniéres lignes sont conséquences de la premiére en vertu
de (U3). En fait, ces régles de commutation seraient automatiques si
la restriction |X! < n-1 ne figurait pas dans (Caus.1). Mais ce
sont des conditions nécessaires pour gque l'on puisse continuer la

récurrence en satisfaisant (Caus.1).
4) (Trinv.) : pour tout aeR* et tout ¥ < n~1

Uta, 1) Tty oy %) U Ca, 1) 7

T(Kz-p a,. .., ‘”.‘.1)

UG, 1) Tl ,m, x)Uca, 1) °

T(X‘-p a, .-, "v"'")



_13_

Ici encore la seconde ligne est une conséquence directe de la premiére

grice & (U3).

I1 est utile d'arréter ici, pour l'instant, 1'hypothése de
récurrence et d'examiner comment se fera le passage de n-1 a n. On
complétera par la suite l'hypothése de récurrence (en y faisant entrer,
en particulier, l'invariance de Lorentz et 1'"unitarité", et aussi

d'autres restrictions sur les T).

Notons que (Caus.2) implique en particulier [}C%(x), A(x]] =0
sur D, quand (x-y)2 < 0. En ajoutant & cela la condition 4) (Trinv.),
on trouve facilement 'O que, pour tout j, °51(x) doit &tre un poly-

ndme de Wick du moins lorsqu'on le restreint a Do. En d'autres termes :

= o x Acx * .
ozjw- Zj(Ac Yy G AC e 3L Ac)

Pj étant un polyndme d'un certain nombre (fini) de variables.

Ce caractere "polynomial" des interactions permises par
notre formalisme est essentiellement dl & ce qu'on suppose gque les gj
peuvent &tre librement choisis dans .Dp(ﬁi4). Des espaces fonctionnels
plus restreints (ceux de Jaffe par exemple) permettraient de remplacer
les polyndmes Pj par des fonctions entieres d'une classe convenable.
Il est trés vraisemblable que le traitement donné ici s'étende a ces

cas plus généraux mais cela n'a pas été fait jusqu'a présent.
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- LE PASSAGE DE _n-1 A n

Supposons d'abord gqu'on se donne arbitrairement une distri-
bution & valeurs opérateur T(x1,...,xn) vérifiant la condition 1) du

paragraphe précédent. On peut alors poser

(-‘)‘ ?(‘1)"‘1 “w) - -— T(‘,)"’I"n,) -
: I

_ (-1)  Ter)T(r) (o)
IuIl’z f1,..,n}

Inl’'s &

V¥ X4

I'# &

c'est-a-dire définir T(1,...,n) de maniére & satisfaire (U1) & 1l'ordre

n. Il est facile de vérifier qu'on satisfait ainsi automatiquement (U2)
et (U3) Ean utilisant, naturellement, 1'hypothése de récurrence pour les
T(1) et E(I) avec (I) < n—il.

Si, de plus, on suppose que T(1,2,...,n) vérifie la condi-
tion 4) (Trinv.), il en est de méme pour T(1,2,...,n) ; Si on a pu

choisir T(1,2,...,n) de maniére & ce que

[sz,z,...,n), 7(1)]= O

si (xi—xj)'2 < O pour tout i = 1,2,...y0 et tout J &I, on satisfait

automatiquement toutes les conditions de (Caus.2) & l'ordre n.

Enfin, si T(x) (x = {1,2,...,n}) est tel que pour toute
partition PUQ =X, PNQ =g, T(X) coincide avec T(P) T(Q) dans
la région ou [P > [Q], alors, dans la méme région 7(X) = T(Q) 7(P).

Démonstration : dans cette région
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X __ Z. 1T} -
(-1) T(x) = o (-1)  TATINQIT(INP)T(INP) T(INGR)
vl'= X
Int's &
% &
- 2 11+ 1L} = -—
- - (-1) T(L)T () T )TCLY)

Ku'=P, kKnK's &
LuL' @, LNL’= P

L'#*

2_ QI+
- (-1) T(®R)T (k) T(x’)
KuK’=P .

kN 'z ¢
'y &

Sill3

;r,@ seul le deuxiéme terme subsiste, et il est égal a
X —-—
T

(Q) T(P).

[:Cette vérification est d'ailleurs, elle aussi, presque
superflue ; en effet si une fonctionnelle S(g) est telle que
S(_g_1+§2): 5(5_1)8(%%) qu?.r;d supp.g, » Supp.g,, on a nécessairement
S(§1+52) = 8(52) 8(51) dans les mémes conditions. Il suffit

d'appliquer ceci au cas ou S(g) est égale &

Z (‘ fT(X);<~> L gex,) oln o dlx, o]

Ve n
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Si on suppose un instant résolu le probleme de la construc-
tion de S(g) (comme série formelle) et si on développe en série
1'opérateur 8_1(3) S(g+n) au 1er ordre en h et jusqu'a l'ordre

(n-1) en g, on doit trouver le "produit totalement retardé"

J—
Pn (1,..,m-2;,n) = T(1,..,n) + Z (-1),17'(1)7'(1::1)
IUI’= f1,..,n-1}
INT'= &
1# % (10)

= 7(1,.,n)+ R: (1, ...,n-2, %)

dont le support doit €tre dans le cdne

—

/_'-:{x:aj.-xnev-' 15J$""} (11)

De méme le produit totalement avanc$

1x/
An (2, eym-tjm) = 77,,,.,,...)4.2 (-1) " T(I'n)T(T)
ZUI'={¢,...,-§
INT'= &
T# g (12)
T Tl b AL me )

doit avoir son support dans

I

A R R AP PE R (13)
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Mais les opérateurs Aé et RA sont completement connus d'aprés
l'hypothése de récurrence puisqu'ils ne contiemnent que des T(J) et

T(K) pour lesquels [J! < n-1 et ,KI < n-1.

Nous devons donc vérifier que la distribution & valeurs

opérateurs
D, ., n-1;n) = Al (4, m-1;n) = R (4. n1,n) (14)
2y = (15)
Dig,..,m-2;m) = Z (- 1) T’ Fer
)M, P SR [ I n), )]
INT’= o2
I¥g

- \
a bien son support dans rur . [I)ans les formules (10), (11), (12),
(15), T(1',n) veut dire T(I'V {n} ). Nous utiliserons fréquemment

cette abréviat ion.:I

Considérons une partition en deux sous-ensembles P et Q
de {1,...,n} tels que P# 4, ne Q, B=QN{n}.
Dans la région EP] ?EQ:I, on a
' Z " 5 S
R.o(1,...,m1;n) = (-2) " T(@NI)T(PnI)T(PNI’) T(RNI, n)
IUI‘S {".-.,ﬂo’}
INI's &
I &

Le calcul est semblable & la précédente vérification que (Caus.1) pour
T implique (Caus.?1) pour T, Les seuls termes qui subsistent sont

ceux ou QN I = F. Ils s'éerivent
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<y .
2 (-1 Tlw) T(<)Te@y = = TC(P)TCR)
KuK’'="P :
KNK’= &

K &

Ainsi, dans la région EP] ?EQJ, on a

R: (2,.,7-2;m) = = T(P)T(Q) (16)

De méme, dans la région [Q] 2 [®] on trouve

A (4, mea;m) = — TU(R)IT(P) (17)

»

Soit K 1l'ensemble des points x = {x1,...,xn} de R4n
possédant la propriété suivante : il existe un repére de Lorentz
(dépendant de x) dans lequel

x®-x° >0 Aonr J'QP‘!‘¢ 9

d
xi - x? < O soun R @ O‘ * & Y (18)
XE -X: s © po oS e i S J

avec naturellement P1 v Q LS = {1,...,11} Alors le point
{x1, ceyX } e R gt da.ns le complémentaire du support de
D(1,...yn=13n). En effet, d'apré¢s (16) on a, dans un voisinage de

ce point

R’ 2 -~ T(RIT(P,vS)
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et, d'aprés (Caus.1), puisque |Q1U s| g n-1,

R! = - T(RITC(S)IT(Q,)

De méme dans un voisinage de ce point, om a, d'aprés (17) et (Caus.1)

Al = - T(PRIT(S)TCR,)

de sorte que D s'annule.

Soit maintenant x = {x1,...,xn} un point n'appartenant

pas & /" YW/ 7. oOn peut distinguer deux cas.

a) - L'un des points xj (par exemple x1) est tel que x, X, & v

!

et x, - x_#Z 0, et un autre x5 (par exemple xz) est tel que

1 n
x2-xneV et xz-xn;éo.

Dans ce cas, en prenant un repere de Lorentz guelconque, on voit

que x&€ K et que D s'annule dans un voisinage de x.

b) -~ L'un des points X (par exemple x1) est tel que (x1 -xn)2 < 0.

Choisissons un repére de Lorentz tel que x? - xg =0, S'il y a

0 0 o)
des x'j tels que xj -xn>0 et des X tels que X,

x&@ K et D s'annule dans son voisinage. Supposons maintenant

0
- X <O’
n

que xg—xz>0 pour j & J £ g et x;—xfl:O-pourtout

ké Jy (en particulier 1¢f J). Par une transformation de Lorentz
infinitésimale, on peut rendre x? - xrol négatif tout en gardant

xg - xg >0 pour je& J et on obtient encore x e K. La seule
possibilité restante est que xg - xg = 0 pour tout J = 1,2,...,0.

Dans ce cas, posons

P

{J:‘J’=“1})

O
[}

complémentaire de P dans §1,. .eyn } .
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On a [P] ~ EQ] et |P| < n-1, IQ[ < n-1. D'aprés (16) et
(17), on a dans un voisinage de ce point

R:‘ (1, . ,n-2t;n) =3 - T(P)T(P)

Al (4, mtin)z = TERIT(P)

"

Ces expressions coincident d'aprés (Caus.2) dans un voisinage

du point en question, et D s'y annule.

En récapitulant tous les cas, on conclut que

Sapp. D(1,...,n-21;,n) & S rtor”T (19)

Nous allons montrer maintenant que le probléme du passage
de n-1 a n est résolu si on parvient & trouver une distrioution
tempérée & valeurs opérateurs An(1,...,n-1;n) possédant les proprié-

tés suivantes :

1) elle est définie sur le domaine D et l'applique dans lui-méme

4
Eune fois intégrée avec une fonction & DP(R n), bien entendtg;

2) elle est covariante pour les translations :

S
V(a, 1) R, Z FESTPN S 120V, 1) = A (2,

" ...,xm‘*a.,'x“-‘ou)

J

3) A (1, ..., n-0; T) = A (1,..,m-1 ;m)

pour toute permutation 72 de {1,...,n—1} ;

4) elle est locale par rapport aux opérateurs T(J) déja construits

et par rapport & elle-méme, c'est-a-dire :
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['4& (“1 yema Xany 3 X0 ), TCJ)]: Qo

quel que soit J tel que IJ[ < n-1, dans la région ou
2 .
(xj-xk) < 0 pour tout j = 1y+0.o,n et tout k€& J ;

[An("s e Fal 3 %m ), ARy =L 3"1)] =0

2

dans la région ou (xﬁ-xi) < 0 pour tout j et tout k ;

Notons que ceci implique la méme propriété avec T(J) au lieu
de T(J) d‘apreés (U3) ;

5) An(1,...,n-1;n) coincide avec D(1,...,n—1;n) dans le complé-

ment de /7~ et

r-v-i-
Supp . A“ (1,..., n-t ;n) &

Supposons connu un tel An(1,...,n—1;n). On définit alors
des distributions & valeurs opérateurs T(1,...,n) et Rn(1,...,n—1;n)

par

)
A% (1,...,m-1;n) = A“ (1,...,mn-2, n)

7-(:,..., »n)

= Rb\. (1)"') n"in')— Rl (1,..., 7\.-137\.)

"

Notons que Rn ainsi défini est tel que AL - Rn = D. Donc
supp.Rn(1,...,n—1;n)<: ™7 et R, coincide avec D dans le complé-

ment de r‘+.

La distribution & valeurs opérateurs T(14...,0-1;n) est
correctement transformée par les translations, est locale par rapport

aux T(J) et T(J) tels que |J| < n-1, et par rappori & elle-méme.
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Enfin si {1,...,0} =PUQ, PN Q =g, on a, dans la région ol
] E?[:Qj, T(1y+0.4n) = T(P) T(Q). Pour le voir, distinguons deux

cas :
a) P#f, ne& Q. D'apreés 1l'équation

T(I,...‘H)g RH (1).--,“-,;“-)— R:"Ci,u-,'ﬂ.-ijh-),

on a dans cette région : R =0, R! = -2(P) 1(Q) [voir (16y]

d'oll le résultat ;

b) QA P, necrp

’
"
>
4
'
>

dans la région considérée, A = 0 et [a'aprés (17{1

A’ (2, ., n-1;n)= = T(P)T(Q).

[ies rles de P et Q sont échangés dans 1l'équation ci-dessus

et dans (17{1. (Les cas ou P=g ou Q=@ sont triviaux.)

Il ne reste & examiner que la symétrie de T(1y...,n). La
distribution construite ci-dessus ne posséde pas en général la propriété

de symé€trie voulue, mais il suffit de la remplacer par

)=z L 2 Tiws,.,wn)
n! ”w

T (s ..

?

qui a toutes les propriétés voulues.

En fait, lorsqu'on passera & une construction explicite,

cette symétrisation se révélera inutile.

I1 est instructif d'examiner le degré d'arbitraire de la
construction. Supposons que deux solutions du probléme correspondent

4 deux découpages
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de D en deux distributions de supports respectifs /7t et /7 ",
Alors
(1) (1)
@(ﬁx’...,&") = A\-A,‘ = R.‘-R,‘
a son support dans {x R ; De plus
Vo e R

Uta, 1) @(xs,..., x, ) Ula,t )-1 = CO(x‘¢ a, .., wa)

et
[@(x‘,...,xw), A(;)] =0

2<0 Vi, valent sur D1. On en déduit

dans la région ou (y-xj)
(par une facile généralisation de 10)) que, sur D,» @(11,...,xn)

est de la forme

2. B (=) -DdS(x,-xh) SCx,M

@(‘1,"'1x‘ ) = d
og i) € N

o a¢ désigne un multi-indice

2 S (2 )
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et, pour chaque & , P (x) est un polyndme de Wick

[ ] c o
?; (n) = °w.a (A(l), D,.A““)/ ey 9’.,,,’.@“!))0

P, étant un polyndme.
ooy

En particulier, on voit que, pour tout f€ S (R 4n),

@(';) = f @ (g yeey 2 ‘pc";;'") %) dl‘ v ol

applique Do dans lui-méme. Il en résulte que si l'une des solutions
possibles pour T(1,...,n) applique Do dans lui-méme, il en esat
ainsi pour la solution la plus générale. On verra que c'est en effet
le cas. Pour cela on va ajouter & 1l'hypothése de récurrence la condi-
tion (vraie pour |I| =0 ou 1) que T(I) [et par suite F(IH
applique D dans lui-m&me (une fois saturé par une fonction de f)

pour tout I tel que II[ < n-1.
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IV. - CARACTERISATION DE LA SCLUTION LA PLUS GENERALE

Si les opérateurs az?i(x) étalent des fonctions continues
de x au lieu d'B8tre des distributions tempérées, il serait facile de

construire une solution complete de notre probléme en posant simplement

- (-] L ] (-4 L 3
7‘: e (x1 pa e ) S *.Z 0(‘*1 = Tpp ) 5(“!‘:»:) ~ Zwen )

¢
"y e

L L. k. )... L. (""t)""{;f’”“)(zo)

ou 6(x°) = 1 si xo> 0 et o(x°) =0 si x° < 0. On peut dire que
toute la difficulté de la théorie des perturbations tient dans 1'impos-

sibilité d'écrire la formule (20).

D'autre part le théoréme de Wick (qui donne le développement
d'un produit de polyndmes de Wick,en produits ordonnée) peut se refor-

muler de la fagon suivante : supposons 4'abord les ifi(x) de la forme
v

z.(x): c A(x)y 1

(c'est-&-dire de simples "puissances de Wick" du champ libre). On pose,

pour tout r entier ;; 0

P A (=) s w231,

)

oo (x) = ol s p-n = O
3
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iéme

[én d'autres termes, formellement, la T dérivée de °Z?i(x) par

rapport & A(x)]. On a alors

&2 (%) . oZ. (x
& 4
: 7

q) =

R 2
(n,) . ) ... A Vx, )2
. 2 (Q, €, ) L Ve 01) 24 I (21)
4

Q"...”'-1 1 4,1 .’ A a, o’

S1i on pouvait former le produit chronologique au moyen de

fonctions © suivant la formule (20) on aurait donc

T (08(11) ...-Zf(x")) =

. Au’a ) A e )

= L, T(Z) . ae™una) — 2 Zaln s
n Y YN {
b

On peut chercher a satisfaire cette condition dans la construction
récursive décrite plus haut, ce qui aurait l'avantage de satisfaire
trés simplement aux conditions d'invariance par translation et de
localité auxquelles T(1,...,n) est soumis. En fait on va voir
qu'une petite généralisation de cette propriété correspond & la solu-

tion générale de notre probléme.

Dans le cas ou les eri(x) contiennent des dérivées de
A(x) [exemple : (x) = : a(x) ( Fax))( d7a(x))( Py pA®)) 2]
on utilisera la notation ‘Z?ir (x), oi r est maintenant un multi-

indice, pour désigner la dérivée formelle de JZ?i par rapport & A,

ia‘A, ?ﬂ /*.A, etc.. De méme Ar(x) désignera un produit de
172 . . .
A(x), ;LA, 2“1#~2A’ etc., r étant traité comme une multi-

puissance. Dans ces conditions la formule (21) reste vraie.
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On compléte maintenant 1l'hypothése de récurrence en supposant
que ¢

5) outre les opérateurs Tiiyeinyiy (x1,...,x,) et Tiy,...,i, (x1,...,x,)

on a construit, pour tout ¥ < n-1 une famille

2 ... 2, - 2
g oe ,
J . . (x ) ®y) ; (x ey X
¢y - L’ 1 ) ‘-‘ . ‘:y < ) ’ )’)

ol T parcourt 1l'ensemble des multi-indices, mais ol seuls sont # O
un nombre fini de ces opérateurs. Ces opérateurs sont soumis aux mémes
qpereriy €6 To g [En somme 1l suffit de

remplacer les indices i, par des couples d'indices ((Il‘.])) dans les

conditions gque les T

conditions 1) & 4) du paragraphe 2.] Pour w¥=1 on i.m}J)ose évidemment

T - (T,

1

On suppose de plus que : pour tout » < n-1,

A, oo A
7-" .9()‘1)".‘,«“):

4’ Fr™ Ly

Z A A
TQ -.-h, A » 3 ’.
= P | ( ) !-.'.4‘ y:" Y (xg 30ty 'V )n) " A‘xf.) e A(‘y) o

[
1 s 6 | |
Jt."' ‘y.

(22)

et de méme pour T, (Cette hypothése est évidemment vraie pour »= 1.)

Désormais on écrira en abrégé la formule (22) sous la forme

~ - Aot P A
T X) = AZ.(.Q.,T (X)) i ) (221)
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On remarque que la formule (22) appelle quelques explica-
tions puisque le second membre est un produit de deux distributions

(dont 1l'une & valeurs opérateurs). Ce point est éclairci par 1le

THEOREME O

Soit F(x1,...,xq) une distribution tempérée sur R4q,
"invariante par translation" c'est-a-dire dépendant seulement des
différences x. ~- . Alors, pour toute suite SERERTEN de multi-
indices et toute fe& Dp(kd'q),

‘/‘P(n‘ e xﬂ) . A(K‘)A‘.__ A(xﬂ)h"l: 'ﬁc“za"'l"q)dxs"'d'y

est un opérateur bien défini sur Do et applique DO dans lui-méme.
Il dépend continfiment de f au sens fort (i.e., quand on 1l'applique &
un vecteur de Do’ le résultat est un vecteur qui dépend continlment

de f au sens de la topologie de la norme dans F ).

Nous ne donnerons pas ici la démonstration (facile) de ce
théoréme, dont le principe est le méme que celui de la démonstration

de l'existence des polyndmes de Wick. Voir 3)s 6) et 1).

Remarque

Considérons des distributions & valeurs opérateurs

s
E (x1,...,xv ) et F(x v+1,...,xq) de la forme

/ . 4'0
F4x) = Z (o, E***x)a) 'A"?_:
4’ is
»’,
FA(X) = 2. (a, F™Y(x) ) 'A(X,) :
A’ s

Les E°(X), FF(X) sont des distributions tempérées & valeurs opé-

rateurs correctement transformées par les translations :
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U(a.,i)f“(x)v(o.,ﬂ)-‘z £%X+a)

(de méme pour p), et appliquant D dans lui-méme, de sorte que les

(£, (X)W  sont invariantes par les translations.

On a alors, par un calcul facile :

ENX)ErY) =

aba’ .
= Z (o, E‘“"(X)FA*"(Y)-Q-):A (XUY).

) n all at

I1 en résulte que si on forme au moyen des Tr, T

1l'opérateur correspondant & celui noté D(1,...,n-—1;n) plus haut,
Dr(1,...,n-—1;n), celui-ci posséde toutes les propriétés démontrées

pour D et on g :

R
E (xg, 2o X®

mea 3 ¥ )

- [ 4
.--)xﬂct ;"n)n) : Acx’.
Al

4

=-Z [-CL,D,H"(X

X = dxyen xa )

Il est clair qu'il suffit maintenant, pour trouver une
solution du passage de n-1 & n, de trouver, pour chaque multi-
indice r (et chaque ensemble d'indices 11,...,1n) une distribu-

tion tempérée
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ne dépendant que de R N EEETE P ayant son support dans
7" et coincidant avec (L2, D§1,,,,,in(x1,...,xn_1;xn)11) dans le
complémentaire de A _, qui soit de plus symétrique par rapport a
1l'ensemble des (xj, 1 rj) pour j = 14...,n0-1. En effet on
construit alors

(Kt,nux“) =

L‘ .o (-,‘

n ) ‘n
= [a“, N ...i“ (Kz,..., X“) - (.ﬂ., A """‘.n. (x’ ,...;x,‘).ﬂ.)] o,
Samlﬂ'\ne

et on pose

A
Rta . .
T'Q(xﬂ.).“,xn) = Zo ¢ (Ks,._,,x“) . A(X)

(X = {xarr %a})

On verra au paragraphe suivant que ce découpage de distributions est
possible. En tenant compte de la caractérisation de l'ambiguité des
solutions, on voit qu'on aura démontré que la solution la plus géné-

rale (existe et) vérifie (22) & 1l'ordre n, donc & tout ordre.
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V. -~ GENERALITES SUR LE DECOUPAGE DES DISTRIBUTIONS

Considérons, de fagon générale, une distribution tempérée
ce “f‘(fRN) de support /" TUTT T, ou /T = <77 est un céne
convexe fermé, et [ NI 7 = {O} . Le cbne dual /1 ae /7,

/::*z {/b ¢ Ve #FO a/an.-/""', ,bx>o}

est ouvert, non vide, ccnvexe.

Probléme de découpage : trouver une paire (F', F_) de distributions

tempérées de supports respectifs /-H et - telles que

FT_ F~ 2 C

Il existe une théorie générale du découpage d'une distri~-
bution en deux morceaux de supports réguliérement séparés, qui montre

1) Mais le cas particulier

que le probléme ci-dessus a des solutions
qu'on a a traiter ici est si simple que le recours & la théorie générale

est superflu.

Notons que si (F:, F;) et (FZ, F;) sont deux solutions,
la différence F: - F; = F, - F, a son support & l'origine et doit
donec €tre de la forme

~M

.42: = .ZNN’S»(x)

. « _ TT /2 _\Y . .
(°‘ = Mu/é’-lndlce’ D - J- (5:‘(;) ’ Id‘ - J'Z«J )

Y & VR
e(v"J'dJ)
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Introduisons maintenant une fonetion réelle auxiliair‘e
Ul sur RY telle que :

i) 0 < i(x) < 1 et'l.L/(o)=o ;
ii) M) est indéfiniment différentiable partout sauf & O ;
iii) U (x) = LL/(/ox) pour tout x # O et tout P >0

iv) ¢4/ ©prend la valeur 1 sur un cdne ouvert contenant /-'+ - {O}

et la valeur O sur un cbne ouvert contenant /- Sto} .

Pour construire une telle fonction, introduisons la notation ¢

N i
Ixti= (2 x*)®
Jsi J

I1 suffit de choisir une fonction LLJ €° sur la sphére

{x : ” X H =1 } prenant la valeur 1 (resp.0) sur un voisinage
de l'intersection de la sphére avee [ (resp./" ). C'est possible
car ces intersections sont des compacts disjoints. On étend ensuite

Ll] & tout 1'espace en posant

LL_/(::): LU(H{:-—“) /‘Our'x;fcl

LZJ(O) = O

Cette fonction vérifie, hors de {0} ’

lw |

D dexy = Wx ™ (D“MJ)(i-l-’i-“)

de sorte que, pour tout o , 11 existe une constante Bl“l telle que

iy
|.D.( LLJ(x)\._g .Bh“ x|l pour tout =x # O.

I1 sera utile d'adopter une classification du degré de sin-
gularité des distributions tempérées a l'origine. Par exemple on peut

adopter la définition suivante
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Définition 1

On dit gu'une distribution tempérée T & f'(RN) est

singuliére d'ordre » & O s'il existe des entiers

M20 et P20, et, pour tout &€ > 0 assez petit,

une constante K(€&€ )>0 telle gue, pour tout

Ye j(RN)’
P (=¥ +1wi-8)F :
I<T,@e>| € (&) Z. sup i+ txn) Wx ] l:D“ﬁch)l
|:|5H *

avec : (-w+\-l|-£)+= ma.x{o’ _»-oldl-t}.

I1 est clair que si une distribution tempérée est singu-
liere d'ordre » a 0O, elle est aussi singuliére d'ordre ¥' 2
0 pour tout v‘) » (en somme on devrait peut-8tre remplacer la
terminologie ci-dessus par : "T est singuliere d'ordre » au plus

& 0 si..., etc.).

Supposons maintenant que la distribution & découper, C,
est singuliére d'ordre @« & 0, < étant un entier (positif ou

négatif). (C'est toujours le cas pour un & convenable.)

Distinguons dsux cas.

——

Dans ce cas, C peut €tre étendu de fagon unique en une
forme lindaire continue sur l'espace de toutes les fonctions ¥p
définies, continues, et M fois continliment différentiables dans le
complémentaire de {O} , et telles gue, pour au moins un € > O
(dépendant de ¥ ),

- P - lt]+E
ID¥Pix)| & Conet, (1w uxu)”  Wxh

x 9 O, OC Ixl g€ M.

—
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Si Y est une telle fonction, (/¢ est continue et M fois
continiment différentiable dans le complémentaire de 1l'origine, ou

elle vérifie, pour 0 < |[o| <M 3

-~ It/ &

(1 +0x0)F Ixt | D% (o) Pear)| g

ALY SEN |

£ Const. 2. Caenxn)’ txl DYl

¥go

I1 en résulte que {C, WY¥> est défini et que l'on peut définir
une distribution tempérée USC par

1

QWEC,P> = LC, WPLS

WC est singuliere d'ordre e« & 0. En posant (ULIC =F+,

P =F" - C, on a une solution du probléme de découpage.

Dans ce cas C peut &tre étendu de fagon unique en une
forme linéaire continue sur 1l'espace des fonctions $ &) fois conti-
niiment différentiables sur R N, et M' fois continliment différen-
tiables sur RY - Jo} y M' =max{ w+1, M }, qui vérifient, pour
au moins un &3> 0 (dépendant de P )

IID“‘F(x)(< consé. (1¢\\xu)"p pour /et | & &

o -P i+ &
¢ : -
[ D*P x|l const. (L anxu)  yxt pour w+!< lacig M’
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Soit ¥e ¥ , A un multi-indice tel que l/e|> co+1 ; posons

Plx) = x'a Li]¢=) ‘P(z)

Alors ‘P appartient & 1l'espace fonctionnel précédent et on voit

facilement que

-+
P -t
Z Swp (1+ uxn) lell(h“ w-e) ID¥Pcex)| g
1ol & M »
Perw+ 1 18| = +1Y|=E
g Const. 2, sup (14 xlh) uxu" \D*#c.)\,

1¥lg M’ x

On peut donc définir wixhAc = ad (pour l/a I} w+1)
comme distribution tempérée, singuliere d'ordre -l/sl +w a o0,

par la formule

CFAT 45 = KC, Wty

On définit aussi

FA™ - FA* _ LAC (23)

qui est aussi d'ordre —l/el + W .
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On peut démontrer facilement que L) xBC ne dépend pas
du choix particulier de 24/ : on obtient le méme résultat avec une
autre fonction auxiliaire /', pourvu que celle-ci satisfasse aux

conditions i), ii), iii), iv) données précédemment pour LLJ .

oo ) . R N
Choisissons maintenant une fonction auxiliaire w € F(R™)

telle que

w-(0)a 1 DY (0) 2 O pour 1g il g W

Pour tout e DO(RN) on pose

(75 ]
(WEx) = Ptxy = wex) >N D%€ro)

x
jell= O ol ! (24)

On a
WP o= 2. xP ‘Pﬁ (25)

|/s\=w+:l

(x) = W(x) ‘/ﬁ(‘) - ‘P(x)‘k’l"(x)

¢
/A

1
H/ic:): "‘._’_:if de (1-e)w(3>'sﬁf>)(t.)

Al Yo (26)
1
W, () = ©*1 f dt (1.€)9 (DP20r) (¢x)
P I‘-I o
Posons
LT* ¥> = £C, WlWe> = <c‘w,ﬁpﬁ>)
l/&':&-&i

T = C+TH*
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+ -
Alors (T, T7) est une solution du probléme de découpage et on verii’ s

&

facilement que 77 et T sont singuliéres d'ordre w & 0.

La solution la plus générale (S¥, S7) du problime de dé-
coupage telle que sT et s7 soient d'ordre w & 0 est donnde

par

S+_- T = S -T~ = Z e, D“S(x) (27)

Il LD

et dépend donc d'un polyndme arbitraire de degré <o .

Notons que la condition nécessaire et suffisante pour
. + - . . , by
qu'une solution (S', S ) soit singulidére d'ordre «w & O est que,

pour tout /3 tel que [/a[ = ¢+1, on ait

X’sst = F.ﬂz (28)

car on a alors xP (st -1%) = 0 done st - 17 est de la forme (27).

Pour résumer ceci on peut dire que : le découpage est

toujours possible avec conservation de l'ordre de singularité a O.

Notre but est d'appliquer la discussion précédente au cas
oi C est l'une des distributions (L1, D(r)(1,2,...;n).ﬂ.). Or il
suit de la formule (15) que la transformée de Fourier de l'une quelcongue
de ces distributions tempérées s'annule dans un voisinage ouvert de
1'origine, €toilé par rapport & O. Ajoutons donc aux hypothéses du

début de ce paragraphe la suivante :
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Nouvelle hzgothése : la transformée de Fourier C dz C s'aunvls

dans un voisinage @ ouvert étoilé (par repport 3 0) .

. . . o s + - .
La distribution tempérée FR 7T (resp. »f ) a son suppore

-

dans /7% (resp./”") et, d'aprés un théoréme bien conmu, & trarsfurr
de Pourier F27 (resp. FA7) est la valeur eu bord d'une fuict on
HAY (resp. HA™) analytique dans le tube RY o 3% (ress 12 N
-1 7). Les fonctions HAY ue oroissent pas rlus wite jatus
polyndme & 1'infini, ni, & distance finie, gu'ume puizi.ace imiorae
de la distance & la frontiere de leur domsine de définitios. Far .e
théoréme "edge~-of~the-wedge" (rlusieurs fois cité & Strashourg dans
le passé !) HA* sont lee restristions aux tubes /% N o
d'une fonction H‘ﬂ holomorphe dans un certain domaine & 14'. Gi
Ce domaine est €t0ilé par rapport & O ; c'est l'enveloppe d'hulo-
morphie de (R ¥, if"' i) (J(?RN -il V. Dans ce dcmaime or -

DIl o vl gyaer (29)

pour tout ¥ et tout /3 tel que [/5 [>w+f. Les conditions &'ipid-
grabilité du systéme "aux différentielles totales”

_DPH = Myt €

pour tout A tel que |/6| = «+1, 8ont donc satisfaites ; par

exemple on a la solution :

|
> o
Hit) = 2. 2ot gpcane)” £’ HY(e k) (31)
< =

Iot] = @ g A



-39_

Cette formule définit évidemment une fonction hoiomorphe dans 4\1 et
on vérifie facilement (30) en utilisant (29). Cette solution est la

seule qui vérifie :

X
D Hto) = O pown 1¥| &

Soit maintenant (S¥, S”) wune solution du probléme de
découpage singuliére d'ordre «w & 0 (on a vu qu'il existe). La
transformée de Fourier &' (resp. §) de s7 (resp. S7) est la valeur
au bord de la restriction &8 RY + 1 A7 (resp.RN - i) d'une

fonction G, holomorphe dans A,, qui vérifie Ei'aprés‘(?.B)]

DﬂG = Jo1'm P

pour tout A tel que Iﬁ!? w +1. On a donc

o
Hct)= Get) - 2 k. pYg(o) (32)

ol & e !

Donc la restriction de H au tube RY + 1 /A ¥ (resp. RY iR

est la transformée de Laplace d'une distribution tempérée Pt (resp. F )
de support /7 (resp./"”) ; PFT - st =7 -8 a son support & l'ori-
gine. Donc (F', P~) est aussi une solution du probléme de découpage.
oma: x° P o= F/ei, donc cette solution est singuliére d'ordre <« &
0. Soit ﬁd: les transformées de Fourier de Fi. I1 est facile de vé-

rifier que

41

~ @ o Cwat) (¥ WA
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4
F2(p) = %‘ /a/t(z-t) (ﬁ’;*,.f-’,o"ﬁ\"“*(tp) (34)
/ .

o |2 et

au sens des distributions. La validité de ces formules provient de

~o¢ :
et F sont fcn au voisinage de O.

ce que C
(F*, F~) sera désignée dans la suite (faute d'une
meilleure dénomination) comme : la solution centrale d'ordre <« du

probléme de découpage.
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VI. - SOLUTIONS MINIMALES DU PROBLEME RECURSIF ; "COMPTAGE DES PUISSANCES!

1. - Comptage des puissances dans 1l'espace de configuration

La théorie du "comptage des puissances'" a pour but de
montrer qu'on peut trouver des solutions du probléme récursif telles
que les ordres de singularité & 0 des distributions de la forme
(v, 7T(X)€L) soient aussi petits que possible ; ces solutions sont
dites minimales ; elles comportent aussi peu de paramétres arbitraires
que possible. Pour simplifier l'exposé, nous allons restreindre notre

attention & un cas simple. On fait maintenant abstraction du paragra-

phe IV et on prend :

(o)
& cxy = AL = oz % )
1

Z (x) = V. Ac)’ t: ® -z oy
: .
' ' ) )
&2 . (x) = v :Acr)v"": H (<) avec = j-1
J w=-2)!
: (v-1)
o‘tff(x) = » Awm) = £ (x)

et ce qui était précédemment noté Ti1,...’iq(x1,...,xq) sera mainte-

nant noté TrT""’rQ(x1,...,xq). A cette modification prés on suppose
vérifide 1l'hypothése de récurrence telle qu'elle est exposée au para-

graphe III et on ajoute :

I‘1,...

a) par convention on introduit des T "q(x1,...,xq) pour lesquels

O<r,<¥» avec:
J
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TRy,

,,...,sji..,,x7) =
N\
—_ A ... .. n N\
-». 7-‘ J ’(“, _,xd.",~1) si .=

(1e signe /N = omission).

N,

b) pour tout gq < n-1 et tout r = (r1,...,rq) ol TyyeeyT sont

des entiers compris entre 0 et » , on a

 IRTR
T T (u‘,...,x.‘) =
Ae 4
= 2 T S S O s LA RIE As) ¥ (55)
. . 1
4:{4‘)")“‘} d’!.-.d '
o‘dj £ )’-&J- ’

ce qu'on notera en abrégé

A T A4, : .'A(X)‘:
THAX) ,.Z'(D" X)) Y (36)

et de méme pour les T.

[C'est donc encore la formule (22). Mais ici, et dans
toute la suite, on se restreint & des multi-indices ©r = {r1,...,rq} y
8 = {81,...,8(1}, etc., qui sont des suites d'entiers positifs et
compris entre O et ¥ . Notons aussi que :A(X)°: désigne ici et
dans toute la suite un produit de Wick de puissances du champ libre,

et ne contient aucune dérivée de A(x).]
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c) on suppose maintenant la condition "Linv."

UL) 7.(X)U(L)" = 7 (LX) pour tout 4L & S’?J (37)

(valable sur Do) pour tout [X| < n-1.

d) cendition "Herm."
-7-:()(): T*(X) sur DO pour tout ]X{ < n-1 (38)

cecl veut dire que si @ et f" sont dans Do on a

(T(x)P, F) = (D, 7(X)¥F)

Pour passer de n-1 & n, comme on l'a vu dans les

paragraphes précédents, o1 forme les opérateurs

3‘(1,...,»-1;»&) =

. 2 T [T (1), T )]
ZuTl’=s§1,...,m-1}
INnl’'=: &
I 7

dont le support est [ T U/,

On note alors

n R
Q. (xg,.., %) , ’Zn (Xg j-vo) %n)
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. . . . .. N ] Vanh s . e
la paire de distributions tempérées de supporits resnectiis 4 ot I

qui forme la "solution centrale" du probléme de découpage &¢
(.Q,Di(u...,n-nn)ﬂ) (considérée comme une distritution J.us
variables x1 - xn’“"xn—1 - xn) et qui ont le méme ordre ss Ade
singularité & 0 que (£, Drn)» Le nombre ¢ sgers zulould nius
vas. Etaalt donné 1l'inddpendance de cette sclution centrasle par rappCre
an choix de L/ (voir paragraphe V) et 1'invariance de Lorensz de¢ D',

ces distributions sont aussi invariantes de Lorentz.

On pose alors

~ Rea N ; d, .
A.n (3“’)-.-» 3;;.4)"5) < 42 a's»* (Kﬂ"“.’x‘) 9 A'@’O s , X:i‘?’,aulﬁmr)
.&‘v
4
. s PACX)Y
-R‘ (Mg )oees Mnug 5 %m) 7 % R (xgyyx,) — ,
n
7-/! ('x‘ yemea ¥ ) = A,‘ - A’: )
Al: (Mg youes Mg 3 X)) =
’ 4] —
= Z (-1) T’lz’un(.z.) n) 7"‘2 (1)
IUI’:: {1,...,)1-!} ’
INI’= <&

T &

i . r s .o
et on vérifie facilement que ces T (1,...,n) vérifient toutes les

conditions de l'hypothése de récurrence étendue de n-1 a n.
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On va maintenant montrer P&r récurrence gue les T oer oY
peuvent &tre construits de fagon que leurs valeurs moyennes dans le vide
soient singulitéres d'ordre co & l'Origlne ; <> est calculé, pour
(€, Tr1""’rQ(x1,...,xq)J)J, considérée comme distribution dans les

(quadri) variables Xy = xgy par la formule

q
w:’("-Q)-E-f‘l , E:Z-Q- (39)
J:i J

et de méme pour T.

Remarquons que (S, 1)) correspond & ce qu'on représen-
terait, dans la formulation habituelle, par une somme de graphes
(connexes ou nop) ayant chacun q sommets, r‘_j lignes externes dtant
attachées au jeme sommet pour tout J. La formule (33) donne alors ne

qu'on appelle "indice de divergence superficielle" de ces graphes.

Pour la démonstration, on suppese évidemment la propriété
vraie pour q < n-1 ; puisque le découpage peut Se faire avec conser-
vation de l'ordre de singularité a 0, on voit tout de suite qu'il
suffit de démontrer que la formule (39) donne bien 1l'ordre de singula-
rité de

7-#'«, . Ry T#a,, o,
(.S')., (og yoee) 2y ) (x_”‘,... x,“‘)ﬂ_> (40)
pour tout r < n-1 et tout s < n-1 T" veut dire T ou T.

Avant cette vérification il est utile de noter quelques
propriétés remarquables de l'ordre de singularité d'une distribution

tempérée & 0.


http://Vj.de
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A) - La différentiation augmente 1'ordre de sinzularité

Soit Fe f‘(RN) singuliére d'ordre /0 a o,

KoAF, ¢>|= I<F,DPP>| ¢

(../o+/w/-£')+

< K(E)Z. Sup (l+llx”)-P N x i /Da(.&/a (p(x)l <
, nig M x
~p -8+ tetf-&)F )
< Ke) 2 sup Cromen)P g CPTRIFIIEIT i oh
Hlsl"li//‘/ x

donc D'sF est singuliére &4 0 d'ordre /o + [ﬁl

4) - Régle du produit tensoriel

Soit P & ':f‘(7RN1) et G & 'J'(RNz’) singuliéres
d'ordres L1 et P, 4 0. Alors F®G <« :S"(RN1+N2) est
singulieére & O d'ordre /01 + /02-

Démonstration

Pour tout F & UO(RN1+N2),

CF@6,#>=<F, L6 , P>

donc
+ (-p, +1ai-£)*
[<Fe 6 ¥ >« Kicg)z. sup el )™ gy fa ) .
husH! x
Nt .
'D, <G ) Q’a(";3)>'
et comme

s

o/ o
D, <6;,5’(.,a‘> = < G; , D, P, 30>



. ? e
KFfes, P> g K, (8) K‘(;{,) Z Swp (g4 4xH) ’(/4»4/3#)% >
3 g My x 3
/81€ Mg

[ £ \+
(cprmi= g Cpmpig ) ;
X e, ol (D] ALl

(a,b)e& R2,

oo || (xe3) || = (]| = [[2 + 1y i|2)% Comme on a pour tout

a’ + " 3 (a+d)”, il existe Q >0 tel que

K F@6, £>1¢
CA-f* h”'ﬂ+

@ ol
< Ks(i)"z(f)z swp (1o Hex, 1) Milx, 40 l:D‘ ‘P(‘,g)\
g H+M, 03 '3

¥ (RY)

o) Une constante non nulle, considérée comme élément de

est singuliere & O d'ordre =-N. En effet,

I<e, €>1= | [Poods| g
- . dN
g [ sar It Cranen)t 1ol f N-e : e
) Ly I Crang )

pour tout 1 »>€& >0 et tout »l>o.

f) Dans l'espace de Minkowski, les distributions

A, m) = _is /c“"’" Ecp) S (prm*) A
@r)

Alx;m) = L e P Eepr S (pr-mt) A
(29)3

(£¢p°) = Op®) - é¢- p‘))

. d‘l
- P P = - &x*) A(ximf
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. x 0
AA (x; v ) = -1—“ C-‘P il — = 6(-'“)&(&;»\,)
(2m) '

(po-i0)*- pr-m®

A ) = p [e~¢f¥ a";b =
Pl

- mt-/0O
= e(x')A*‘(x;m) v~ 5(-"‘.)A+(-“,’W\)

sont singuliéres d'ordre -2 & l'origine (on laisse la vérification

au lecteur).

Revenons maintenant & 1'expression (40). La formule (3%)
et le théoréme de Wick permettent de mettre cette expression sous la
forme d'une somme de termes de la forme

HResa, ... 2 12
Gonst, (L, TTRT5 AT e ) SL) X

* b ... b
)((.n./ - '¢«+1.“‘ g Rpes T8 ("Iui ,...,x,“_‘)_ﬂ_ ) X (44)

x 1T 1 A™(

;om)
jar

xu.g) - x/z-nf(j)

Dans cette formule, si £ »1, u est une application j — u(j) de

l'ensemble {1,...,2 } des ¢ 1€TS entiers dans {1,...,r} et
est une application de

v
{1,...,2 } dans {1,...,5} . L'entier a
est le nombre de fois que wu(j) prend la valeur k (k

b, est (pour 1 < k < s) 1le nombre de fois que v(j)
k

= 1y..04T) et

prend la valeur

a, = le 82, by = vl



-

vYour le cas 4 = 0 llezprescion ze rdduit au prodii €s3 deux dremiers

facteurs, avec & = 0, bk = ¢ pour tout k.

Adoptons les varianies sulvantes ¢

EQ = Xyt % ) 1¢ % £ n-4
E/
‘ = X't-rﬂ- xﬂfmq ; v & &é *

et notons

7.# RAry - R, + R,

(o, e, 1ooes %) )

Wy
~—
i

#Q +6 ---Q b
(-Q. T Asz 1 Ava ™ 4(,‘1)_,,,;!‘)‘?(.),.).

4

D
—~
vy
-
N
wi
A
[ Y
g
Hj

On a & “tudier (dans le cas 1731)

’
sy Tl At (s - ¥ eysm) )
N VTJ}

. d[:1 L‘CJ)

(avec la convention : Er = fé = 0). Cette expression a bien un sens

comme distribution tempérée car :

/4
ZT AW'A'((‘.-A-?;)
Jd31 ¢ -
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est une distribution tempérée en 12 a4 valeurs dans les fonctions ‘fm
de t1’°”’tl' C'est en effet la valeur au bord de la fonctiion
+ .
IT a (& + 7+ ép’)
J':j F)

holomorphe quand Im ?I_' eV

Supposons maintenant que F (resp. G) est singuliére &
l'origine d'ordre e, (resp. co2) en tant que distribution tempérée
dans les variables 51,..., £ (resp. g;,..., fé). On veut montrer
que (42), en tant que distribution tempérée dans les variables
21,..., §r’ };,..., ;é, !l , €8t singuliére d'ordre w, tew, + 2L -4
a 0.

Dans le cas g4 = 1 il suffit d'appliquer la régle du produit
tensoriel a F, G et A+, cette derniére étant singuliére a O
d'ordre -2. De méme, dans le cas £ = 0, (42) se réduit a F & G@ 1
et, comme 1 est d'ordre -4, on trouve bien w, + w, - 4.

Dans le cas { 22, posons

Rlz‘,z)= 77 A(é +7):

Jsi
Y o - ‘.Z ; ¢ l
- [arp et T a7 S(P-Z p) TTSpt-m 8ep0 04 05
J‘ Jli

¢
(b, ., t)eR"; g e RY).

Pour tout multi-indice o4

M
.D:R(t"z) = (¢_+1)( ) _Bd(él?)
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avec M = 2g + {O(I et

B (¢,q9) =

of
oY - P -LZ Y
=/ P i) 1Tl S(P.Z,b)x
(P)™ (P4 1)

< /73’ 5 (53 m) 80p) 4,

iel < |8| pour tout & réel

et du fait que, dans le domaine d'intégration, P & V*,

En tenant compte de l'inégalité [1 - e
- o) 0 ‘
ij|§pj§P, (1< 3j< ), on a, pour tout A> O

«'P qce, )l

| B (¢, 7)= B (0,0)] < conet, / (P)
« 7 ~ A (P%i)(P.)M-Id,-‘ /Dz
P< A
oYP
+CONS£ f (P)
oo oo 2
P> A4
ou
¢
/0(7’) /5(7’ Z.’,b)7z-5(,b-m‘)a"'/a
P J*

14
//(f,y)lf: 2 "t:- 1+ nrzuz

J:i
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et les constantes ne dépendent que de ¢ et &« . Pour [ > 2, £y
est une fonction continue, de support {P : P° > 0 p? p 22 mZ} ,

- -5
bornée par const.(Po)2£ 49 (PO-[PI), (1a constante dépend de £).

Donc
f.‘B.‘ (é,»z)-Z.( (o, 0)| < consé , / o P° We, pill
ocPoc A (P°+ 1)
+*- Con:f./ oaP°
o)t <
P> A (P°)
¢ const. [HCE, )N oy cave) + AT ]
En.prenant A = || (t,vl)[[ T pour || (%, 7)” <1 et A=1 pour

H (t,"()H > 1, on obtient la borne
[ B, (e, n) - 2, (0,0)|< const //(t,Y)//[i + 1bog ll(f,7)u\]

Pour tout 0 < &€ < 1, 1l existe une constante c(&) telle que ceci

soit borné par

Cte) 11(6,7)ll4-‘ (1 + “(",'()")

Notons que, M ¢€tant > 1, on a

o M
’Dt k(é,z) z (t'g?-?—_-f-i)((?;;.o) [_B,,(f,()- 3.((0,0)]
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Soit maintenant (¥, ¥', 7) une fonction de PR 4(r+s)—4) ot

¢(f,f/)z/R(t",?)‘f(}',g”,z)dz
%, B,

D'aprés la regle du produit tensoriel

I = /fF(r)G‘(;‘) Ree,7)Pck, v, q) «f AF' oy | <

-+
P (-, - w, + ot | =2)
g const. 2 sup (1 +8CE, ¥DU) NCE ¥ ¢ [DY ¢ E')!
¥ ’

migw €8 3

Or :
|D¥¢¥ee §')| ¢ 2. Coﬂ"-jll(t,’z)u‘-‘(wuCé,>l)ll) X
e T yig
Y jw)-1%]+2¢8 ) )
X |D (i 2 e1)(-i2) P, e, q)|dYy

LA '312’ 27°

< comt, & sp (1o 0ce, 0% Ce, a1 74D Pe, 6]

< ‘(le\-{g+t€+1 7 7 Y . "..z



..54_

Donc

/

»
I < const, 2z Swp (1+ “(E,E',)z)“) X
Il <+20+41 4 Fl,l

(-w, - +1¥1-2L-49% + 5-2¢
x bR el T | D Pes, ¢l <

Sc.nsf.z- Sep (14 II(E.E;Z)”)QX
1¥1€ K +2044 5'5"?

(- w, =y + (Yl-z£+q-3g)"'

x u(s.s',,z)u (DYWE,Ef’Z)I

Cette derniére inégalité montre que

¢
Fe) Ge? * - ¥ :
©) G T ATCs, ) - 85, w7 5 m)

est une distribution tempérée, singuliére a 1l'origine d'ordre

a)1 + @w_ + 24 - 4. D'aprés 1l'hypothése de récurrence on &

el 4

Z‘Q. - Ra_-L L‘ 4.8-‘-%“4

wi-f-w,_q-.zf-# A(Y-4)+ 4CP-4) ~ PR - Ry

J:l
N+ 4
S (Aed)(¥-4) = 2 'tJ- + &
J:l

puisque

Ceci achéve la démonstration récursive.



Conclusion

On vient de voir que si, a chaque ordre, le découpage de
distributions est fait de manicre 4 conserver leur ordre de singularité

\

a 0, on obtient des distributions tempérées

R A,

(L0, (k. e X ) 1)

i
singuliéres a l'origine d'ordre

2
W = m(v-4)= 2 2. + &
di*1

Les solutions de ce type seront dites "minimales" ; celle qui corres-
pond & la "sclution centrale" du probléme de découpage sera appelée
"solution centrale" du probléme récursif. {(Ces noms légérement pompeux
ne sont utilisés que comme abréviatiomns. Que le lecteur veuille bien

les excuser et ne pas les prendre trop au sérieux.)

L'existence d=s solutions minimales et la théorie du
"comptage des puissances" permet la classification bien connue des
théories Lagrangiennes en théories "renormalisables" et "non renormali-

sables'. On a vu gqu'au T(x1,...,xn) donné par une solution minimale,
on peut ajouter des combinaisons linéaires (finies !) arbitraires de

termes d= la forme

: A(X)‘:

A

Dd S("i“‘n)"' 8(7‘“_1_' "\-)
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ot |o¢| < w =n(»-4) ~|s| +4 ; un tel terme sera appelé : contre-
terme d'ordre n, & |s| lignes externes, singulier d'ordre Icvl.

L'inégalité |eo¢| + |s| < n(» -4) + 4 permet de distinguer deux cas :

(i) v -4 < 0. Le nombre de lignes externes des contre-termes
ne peut dépasser quatre : théories renormalisables. L'addition
de ces contre-termes peut étre interprétée comme une "renormali-
sation" d'un nombre fini de paramétres de la théorie possédant
une signification physique (voir 3)’5)’6))- Si ¥=-4<0 on
a une théorie "super-renormalisable", pour laquelle le nombre

des contre~termes possibles est fini.

(ii) » -4 >0. Pour tout nombre de lignes externes, possibilité
d'ajouter des contre-termes d'ordres arbitrairement élevés, en
général nou interprétables physiquement : théories "non renorma-

lisables".

2. - Remargue technigue : comptage des puissances dans l'espace des

impulsions

La connaissance de l'ordre de singularité & 0 d'une
distribution tempérée ne donne que peu de renseignements sur elle.
I1 est remarquable que cette classification trés grossiére suffise
pour la théorie du "comptage des puissances" étudié plus haut. Mais
on peut aussi procéder d'une fagon différente, et étudier plutdt
le comportement & 1'infini des transformées de Fourier des (Sl,T”tfjlj.

On peut utiliser dans ce but la définition suivante

Définition 2

Soit F une distribution tempérée sur ZR ¥ On dit que

P est de degré w s'il existe un entier { = 0 ety

pour tout € > O assez petit, une constante K(€ ),
tels que, pour toute Te& ¢f7(WQN) on ait

N+ s+ |+ &
kF, 2>] < K(g) pd :upmN Cietpi) * B /.D"‘f’(,b)/

wigt pe
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On montre alors, par récurrence, que les solutions minimales

définissent des T¥ T1r°°" ’rn(x1 youo ,xn) tels que les distributions
tempérées

.,,
$ 2 pix-x)
/e i P B (v, 7% Ry s VL) A k) e ol

et x"\

[considérées comme éléments de 4 (R4(n-1)ﬂ soient de degré

nw
W= nv-4)~2 2. + 4
J;l J

Ltinstrument essentiel de la démonstration est la propriété suivante

~t
de I/ , transformée de Fourier de la fonction &4/ sur RN intro-~

duite au paragraphe V : pour tout /a tel que 0 < P < N-1, pour

tout entier |o(f > 0 et tout & >0 assez petit, il existe une

constante K(& ,|e¢|) >0 telle que, pour tout Ye Dp(kN), on
ait

L FIlxi+ & o
Credpil) | DL 2 P (o) <
R 1+ 36
< 2. Kle, Ixl) swp (r+ //p’//)/“/‘ /-Dﬁ‘f(,b')l
BIg Il +1 ple RY .

2 . . 1
Ceci sera exposé en détail dans >
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Bien que beaucoup plus précise que celle de 1l'"ordre de
singularité a 0", 1la caractérisation par le "degré" n'est pas aussi
fine qu'on le voudrait pour approfondir la question de la "limite

adiabatique" ; voir le paragraphe VIII.

3. - Remarque : une classe particulieére de solutions

I1 est facile de constater, par récurrence, qu'on peut
trouver des solutions, et notamment des solutions minimales, telles

que

(_Q_) T Y1, (xﬂ)m’,‘)_n_) =

™
= > '22 ‘:AFO“*- ’J'i m)(_n_' 7‘"-;---'3"-*1---’1,, (x1 :-"o-"»)n]
J:
(43)

C'est en particulier le cas pour la solution minimale que nous avons

appelée "centrale'.

4. - Remarque : cas de la masse nulle

Presque tout ce qui a €té dit jusqu'ici s'applique au
cas de la masse nulle. Toutefois la région R, ou s'annule la
transformée de Fourier de (£L,D(1,2,...,n-1)fL) ne contient plus
l'origine. Néanmoins, on montre que le domaine 131 du‘paragraphe v
est invariant par le groupe de Lorentz complexe L+((:). Ceci permet

de définir, avec les notations du paragraphe V,

G(Ak) dA
AeOf‘l)
ou 0(4) est un sous-groupe compact maximal de L+(d:) et dA 1la

mesure invariante sur 0(4) telle que jd/\ = 1. Cette formule fournit

une solution minimale et invariante de Lorentz du probléme de difcoupage.



- 59 -

Les difficultés de la masse nulle apparaissent quand on
essaie de prendre la limite adiabatique dont il est question au para-

graphe VIII. Nous nous limiterons dans toute la suite au cas m > 0.
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LE POINT DE VUE DE LA SOUSTRACTION DES DIVERGENCES PAR DES CONTRE-
TERMES INFINIS ; EQUIVALENCE AVEC LE FORMALISME HABITUEL

(Ce paragraphe ne contient que des esquisses de démonstrations. Il
peut €tre omis sans dommage pour la suite. Les notations sont celles

du paragraphe VI.)

Comme on 1'a vu plus haut, la "solution" formelle du

probléme récursif par les formules

4 .. 2

7T "(x’,...,ln) = ’Z 9(::;’-;(’;),_. 9(‘:“.')_ *:\).(‘A‘)‘ﬂ‘)---z(“’(x‘\

(44)

n'a pas de sens car les distributions tempérées (4 valeurs opérateurs)
iﬁ(r1)(x1)... (rn)(xn) ne sont pas assez régulidres pour &tre
multipliables par des fonctions ©. Ceci se manifeste en particulier
par la divergence des intégrales de Feynman (diagrammes) que l'on
obtient en essayant de calculer la transformée de Fourier de la valeur

moyenne dans le vide de (44). Mais la formule (44) prend un sens si
on a, au préalable, régularisé les Z\r de fagon convenable.

La régularisation de Pauli-Villars (la mieux adaptée & la
méthode de renormalisation décrite ici) consiste & remplacer, dans

/

(R ) Y. . Vel
& (x) = Y, PAeT Y

le champ libre A(x) par un autre champ B(x) obtenu de la fagon
suivante. On plonge 1l'espace de Fock P au champ libre A(x)

(de masse m) dans l'espace de Fock J% d'une suite finie de champs
libres V1(x), V2(x),...,vN(x), de masses respectives M. ,...,M. ;
certains de ces champs sont quantifiés avec la métrique négative, de
sorte que P est un espace a4 métrique indéfinie. On a [En posant

A(x) = v _(x), M = |
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V. (« = S, LA Kaw; .
[ J(),T{(a)] Jl £J : A 3 MJ)

« {a = . . | +~- N . -
(, Ve Vegia) =8, & LA (xyiM)=

—ip(x=y) . .
ik & (;'— fe 3 g(p)S(p‘-/‘Ziz)dﬁ

w)®

On pose
N
Bix) = 'ZO CJ V(x) avec ¢, = 1
J:
d'ou
. N
' -tplx-yg) 2S¢, M2y
x 2 e— ® E. C - M.
(SL, Bex) Bey)SL) G e 3(,&)‘;%-0 S (f J)AP

Si les cj et 53 ont été bien choisis, cette distribution est en
fait une fonction continue ou méme un certain nombre de fois continfment

différentiable. Quand on fait tendre les MJ.(15_j§_N) vers +m ,

elle tend vers (£ A(x) A(y)SL) au sens des distributions tempérées.
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Aprés la substitution de B &4 A dans les 'gg(r)’ les
formules (44) ont un sens mais fournissent des CIZ,T(r)(X)SL) qui
n'ont pas de limite lorsque les Mj (j;; 1) tendent vers o ; les
transformées de Fourier de ces distributions sont les intégrales de

Feynman régularisées mais non renormalisées.

On peut d'autre part appliquer aux ‘t:<r) régularisés
la construction récurrente décrite au paragraphe VI ; notons par
exemple T717°°°'Tn(x) 1les opérateurs obtenus en adoptant & chaque
ordre la "solution centrale" du probléme de découpage, c'est-a-dire
telle que la transformée de Fourier de (JI,T(r)(X)STQ s'annule w +1
fois & l'origine, @ = n( ) ;E. r, ; on peut montrer gque
ces distributions tempérées tenden%—blen vers la "solution centrale"
du probléme non régularisé quand les M. — @ (1< j<N).

v

On voit facilement, par récurrence, que les

T(r1,...,rn)

(x1,...,xn) sont donnés par

[» ]
yn
S(g) = :-,Z=:o .(;2.3‘- a/x|.. g(x (x )T(x ) =

= 2 @t e, .- n G g Cnn )2. Gexp - e a2 -x2 )X

X @(‘Pt ) 3) see %("’n ’2)

Cette formule doit €tre construite au sens des séries formelles en g

1'opérateur (série formelle) J%(x;g) est de la forme

fﬁ(l;:)%(:)dx = /x(x)atx)dx +

“*“ “va &o‘

s Acxy) ‘... A(xn)"":

A L. 4!

4" n

X o‘xs cee Jx,‘

.
1
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ou, pour n P 2,

R ..on

/D "(,‘,...,x‘) = é /0: .D.(S(",-";)"' SCK,M- ) (46)

Idising € mivay)+ 4

En effet supposoans que S(g_) coincide jusqu'au (n-‘])iéme
ordre avec l'expression écrite au second membre de (45). Alors le
iéme

terme du n ordre de

- PCrrer) x’".

I.{,s .o J,f" 3 Cx ). 2(:,\') _PZ fo;z -x‘;z),.. Ecx® e )

ﬁn-l (IP’ ; g) LR @ﬂ("’l ) : )

que nous notons @(x1,...,xn) [ou .&n_1(x;5) est obtenue en
éliminant les termes d'ordre » n dans PR (x;g]] fournit une solu-
tion du probléme de découpage qui se pose pour passer de la (n-1)ieme
a 1a nieme étape du probléeme de récurrence. La solution centrale

en différe par

Qe < Avra ' A “4,
7- (X‘,--.,)(n)— @ [‘1 n"'l"‘,‘.) = Zf (K’l"'[ 'n) * (x) .
A 4 /
ou T est de la forme (46). Ce sont ces /o que l'on utilise pour

définir R n(x;‘g) .

Les opérateurs &n(x;g) n'ont pas de limite quand les
MJ. (3 ;1) tendent vers +® : on dit qu'a la limite ils contiennent
des contre-termes infinis. La liste des contre-termes, donnée par
1'inégalité || + |s| < n(» -4) + 4, est la méme que dans le for-
malisme de Bogoliubov-Parasiuk-Hepp ; ils sont complétement déterminés

si on impose (par exemple) l'annulation d'ordre & +1
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[ew = n(»-4) - Z
des (Q,17(x)Q)

avec celle de Bogoliubov -Parasiuk-Hepp.

. Ty + ﬂ 4 l'origine des transformées de Fourier
. Donc la théorie que nous avons décrite coincide

Elotons que le nombre de régulateurs V,j & utiliser dépend

de la théorie et méme, pour les théories non renormalisables, de 1l'ordre

auquel on veut poursuivre les considérations ci-dessus.]
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VIII. - PROPRIETES DES SOLUTIONS OBTENUES. PROBLEMES DE LA LIMITE ADIABATIQUE

Toute cette partie de la théorie est fortement abrégée

dans cet exposé. Pour plus de détails, voir !

1. - Généralités

Les paragraphes précédents ont permis de construire une
série formelle S(§) dont les dérivées fonctionnelles & 0 par rap-
port & g, c'est-a-dire les T(X), ont toutes les propriétés énoncées
aux paragraphes II et IV ; en particulier nous ne considérons plus

que les solutions qui ont la propriété (43) de VI.3.

I1 est facile de vérifier qu'une telle série formelle S(g)
vérifie (au sens des séries formelles) toutes les conditions énoncées
au paragraphe I. La seule vérification non complétement triviale est

celle de (5). Posons

V(g,g-)= S(g).15(3+ﬁ.) ) Wfaa_f:)= SC;*S-)SCQJ-{

La condition (5) équivaut & la suivante :

Vieged, 0By = Vg, by ot supp By 2 supp. iy (47)
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d'ou, en mul tipliant par S(g)'1s(gfg2) 4 gauche,

S(}’.‘ 5(34._!:.”5‘) =z Stai.‘ 5(34’5;) 5(3 >~ ? Sca+h,)

olest-a-dire (5) pour V, et aussi pour W(g,h) = S(g) V(g,h) s(g)” -

Notons

”
oy .

o(x: oo el 43‘ "'d:m

La condition (47) s'exprime par :

Swpp. 72(X,'Y)C{x,Y: (xX]< [Y]-O-V“} =

:{"1;"'.»"'\)3;!"')3’-" “J'ag‘ v pour tout j et tout k }(48)

C'est ce qu'il faut vérifier sur la formule

1T
R(x;Y¥) = 2 0T T(I)T(X~I,Y)
Tcx / (49)

Supposons que (X,Y) ne soit pas dans.l'ensemble ci-dessus. Ce
point est situé dans une région ou X =Py Q, P £ £, EP:I N EY] LT 4
=Py

[b:[c:[:y]f-+ V. et ou :
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1T+ Il

R(x;VY) = 2. T(Tux) T(P\T, @\, Y)
JeP
Kc@
Z_. 1T+ —
- (=) T(k)T(T) T(PSITVRSK,Y)
JcP
Ke @

La sommation sur J, pour chaque K fixé, donne O puisque P £g.
C.Q.F.D.

On peut maintenant définir'les champs renormalisés

A(x;g) par

Risay = L 2 Ve, h) o1 Scaytd
Atxjg) = i) SR, 00 R 1.0 ¥ Sé) 533)5(3) (50)

= 83(,,) = (51)

" Sqcxy-. Sg(x,‘) g (52)
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En d'autres termes,
”

N "n
7-(11/..-/)'4.). é) = Z‘ = jkf:i RS ') xs’"",").:c:’)".g(:u)

=0 "!
JJ‘ ves a’:,‘ ,
(53)

(-2 -4
o 3 -\
2 ¢ /‘T(x: "“"452) _g.c‘t,)---)_{(xn_) ox,...alx, =

2z0 ~/

= V(_g ;E-)

La propriété (5) de factorisation de V montre que, si X = P/ Q,

PNQ=p, ona, dans la région [P] 2[q],

A A
T(X;9)= T(P;3)T(Q;4q)

M voit que T(x;g) a toutes les propriétés d'un produit chronmologique

ies o8 (x;g).

La limite adiabatique est celle ou la fonction & & compo-
santes g(x) = {go(x),...,g v_1(x)§ tend, dans un sens convenable,
vers {X2,0,..,,01, A étant une constante. Les problémes & résoudre
sont de déterminer si : (1) S(g) tend vers une limite S()\), série
formelle en A opérant dans % et si cette limite est unitaire au
sens des séries formelles, et, (ii) dans quelle mesure les champs
interagissants renormalisés et leurs fonctions de Green ont des limites,
séries formelles en A . Ces problémes n'ont regu pour 1l'instant qu'un
début de solution, la seule propriété bien €tablie étant l'existence de

limites pour les fonctions de Green et certains éléments de matrice de
s(g) -
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Les fonctions de Green sont intimement lides aux produits
retardés généralisés (P.R.G.), dont nous ne parlerons que trés britve-

ment.

Dans ce qui précéde on a construit des produits chronolo-
giques T(xT,...,xn) pour les champs 1&?(11),...;4f(xn), qui sont des
polynames de Wick ; on s'en est servi pour construire les produits
gPronologiques A@(x1,...,xn;g) des champs interagissants
df(x1;g),...,&f(xn;g). A chaque étape de la construction récurrente
des T on peut en méme temps construire des P.R.G. pour -Zf(x1),...,&3(xn) ;
un cas particulier est celui des "produit avancé" et "produit retardé"

An(x1,...,x ) et Rn(x1,..-,xn_1;xn) qui ont été introduits aux

-1 X
paragraphesnI;I 2t IV. La construction récurrente fournit automatiquement
tous les P.R.G. de Ruelle ; les plus faciles & obtenir sont les P.R.G. de
Steinmann (P.R.G.S.). En fait on aurait pu fonder toute la théorie récur-
sive sur les P.R.G.S. et en tirer les T(X) (voir 12) ou cette méthode

est résumée).

Si on est en possession des T(X) c'est-a-dire de la série
formelle S(g) on peut procéder de la fagon suivante : on définit deux

opérations applicables & toute série formelle en g ; par exemple

éb(a) :

" Y . A
x('is)¢@(:)= :.."—-_ @(;)’ en abrege x‘@

< < Safx) (54)
-1 A -
é\“).s)f@tg)z S (é)[xb SCQ)(D(Q)SCE) 1_]5(;3;
en abrégé *1t @ (55)

On écrira aussi, en abrégé, X au lieu de &(x;g) défini par (51).

Par exemple
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A A~ -~ ~ ( ) S‘”.‘) >
X R b AE LR = ) Ztx i a)
Ss(q) cee. $9x,) -
-~ A -
= n?.‘(x‘,'g)&...&-chn_‘;gj‘l,oz:(xﬂ_,s,) (56)

Les mémes expressions sans chapeau veulent dire qu'on a partout pris
g = O. Par exemple x sera l'abréviation de o (x). Les produits

-~
retardés généralisés de Steinmann des o (x;g) sont les expressions

de la forme

oo 3 veut dire 1 ou ¢ . Les P.R.G.S. des o€ (x) sont les mémes

objets sans chapeau. On les note soit par

z(xé )3..- $°€‘Cxé“)

1

s80it

. A
soit meme

Par la définition méme des fléches on voit que les fléches de méme

direction commutent



-

Lix;308 Ly 91400y = Ll L Oy (o

é‘*‘;s”g(;;;)f@(g) = aé(g,’%)?-é\(x;g)'r@(é)

(5¢)
De plus
240 Ry 2 S (RLSOST L S(FL0187Y)S
= ST ((FusHros™t 2 SOSTH(24s)s7Y) S
= [Oé\(x;%), @(3)]
ce gue nous noterons en abrégé :
$ro-R40 = [#, 0] (59)

Le fait que les fléches de méme sens commutent nous permet

d'utiliser la notation encore plus abrégée :

Py A

.Z;J,Iz'?‘... T’J.;\ pour

(77‘ %(x&,';)t)(rr ,g‘(,,)%)'r)... (TT-??(x ;3).[,)0&'(»33).
Qel,_ - &‘Ia. *oE ieI/“ ©e J
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On peut alors trouver, en partant des définitions, une
formule explicite donnant les °Zf(x1) f...,$°cﬁxn) 4 partir des T(X)
et T(x) (avec |X| < n)

I’¢ Iz ‘r...‘f‘r/“'n, =

= 2 T (@HT)HT ). T(IOTT,,) ... T(J;ﬁ‘l )7(3,,.)

N lal=, . - .
ou T(J) = (-1) T(J) et ou la sommation porte sur les J1,...,J%»
T
tel que Jrn Js=¢ pour r # s, J U J2,u.+1—rc SL=)1IS, né& J/A+1’

2
et L14=1Jr=l1u...u1/uu,§.n}.

Ces formules permettent de montrer facilement que les
I1$... I/‘t j ont toutes les propriétés que doivent posséder des

P.R.G.S. pour les &5(x). Nous ne les rappellerons pas ici : voir

13)514) dans des conférences précédentes.

13))

les exposés de Bros et Stora
De la connaissance des P.R.G.S. des=§:(r) on tire (voir , par
de simples combinaisons linéaires, les P.R.G. les plus généraux (ceux

de Ruelle), que nous noterons

S
€ (o?fm’)(x‘),..., eC‘Q")(xn))

S parcourt l'ensemble des "cellules" définies ainsi : dans ZE’“ soit

= = fas(a, ) &RT /23 “; =0},

le complémentaire dans E:n de 1l'union des hyperplans de la forme
§s :;Eil s, = 0 }, (ol I est un sous-ensemble de  §1,2,...,n}
non vide et de complémentaire non vide) est formé de cOnes convexes
polyédraux ouverts disjoints : ce sont les cellules. Une cellule S
-
est donc une région de L:Ln ol chacune des sommes partielles de la

- A . . . .
forme s; = et sj a un signe bilen déterminé & I
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H

\

Le support de (Il,dﬁSGQf(r1>(x1),...,ﬂ:(rn)(xn))ll) est

tel que sa transformée de Fourier est de la forme

QS(P, I"‘IPD\.) S(ﬁg’ "'*Pn)

\ S e . . . .. -
ouor consideree comme distribution tempérée sur ”24(n 1) est

valeur au bord d'une fonction analytique dans le tube %S» :

S
?S-‘: {ﬁ:(f‘,..., Q,‘), de=o J I’” QI € 51 V+P°uf t‘on.fl}(6o)

ou kK, = ;Z I et &, est le signe de s dans ©S.
J&el u - 1
. . ~—
Lorsque ¢ parcourt 1l'ensemble des cellules de Ly les
fonctions hoiomorphes dont on vient de parler parcourent 1'ensemble
des restrictions aux “B° d'une fonction analytique unique, notée
£ (; Y lie=-ci 2fini
H;5(f1/...dt(rn)‘K1’ ,Kn) ;i celle-ci est définie et holomorphg
dans un domaine de {k +: 2 k. =0 ?. gui contient, outre les °e ,
o o
certains ouverts qui font communiquer ces tubes prés des réels. La
fonction

H’ (2

e zenn (R ®)

—

. TT ()?I"-m*)H (£ ,.,2 )

lc {/,...,ﬂ} .?_‘“"_,..z“m) 1
I = &
[r# <& ~

est holomorphe dans un domaine naturel an invariant par le groupe

3
de Lorentz complexe et contenant (outre les tubes G ) tous les

points réels de la forme
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{’ = by ,erpy, ), ZPJ =9, f;' S Imt peur tewt T ,{

~
De plus An est €toilé par rapport & O.

Si |I| #1 ou n-1, 1le résidu du pdle simple de H 1le
long de ék : k% = mz} est donné par

2 o) H v
(gl m*) -zf‘“f,’....zt“‘i,,) A (f‘-‘,...,i‘-’ )-i1-> x

x H N (61)

A Z (Q"P“ )... < (Q‘-”) z ‘ib-n "

ou I = {11,...,ip}, CI: {1p+1,...,in'§ (cette fonction est
lod

holomorphe dans An). La fonction H est (le prolon-

x(r‘l)- . ox(rn>
gement analytique de) la fonction H rencontrée au paragraphe V dans
le découpage de (.(Z,D(r“""rn)ﬂ-). On l'appelle : fonction de

Green des champs °<‘_‘(r1),...,of(rn).

2. - Fonctions de Green des champs interagissants

D'aprés leur définition, les P.R.G.S. des & (x;g) sont

donnés par

o
Fenigtotdeg 9 2 & Sl =g 330 9030

-L‘.(:,)J---J-Z‘(;,.)J Zex,1d ... $eZxy)
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les fléches accompagnant les 4:(xi) étant les mémes que pour les

gf(xi;g). Prenons désormais g = (g,0y...,0). On obtient

o0 .
L M1t 1L My s 2 E JEPREERE IPRN P

(o) L (o
P RT R P VR A R Y S L P

Lorsqu'on fait tendre g vers une constante A,

Fourier & de g tend vers A8 (p).

valeur moyenne

la transformée de
Pour €tudier la limite de la

dans le vide de l'expression ci-dessus on doit donc
chercher si
A ”

S p
f";‘t ey, g, e TN o R

(2, L grd e b 2y 00 2 Mo s P 2%y )

a une limite comme distribution tempérée en PyyeeesPy quand on

essaye de la restreindre & : q, = ... =Qq = 0.
~

Or le domaine d'holomorphie Pa) n+s de

) B
T o s oy (T2 0m s Purs Pa)

e} ’. Iy 4

est tel que son intersection par la variété Q, = +ee = q = 0 est

n
précisément celui d'une fonction de Green de s champs Eﬁﬂiipliée

par 77.(P§ - mZII. De plus les restrictions de H' aux divers tubes
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de cette sous-variété ont les propriétés de croissance (po]Lynomiales)
voulues pour étre des transformées de Laplace de distributions tempérées
. : iéme

a4 supports cdniques. On peut donc prendre comme n terme de la

série formelle en A pour la fonction de Green des <& (r) :

Hooy By Choei ke

ordre

H.z*“"... e o) gy (900 Pass )

(8

o

»” lco/t

Les fonctions retardées généralisées obtenues par ce moyen ont toutes
les propriétés algébriques et de supports requises. Mais si on veut
qu'elles puissent correspondre & une théorie dont le spectre de masse
est celui du champ libre A(x), c'est-a-dire si on veut que les
A(x;g) aient une chance de tendre vers des opérateurs dans 9 quand

g~ (X,0,...40), il est indispensable d'effectuer la renormalisation

de masse. Celle-ci consiste a4 faire la construction récurrente de

telle maniére que

A
T (p-m*) H a Cposs )

”~
* =1 A...A € ordre

n'ait pas de pdle le long de {p : p? = m2} (quel que soit j).
Or cette fonction est la restriction & {p, Q3 Q= ... =g = o}

de

4
77-(,52_ m) H (s sPas 94552 T )
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Celle-ci a des p8les le long de {p, q : (pj+qI)2 = m2 } pour chaque
J et chaque I # @. Le résidu correspondant est fourni par (61).
Pour qu'il s'amgule toujours gquand Q= +er = Q= 0, on voit qu'il
est nécessa.re que

(Pt‘ mi) (a2 m?) /i\ R B XN (/"/ P10 Yz Q)

\'—W
Ingi Fois
\ _ _ 2 2 2
s'annule quand q7_..._q“'=o et p- =r =m . Quand on pose
Q) = e = Qppp = 0 dans l'expression ci-dessus, on obtient une

fonction de p = -r holomorphe pour p2¢ 4m2 +RY et qui ne dépend
que de p2. On peut donc la faire annuler a p2 = m2 par simple
soustraction d'une constante au cours de ia construction récurrente.
Il est aussi commode d'assurer l'annulation au méme point de sa déri-
vée premiére par rapport a p2 : ceci permet d'avoir (..Q,;.(x)C_P) =
= (Q1,A(x) @) pour tout état é 4 une particule (renormalisation

de la fonction d'onde).

Lorsque ces précautions ont €té prises au cours de la
construcfion récurrente, les fonctions de Green obtenues pour les
champs A ont toutes les propriétés voulues pour qu'on puisse les
restreindre & la "couche de masse" (du moins aux points "non coli-

15)

néaires") d'aprés les théorémes de Hepp On peut ainsi obtenir
les éléments de la matrice de diffusion S(X ) entre des paires de

vecteurs bien choisis (& impulsions non colinéaires).

Ceci n'est malheureusement pas suffisant pour démontrer
l'existence de S(M\ ) comme série formelle en A opérant dans

¥*
l'espace de Fock A , ni l'unitarité dans cette limite adiabatique .

*) Pour l'existence de cette limite i1l est indispensable d'avoir fait la
construction récurrente de maniére que 1im(f1,S(g)fL) = 1, c'est-a-
dire de fagon que H-C(O)----t(o)(k> S'E;nule au moins cing fois a
0 [i.e., soit de la forme [5:51{“(}“(}{2'
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I1 faut pour cela des renseignements plus détaillés sur la structure
locale des fonctions de Green au voisinage de la "couche de massef'.
I1 y a de bonnes raisons de croire gue la construction récurrente

décrite dans cet exposé puisse fournir ces renseignements.

En conclusion, on peut donc dire que la méthode exposée
ici fournit une démonstration simple de la localité des solutions ;
celle-ci s'exprime Soit par la propriété de factorisation des T(X),

. s x(r1)t 1.2 rpn)
soit par les propriétés correctes de support des PN ’
soit (de fagon équivalente) par l'analyticité, dans le domaine

"axiomatique" des fonctions de Green H (r.) d'ou suit celle
n

gf(r1)...‘c
des HK K. Notons que ce résultat a €té atteint indépendamment par
Bros (a paraftre) par une méthode tout & fait différente. La dé=-

monstration de l'unitarité des solutions aprés le passage & la limite

adiabatique reste a faire.
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