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REPRESENTATIONS DES GROUPES DE LIE
D'APRES B. KOSTANT

par

Jacques CARMONA

I . INTRODUCTION .

Depuis qu'ils ont entrepris l'etude des représentations unitaires
de dimension infinie des groupes localement compacts (Bargmann V [1] et
Naimark M.A. [1] et [2] ) les chercheurs ont essayt de.proposer des
méthodes permettant de construire un grand nombre de représentations et,
si possible, d'obtenir des critéres d'irréductibilité et des méthodes de
décomposition. Le but poursuivi est la détermination de toutes les repré-

sentations unitaires irréductibles des groupes étudiés,

Dans ce domaine, l'outil de base est la théorie des représenta-
tions induites (Mackey G.W. [1] et [2] ) ; étant donnés un groupe locale-
ment compact séparable G, un sous groupe fermé I' et une représentation
unitaire yx de [' dans un espace de Hilbert & on construit la repreé-
sentation unitaire induite UX sur 1'espace J@K. des fonctions mesurables

£+ G- C qui vérifient :



(1,1) £(ga) =x ()7 £e) (9€6, acr),
2 . .
02 Joyp W an Gl e G e i

(1,3) W (s) £ (p) = £ (gp) (BEBD", (g€, p € o/m).

p)

En fait, on n'utilise que la structure de groupe localement
compact ; m@me dans le cadre de cette théorie, il egt nécessaire lorsqu'on
étudie un groupe de LieG,d'utiliser les propriétés de la structure de
variété differentiable de G . Dans sa thése, M.F. Bruhat ([1]) utilise
les propriétés de nucléarité de certains espaces de fonctions différentiables
sur G et leur applique le théoréme des noyaux, Il obtient ainsi des
critéres d'irréductibilité plus précis et il peut construire des représen-
tations (séries complémentaires des groupes de Lie semi-simples) qui
n'entraient pas dans le schéma initial de Mackey. Les résultats ainsi
obtenus permettent de traiter complétement le cas de certains groupes
connexes comme les groupes nilpotents ou, dans une moindre mesure, les
groupes semi-simples complexes, La situation est moins satisfaisante pour
les groupes semi-simples réels ou les groupes résolubles, méme losqu'on

se limite aux groupes résolubles de type I ,

Essayons "d'expliquer" intuitivement les raisons de cette
situation, La théorie des représentations induites est intéressante si
- On peut choisir un sous-groupe fermé inducteur I assez "“gros" pour

que l'espace ®X soit "petit" et la représentation induite irréductible,



~ On peut, parmi les représentations ¥y de I' , choisir suffisamment de
représentationssimples" x , par exemple des représentations de dimen-
sion un que nous utiliserons systématiquement par la suite. Pour cela,
11 faut que la structure algébriqge de T ne soit pas trop "compliquee"
(par exemple si I' est abélien, ou nilpotent en un produit semi-direct

d'un groupe abélien et d'un groupe nilpotent),

Exemple :

On désigne par G un groupe de Lie semi-simple connexe réel, par
A un sous-groupe de Cartan de G , par %} et 5ﬁ% leurs algébres de Lie
respectives, par %% = X + P une décomposition de Cartan de %%
associé~a une conjugaison compacte ¢ telle que ¢ Gﬁ%) =gﬁ§(x = ensemble

de points fixes de ¢ ).

On note E_ le (respment. la) complexité (e) d'un sous-espace
(respmt. d'une scus-algébre) E de %? y A C:ngc)' l'ensemble des racines
de (fic relativement a Lﬂ%c ’ AT 1'ensemble des racines positives pour
un ordre convenablement choisi sur A (voir Harish Chandra [1] p. 212).
A tout éléement «o € A on associe un vecteur non nul xa € %;b defini a
une constante complexe prés par la relation : [h, an = o(h) xa ’
(h € Jﬁz). §i N' est le sous-groupe analytique de G d'algébre

JO 2 (z L, C Xa) n %} et si M est le centralisateur de Qﬁép ~-Fne

a€h
dans K sous-groupe analytique de G d'algébre KX, on choisit habituel-

lement T = Ap M N' ou Ap = Exp Qﬁ%p) . S1 Jﬁ?p est un Sous-espace

abélien maximal de P (ce qui est toujours le cas si G est un groupe



semi-simple complexe), la représentation UX est irreductible pour
presque tous les caractéres unitaires (on peut méme construire yX
unitaire irréductible pour certains caractéres non unitaires ¥ ). Si
Jﬁ?p n'est pas abélienne maximale dans # (cas géneral des groupes de
Lie semi-simples réels connexes), ﬁ (qui est reductif) est trop "gros",
et la structure de :g. est trop compliquée ; si on remplace MAP par

A,T' est trop '"petit".

Pour remplacer l'espace 96 X par un sous-espace invariant fermé,
plus petit, on compléte la condition d'invariance globale (I,1) par une
condition d'invariance infinitésimale obtenue de la fagon suivante :

a tout élément x de Q% (et méme de ‘E?c: par € - linearite)

&
on associe l'opérateur difféerentiel r{(x) sur G defini pour f de
classe C' dans un voisinage de g€ G par : (I,4) (r(x)£)(g) =
= -3 £ (ge tx) I Si % est une sous-algébre de | invariante
T dt g t=o ° e ' g c '
par Adl' (ol g = Adg est la représentation adjointe de G dans qg

prolongée a (Efc ), et contenant 1'algébre de Lie %? de T , 1l'espace

Qﬁ X est forme de fonctions £ qui vérifient la condition :
(1,5) r(x) £ =1(x)f , (x e@“c) y ou 1€ (?’C)'.

Si x=y+/1z=—>x=y-~-/=112, (vet z € §), est la conjugaison

, . ‘ ™ .
de %%c définie par (f% , On suppose que F C+‘d:c est une sous algébre
de &5¢C de telle sorte que, si X = G/T est l'espace quotient et

4
® : G~ X l'application canonique, 1l'image par la différentielle 0,

de 6 der (@?;) est une distribution involutive sur X, invariante

par l'action de G .



Plus récemment, une deuxiéme idee, dfle & Xirillov (voir [1])
s'est revélée particuliérement fructueuse : la difféerentielle 1 d'un
caractére unitaire y de I' définit une forme linéaire reelle

f = (2T‘r,/-:1)—1 dl sur vérifiant la condition :
(1.6) <, [€,€1>=0.

Si f peut se prolonger en une forme linéaire, notée encore f ,

sur f} vérifiant
(117) < fr [(8”%] > =0 ]

on obtient une condition qui s'interpréte a partir de la représentation
cantragrediente (g,£) ~ T(Ad g”1) (£) = o(g) (£) , (g€G, £€ ‘g'), de la
facon suivante ; ‘gv est contenu dans l'algébre %?f du centralisateur
G, de f dans G relativement & f. Kirillov a remarque que si X=G/T
et 8 : G- X est l'application canonique, il existe une 2- forme fermée
invariante par G et une seule @ sur X vérifiant : 9*(w) =df de

plus, w définit sur X wune structure symplectique invariante par 1l'ac-

tion de G ,

Nous allons résumer les résultats fondamentaux de Géométrie
Differentielle utilisee par Kostant dans sa théorie de la Quantification.
On précisera les résultats qui, combinés aux travaux récents de Auslander
et Moore (voir [1]}) ont permis a Auslander et Kostant d'obtenir les

résultats annoncés en [1] .



IT . VARIETES SYMPLECTIQUES .

1 . Définition II.1.

On appelle variété simplectique le couple (X,w) Fforme d'une

variéte differentiable X (supposée paracompacte) et d'une 2-forme

réelle @ fermée et non singuliére sur X .

On utilise les notations suivantes 3
- X : plan tangent & X en un point p € X ;

- X = Xp + /-1 Xp ¢ son compléxifieée ;

"9 0o

- (X) : espace des k formes differentiables sur X
(a valeurs complexes) ;
- U (X) : espace des champs de vecteurs différentiables sur X

(a valeurs complexes).

Alors, la valeur W de w en p&X est une forme antisymétrique

I

sur XC et
P

- ® est réelle si, pour tout p&X , wp est réelle sur prx ;
- w est fermée si dw=0, ot d est la dérivation extérieure

définie par :

1 j4+1 -
(11.1) (a8) (E,5eees8y ) = £, (1) + gj{e(§1,....,gj,....,§k+1) + aee

J
°°'+1$i<%ﬁk+1 R ([gi’gj]’§1""’gi""’gj""'§k+1) ’

e
(B€Q™ (X) 5 Ejperes &, e UXx))

- @ est non singuliére si, pour tout p€ X , wp est non
singuliére ; alors la dimension de X est paire (dim X = 2n)

n . .
et la forme w n'est jamais nulle,



2 . La suite exacte fondamentale :

L'opérateur i(€) de contraction par un vecteur £ € (L(X) est
déefini par :
(11.2)  {i(5)8}(5;0ens8) = 8 (5,8,000008) o (RE(X) 5 €,,0en,E € UXK)).
Le fait que ® soit non singuliére implique que 1'application
g :U(X) - q (X) qui a € € L(X) associe Bg = i(g) w € ql (X) est

une bijection.

Définition II,.2.

On dira qu'un champ de vecteurs E est localement hamiltonien

si B est fermée, on dira que & est hamiltonien si est exacte,

Pe

Si onnote 68(E) =doi (E) +i (E) o d 1la derivee de Lie

g

associée a un vecteur £ , on vérifie sans difficulté que @8 est fermee

g

>

si et seulement si 8(E)w = O . Designons par (b (respmt. (i ° )
1l'ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens (respmt. localement

hamitoriens).

Théoréme Il.1.

Si la k-forme PR € Qk(X) est fermee, la k-forme B(E)R est

exacte.

Ctest evident.

Corollaire .

[0, O ]S



Cette relation résulte immédiatement de la formule

re(g),i(ml =i ([&,M),(€ et 1€ U(X)).

Théoréme IT.2,

L'application Y: - v§(p de ° = 67 (X) = C dans U(X)

définie par la relation

(11.3) ap =0 () (w) =8, , (€€ (X)),
i P
est telle que la suite ci-dessous soit exdcte :

. .
(11.4) 0=¢cAY” )2 Qv - o
2& j est l'injection canonique.
q' (X) On definit sur %RQ(X) une structure
N
d'algébre de Lie & partir du crochet
4 ju(X)DOL
////,/’// de Poisson.
d {
QD(X)—‘: ‘gm(x) \II'S) [(p"¥] = .E(p (4’) = w(ng gcp) 3

(o et ¥ € B (x)).

La suite (II.4) est alors une suite exacte d'algébres de Lie.

3 . Espaces Homogénes symplectiques :

Dans tout ce qui suit G désigne un groupe de Lie connexe et
son algebre de Lie.

Déefinition II1.3.

Etant donnée une varietée symplectique (X,w) qui est aussi un

G-espace, on dira que (X,w) est un G-espace symplectique si @ est

invariante par l'action de G.




On dira que (X,w) est un G-espace homogéne symplectique si

(X,w) est un G-espace symplectique et si G agit transitivement sur X .

On peut exprimer 1l'invariance de @ par G a l'aide de 1l'homor-
phisme canonique o :%3 - LL(X) defini par :

(II-G) (O'(x)cp)(P) = _%E P (e—tx .P) 't=0 ' (Pexv x€ U’}’ O3 %w(X)) .

L'invariance de @ est caractérisée par la condition 0'(%?X:(10-

o— c—T(x)H =0

|

g 9.'02,0
|

Ux)

Definition II.4.

On dira que {X,#) est un G-espace fortement symplectieque si

o' (Q%) cO,

Exemple :

X =0 est une G-orbite de £ 6‘?} dans f}' (voir 1'introduc-
tion pour les notations) et ® a éte definie plus haut. (X,w) est alors
un G-espace homogéne fortement symplectique et il existe un relévement

A :43 - (X) qui est un homomorphisme d'algébre de Lie :

(11.7) (A(x))(£) = <ty , (xeg, e Gy ;
(11.8) (o' (x))(¥)], = <t.lx,y]> , (x et yé"%; e ).
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0 —— ¢ — )X >

N g A

W
O

Question :

Peut-on construire tous les G-espaces homogénes fortement
symplectiques & partir de ceux cités dans 1l'exemple ci-~dessus ? On
suppose que G est simplement connexe et on utilise deux procéedés

standards de construction.

Premiére construction :

Si (X,wx) est un G-espace homogéne symplectique et si (Y,T)
est un recouvrement de X , il existe une action de G sur Y et une

2-forme wY sur Y telles que :

(1) ™ (o) = o, ;

(i1) (Y,wY) est un G-espace symplectique ;

(iii) T est équivariant, c'est-a-dire :
(11.9) 7 (g9.q9) = g.7(q) , (g€G, q€Y).

En outre, pour que X soit fortement symplectique (respmt transi-

tif), il faut et il suffit que Y le soit,

Deuxiéme construction :

Soit 1= XK= H= G~ 1 une extension centrale de' G par XK.
Comme K agit trivialement sur ’}e' dual de 1l'algébre de Lie 35 de H ,
les orbites de H dans ]8' definissent, par passage au quotient, des

G-espaces homogénes fortement symplectiques.



Théoréme I1I1.3.

I1 existe une extension centrale 1= K- H> G~ 1 ou

(i) 4 est simplement connexe,

(ii) ¥ est connexe,

possédant la propri&té suivante :

Tout G-espace homogéne fortement symplectique (X,w) est iso-

morphe a un relévement d'une orbite 0' de G dans le dual Y' de

l1'algébre de H . Pour que O0' soit isomorphe a une orbite de G dans %}J,

. . £
il faut et il suffit qu’il existe un relévement k_:kg.ﬂ‘f’ (x) de o',

L'algébre K de ¥ est le dual de HZ(%i) deuxiéme groupe de
cohomologie de \éy et l'algébre 3(7 de H est l'extension centrale de g

par ye correspondant a 1'identitée de Hom, (X ; 36) HZ((gL;j{) (voir

Séminairc Sophus Lie [1] , Expose 4).

IIT - FIBRES LINEAIRES,

On veut construire les représentations dans des espaces dont les
élements ne seront plus des fonctions mais des sections d'un fibre lineaire
(voir exempie 2 ¢1.7. ci-dessous). Le but de paragraphe &t d'énoncer les
résultats qui permettent de différencier ces sections et de disposer d'une

application analogue a 1l'application 'valeur absolue!

1° - Structure de fibre linzaire

Déefinition IIT.17.

On dira qu'un triplet (L,X,0) est unfibré linéaire au-dessus

d'une variétée differentiable X si les conditions suivantes sont satisfaites.
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1. L est une variété différentiable et o ¢ L = X est une

application différentiable surjective,

2. Pour tout élement p € X , 51 (p) est un espace vectoriel

complexe & une dimension.

3. Il existe un recouvrement ouvert L = {Ui/EEI} et une

famille {s. / i€I} de sections difféerentiables s; : U, ~ L telles que :

(i) s; ne s'annule jamais sur U, (1 €1)3

(ii) L'application M : € x U, — L definie pour (cyp)€ € X u;

par T, (c,p) = c.si(p) » est un diffeomorphisme de € X U,

sur & (Ui) , (i €1).

On dira que deux fibres lineaires (L,X,0) et (L',X,0') au
dessus de X sont isophormes s'il existe un difféomorphisme T : L - L'
vérifiant :

(i) o't =0

(ii) pour tout p € X , la restriction de T a 51 (p) est un

isomorphisme d'espace vectoriel de 5! (p) sur g (p) .
L'isomorphisme déefinit une relation d'équivalence sur 1l'ensemble
S

des fibrés linéaires au~dessus de X , on notera =~ 1l'ensemble quotient

et [(L,X,0)] (ou plus simplement [(L,0)]) 1la classe d'un fibre (L,X,0).

Exemple 1.

L est la variété produit € X X et ¢ : L= X 1la projection
canonique, Les sections s : X = L relatives & ¢ sont de la forme
s :p- (p,f(p)) ou F£f:X= C: elles sont en bijection canonique avec

les fonctions £ : X~ €.
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Le fibré (L,X,c) est appelée fibré linéaire trivial au dessus de X .
Exemple 2 3

{ 1
Reprenons pour G, %%,\ﬁy‘,f, Gf, X = G/Cf, wetB: G—=X les
notations et les hypothéses du L/ ou de IL/B%/ (exemple) ; on suppose

que ¥ est un caractére de Gf de différentielle 2m /-1 f.

On veut établir une correspondance entre les fonctions g : G— €

qui veérifient la condition

A L inj

' ch / (III°1) ¢ (g'a) = X(a)-1 ¢ (9),(36Gf,g€G),
b

G ‘__——_—zg/Gé=X. et certaines sections s : X~ L au dessus
d'un fibrée lineaire (L, X, o) sur X
convenablement choisi., Notons m' : G X € =+ G la projection canonique
et L 1le quotient de G X € par la relation d'équivalence :
(gyc) ~ (g'yc') @ (3 a€G.)(g'=ga et c'=x(a)"'c) , (g et g'€G,c et c'€C) ;
notons [g,c] , (g€G,c€C) , 1'image de (g,c) par l'application canonique °
GXC = L . La relation o ([g,c]) = 6(g), (g€G,c€C), définit bien une

' (8(g)) = {[g,c]/c€€] est un espace

application ¢ L - X et, pour g€G, o
vectoriel complexe de dimension un. Notons que le fibré construit posséde

quelques propriétés supplémentaires.

- Le groupe G X C* agit par multiplication & gauche sur L et ¢
est equivariant lorsquton restreint cette action a G X {1} .
- Si L* =X (GXC) est l'ensemble des éléments non nuls de L,

il existe une 1-forme et une seule X sur L* telle que ,
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: 1 dz
II1.1 * = 1'% (f —— on * -
( ) ax{o) (£) + (0, Py ~ ) sur G x C* , ou f
est considérée commé une forme sur G invariante par l'action de G

cette 1-forme o posseéde les propriétés suivantes

(i) o est invariante par l'action de G X C¥ sur L¥

{(ii) si ™ est la restrictionde o a L* : m¥(w) =4 & ,

.

On sait que le triplet (L*,X,m) est appelé fibré principal
associé au fibreé lineaire (L, X, o).
Enfin, si y est unitaire, l'application q = [g,c]*!ql = |c|

est bien definie et Ig!q| =q, (get g'€ G, c € C).

On remarque qu'a toute fonction f : G — ¢ vérifiant
-1 .
£(ga) = £{g) x (a) ", (9 €G, a €G,) , 1a relation s(8(g))=lg,£(g)],

(g € G), associe une section s : X —= L relative ao .

Etant donnée une variété symplectique (X,) nous allons passer
rapidement en revue les reésultats relatifs a la classification des fibrés
linéaires (L,X, ) au-dessus de X, ainsi que l'existence de structure
hermitiennes invariantes gq - !qz ; enfin, dans le cas ou (X,w) est
un G-espace symplectique et (L,X,0) un fibré lineaire au-dessus de X
muni d'une connexe @ on discutera l'existence d'un relévement @e

l'action de G a L* possédant des propriétés convenables,

Réesumons les définitions et les résultats fondamentaux relatifs

a la cohomologie de Cech sur X . 51 ' = {Ui/iEI} est un recouvrement

.
’



cuvert de X,A un groupe abélien notz additivement et n un entier

positif, on appelle n-cochafne sur X i valeurs dans A (et relative

. or C . . , . . . n+1
a " ) une application qui associe a toute famille (10, 11"°"’1n)€ i
d'indices tels que U, N U, N...n1 U, # g un tlement c, . €A
ki1 "o i “n 0°**n
T . . 3 . . .
L'ensemble C, (%X,A) des n-cochaines ainsi déterminé est un groupe
<.
o . i _ 4 e . . ¥ k X+
abélien noté additivement ; on définit une application dﬂ:cﬂ - CM en
o . . Lk
définissant pour c=(c, . ) €Cy
I cel o
2 n
. “+1 N
! _ - 1 . L
(111.2) (4¢); =2 (=1 4 o (U, g) .
ol k+1 v=0 ol v k+1 o k+1

Le kienne groupe de Cohomologie de X relatif a A (et¥) est

défini par :

! L k- X
(111.3) rIK, (X;4) = Im g, ! / Xer A

i

On dira que le recouvrement ouvert U est contractible si , pour

tout (io, Logcoses iq) e ™ ta1 que U, N..nu, # 7 1'ouvert Uiﬂ..ﬂUi

1
0 n o) n

est ~ontractible.
Exemple :

Munissons la variéte paracompacte X d'une siructure riémannienne,
Considérons les ouverts U poss3dant la propriété suivante : 2tant donné
deux points p et g, il exist= une gécdésique et une seule, de longueur
minimale, contenve dans U Jjoignant ©p et g ; ces ouverts sont contracti-

bles et on peut donc construire un recouvrement contractible plus fin que

Ttout recouvrement dorné.
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Le raffinement des recouvrements permet de construire un systéme
inductif de kiémes dgroupes de cohomologie H§ (X 3 A) ; le k-groupe de
cohomologie est la limite inductive Hk(X ; A) de ce systéme. On démontre
que si 9 est contractible, 1l'injection canonique H; (X ; A)*Hk(x ; A)
est un isomorphisme ce qui permet d’'utiliser le premier comme réalisation

du second.

~
Sinif est 1'ensemble des fibres lineaires § = (L,0) au-dessus
de X , on considére un recouvrement contractible Y = {Ur/iEI} , une fa-
mille {si/iGI} de sections non mulles s, : UL relatives & o : LX
et les fonctions de transition {cij/(i,j)612 et Uint # g} definies

sur U.NU. par :
1 3

(111.4) s. c.. =5. .
174 J
Si on definit f£. .:U.NU. - € par o =2 -1f.. la fonction
i3 71 g ij ij
- — + -—
nijk_fij+fjk fik est constante sur UiﬂUjﬂUk i‘d et sa valeur est en

tiére. On definit ainsi un élément X'(I} = (M, ;)€ ci(x 3 Z).

Théoréme III.1.

~ ~ o}
La correspondance X :38 - C;(X ; Z) definit, par passage

. . . 2
au_quotient, un isomorphisme ¥ 38 - HS (X ; 2) .

2° Fibrés linéaires munis d'une connexion :

Si V est un espace complexe a une dimension et si u : €~ V
. . . . 1 dz
- : - * (= = * =V-
est un i1somorphisme linéaire, la 1-forme u (anfff. Z ) sur V¥ =V {O}

est indépendante de l'application u choisie ; on la note BV .
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Définition III.2 :

Si (L, X, o) est un fibré lineaire sur la variéte X, on

appelle connexion sur L toute 1-forme o sur l'ensemble L* des

éléments non nuls de I vérifiant :

(I11.5) cl/ a est invariant par 1l'action de C* sur L* ;

(111.6) <2/ Pour tout p€X, o | iy =0_, .
{c'(»)¥*  &'(p)

Théoréme I1I11.2 :

Si o« est une connexion sur un fibré lineaire (L,X,0) au-dessus

de la variété X , il existe une 2-forme fermée et une seule w sur X

telle que :
(111.7) m* (w) = d @ ;

@ est appelée courbure de la connexion o .

Inversement, soient U= {Ui/iGI} un recouvrement contractible

de la varietée X et ¢ une 2-forme fermée sur X. Pour tout 1i€T ,

wlU = dai ou @, est une l-forme sur Ui ; pour tout couple
i i
L iy ¢ _ - ap . .
(i,3) € IxI tel que UiﬂUj £ 4, a; - ay d‘ij‘ sur Uint ; enfin,
. L 3, . _ _
pour tout triplet (i, j, k) € I” tel que UiﬂanUk £, nijk—fﬁ+fjk fik

est une constante sur U.NU (W, ; le systéme (ﬂi' } definit un élement
i 73 Tk jk

p(w) ge 52 (X,£) . D'autre part, le fait que les cochaines soient des

fonctions permet de définir, par composition des applications et par

passage au quotient, une application

i H2(X ; Z) ~ 5 Xx;c).
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Théoréme III.3 :

Etant donné une 2-forme fermée w sur une variété X, pour

qu'il existe un fibré lineaire (L,X,0) au-dessus de X et une

connexion « sur L admettant ® pour courbure, il faut et il suffit

que plw)éi (HZ(X i Z)) : on dit alors que u(w) est entiére.

On note &e ® l'ensemble des classes de fibrés ainsi determiné.

3°Les fibrés linéaires munis d'une structure hermitienne invariante @

si (L,X,0) est un fibré lineaire au-dessus de X muni d'une
comnexion «,¥ = {Ur/iEI} un recouvrement de X pour lequel il existe
une famille {si/iEI} de sections non nulles sy ¢ Ui ~ Lx , (i€1) ,
relative; & © , a toute section s : X = L relative a ¢ on associe

la famille {f./i€I} de fonctions £, : U — € definies par :
L
(111.8) s = £.s, sur U, , (i€1).

Alors pour tout € € W (X) et toute section differentiable

s ¢+ X= L, il existe une section et une seule, notée ¥ , indépendante

gs

du recouvrement A et telle que :

(111.9) vgs=(<§,fi> +2n /33 <s¥ (a),§>fi>)s ; sur Ui,(iEI).

Definition III.3 :

v.s est appelée dérivée covariante de s dans la direction § .

g
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De méme, si ¥ : [0,1] = X est une courbe difféerentiable (ou différen-

tiable par morceaux) de X , s : [0,1] = L une section differentiable

de o au-dessus de ¥ et :

fi:[0,1]ﬂ g; (Ui) - ¢ la fonction définie par s(t) = fi(t) si(t) ,
(t €fo,1Jns (uU.) ; i€1), 1'élément,
5 i etlement

df.
(111.10) u(t) = {55 + en /=T <s* (o), ¥* (tp> £.(t)} s, (¥ (),

est indépendant du recouvrement % ; on le note le'(t)s(t) .

Definition IIT.4 :

On dit que la section s est autoparalléle an-dessus de & si :

(111.11) T/E,(t)s(t)zo , (t£7To0,1]).

Théoréme I1I1.4 :

si ¥ :[0,1] = X est une courbe différentiable par morceaux,

=1 . . .
pour tout q € o (X (0))* il existe une section auto-paralléle au-dessus

de ¥ et une seule s telle que s(0)=q . L'application : 18’ tq 5(1)

définit un isomorphisme linéaire de 51(3 (0)) sur 51(3’(1D .

Désignons par [ 1l'ensemble des courbes férmees différentiables
par morceaux, de X ; si ¥ €T , il existe un nombre I(X ) € € tel que,

pour toute section autoparalléle s au dessus de <&

(111.12) 1 (1) =£(X) s (0) .
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Déefinition III.5 @

On appelle structure hermitiemne sur (L,X,0) toute application

ILI 1 q-— [q| , (q € L), de L dans R+ , telle que pour tout p € X ,

la restriction de ]Ll a 51 (p) soit une norme hermitienne , et que

1l'application g - |q|2 soit différentiable,

On _dit que ]LI est invariante si, pour toute courbe ¥ diffe-

rentiable par morceaux de X et toute secticn s autoparalléle au-dessus

de ¥ :|s(o)] = |s(1)}.

Théoréme III1,5 :

Désignons par (L, X, o) un fibré linéaire au-dessus de X

muni d'hne connexion o , et par ® 1la courbure associée. Il existe sur

L wune structure hermitienne invariante si et seulement si :

(111.13) i(r) crl={ze€c / |zl =1} .

De plus, si u(w) est entidre, 1'ensemble

(111.14) &?w = {1- [L,0] € &f?w / f(r)c T1} est non vide,

4° Le relévement a L* de l'action de G .

Désignons par (X,w) un G-espace homogéne symplectique, par
(L,X,0) un fibre lineaire au-dessus de X , par « une connexion sur
X de courbure w , par L* 1l'ensemble des élements non seuls de L

et par m 1la restriction de ¢ a L¥ .,
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Définition III.6 :

On dit qu'une action de G sur L* est un relévement de l'action

de G sur X si:

e =1 ¢ L¥ = X est équivariant ;

2. - Pour tout g € G et tout p € X , la restriction de

Tg : qUgq a 31(9) est unisomorphisme linéaire :

5'(p) = 5'(gup) ;

3.~ o est invariante par G .

Théoréme I11.6 ¢

1. - Si 1l'action de G se reléve a L¥*,X est fortement

symplectique et il existe un relévement \ %%* %3m(x) de 1'homorphisme

o' :‘? - QU (voir II1.6).

~

2., - Réciproquement, si G est connexe et simplement connexe,

si X est fortement symplectique et s'il existe un relévement de

1 'homomorphisme o :(9,4 OL , 1'action de G se reldve a L* ,

[+ -]
On utilise un isomorphisme de 8 (X) sur l'algébre tr(L*)
des transformations infinitésimales de L¥ invariantes par l'action

de €% en déefinissant :

(111.15) vE €W (X) , EeU(1*) tel que { 1‘&;:;00 ’
(I11.16) ¥V § € % (x) , M (y) €U (L*) tel que :

(M) #) (@) = =55 (Explen /=T £ 4 om ()] v F €6 (1%) qe1%),

dt
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L'isomorphisme {4 = T est alors déefini par

(trr.17) M, =(e,)7 « M(v) , (v€ (%)),

IV . POLARISATION ET QUANTIFICATION,

1° Polarisation.,

Etant donnés une variété X et un point p€X, on note toujours
X; le complexifié du plan Xp tangent en p a X et on désigne par r
un entier = 0,

.

Definition IV.1,

On appelle distribution infinitésimale de dimension r sur

X toute correspondance F : p - Fp qui associe a tout point p€X un

C : s .
sQus-espace Fp de Xp de telle sorte que les conditions suivantes

soient vérifiées :

(i) Pour tout p€X, dimGFp =T ;

(ii) Pour tout p€X, il existe un voisinage ouvert Vp de p

dans X, il existe une suite {51,a.m.§r} d'slements de 11(VP) tels

que, pour tout qEVp :

<M o

(Iv.1) Fq =z, € (gj)q .

On désignera par 11(?) le sous-espace de QI(X) forme des

elements E€ U(X) verifiant, pour tout péX : ngFp .
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Définition IV.2 :

On dira que la distribution F est involutive si U (F) est

une sous-algébre de U(X).

Déefinition IV.3 :

On appelle polarisation d'une variété symplectique (X,w) de

dimension 2n, toute distribution involutive F sur X wvérifiant

(i) Pour tout p€X, dimmFp =n ;

(ii) Pour tout p€X, wplF =0 .
P

On dira que la polarisation est admissible si, de plus :

(iii)Pour tout p€X, dimm(Fpﬂg) = X est constante ;

(iv) La correspondance p - Fp + ?P est une distribution

involutive sur X .

k
o
2° Les espaces CF et QF .

Soit k wun entier positif ou nul ; on definit :
Cp = { we 67(x) / vne UF) o) =01,
{oe €7(x) /g€ UF) } 5

{ve B7(x)/(VUX, U ouvert)(Vo,,®, .- ,0,€ €7(U))([90,(...[0,,81]0)} .

1]

Q
[}

Théoréme IV.1 @

ix- -}
Cp est une sous-algébre abeélienne de ¢ (X) 3 si F est

admissible :

k+1l~1

P (k et 16N, X + 1 2 1),

k.1
; C
(1Iv.1) [CF,CF] C
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On vérifie facilement que [CF'C;] c C; -1 , (k21) 3 si F est
admissible, l'utilisation d'un systéme de coordonnées convenable permet

de démontrer que CF = C; ; le reste s'en deduit par récurrence.

Définition IV.4.

Les 2léments de l'algébre C; sont appelés fonctions quanti-

Fiables,

Théoréme 1IV.2,

Désignons par o un élément de C; tel que g@ecz engendre

un sous-groupe a un paramétre t—Exp(t §¢) , (t€R), de diffeomorphismes

agissant sur X . Alors la distribution F est invariante par ce groupe,

clest-a~dire que

(Iv.2) Exp (t §:p)(F‘p) = (t€r, p€X).

Flexp t 5,) (®)

On le vérifie par un calcul direct.

Désignons par S l'espace des sections différentiables s:X = L
relatives a o , lorsque (L,0) est un fibré lineaire au-dessus de X

muni d'une connexion ¢, de courbure w ; définissons :

Sp = {s€s / vee W(F) , T s = 0}.

gS

Théoréme IV.3 ¢

Associons a tout élément @€ ‘gw(x) 1'endomorphisme v (¢p) :

s*‘VE s+211 / -1 @s,(sES), de S. Le sous—-espace SF est sgghlg*par\’(cg)

P
et v definit un homomorphisme d'algébre de Lie de c; dans End(SF).
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On utilise la relation,

(1v.3) [w +2n /ST 0,9,] =, , (o€ B7(X),M € W(x),
g@ m LECD,TU
et le fait que, localement, tout T € LL(F) est de la forme £, 2 ol
Y
y € CF'

3° Application & la construction de représentations.

Supposons que G soit un groupe de Lie connexe et simplement
connexe, et que le couple (X,w) <ci-dessus soit un G-espace fortement
symplectique ; désignons par g :‘%,~ & 1 *homomorphisme d‘'algébre
induit et par A :f} -8 °°(X) un relévement de c¢' (voir II.3°/ pour
les notations) tel que A( f?) C20; . L'action de G sur X se reléve
a L (Theoréme III.6) et F est invariante par G (Théoréme IV.2) .
L'application x = v (A(x)) definit une représentation de 1l'algébre (f%
sur SF pouvant définir une représentation PF:G - Aut SF de G sur SF'

On peut méme, dans certaines conditions, construire une représentation

unitaire de G sur un sous-espace hilbertien invariant de S..

C'est le cas par exemple si [(L,0)] € jﬁw (voir (III.14)) et
si F est une distribution XZhlériemne, On construit sur L une
structure hermitienne invariante [L| et on utilise la mesure positive
(7 associée a la 2n-forme o" sur X. L'espace de représentation est le
sous—éspace Sg de SF formé des sections de SF de carré intégrable,

et la structure hilbertienne de Si est définie par la forme :

(v.a) Jisl = (f Is)1® an ()} 2.
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Dans le cas géneral, il faut postuler l'existence d'une
structure convenable sur l'espace quotient de X par la relation

d'équivalence définie par la distribution p = Fpﬂfpﬂxp °

LE CAS DES ORBITES .

Dans tout ce qui suit, on suppose que le groupe de Lie G est

connexe et simplement connexe,

1°® La condition d'intégrabilite,

On conserve les notations de la fin du §I et de l'exemple du
§II-3§/ ; on désigne par U%T = {xé(g%/'x.f = 0} 1'algébre de Lie de

Gf .

Théoréme V.1,

L'homomorphisme d'algébre de Lie 2n /-1 f @ q%?'* € se

reléve en un homomorphisme de groupe Xf:Gf - € si et seulement si

w(w) est entiére (voir Theoréme III.3).

On démontre que la condition est nécessaire en utilisant 1la

construction exposée dans 1'exemple 2 du §III-1$/ et le Théoréme III.3.

On démontre que la condition est suffisante en utilisant les

Theéorémes III.3 et III.6 et en remarquant que, si q € 51 (g) ,
(v,1) a.q = Xf(a) g , (ac€ Gg)o

ou Xg est le caractére chercheé.
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2° Existence d'une polarisation admissible invariante,

On conserve les notations et les hypothéses ci-dessus et on

désigne par F une polarisation admissible de l'orbite X de f € ',

Théoréme V.2,

Pour que la polarisation F soit G-invariante, il faut et il

- m . -
suffit que la relédvement A\ : %}—*\8 (X) de o' : %} - O verifie :
1
(V.2) A (‘%,) < cp -
On utilise les deux faits suivants :

(i) C; si et seulement si, pour tout ouvert U de X, [@,CF(U)]CCF(U) ;

(ii) F est G-invariante si, pour tout ouvert U de X, {c’(%%)}(CF(U)}:CF(U).

39 Polarisations G-invariantes,

Identifions le plan tangent & G en 1 A& l'algebre de Lie ‘%p
de G . L'application 0C': %},—'Cﬂ induit une application 1 : %%é* X?

de la complexifiée de %? sur le complexifié du plan tangent &8 X en f.

Théoréme V.3.

La correspondance F - ¢ - ﬁ1 (Ff) definit une bijection de

l'ensemble (P G(X,w) des polarisations G-invariantes de (X,w) sur

o

+

l'ensemble &, des sous-algébres (;- de ‘e}c qui vérifient :
i , ) G ! .
(1) (Y, %< fk ;
(ii) dimwGT/(‘ﬁ,f)c = dim, gc/o?;
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(iii) <f£,[05 0% > =0 .

La polarisation est admissible si et seulement si :

= I
(iv) O+ egt une sous-algébre de Qjc .

On le vérifie directement a partir des definitions.

4° Exemple :

Si G est semi-simple, la forme bilineaire (x,y) - tr(ad xoady),
(x et yé‘%/) non dégénérée permet d'identifier L%e‘c :‘%,' et de se
limiter _a l'eétude des orbites de la représentation adjointe de G dans g
Si f est un élément semi-simple de ‘9/ , 11 existe une sous-algébre de
Cartan He de (%4 telle que f¢€ cjg'. Si on note, (voir Exemple du §I

pour les notations),

(ve3) & = {o€ A/ () =0},

on vérifie sans peine que :

(v.4) ( )=5’g’+z cx ,
%’fc c ozEAf o

est une sous-algébre réductive de ?c . On peut alors démontrer que

6f est identique & l'ensemble des sous-algébres paraboliques de (%'c

admattant (l%’f)c comme facteur de Lévy.,
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