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LE FORMALISME DE HAMILTON-C ART AN EN CALCUL DES VARIATIONS 

Hubert GOLDSCHMIDT 

Nous donnons ici un exposé de la géométrie du calcul des variations à 

plusieurs variables indépendantes d'après [2] • Nous montrons de quelle manière le 

formalisme hamiltonien intervient en mécanique, en espérant que cela puisse être de 

quelque utilité en théorie des champs; Nous retrouvons les résultats classiques du 

calcul des variations des intégrales simples et de la mécanique théorique (cf. [3]) 

en indiquant les notions qui n'admettent pas de généralisation au cas de plusieurs 

variables. 

§ 1 . LES EQUATIONS D'EULBR-LAGRANGE 

Soit X une variété différentiable de dimension n dont le fibre tangent 

sera noté T . Soit TT : Y X un fibre sur X (qu'on pourra, si l'on veut, supposer 

trivial) ; une section s : X -Y de Y est une application différentiable telle que 

TTOS soit l'application identité de X # Si y^Y, on peut choisir un système de 

1 n 1 m 
coordonnées (x , • •. ,x , y , • « •, y ) pour Y sur un voisinage U de y tel que 

o 
(x\.#.,x

n) soit un système de coordonnées pour X sur TTU • Si s est une section 

de Y sur un voisinage V de xQ= ^(YQ) A V E C s0OcU, alors s est représentée 

par les fonctions 

yJo s , j » 1,•••,m • 
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On dira que deux sections s, s' de Y sur un voisinage de X Q= Tr(yQ) sont équiva­

lentes en x si s(x ) = s'(x ) = y et 
o v oy v o 7 Jo 

^ ( \ ds'j , x T (X ) a» — (X ) 
. 1 V O 7 _ 1 V O 7 

(1 £i £n,1 £ j £m)« La classe d'équivalence d'une telle section s s'appelle le jet 

d'ordre 1 de s en x et sera notée j„(s)(x ) ; on écrira TT (j„(s)(x )) » s(x ) 
o 1 o o 1 o o 

TT( j ̂  (s) (XQ)) a« X q • L'ensemble J^(Y) des jets d'ordre 1 de sections (locales) 

de Y est un fibre sur X dont la structure de variété différentiable est caractérisée 

par le fait que, si s est une section de Y sur un ouvert V de X , la section 

* ̂  J1(s)(x) 

de J^(Y) sur V soit dif férentiable ; alors rt^x J^(Y) Y est un fibre. Le sys­

tème de coordonnées (x^y^) sur Y considéré plus haut nous donne un système de 

coordonnées (x̂ ",ŷ ,ŷ ) sur TT^UCJ (Y) tel que, pour toute section s de Y sur 

TTU avec s(îfU)cu 

yJ

i(j1(S)(x)) - ^ ( X ) , XÇTTU. 

âx 

Supposons maintenant que X soit orientée par une forme de volume tu • 

Soit L une fonction à valeurs réelles sur J (Y) qu'on appellera le 1 agrangien. 

Pour tout compact ACX et pour toute section s de Y sur un voisinage de A , on 

pose 

I A [ s ] = / L O / s ) ) . 

A 

Le problème principal du calcul des variation est de trouver des sections s qui sont 

des extrema de cette fonctionnelle. Si A est une sous-variété à bord de X , on 

cherchera, par exemple, une section s telle que 
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pour toute section s1 sur un voisinage de A avec s ' = s sur SA ; on dira que s 

est alors un minimum de I . S'il en est ainsi, alors la variation première 

est nulle, pour toute famille à 1-paramètre de sections de Y avec Sq= s et 

ŝ = s sur ôA • Si l'expression (l) est nulle pour tout compact ACX , alors on dit 

qu'une section s de Y sur X est une extrémale, et cette section vérifie l'équa­

tion d'Euler-Lagrange, qu'on peut écrire à l'aide des coordonnées ( x 1 , y|) sur 

J^(Y) considérées plus haut pour lesquelles l'on ait 

OU =* dx̂  A. •. A dx11 

sur TfU , sous la forme 

âyJ i-1 âxx hyJ

± 

(j = 1,.••,m)• C'est un système d'équations aux dérivées partielles d'ordre 2 . 

§ 2 • LE FORMALISME HAMILTONIEN 

Soit V(Y) le fibre sur Y des vecteurs tangents aux fibres de 

TT : Y-*X . Le fibre TTQ: J (Y)-*Y est un fibre affine, c'est-à-dire, la fibre 

J^(Y) = TT~1(y) e s t u n espace affine pour tout yÇY • Son fibre vectoriel associé est 

le fibre T ®yV(Y) sur Y dont la fibre en y€Y est T^^® V^(Y) ; cet espace 

opère comme translations dans J^Y) • Pour des détails quant à la structure de fibre 

affine de J^(Y) , nous renvoyons le lecteur à [l] ; on va se servir de cette struc­

ture pour définir la transformation de Legendre* 

Soit W un espace affine d'espace vectoriel associé V • L'espace tangent 

T (v) de W en p s'identifie de manière canonique à V , donc T (w) à V • 
P P 

* * 
Si f est une fonction à valeurs réelles, alors (df)(p)ÇV et df : W -»V 
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envoie p dans (df)(p) . 

La fonction L sur J^(Y) , par restriction à l'espace affine J^(Y) 

nous donne donc une application 

dL : J\,(Y) - T F x® V*(Y) 
1V JY TT(y) yv J 

pour y € Y , et par conséquent une application de fibres sur Y , qu'on appelle 

la transformation de Legendre 

cr(L) : J 1(Y)-T® yV*(Y) 

où T® YV (Y) est le fibre vectoriel sur Y dont la fibre en y est ̂ (y)® v

y(
Y) • 

En coordonnées locales, si p 6 J^Y) 

a(L)p = Z -^(P) -\®dy j . 
i,j ayj ÔX 1 

L'outil essentiel du formalisme hamiltonien est la forme différentielle 

donnée par la 

PROPOSITION 1.- Il existe une et une seule forme différentielle ® de degré n 

sur J^(Y) telle que 

0 j-j(s) ® 58 ^(j^C 5 ) )^ pour toute section s de Y ; 

2) 7]J® = TT*((a(L)p.(TTô 7l))j «) 

pour p€J.(Y), T|€T (j (Y)) satisfaisant TLT) » 0, et où cr(L)p est considéré  

comme élément de H o m ^ ^ (Y) I T ^ ^ ) • 

LEMME 1.- a) Soit s une section de Y sur X , alors si u= j^s) 

(2) u(T].jd©)=0 pour tout champ de vecteurs T| sur J^(Y) vérifiant 

TT T| = 0 • 
o * 

b) Si CT(L) : J 1(Y)-*T® YV (Y) est une immersion, toute section u de 

J^(Y) sur X vérifiant la condition (2) est de la forme usj^s), où s est une  

section de Y sur X • 
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THEOREME 1.- Si_ <j(L) : (Y)-*T ® YV (Y) est une immersion et si u est une section  

de J^ (Y) sur X , alors la condition 

(3) u*(Çjd ®) = 0 pour tout champ de vecteurs Ç sur J^(Y) 

est équivalente au fait que u soit de la forme uaej^(s)f où la section s de Y 

sur X est une extrémale* 

Si V est la section de sur X déterminée par < y9M>= 1, alors 

la condition (3) est équivalente à l'équation 

(4) u^jdQx 0 , 

la forme hamiltonienne de l'équation d'Euler-Lagrange. 

Si (x 1,^,^) sont les coordonnées usuelles sur un ouvert U C J ^ Y ) 

avec 

0} » dxV # # #A dx
11 sur rrtJ , 

alors 
A 

® = 2 (-l)l+1dp*A dyJA dx1A...A dxXA...A dx11- dHAoo , 
i,J J 

où . «T 

1 5L 

et 

H = S r yJ.- L . 

Si a(L) est un difféomorphisme de U sur a(L)U alors (x1,yJ

rp'!') sont des 
3 

coordonnées pour J^(Y) sur U • L'équation (4) s'écrit en coordonnées locales 

-^(u(x)) . - E ^ j ( x ) 

^ (u(x)) = ̂ r(x) , 
op. dx 
J 
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où u(x) = (x1(x),Uj(x)) avec 

j j i i 
U = y ° O U , U . a p . O U . 

J J 

§ 3 . LES INTEGRALES SIMPLES, 

Si Y est le fibre trivial XxM , où M est une variété différentiable 

de dimension m , alors J^Y). s'identifie à la variété-des jets d'ordre 1 d'appli-

cations de X dans M , et par conséquent au fibre Hom(T,T(M)) = T ®yT(M) de base Y; 

au jet d'ordre 1 d'une fonction f :X-»M en x€X correspond f#: T̂-» T^^^(M). Le 

fibre T ®yV(Y) s'identifie à T ®yT(M) , et la transformation de Legendre est donc 

une application 

a(L) : T*®yT(M) -*T ® yT*(M) . 

Le hamiltonien H : T*®yT(M)]R est la fonction définie par 

(5) H(p)»< p,a(L)p> - L(p) , 

où p€T ®yT(M) et < , > est la forme bilinéaire mettant en dualité T ®yT(M) 

et T® yT (M) . Le hamiltonien n'est bien défini que lorsque Y est un fibre trivia-

lisé. 

En particulier si X=1R et x''» t est la coordonnée de 1R 9 et 

cu= dt , alors T, T sont trivialisés et 

T*®yT(M) ̂ E x T(M) 

T® yT*(M)^ * X T*(M) . 

1 n 

Des coordonnées (q ,...,q ) sur un ouvert U de M induisent des coordonnées 

(q1,...,qm,q1,...,qm) sur Î(M) ; si y € U , ÇÇTy(M), alors 

5 - f q j ( 0 A 
j-1 âqJ 
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et 

a(L)(t,Ç) = EmpJ(t,?) dqj 

j = 1 

où 

PROPOSITION 2.« (i) Si X=]R et si <J(L) est une immersion, il existe un et un  

seul champ de vecteurs £ , le champ d'Euler, sur J^(Y) tel que 

a) Cjd@= 0 

b) < C ,TT*OO>= 1 • 

(ii) Une section s de Y sur 1R est une extrémale si et seulement  

si la courbe u=j^(s) dans J^(Y) est tangente à £ , c'est-à-dire si 

V*)» ^ = Co j/s) . 

Si ïsî xH , le champ â'Euler Ç s'écrit en coordonnées locales 

â t j = 1 ÔPJ oqJ j = 1 ôqd opJ 

où H est le hamiltonien (5), et la forme hamiltonienne de l'équation d'Euler-La-

grange est donc 

âpJ 

^(j/s)) = - ^ ( j (s)) 
Ô t 1 ôqJ 1 

(j = 1,...,m). Le champ d'Euler n'admet pas de généralisation si dim X>1 . 
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§ 4 • THEOREME DE NOETHER. 

Revenons maintenant au cas général considéré au § 2 • Soient ŝ  une 

famille à 1-paramètre de sections de J^(Y) et ç une famille à 1-paramètre de 

difféomorphismes de X qui préservent l'action dans le sens suivant 

(6) 9* Lfj^s..))» - I-Cj-jCs))© 

où s a S q • Alors pour tout compact BCX 

I [s ] = IR[s] . 
*t(B) * 

Si l'on pose û =s j^(st) , l'équation (6) s'écrit d'après la proposition 1 

(7) cpt ut.8 = u © 

- d^t 

où u = j^vs). Si I = -~ĵ T|t_Q
 e s t l e générateur infinitésimal de la famille <p̂_ 

dut 

e t ^ = ~dt~|t-0 e S t ^e c l l a mP ^ e vecteurs 1s long de u sur J^(Y) tangent à la 

famille û_ , alors on a d'après (7) 

d(I_iu*@) + f_ju*d@+ u*d(Çje) + u*(ÇJd 8) = 0 . 

Le deuxième terme est nul puisque u d® est une forme de degré n+1 sur X ; si 

s est une extrémale, alors le quatrième terme l'est aussi. Donc la forme de degré 

n-1 sur X 

f̂ ,u*8 + u*(Ç_j@) 

est fermée lorsque s est une extrémale. On aurait pu supposer que u^ était une 

variation de u , comme sections de J^(Y). On obtient donc le 

THEOREME DE NOETHER. Si s est une extrémale, u est une famille à 1-paramètre de  

sections de J^(Y) avec û = u=j^(s) e_t qp̂  est une famille à 1-paramètre de diff éo­

morphismes de X vérifiant (7), alors la forme de degré n-1 sur X 
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L(J 1(S))I^JU) +U*(Ç^©) 

est fermée, où 5 = - ^ ^ et S - - ^ j ^ • 

§ 5 . CROCHET DE POISSON 

La forme Q = d ® de degré m-1 sur J^(Y) joue un rôle crucial en 

mécanique. On dira qu'un champ de vecteurs § sur J^(Y) est localement hamiltonien 

si la dérivée de Lie de Q le long de § est nulle, i.e. 

= 0 . 

Puisque dfl = 0 , cette condition équivaut à 

d(SjO) = 0 • 

On peut donc écrire localement Ç_jQ = dT , où T est une forme de degré n-1 . 

On dira qu'un champ de vecteurs § sur J^(Y) est (globalement) hamiltonien s'il 

existe une forme T de degré n-1 sur J^(Y) telle que 

(8) Ç j f î = dî . 

Si , sont des champs de vecteurs localement hamiltoniens sur J ^ Y ) , alors 

et 

Donc [Ç̂ jÇgl e s t localement hamiltonien, et les champs de vecteurs localement hamil­

toniens sur J^(Y) forment une algèbre de Lie. Si est hamiltonien, alors il 

existe une forme de degré n-1 sur J^(Y) avec 

^ J Q = d x 2 • 
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On a 

(9) lîy^l^O = X dT2 = d(£ T 2) 

et par conséquent [Ç^Çgl e s t globalement hamiltonien. L'ensemble G des champs 

de vecteurs hamiltoniens sur J^(Y) est donc un idéal de l'algèbre de Lie des champs 

localement hamiltoniens. Si Q = 0, alors d' après (9), [ ̂  , ̂  ] J Q = 0 . Donc les 

champs Ç de G vérifiant 

(10) ? j n = o 

forment un idéal de l'algèbre des champs localement hamiltoniens. L'algèbre quotient 

.4 de G par cet idéal s'appelle l'algèbre hamiltonienne ; on notera [Ç] l'image 

dans îi d'un élément Ç de G. 

Soit P l'espace des formes T de degré n-1 vérifiant la relation (8) 

avec Ç € G • Un élément T de P détermine et l'on a donc une application 

n 1 

surjective P -» îi • L'espace Z (J^(Y)) des formes de degré n-1 fermées sur 

J^(Y) est un sous-espace de P et la suite 

(11 ) 0 - Z ^ C J ^ Y ) ) - P - M - 0 

n—1 

est exacte. Soit P le quotient de P par le sous-espace B (J^(Y)) des formes 

de degré n-1 exactes. Par passage au quotient, l'application P M nous donne une 

application P-»ïJ et (11 ) nous donne la suite exacte 

(12) 0 - H n ~ 1 ( j (Y),* ) - P - » - 0 . 

Définissons une opération anti-symétrique 

Px P - P , 

le crochet de Poisson. Si T - ]» T 2^^ e t 

d V ^ n ' 
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O Ù Ç-, » § 2

 € G» P ° S O N S 

(13) {T fT 2)= ^ J d î ^ ^ J ^ j n • 

La dernière de ces expressions montre que le crochet de Poisson est anti-symétrique 

et que £ , } est une forme de degré n-1 bien définie. D'après (9), on a 

(14) D { T 1 § T 2 } * [Ç^ÇJJLJQ . 

Examinons l'identité de Jacobi. D'après (14), on a 

C t V T 2 } f T 3 } = CLJTSGLJD^ 

" £ Ç 1

( Ç 2 J D T 3 ) - ^ 2 J X 5 1

D T 3 

- i ç i £
T

2 '
T 3 } - 5 2 J d l T V T 3 } 

» V ^ V 1 ^ * d(§ 1J{T 2,T 3}) - {T 2, { T V T 3 ) } F 

ou 

(15) { T T R T 2 ) , T 3 } = { T R { T 2 , T 3 } } + {{T VT 3},T 2}+ d f ^ J ^ j ^ j n ) . 

Par conséquent, l'identité de Jacobi est vraie pour P au terme d(ç̂  j Ç G . j J Cî) près. 

Si n= 1 , ce terme est nul puisque 0 est une forme de degré 2 ; dans ce cas P=P 

est une algèbre de Lie. 

Le crochet de Poisson de P passe au quotient d'après (13) et nous donne 

un crochet de Poisson sur P . D'après (15) pour ce crochet de Poisson, l'identité 

de Jacobi est vraie; donc P est une algèbre de Lie, l'algèbre de Poisson. D'après 

n 1 

(14), la suite (12) est une suite exacte d'algèbres de Lie, où H (J^(Y),]R) est 

considéré comme un idéal abélien de P . 

Si X=]R et Y=IxM , la fibre de J ^ Y ) au-dessus de t € E s'iden­

tifie à T(M), et au-dessus de t la transformation de Legendre est une application 

<j(L)t : T(M) - T*(M) , 
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que l'on supposera être une immersion. Si 0 est la 2-forme symplectique sur T (M), 

alors la 2-forme or(L) 8 nous donne une structure symplectique sur T(M) ; d'où 

pour t € JR , un crochet de Poisson défini à l'aide de cette structure sur l'espace 

C°°({t} XT(M)) des fonctions différentiables à valeurs réelles sur la fibre de 

J^(Y) au-dessus de t , qui devient alors une algèbre de Lie. Si Q(L) est une 

immersion, alors pour t€ H , l'application 

(16) p - c œ ( £ t } x T(M)) , 

qui à une forme f € P de degré 0 fait correspondre sa restriction à la fibre de 

J^(Y) au-dessus de t , est un homomorphisme d'algèbres de Lie. Ceci découle du fait 

que f appartient à P si et seulement s'il existe un champ de vecteurs Ç vertical 

sur J (Y) tel que 

df = § j 0 , 

qui est bien déterminé par cette condition, ou si £.f = 0,c'est-à-dire si f est 

localement constant le long des courbes de la forme u=j^(s), où s est une extré­

male. En coordonnées locales (cf. §3), on a 

j = 1 ôpJ ôqJ j=1 dqJ Ô?J 

et si f, g € P 

C f , g } - f - â i - ) . 
j = 1 âqJ âpJ dpJ ôqJ 

Donc l'algèbre P peut être considérée comme un espace de "fonctions sur l'ensemble 

des extrémales". 

Si le champ d'Euler Ç engendre un groupe à 1-paramètre de difféomorphis-

mes çp de J^(Y), l'application (16) est un isomorphisme d'algèbres de Lie, et P 

est de dimension infinie. Les opérateurs de la mécanique quantique proviennent d'une 

représentation (fidèle) de l'algèbre C°°({t} x T(M)) et donc de P . 
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Revenons maintenant au cas général. Il semblerait que, si n^3 , en 

général l'algèbre P soit de dimension finie. Par contre, on peut, d'une manière 

purement formelle, considérer P comme un espace de "fonctions sur l'ensemble des 

extrémales"• Pour toute extrémale s et tout T € P , on a 

* * -* 
du T = u dî = u (ÇjQ) = 0 

si u= j (s) et si T vérifie (8), d'après le théorème 1 ; donc u T est une forme 

n—1 

fermée de degré n-1 sur X dont la classe de cohoraologie [T](S) dans H (X,]R) 

ne dépend que de l'image de T dans P. Tout élément de P définit ainsi une fonction sur 

l'ensemble des extrémales à valeurs dans H n ^(X,lO» Supposons maintenant que 

X soit de la forme X = ]Rx X , où X est une variété orientée de dimension n-1 
o o 

et que le support de T vérifie la condition suivante. Si pr̂  : 1 x X Q -* ]R est la 

projection sur le premier facteur, on suppose que pr̂  : rr(supp T) -* 3R soit propre. 

Considérons les "surfaces genre espace" Ẑ = {t} x X q, si tí 1 .Si est 

l'injection de dans X , on obtient une forme fermée t u T de degré n-1 sur 

Ẑ  à support compact ; l'intégrale 

. - -if "if-

t,(s) = j vt U T 

Zt 

est indépendante de t et on obtient ainsi, pour chaque élément de P , une fonction 

T à valeurs réelles sur l'ensemble des extrémales. 

Supposons qu'une famille à 1-paramètre de difféomorphismes 

Y^: J^(Y) -»J^(Y) soit une symétrie du système, i.e. 
Y*0 = ® . 

Si % est le générateur infinitésimal de Ŷ , alors 

0= £ ç ® = ÇjCÎ + d ( Ç j e ) , 
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de sorte que l'on ait (8) avec T = - Ç J ® • Donc à toute symétrie correspond un élé­

ment T € P . Supposons que Y satisfasse à TTO cp̂o TT , où cpt est une famille 

à 1-paramètre de difféomorphismes de X . Si u est une section de J^(Y) sur X , 

en posant u = Y to u o qp~ , l'équation (7) est vérifiée. Si f est le générateur 

infinitésimal de cpt , alors le champ de vecteurs le long de u tangent à u^ est 

donc si s est une extrémale et u= j (s), alors la forme fermée de degré n-1 

donnée par le théorème de Noether est précisément -u T . 

Université scientifique et médicale 
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