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CLASSIFICATION DES SINGULARITES

La classification des singularités est un sujet trés riche et trés mal
délimité, Des géometres algdbristes, des topologues disent chercher a
"classifier les singularités", en ayant en t8te des objets apparemment
aussi dissemblables que des varietés algébrigues, des applications différen=
tiables, etc,.. Pourtant, lorsque ces gens veulent bien illustrer leur
Jargon par des exemples concrets, on s'apergoit souvent que tous s'inté-
ressent aux m8mes objets, sous des noms différents ot avec des définitions
mathématiques différentes, Ces objets, Tham en a fait la base de sa philo-

sophie de la nature, sous le nom de "catastreophes élémentaires",
Mon exposé sera donc guidé par la démarche conceptuclle de Thom, tout
en utilisant le jargon cui m'est femilier, celui de la géométrie analy—

tigue complexe - ce gu'on me pardonnera, jlespire,



WEN VERSEL

161 Soit & classifier les déformaticns des germes de fonctions analytiques d'une
variable complexe, Un tel germe FD peut 8tre considéré comme un élément de
€{z} , ennsau des sériss entiéres convergentes d'une varisble 2z , Une déforme-
tion & un paremdtre de FD est un élément f € €{z,t} tel que f(z,0) = Fo(z).

2

Un tel f peut 8tre noté f =f_+ tF, + t7F, + s 4 avec f, € c{z} .

Ecrivons f_ = Z'aw (w élément invorsible de £{z}) ,et faisons le changement
de variable 2z = z/w1/n y qui définit un germe d'isomorphisme analytigue de
€{z} . Par cet isomorphisme, 1'étude des déformations de fo est ramené a
1%6étude des déformations de .

LEME Soit f € €{z,t} une déformation de fo = 2' , Il existe une déformation

*
h de l'identité ) et des éléments non inversibles Uy de E{t}

(1 = 0515250a09n = 2) tels que si 1'on pose z,_ = h(z,t) on ait
R ’
fz4t) = 22 + U o 22_2 + U o 22-3 * ees + U,z +u o Deplus, h etles

Uy sont définis de fagon unique,

Preuve, La preuve "formelle" (nous admettrons la convergence des séries intro-
duites) se fait en développant les deux membres de 1'égalité proposée suivant
les pulssances croissantes de t , et en identifiant, La puissance zéro donne

n n .
z = z , la puissance 1 donne

(1) f1(z) = nh1(z) AR P1(z) .

la puissance 2 donne

(2) fz(z) = nhé(z) 1, n(n - 1) [h1(z)]2 22 P2(z) '

2tCenas

o

*) Per 1'identité nous entendons l'application identique de € , qu'on peut repré-
senter par l'element h_ =z de €{z} . Une déformation de 1l'identité s'écrit

2
donc h =2+ th1 + t h2 + eeey aVEC hi € e{z} .



ol Pr(z) (r = 152450e) désigne le polynBme de degré n — 2 :

e
i . r
P (2) = u, .z, avec u, _ = coefficient de t <cans u, .,
¥ c2 iy i,r i
La ligne (1) permet de déterminer h, et P, comme guotient et reste de la

1 1
1

division de f1 par nz" y de mBme la ligne (2) permet, connaissant h1 s de

déterminer h2 et P2 comme quotient et reste d'une division analogue, etcC,.s.
Au lieu de déformations a un paramétre, on peut aussi considérer des dé-
formations & nombre quelcangue de paramétres, et en particulier la déformation

a n =1 paramétres de 2" définie par le " polynBme générigue de degre n " &

Ne=g Ne=3
z + U z + 448 *+ U, Z + uD

n
Gn =z +u N=3 4

N
¢ B{z, Uzt Ypez? »o0 1 Up UO} .

Le lemme se généralise immédiatement aux déformations & nembre gquelcongue de

paramétres ~ il suffit de remplacer t par (t1, t2’ see 3 tq) et les indices

par des multi-indices - et peut se formuler en langage géométrique de la facon

suivante :

PROPAIETE UNTIVERSELLE DE Gn :

Pour toute déformation f & g parametres de 2" y 1l existe un et un seul
germe d'application analytiguc

Ue : Eq — Enﬁq

o (t)

o p— uo(t), uq(t)v vee 3 U o

tel qu'en faisant sur Gn le "changement de bLase" Ue on obtienne une déformas

tion "éouivalente" & f .

Dans cet énoncé, "changer de base" signifie simplement substituer aux indéterminées
ug les fonctions ui(t) s tandis gque 1' "éguivalence" de deux déformations &

q parametres signifie qu'on passe de 1'une & ltautre par une défromation de



1e2

1%application T (1a déformation h du lemme),

L'énoncé de la propriété universelle se résume en disant gue Gn est la

. . . n
déformation universellc de 2z

Apres les fonctions d'une variable, il est naturel de chercher & déformer
les fonctions de plusieurs variables, Mais pour des raisons qui vont apparaitre

bientdt, il est commode de pousser tout de suite plus loin la généralisation,

en cherchant & déformer les germes d'applications analytigues Fo s € — P .
Une déformation d'un tel germe se définit de fagon évidente, L'éguivalence de
deux deformations pourrait aussi se définir comme dans 1,1 ; mais une telle
définition, trés naturelle dans le cas des fonctions, l'est un peu moins dans
le cas des applications : car si l'on permet & l'espace source ¢ de se dé-

former, pourguoi ne pas le permettre aussi a l'espacc but i ?

Nous dirons donc gue deux déformations f, g d'un germc d'application

fc : g — c” sont equivalentes s'il existe une déformation h de 4 n et
£

une déformation k de 14 telles que

N

k(g(z,t),t) = f(h(z,t),t) .

Par exemple, revenant au cas des fonctions, nous voyons que pour tout
élément non inversible w € ©{t} 1les fonctions f ¢ €{z,t} et f + w défi~
nissent des déformations éguivalentes (poser h(z,t) = z , et k{z,t) = z = w(t) :

k opére sur l'espace but par translation dépendant de t )

En particulier, considérons le polynbBme Gg déduit du polynBme générique
Gn en retranchant le terme u, ¢

GD = zn + u zn'_2 + U zn—'3 + + U, Z
n o Ne2 N=3 eee 1 °°

Considéré comme élément de €{z, u_ 51 ees Ugy U} (indépendant de ug 1), ce

polyn®me définit une déformation & n -~ 1 paramétres (indépendante de 1'un
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des paramétres !) gqui est équivalented celle définie per Gn s« Autrement dit,

la déformation & n -~ 1 paramétres G, est éguivalente & celle déduite de la

déformation & n - 2 parametres
0
Gn € C{z, Uppt ses 3 u1]

par le changement de base "trivial"

N~ 2

€ > En—

(un_2!l0-!u/‘tuo) b (un_20-0-1u1) .

Il n'est pas difficilc de veérifier gque la propriété universelle est maintenant
satisfaite par cette déformation &8 n - 2 parametres Gg + La déformation Gn y

elle, satisfait a une propriété analogue mais eans l'unicité du changement de

base (car uo(t) peut 8tre choisie arbitraire) : clle n'est plus déformation

universelle mais seulement déformation "verselle",

Maintenant, les principeux personnages sont en scéne : déformations, équi~
valences de déformations, changements de bascs, déformations verselles et uni-
verselles, Mais i1 va encore falloir modifier unc définition § il parait (les
experts le disent) que c'est trop demander & une déformation universelle gque
d’exiger 1l'unicité du changement dc base ; on demandera donc seulement l'unicité

au premicr ordrec, Cea de ltunicité dc l'application tangente au changement de basc,

Intuitivement, ccla signific que seulec la notion de déformation infinitésimalc

a des chnances raisonnables de s'universaliser,

Il est facile dec voir (gr&cc au théoreme dcs fonctions implicites) guc cette
notion plus 1l8che de “déformation universellc" = cncore d'assez bonnes pro-
priétés pour mériter son nom, Notammment, chaguc fois gu'elle existe, la de-

formation universelle est unique & équivalence pres, et toute déformation ver-

-

selle s'cn déduit (& éguivaelence prés) par un changement de basc trivial,

commc dans l'excmple Studié plus haut,



1.4 Déploiements,

Une déformation f d'un germe d'application FO : —— Bp sc définit
par un germe d'applicaticn
£ 10 x €% > P

mais peut également se représentcr par lc germe d'application

£ i " x g% —s P x e

x, t p—> Fxyt)y t W

Pour éviter les confusionsy nous donnerons deux noms différents & ces deux

germes f et ? y réservant au premier le nom de déformation et appelant le
second déploiement de FO (associé & la déformaetion T ). On remarguera gue
c'est en termes de déploiements que l'équivalence de deux déformations s'ox-

prime lec plus simplement : deux déformations f et g de FD sont équi~

1}

valentes s'il cxiste des déformations h de 1 G et K de 4 o telles
T M

= f o h,

w2

gue Kk o

Le déploiement associe & une déformation universclle resp, verselle

s'appellec déploiement universel resp, versel do Fo .

Stabilité des déploiements versels,

Un germe d*application est dit stable s'il nladmet que des déformations
triviales, c, a d, des déformations équivalentes a la déformation constante.

On peut montrer (J. Mather) gu'un déploiement verscl dlun germe

FO : En — Ep est un germe d'application stabhle, Inversement, tout germe

d*application stable est évidemment lc déploiement universel d'un germe

d'applicaticon, & savoir lui=-mfme !

Exeggles.

La fonction fo = 22 est une application stable € == €, Plus géné-

ralement, FO =z admet comme déploiement universel 1l'application stable
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e M= Newq . . I . . . 0
Gn : 0 —— & y déploiement associ€ & la déformation universeclle Gn

définie un peu plus haut,

Les lieux de veleurs critigues de ces applications GE (en fait, de leurs
analogues réelles) jouent un rfile important dens la théoric des catastrophes

de Thom, La figure ci-dessous en représente quelgues formes typiques,

\\\ //’ Courte des valeurs critigucs du déploicment

?/ universel dc FD = x3 ("fronce de Whitney").

Section planc typigue de la surface des valeurs

critiques du déploiement universel de FD = x4

y/ ™~ ("queuc_d'arondc").

Section planc typigue de l'hypersurface (dans )Ha )
des valeurs critigues du déploiement universcl

-
de f_ = x {"papillon") .

2. LA STADILITE EST-ELLE GENERIQUE ?

A AR 5 B ot

Dans le mod&le de Thom [1], un proccssus morpholcogigue se déroulant dans

1'espacc~temps }R4 est décrit par un ®"champ continu do dynamigues" sur 694 :

a chague point x dc 1R4 gst associéc une foncticon vx : E=—>1R, la
fonction “potentiel! de la dynamigue au point x j l'uspacc E  sur lequcl
gst définie Qctte fonction s'interprete comme un "espace de phase", ou espeace
dos états intemes du systéme au point. x  (le fait que cet espace soit in-
dépendant de x correspond & unc hypothesc d*homogénéité) : lc potentiel \/x
varic continOment (ot m8me différentiablement) avec x , et cl'est 1'étude

quelitative de sa variation gui fourmit 1a description du processus



morphologigue,

Le processus morphologique sera scructurellement stable au point X si

la variation du potentiel au voisinage de Xq definit une déformation ver—
selle de Vx » Pour classifier localement toutes les morphologies struce

° 4
turellement stables dans IR , il suffira donc de classifier toutes les

"
s . - . (23 . .
deformations verselles paramétrees par IR, Thom a montré que celles-ci se

classent en sept types locaux : les guatre premiers sont le pli, la fronce, la

cueue d'aronde, et le pepillon (cf. exemples du § precédent) ; les trois
autres sont les ombilics (ombilic elliptigque, hyperbolique, et parabolique),

dont nous reparleronsa la fin du dermier paragraphe,

Une propriété intéressante des processus morphologigues structurellement
stables dans !R4 est leur caractere géneériguc : "presque tout" processus
morphologigue dans 1R4 est localement équivalent & l'un des sept modéles
de Thom, Mais si 1'on regarde, plus géneralement, les processus morphologigues

dans )Rq ( q quelconque), on a une surprise : la stabilité structurelle

(eu sens défini plus haut) n'est génériguc gue pour les petites valeurs de q .

Nous verrons au § 2,2 un contre-exemplc pour a = 7 , di a J, Mather : il
s'agit de déformations @ 7 paramétres d'une fonction o deux variables (la

. a a . . -
fonction x + y )y gul ne peuvent 8tre rendues stables par aucune perturbe-
tion,

En fait, J, Mather s’est intéressé & un probléme plus général, celul de la

stabiliteé des applicaticns de R dans [Rp y Ct il @ montré gue la stabilité

n'est générique gue pour certaines valeurs de n ot p ., De son analysc trés
fine de la notion de stabilité [2] , Jje vais cssayer de donner guelques aper-
gus sommaires, toujours dans le langeage analytique complexe du § 1 [bien que

Mather ait formulé son étude dans le langage différentiable réel),



2.1 Fibre d'un germe d'epplication anelytigue

On a wu (§ 1) que le déploiement universel de la fonction 2z s'écri-

vait
EO

M ] i Mo *]
G i+ sarimrmmneent ([
z U= zrl ' zn-"2 - z

O 1’!"‘2 LR N ] + u1

U pam————, U
ol o
» 2
a 3
u u

Ne=2 M=

L'image réciproque, ou "fibre" (E:)_1 fu) d'un peint u de l'espace but

est en général formeée de n points, correspondant aux n racines d'une
équation du n-iéme degré en z , 81 u =0 , les n racines sont confondues :
un topologue dira gue la fibre au dessus de l'origine se réduit a un point,
mais le langage de la géométrie analytigue (wu algébrique] traduit mieux
1t'idée intuitive de " n points confondus" en disent gue la fibre est ll'espace

analytigue de dimension zéro défini par 1l'algébre analytigue E{z}/(zn)

o]
i

(quotient de @{z} par l'idéal engendré par z ) .

Plus géneéralement, on appclle fibre c'un germe d'epplication analytiquo

i

f= (fq, f Fp) : 0 - 07 1lc germe dlespace analytigue défini par

2’ soe
1'algébre quotient Gfz,; Z,y ess o zn}/(f1, For see s fp) .

L'intérft de cette notiocn apparal® dans le

THEOREME _DE MATHER

Deux germes d'applications stables € —=> t®  sont équivalents (c., a d.

se déduisent 1'un de llautre par does germes d'isomorphismes de la source et du

but) si et sculement s'ils ont des fibres isomorphes,

Dlautre part, étant donné unc elgébrc analytique complexe A , Mather donne

des moyens [2] IV de recconnaltre =i ellec est la fibre d'un germe
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d*application stable, et de construire explicitement ce germe d'application,
@ns entrer dans les détails, notons sculement gu'une condition nécessaire
sur A cst d'8tre l'algebre anslytique d'une germe d'espacc a4 gingularité

isolec ; cette condition est aussi suffisantc dans le cas d'une interscction

complete (germe d’espace donné par exactement autant d'éguations que sa
codimension) : i1 existe dans cc caus une application stable T s En —> Bp
(n = p=dim A) , & fibre donnéc par A , ct qu'on peout interpréter commc

la "déformation universellc" de cette fibre, Jc n'indiguerai pas ici comment se

fait la construction (cf. par cxemple [3]), tout cn me réservant d'y re-

courir sur des exemples,

Un contre-ecxemple de [ather,

Les geométres savent bien que mBme un germe de courbe planc (1c type 1lc

plus simplc d'hypersurface & singularite isoléc !) peut avoir un type d'iso-
morphisme gui variz continQment lors d'unc déformation 3 par exemplec la famille
a un paramétrc de courbes

a
X o+ ya -+ tx2y2 = O

est une famille de cBnes de degré 4 dans le plan, c. & d. quatre droites
concourantes ; on vérificra guelc birapport de ces cquatre droites varic avec

t , or lc birepport cst un invariant analytiquc |

Cet exemplc va nous permettre de construirc unc application {instable)

telle qu'aucune application voisine nc scit stablc, démontrant ainsi 1o

caractlrc non générique dc la stebilité,

Regardons la déformation univcrselle de la fonction x4 + y4 : clle dé-

pend de 8 paramétres, ct peut s'zcrirc

4 4
Fixyyyu) = x +y + Uy g%t g
+u Py + U, xy© 4 u x2y2 :
2,17 Y T U2V ’

-
2,2
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cst un licu dc fibres "excentrigues" du

on observe quo l'axe des Uy
§<

déploiemont [ 1 deux fibres distincteos, sur cet axe, nc sont jamais iso-
morphes (différence de birapport), et unc fibrc sur l'axc ne pout Btre iso-

morphe & unc fibre hors de 1'axe (différcnce de multiplicité par excmple @

~

4 sur 1'axc, < 4 cn dechors), Soit alors f un déploicment & 7 paramétres

de x4 + y4 , déduit du déploiement universcl EI par un changement de basc

transverse a 1l'axc des Us 5 (par exemple le changement de basc
’

¢’ < c® y consistant & annuler la coordonnée  u, 2) .

y > (y,0) ’

~

Je prétends qu'aucunc application voisine de f n'cst stable,

En cffet, l'universalité de F permet d'affirmer (en trichant un peu, car il
ne s'agit plus de germes !) quc toute application voisinc de f  sc déduit du
déploicment F  par un changement de basc voisin du précédent, donc lui aussi

transversc a4 l'axc des Une telle application cst instable sous 1'effet

Yoo

de la déformation "parallelc a l'axce dos Uy ~" o J'ontends par la la dé-
,f_

formation & un paramétre définic en translatant parallelement a l'axc dcs
u2 5 lc changement de basc gqui définit l'application ; en effet la "fibre
]

. ] . . » .
excentriqué' s modific lors do ccttc déformation,
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3. STADILITE TOPOLOGIQUE, PACOLEWE DE L' "EQUIVALEICE TOPOLOGIGUE. STABLE",

D'aprés Thom, le caractére non générique de la stabilité est imputable a
une definition trop stricte de 1'équivelence : si au lieu de 1'éguivalence
anelytigue (ou différentisble) on admet 1'équivalence topologique (définic

par des homéomorphismes de la source ct du but) la stabilité devient générigque,

L'idéc de la démonstration (dans la formulation de Mather) pourrait sc
resumer ainsi
ltoxemple 2,2 ci=dessus illustre un phénoméne général : "presque toute" applica-~
tion f @ c” — c” pout sc déduire d'unc egpplication stable F g EN — Cq
(N =N -p+ q) par un changement dc basc ) ¢ mp — mq (dans la termino-

logie dc Mather, unc telle f est ditc "de type singulier fini" ou T.S.F.) H

de plus, toutc applicetion voisine dc f sc déduit de F  par un changement
de base voisin de ) ; or on peut "stratifier" F (c, a d, partager la

source et le but de F en collection localcment finic de variétés, images les
unes des autres par F , avec des propriétés topologiques convenables) de
telle fagon que tous les changoments de basc "transverses aux strates" soient
topologiquement stables (cela résulte du "théoréme d¥isotopie" de Thom) ;
comme les changements de base transverses aux strates forment un ouvert densc
dans 1'espace fonctionnel de toutes les applications mp —, mq (théoreme

de transversalité), le caracterc générique de la stabilité topologique est

ainsi démontre,

Le noeud de la démonstration est donc l'existence d'une bonne stratifice—
tion de F ., La construction que donne Thom de cctte stratification est tres
technique, et a subi beaucoup d'avatars au cours des différentes redactions
du théoréme d'isotopic [4]. Je mc permettral neanmoins, prenant mes désirs

pour des réalités, de parler de la stratification de Thom comme d'un objet
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défini canoniguement, avec la propriété gu'un changement de base sur F

définit unc applicetion topologiguement stable si et sculement si (?) ce

chongement de base est transverse aux strates. En particulier, pour que lo
germe d'application f qu'on s'est donndé au début soit topologiguement
stable, i1 faudrait (?) qu'il sec déduisc de F par un changment de basec
transversc & "la strate de Thom" passant par l'origine, ct alors, d'apres
le théoreme d'isoctepie de Thom, son type topologigue scrait cntigrment dé-
terminé par celui de F ( F étant topologiquement égquivalent a un déploiement
trivial de f ) ; cela "démontrerait" (1) la

CONJECTURE ¢ Si deux germes d'application analytigucs topologiquement stables

c” —> ¢ ont des fibres isomorphes, ils sont topologiguement équivalents,

Le fait quc lu réciproguc de cette conjecturce soit fausse (commc le
montre l'exemple 2,2, ol le type d'isomorphisme de le Tibre varie continQment)
nous conduit 4 nous poser le

PROBLEME (dit "DE L'EQUIVALENCE TOPOLOGIQUE STABLE").

Etant donné deux algébres enalytiqucs A et A' gqui définissent les
fibres dc doux germes d'epplications stables f ct g & Gn —> Cp , comment
lire sur A ct A' que f et g sont topologigquement éguivaelentes ?

NeBo : Si l'on croit a la discussion qui précede, le probléme posé pour les

applications topologiquement stables peut toujours se ramencr au méme

probleme pour les applications analytiquocment stables ; mais m8me si 1'on n'y

croit pas, ct si 1%on n*aimc pas gue l'énonce d'un probléme dépende d'unc

conjecture, le probleme pour les epplications gnalytigucment stables est

assez intéressant par lui-mfme,
A titre d'expérience, voyons s'il tst facile de resoudre ce probleéme dens
lc cas particulicr o A et A' sont les algébres analytiques de doux

germes de courbes planes, L'intérfit dc cc cas cst que 1'éguivalence
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topclogigue de deux germes de courbes planes a déja été étudiée trés a fond,

et on sait trés bien la traduirc sur lecs algébres (0. Zariski), Mais il

stavére que cette équivalence "ordinzire” est besucoup moins fine que celle

guc nous cherchons ; par exemple, bien gquc les courbes y3 + x9 =0 ct

ya + (ax6 + bx7)y +x =0 soiont topologiquement égquivalentcs (pour a et
b pctits), la premiere admet des déformations qui ne sont topologiguement
équivalentes & aucunc déformation de la seconde (of, mon article [3])

1'équivalence topclogigue "ordinaire" n'impliguc pas 1'éguivelencc topclo-
1mD JPOLD:

giguc stable,




4, LES SYNBOLES ET_ LEURS LULTIPLICITES.

Dans son premicr article sur les singularités d'applications différen—
tiables [5], Thom "classifiait" leos singularités gréce a 1*icde suivante @
1'ensemble critigue se "stratific" suivant les différentes valeurs du rang
de l'application tangentc, chacunc des stratcs ainsi cbtenues sc sous—
stratifie & son tour suivant les valeurs du rang dc l'egpplication restreinte
a cette strate, estc,.. En regardant les rangs de ces restrictions successives,
on obtient des invariants numériques de la singularité, connus sous lc nom

de 'symboles de Thom=Boardman" (Boardman a reformulé ot démontré ce qui

n'était quc suggéré par Them),

THEQOREME OE BOARDMAN [6]

Soit F @ m” —> Cp unc epplication enalytique stablc. A toutc suite

dlentiers Kk = (K,y Koy eany K_) Ky zko 200w 2k 20, est associée
= < S <

1!

unc suitc de sous~variétés analytigues localement fermées
K K, 4K KoaKoy aesgKk

(Dn32132123...3212 S

définies par

K
1 _on
s ={x¢€cC \ dim Ker T F = kq} ,

K g-u:,k sK K jees K K,senegK
T 1 et [x €% L r ‘ dim Ker TX(F!E !

r
) = Rpqd s
l"=1,2,...,5—1;

Les dimensions de ces variéteés sont calculables cxplicitement en fonction de
Ny Py K ("formule de Boardman"), Ces dimensions sont < p , et strictement

décroissantcs, sauf lorsque la suite k sc terminc par des C , auguel cas

la suite dc sous~variétis dovient stationnaire :
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k, 4k k k,.k k ,C K,k K 40,0
1, 2,‘.', 5 1’ 2"", 5’ fll 2!.'.’ S, 3
= oz = % = aae
k1’k2""’ks’o
(v est 1'ouvert densc decs points de
k1'k2""'k8
T ol la restriction de F ost unc immersion),

. N ) . .
Par conséquent, pour tout x € © , il cxistc unc suite

k1,k2,...,ks,o

k1 > k2 S ees = ks >0 ct une seule ftellc guc x € T » La

suite (kq, Koy eee s ks) cst alors appclée symbole de F o oau point x

Calcul clgébriguc du symbole,

Soit A unc algébre analytigquc, donnée par unc préscntation
A= G{x1,...,xd} / I , ot donnons nous également un systéme de génératours
(F1,...,Fr) de 1'idéal I , Pour tout enticr k > O , notons AkI ltidéal
de @{x1,...,xd} cngendreé par Fq’ aney fr ot par tous les détocrminants
mincurs d'ordre d - k 4+ 1 de la matrice jacobicnne }aFj/axiH {avec la
convention AKI =1 si k= sup{0, d~=1r), at AKI = C{Xs see 1 %]
si k>d ), Il est facile de voir gque cet idial AKI dépend seulement de

1'idéal I (et pas du choix dius générateurs), On 1'appelle oxtonsion joco-

bienne & l'ordre k de 1'ideal I , On veérificra aussi que l'algébre quo-

tient @{x1,...,xd}/ﬁkl depend sculement de 1l'algebre A, et pas du choix
de la présentation : nous la nctcrons VKA y ¢t nous 1l'appellerons guoticnt

jacobicn & l'lordre k de ll'alacbrc A,

. K k! .
On remarquera gue si k < k' , AT A I, do sorte que les divers

guoticnts jacobiens de A forment unc suitc d'épimorphismes dialgébres
A= TOA e VqA > VZA e T . Lt demier VKA gui soit différent

de zero cst gppelé guoticnt jaccbicn critiguc de A, En iterant l'opération

"quotient jacobien critique" , on associe & toutc algebre analytigque A unc

suitc canonique d'épimorphismes d'algibres

k K k k K k
1 2 1 s v 2 9 1

A--—->V /\-—*->V v A""_'>:.l-"-">v ema A'-'-'>I.I



(DD chaguc algébre cst définie comme lc guoticnt jacobien critique de la
précédentc), La suite staticnne (caractére nocthérien de A) et se termine
nécessairement par des algébres régulicéres (les scules qui soient égales a
leur quotient jacobicn critiquo). En particuliecr, si A ocst 1'algebre d'un

germe dlespace analytigue & singulorité isclée, les guotients jacobiens

critigues successifs forment une suitc d'algébres analytigques artinienncs

(c. & du de dimension zéro) qui finit par stationner a

k

OIJS‘]-'> VS.-.V v

(k>0)

s Kk Kk Kk o) a]
2 1A=Ev>ﬂ7v/$ > eans

Théoreme de Boardmen (suite) [6)]

81 A est ltalgébre analytigquc fibre d'un germe d'application stable

F , la suite de nombres (k1, Koy sers ks) définic ci-dessus est le symbole
k Ko K

de F & l'origine, De plus, pour tout r <s , Y T 2 v A cst
LS S
1'algébre analytique de l'intersection ¥ ! T n F_1(O) (intersection de
k ..‘k
la variéte lisse réduitc ¢ ! avce la fibre de F ) o

Multiplicités jacobicnncs.

Tous les exemples connus semblent aceréditer 1'idée que les symboles

sont des invariants topologiques, autrement dit i
CONJECTURE : Si deux germes dlepplications analytigues stables

F et G m” — ® sont topologiquement équivalents, ils ont m@me symbole,

On sait par contre gue la réciprogue de cette conjecturc est faussc @
les symboles ne suffisent pas & caractériscr la topologic des applications
stables (cf, exemples ci-dessous), Nous allons introduire des invariants

numériques plus fins que les symboles, les multiplicités Jjacobienncs,

Soit B une algdbre analytigue, I un idéal de définition de B (c. & da

un idéal tel que B/I soit artinienne). Un résultat classiguc de Samuel
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affirme que dimm B/Im est asymptotigucment égquivalent, pour m grand, a

md
C(I) T

-~

ol d est la dimension de 8 , ¢t e(I) est un enticr appelé multiplicité

de 1'idéal I ,

C'est cette notion algébrigue de multiplicité gqui sert & définir, cn géométric

analytique, la multiplicité Vx(x) d'un espacc analytique X en un point x :

vy (X) = e(m)

ol Mx est 1'idgal maximal dc l'anncau local de X en x .

Nous allons faire un autre usage de cctte notion, en remarquant gque si
A est unc algébre analytique artinicnne donnége par une présentation
A= R/I ( R algdbre régulitére), la multiplicité c(I) nc dépend quec de A
et pas de la présentation : cela peut sec montrer en remarguant que si
R' = R{x} est l'algébre analytiquc réguliérc déduitc dec R par l'adjonction
d'une indétermingc x , cot x  est un "élément supcrficicl” - dans la termi-
nologic de Samuel -~ dec l'idéal I' = IR' + xR' , dc sorte que d'apres un

résultat do Samucl ([7], Chap. II § S.c) , c(I') = c(I) .

Nous noterons donc  ¢(A) cette multiplicité o(I) , que nous appellerons

multiplicité ambiantc dc 1'adlgebre artinicnnc A,

THEOREME : Soit F 3 € == C° un gorme d'application analytique stable, ct
notons A 1l'algébre analytiguc de sa fibre, Alors les multiplicités ambiantes
des quotients jecobicns critigues itérés dc A scnt égales aux multiplicités
(géométriques) des images des variétés de Boardman

) k k k k ’k ’.'llk
e(vr...V2V1A=\)(_F(212

),

r= 1,2y aeesS 3 (kq, Koy aee ks) = symbole de F ,
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NoBe: L'application F définit un morphisme Fini donc localement propre de

k1!0.. K k,],-c-,k

T dans €F ; donc lc germe de 1'image F(g &)

au point O
(origine de @° } eost un germe despacc analytique (theéorgme de Remmert) ;
Vo désigne lo multiplicité dc ce germe & l'originc,

Le théoreme ci-dessus se déduit du théoréme de Poardman grfice & un théoréme

dec Semucl ([7], Chope II § 5F), on remarquant que 1'epplication

k1’l.. ’kr

F]z cst biméromorphe sur son imuge (un peint "générique" de 1'image

k’l,...,qu
nc provient que d'un scul point de § } W

L'intértt dec ce théoréme cst renfercé par un reésultat d'Hironaka [8],
d'oprés lequel toutc stratification analytigue réguliére au scns de Whitnoy

a la propriété dtégquimultiplicité lc long des stratcs : 1l'adhérence dc

chaque stratc a une multiplicité constante le long de chacque strate gu'elle
conticnt, Si donc la stratification dc Thom cst réguliére au sens de Whitney

et "respectc lcs symboles", cllc deit aussl respecter les "multiplicités

Jjacobiennes critigucs" : non sculcment le symbolc (k1, cee s ks) devra

rester constant 1lc long do chagque strate, mais aussi les multipliciteés

Kk K
ambiantes ¢(V ¥ ee V ! A) (r=1,2, ssee sy 9) &

On notcra que les multiplicités ambiantes qui intcrviennent ici sont celles
des guotients jacobicns critigqucs itéreés de A , ot gue nous nec savons ricn
dirce = pour lc moment - des multiplicités ambiantcs des gquotients jacobicns
non eritigues ; il serait pourtant bicn intéressant de savoir si elles

aussi sont des invariants tcpologigues,
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Aocmerquc sur la multiplicité ambiantc ¢(A) , lorsguc F  est un morphisme

fini (¢" > ¢ , n<p).

Cas n = pW

*)

A cst 1l'algebre analytigue d'unc intersecticn compléte, de sortc que
e(A) = dime A = dogré du revBtement défini par F

e(A) cst donc un invariant topologiguc.

Cas n < p

On poeut voir que l'application F  est clle aussi biméromorphc sur son

image, ct lec théorémc de Samuel déja utilisé permet d'en conclure que
¢ N
e(A) = vO(FUD 1) .
e(l\) est donc constentec sur choguc strete d'unc stratification réguliérc

au sens de Whitnay,

Lc nombre o de Milnor comme multiplicité jacciziennc .

Duns lc cas particulier ol A cst 1'algebre analytigque dlun germe

d'hypersurfacc & singularite iscldéc (A = B{Xys see s xd}/(F) y le quotient
jacobicn critigquc de A cst vd A = m{xq, cen 3 xd}/Ad(F) '

Ad(f) = (f, f;1, 0o 3 F;d) y Qui correcspend & 1la variété dc Bocrdman

zd = {x € En\TxF non surjective} (onsemble critigue de F ). F(zd) cst
alors unc hypersurfacc de v sy 1c "licu discriminant" ou enscmblc des valcurs
critiques dc F , La multiplicite de co licu discriminant admet unc intcr-

prétaticn homologique @ c’est lc nombrec do Ycycles évanouissants" de 1'hyper—

surface (f = 0) dont on ost parti, nombre ncté ,  par Milnor [9]

#* .
) On utilisc le lemmc suivant ([7], Chap. II § 5c) : si I , idéal do
définition d'une algébre analytigue B , est engendré par cxactement

d éléments (d = dimension de B) , alers c(I) = dimg B/I .
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Dtapres notre théoréme, la multiplicité jacobicnne e(vd A) est donc_cégalc

)

*
au nombre  de Milnor,

Indiquons, & titre d'amuscment, comment on peut retrouver algébriquement
ce résultat,

cps o sas d d
Par définiticn, (V" A) = c{p (F)) .
Notons J 1'idéal de B{X,s ess » x,} engendré par (F; v ese a5 ) . On

1 d
a Ad(f) = (f) + J « Or on peut montrer quc 1'dlément f est entier sur

l'idéal J , c, & ¢, satisfait & unc équaticn T a1fp-1+ azfrh2+...+ar 0

'
avec  a, € di (c'est la traduction algsébrique d'une “inégalité dc

tojasicwicz" |f(x)| = C |jgrad f(x}{|) . Do cette dépendance intégralc de f

sur J , on déduit par un calcul algébrique tres facile que ef{(f) + J) = c(J) :
"asymptotiguement", tout sc passe comme si f  cppartenait & J . Or 1'idéal

de définition J dans l'anncau m{xq, ses xd} cst engendré par exactement

d €léments, do sortc que dlaprés lc lemme de Samucl déja utiliseé
e(Jd) = ding C{X,s sse o xd}/d .

Ce demicr nombre n'est autrc gquc l'expression algébrique bien connue du
nombre y de Milncr, Ce.deF.0.

EXEMPLES,

1 Ombilic paraboliguca.

A= B}/ (F) =y st

5 3F af,
A (Fo) = (fcs ETX.- ’ 5-}7. ) = (xy, X+ dy)
azf aef 32f
2 Z(f“)" 2(f)+( Q 8} O) (
A A o "'A o 2 ¥ 1] 2 = x, y).
oX AXY Y

* A . . s s sae s .
) I1 serait intéressant de savoir si les autres multiplicités jacaobienncs

admettent clles aussi des interprétations homologiqucs,



Le symbcle est donc (2,2) .

Le déploicment universel de f_ pout s'éerire

o

-
Foa > ¢
Xy Yy fxy, ¥y Uy v, 8, t)
Uy Vy Sy t Uy Yy Sy T

aveo

Fxy ¥y Uy vy S, t) = ya + uy3 + vy2 + (x2 + 8)y + tx ,

Pour U, v, 5, t Ffixés, 1'extension jacobicnne A% AZ(F) s'éerit

2% 12 ()

)

(fy f;: f;s F"21 F;y! L
x Y

(x, Yy Vy Sy t) a

2 i
La variété dc Boardman 22’“’0 (ensemble des points de symbole (2,2)) est donc

l'axcdes u (x=y=v=s=t=0),

La suite des extensions jaccbicnnes critigues itéreées, con un point de 1taxe
des u 4 cest donc

(F) < 22(F) = 4% 22(F) = idéal maximale

Calculons la multiplicité de AZ(F) en un peint dec l'axc des u . Tous

calculs faits,; on trcuve

2 - 4 3 ~
A(F) = (Fy £L, T1) = 7+ w™y v, ayT ¢ auy® + x%)
2 . .

c(a™(f)) = c(F, r;s F;) = C(T;s F;) =

[

u(xy, 4y3 + 3uy2 “+ XZ) =

dimg C{xyy}/(xv, ay” + 3UY2 + X2)

{4 pour u £ 0, u petit

S pour u=20,
L*'invariant c(AZ(F)) (ncmbre |, de Milnor) permet denc de distinguer
1'coriginc parmi tcus les points dc symbole (2,2). En fait, les topologucs

savent biocn qu'au veisinage de ltorigine (singularité baptisée "ombilic



2.

~
parabclique"), les autres points de 2"2’0

scnt d'un type topologique
diffeérent, baptisé "cmbilic ordinairc® (ombilic "clliptiquc" outhyperbeligue®
dans lc cas réel),

Singularité de transition dc Whitney,

2 3
A= m{x,y}/Ih ' ID = (xy, x“ + y°)

y X

La matrice jaccbienne s'écrit

ax lay

de scrte que A2 I, = (xyy)

Lc symbole cst donc (2)

Le déploicment universel peut s'écrirc

F s ES > CS
2 3 2
Xy ¥y Xyy X~ 4+ ¥ o+ Ly + ux + vy,
ty uy, v ty, u, v

Pour t, u, v fixés, 1l'extensicn jucobicnne AEI de ltidéal
I = (xy, NG + y"3 + ty2 4+ ux + vy) s'écrit AZI = (X, y, uy V) o

La variété dc Becardman zc’o (ensemble des points de symbolc (2)) est donc

l'axc dcs t (x =y =u=v=0).

Calculons la multipliciteé de I on un point de 1l'axe des t . On trcocuve

2 3 2 .
e(I) = e(xy, xX“ + y~ + ty°) = dim,, C{xyy}/ (xy, 4 y3 + ty2)

(]

r
{

:

S5 pour t =20,

4 pour t #0, t petit

Ll'invariant o(I) (multiplicité embiantc dc 1z fibre du morphisme fini F )
permet donc dc distinguer 1'originc parmi tous les points de symbole (2),

En fait, on peut montrer que l'origine a la particularité suivante (Whitney ;

. . . . . 2,0
voir aussi cxcrcice ciedessous) 3 c'est lc seul ooint dc ¢!

achéront & 21’1’1’1’0 .

qui scit
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Excrcicc : Dans l'cxemple ci-dessus, le licu des points de la source ol la
multiplicité ambiantc dc la fibrc vaut 5 est censtitué par la courbe donnéc

paramétriguement par

X = sa, y = 52, t = = 552, U= = 553, v o= 1054 .

Le complémentaire de l'origine dans cotto courbe cst la variété 21’1’1'1'0
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QUESTIONS EN _SJSPENS,

OQutrc les queostions déja mentionnées, signalons les suivantes (la 2C ct

lc 3° sont des versions trés édulcordes de la 157 0) i

10)

30)

40)

En admettant que les symboles ct leos multiplicités jacobiennes (criticues
et necn oritiqucs) soient constants sur chaque strate de Thom, suffiscnte

ils & caractériscr la stratification de Thom, au meins locdlement ?

Les ensembleos d "équimultiplicité jacobicnne! scnt=ils des sous-variétés
de l'espace source ? Si oui, qucl genrc de stratification définissente
ils ?

L* "équimultiplicité jacobicnne" impligueo=tw-clle l'équivalence topolo-
gigue des fibres ?

La réponsc & la 30 question cst oui dans lc cas des courbes planes ¢ on
effet, on sait que la constance du nombre |, de Milnor suffit &

assurer 1l'équivalence tcopologique des membres dtunc famille analytique
des courtes planes (L& Dung Trang [10] ; 1o démonstration est beaucoup
plus facile si 1'cn sait par aillcurs gue la multiplicité des courbes est

constante, cc gui cst bien lc cas si 1lc symbcle cst constant).

I1 cst trés facile de voir que mBme pour les déformations de courbes
plancs la constance de |, ¢t celle du symbole sont doux phénomenes
indépendants 3 " peut varicr alors que le symbole reste constant

(cxemple 1), ct inversement, Mais si gy gt lc symbole sont tous deux

constants, les multiplicités jacobicnncs critiques itérées autrcs quc

cuvent=clles varier 7?7 Je n'en ai pas trouvé dlexemple,
P p
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