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O P E R A T E U R S P S E U D O - D I F F E R E N T I E L S 

E T O P E R A T E U R S D E F O U R I E R 

B. Malgrange 

INTRODUCTION. 

L ' e x p o s é qui suit e s t un résumé de Hôrmander [ l j , a r t i c l e qui 

comprend e s s e n t i e l l e m e n t deux pa r t i e s : 

1) Une r é e x p o s i t i o n de la théor ie des opéra teurs p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s , 

e x p o s i t i o n qui amél iore l e s p r é c é d e n t e s , notamment par l ' u t i l i s a t i o n s y s t é m a t i 

que d e s i n t é g r a l e s o s c i l l a n t e s . 

2) Une g é n é r a l i s a t i o n de la théor ie p récéden te : l e s "opéra teurs de 

Four ier" (en a n g l a i s "Fourier in tégra l o p e r a t o r s " ) . 

Nous avons l a i s s é de c ô t é l e s a p p l i c a t i o n s à la théor ie des é q u a 

t i o n s aux d é r i v é e s p a r t i e l l e s , non abordées dans c e t a r t i c l e (voir à c e su je t 

l ' a r t i c l e d ' e x p o s i t i o n Hôrmander [ 2 ] ) . D i s o n s seu lement q u e , en g r o s , l e s 

opéra teurs de Fourier sont une s y s t é m a t i s a t i o n des c l a s s i q u e s "déve loppements 

en paque ts d ' ondes" de l 'opt ique g é o m é t r i q u e , e t q u ' i l s fourn issent un moyen 

d 'é tude pu i s san t d e s équa t ions aux d é r i v é e s p a r t i e l l e s "à c a r a c t é r i s t i q u e s 

s i m p l e s " , a lo r s que l e s opéra teurs p seudo-d i f f é r en t i e l s ne permettent guère 

d 'é tudier que l e s équa t ions e l l i p t i q u e s . Nous avons a u s s i l a i s s é de c ô t é 

la ques t ion des "fronts d ' ondes" (qui joue d ' a i l l eu r s un rôle important dans 

l e s a p p l i c a t i o n s ) e t s e s r e l a t i o n s a v e c l e s t ravaux de Sa to e t de s e s é l è v e s 

sur l e s hype r - fonc t ions (voir notamment Sa to [ 1 ] ) . Ce t t e dernière ques t ion 

fera l ' o b j e t d'un e x p o s é ul tér ieur à la R . C P . 
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I . OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS. 

Soi t X un ouvert de IR ; nous noterons Z f ( X , F P ) l ' e s p a c e 

d e s fonc t ions a ( x , 0 € C œ (Xx lR P ,(C ) , t e l l e s qu'on a i t , pour tout K c e X 

| D > B a ( x , § ) h C . „ ( l + | § | ) m _ | a | , ( x , ç ) ( E K x I R P . 
S X OC / P / 

On u t i l i s e , b ien sûr , l e s no ta t ions h a b i t u e l l e s sur l e s mul t i -

e n t i e r s , a v e c = ( - i ^ ~ ) a , et | ç | la norme euc l id i enne dans IR P . 
s os 

Pour n=p , on a s s o c i e à a l 'opéra teur A : -#(X) - C°°(X) qui 

e s t a i n s i défini : 

( 1 . 1 . ) (Af)(x) = ( i - ) n f e i X ? a ( X / ç ) f (§)de 

a v e c f(§) = f f ( x ) e ~ 1 X ? d x , xÇ = £ x ? . 

Supposons en par t icu l ie r que a soi t un polynôme en ? : on 

a r , a G C (X,(D) , e t la formule d ' invers ion de Fourier 
a a 

nous donne Af = S a D a f : i c i , A e s t donc un généra teur d i f f é r en t i e l , d'où 
a 

le nom "d 'opéra teurs p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s " donné aux A dans le c a s géné ra l . 

2 
Le noyau de A e s t , par dé f in i t i on , la d is t r ibut ion sur X 

déf inie par (K. ,g(x)f (y) ) = J(Af) (x)g(x)dx ; on voi t immédiatement que K 
A 2 

e s t défini à partir de a par la formule suivante : pour h £ ^ ( X ) , on a : 

( 1 . 2 . ) < K , h > = ( - L ) n f J e 1 § X a ( x , Ç ) d x d Ç f h(x , y ) e ~ i Ç y d y . 
A 2n ^ j 

Le l e c t e u r pourra vér i f ie r f ac i l ement la c o n v e r g e n c e de l ' i n t ég ra l e 

d o u b l e , en u t i l i san t le fait que J h ( x , y ) e * " y d y e s t à d é c r o i s s a n c e rapide en 

(x ,Ç) et "à support compact en x Par c o n t r e , si l 'on ava i t éc r i t une 

in tégra le t r ip le en dxdÇdy , c e l a ne convergera i t p a s , au s e n s usuel : nous 

reviendrons plus loin sur c e t t e ques t ion . 
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Théorème 1 . 1 , 

e s t un "noyau t r è s régul ie r" au s e n s de S c h w a r t z , c e qui s i  

gni f ie c e c i : 

1) A opère de £(X) dans C œ (X) 

2) A se prolonge par con t inu i té en un opéra teur £ ' (X)-• .# ' (X) 

(noté enco re A ) 
00 

3) e s t C e n - d e h o r s de la d i agona l e . 

Rappelons qu 'on appe l le support s ingul ie r d 'une dis t r ibut ion 

S Ç & (X) l e plus pet i t fermé Y e X t e l que la r e s t r i c t i on de S à X - Y 

soi t C . Il r é su l t e du théorème précédent que A n 'augmente pas l e s sup

ports s i n g u l i e r s , o u , s i l 'on p ré fè re , que A agi t l oca l emen t sur £* (X)/«£(X) 

i l peut donc se prolonger en un opérateur sur ^ ' ( X ) / C (X) . 

Rappe lons a u s s i qu'un opérateur t r è s régul ie r B e s t dit " régu la r i -
00 

san t" s ' i l envo ie cont inûment £ ' (X) dans C (X) ; i l rev ien t au même de 
00 

dire que le noyau K e s t C partout. On vér i f ie f ac i l ement q u e , s i 
B 

a Ç 2 = 0 2 , A e s t r égu la r i s an t . 

Pour m € TR , ou m = - » , on appe l le "opérateur p seudo-d i f f é 

r en t i e l d'ordre ^ m " un B t rès régul ier de la forme B = A+ r é g u l a r i s a n t , 

a v e c a ç S m ; leur e n s e m b l e sera noté S m ( X ) ; en p a r t i c u l i e r , S °°(X) 

e s t l ' e n s e m b l e des r é g u l a r i s a n t s . L ' app l i ca t ion a - A défini t a lo r s par p a s -

- S / S ; on 

démontre q u e , s i A e s t r é g u l a r i s a n t , on a : a Ç E °° ; autrement dit on 

a le théorème suivant : 

Théorème 1 . 2 . 

L ' app l i ca t i on a e s t b i j e c t i v e . 

L ' app l i c a t i on s ' appe l l e " le symbole" ; s i A 6 S , a 

e t s i a(a) = A ( " t i lde" = p a s s a g e au quotient) , on dira enco re que a e s t 
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un symbole de A . 

On peut a u s s i , en p a s s a n t encore plus au quo t i en t , cons idé re r la 

b i j e c t i o n S m / Z ) m 1 -* S m / S m 1 ; l ' app l i ca t i on i n v e r s e , di te "symbole p r inc i 

p a l " , g é n é r a l i s e la not ion de "part ie p r inc ipa le d'un opérateur d i f fé ren t ie l " ; 

en f a i t , c ' e s t e l l e qui joue souvent le rôle e s s e n t i e l dans l e s a p p l i c a t i o n s . 

Sur £ m / £ °° , on met la topo log ie l inéa i re où un sys t ème fonda

menta l de v o i s i n a g e , de 0 e s t c o n s t i t u é par l e s E P / E , p^m ; 

autrement d i t , une s é r i e a^ 6 E m / S °° converge s i e t seu lement s i l 'ordre 

de a^ tend v e r s - » ; un lemme f a c i l e a s s u r e que c e t t e topo log ie e s t 

c o m p l è t e , autrement d i t , s i l 'on a des a p ayant la propriété p r é c é d e n t e , 

i l e x i s t e a 6 S m t e l que l 'ordre de ( a - S a ) tende ve r s - » a v e c N . On 
U p 

éc r i r a a lo r s a ~ Z)a 
P 

L e s t héo rèmes su ivan t s permettent de c a l c u l e r a v e c l e s o . p . d . 

(modulo r é g u l a r i s a n t s ) comme a v e c l e s opéra teurs d i f fé ren t i e l s : 

Théorème 1 . 3 . 
t m 

Le t r a n s p o s é A de A 6 S e s t a u s s i un o . p . d . d'ordre <> m . 

S i a (resp t a ) e s t un symbole de A (resp *A) , on a : 

^ ( x , ? ) ~ Z ( i D J a D a a ( x , - § ) / a ! . 
a 

* t -

II revient au même de c o n s i d é r e r l ' ad jo in t A = A de A 

("barre " = c o m p l e x e conjugué) ; on a a lo r s a * ( x , § ) = t a ( x , - § ) ; d'où 

a * ( x , § ) ~ r ( i D j a ( - D ) a a ( x , ç ) / a ! . 
S X 

En p a r t i c u l i e r , l e symbole pr inc ipa l de a* e s t équ iva len t à 

a ( x , s ) . So ien t A € S m , B € S m ; l e composé A 0 B n ' e s t pas toujours 

défini ; n é a n m o i n s , i l se ra défini par exemple s i ou e s t à 

support propre, i . e . a un support dans dont l e s deux p ro j ec t i ons 
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sur X sont propres ; comme K e s t C°° en dehors de la d i a g o n a l e , on 
CD 

peut , en la mult ipl iant par une fonct ion C à support propre, et é g a l e à 1 

au v o i s i n a g e de la d i agona le éc r i r e A = A'+A" , A1 à support propre et 

A" r é g u l a r i s a n t , et de même pour B ; on t rouve a lo r s que A'oB* e s t b ien 

défini modulo l e s r é g u l a r i s a n t s ; nous noterons AoB un des opéra teurs 

ob tenus a i n s i . Un autre procédé équ iva len t c o n s i s t e à remarquer que AoB 

e s t b i en défini en tant qu 'opéra teur sur ^'/C°° / puisque A et B opèrent 

de manière l o c a l e sur c e t e s p a c e . On a a lo r s l e théorème suivant : 

Théorème 1 . 4 . 
_ - _ - m ^ -m' - n m+m' 
Pour A € S , B Ç S , on a AoB 6 S ; s i c e s t un 

symbole de AoB , on a 

c ~ T, - ( [ ( i D ? ) a a ] [ D j b ] . 
a ! ^ x 

Le terme généra l de c e t t e s é r i e e s t d'ordre m + m ' - | a | , donc 

la s é r i e c o n v e r g e . 

En pa r t i cu l i e r , l e symbole pr inc ipa l de AoB e s t équ iva len t à ab ; 

et le symbole pr inc ipa l (d'ordre m + m ' - l ) de [A,B] = AB - BA e s t é q u i 

va len t au c r o c h e t de P o i s s o n de a et b , à un fac teur i p r è s . 

Théorème 1 . 5 . 

So i t cp un difféomorphisme X -» X' , et soi t A Ç S m ; on a 

cp(A) € S m , et son symbole a vér i f i e : 

a ( x ' , n ) = a ( x , § ) mod 1 

cp 

a v e c x ' = cp(x) , •§ = V ' fcOr) 

I l r é s u l t e de l à que le symbole pr inc ipal de A s e t ransforme 
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comme une s e c t i o n de X f ^ X ^ X ) / ! ^ 1 ( X / T * X ) , T*X le f ibre co tangen t à X ; 

c e l a permet de définir l e s o . p . d . et leurs symbo le s pr incipaux (mais non 

leurs symbo le s tout court) sur l e s v a r i é t é s . Notons a u s s i qu ' i l e x i s t e une 

formule asympto t ique complè t e pour a (qui ne semble pas avoi r d ' impor-
cp 

t a n c e e s s e n t i e l l e j u s q u ' à nouvel ordre ? ) . 

Donnons maintenant que lques i n d i c a t i o n s sur l e s démons t r a t i ons . 

Je l a i s s e de c ô t é l e théorème 1, é l émen ta i r e ; d ' a i l l e u r s , j e reviendrai 

plus loin sur un c a s plus g é n é r a l . L e s théo rèmes 2 à 5 s e démontrent 

e s s e n t i e l l e m e n t en même t e m p s , à partir d 'une s i tua t ion plus g é n é r a l e , 

que nous a l l o n s examiner main tenant . 

Reprenons la formule 1 .2 : e l l e s ' é c r i t formellement 

< K A ' h > = ( ^ 7 ) n HI e i ^ ( x ' y ) a ( x / § ) f ( x , y ) d x d y d § . 

On va donner un s e n s à une t e l l e formule ; pendant que nous y sommes , et 

en vue d e s paragraphes s u i v a n t s , c o n s i d é r o n s plus généra lement une " in t ég ra l e " 

du type suivant : 

I (f) = f e i c p ( x ' 9 ) f ( x , 9 ) d x d e , x € X , 0 € R N 

cp ^ 

a v e c l e s h y p o t h è s e s s u i v a n t e s : 

P . l ) cp € ( M X x l R * ) , OR* = R N - \0\) , 

P. 2) cp e s t r é e l l e , et s a n s poin ts c r i t i q u e s pour 9 ^ 0 . 

P . 3 ) cp e s t homogène de degré 1 en 9 , i . e . cp(x,t0) = tcp(x,9) , t>0 . 

P . 4) f 6 S m ( X x ] R N ) et il e x i s t e K e n X , a v e c f ( x , 9 ) = 0 pour x £ K . 

Il e s t a lo r s f a c i l e de fabriquer un L = S a. + S b ^ + c , 
3 obj k o x k 
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t e l qu 'on a i t l i t e* 5 ) = e ^ , a v e c a. e S ° ( X ; ] R N ) ; , c € E ^ O f c l R 1 * ) . 
J k 

Supposons f = 0 au v o i s i n a g e de 0 = 0 (on se ramène à c e c a s en 

posant f = a f + ( l - a ) f , a G J L , a = 1 au v o i s i n a g e de 0 ; l e terme 
B 

cor respondant à a f dans l ' i n t é g r a l e conve rge t r i v i a l e m e n t ) . 

Soi t x £ / X = 1 au v o i s i n a g e de 0 ; posons 

f ( x , 9 ) - x ( e 9 ) f ( X , 0 ) ; en appelant M le t r a n s p o s é de L il v i e n t , en 
€ 

in tégrant par pa r t i e s k fo i s 

I (f ) = I ( M k f ) = f e ^ t t / f )dxd9 
cp e CD e J e 

on a M ^ f Ç E m _ K ; si l 'on a c h o i s i k a s s e z grand pour qu'on ai t 

m-k ^ - (N+1) , on voit que I (f ) c o n v e r g e , pour e •+ 0 ve r s l ' i n t é g r a l e 
y G 

u s u e l l e indépendante de y 

I ( M k f ) = f e ^ i N L f)dxd9 . 
CD - k 

Par dé f in i t ion , nous pose rons I (f) = I (M f) ou enco re I (f) = lim I (f ) 
cp cp cp ^ Q cp e 

et nous appe l l e rons I (f) une " in tégra le o s c i l l a n t e " ; nous emploierons 
CD 

l e s mêmes no ta t ions que pour l e s i n t é g r a l e s u s u e l l e s . L e s formules u s u e l l e s 

d ' in tégra t ion s u c c e s s i v e et de changement de v a r i a b l e s seront a lo r s v é r i f i é e s , 

sous des h y p o t h è s e s c o n v e n a b l e s que j e n ' a i pas env ie d ' e x p l i c i t e r i c i . 

Revenons a lo r s à la t héo r i e des o . p . d . ; suivant une idée de 

Kuranish i , c o n s i d é r o n s , plus généra lement que ( 1 . 2 ) , de s i n t é g r a l e s o s c i l 

l a n t e s de la forme 

<K A , f> = f e ^ ( x - y ) a ( x , y , ç ) f ( x , y ) d x d y d 0 

2 JTI 2 n 
a v e c f € i>(X ) , a ( x , y , § ) £ - (X xIR ) . O n démontre f ac i l emen t qu 'on a 

A ç S m ( X ) , A l 'opéra teur a s s o c i é au noyau (nous admettrons c e po in t ) . 

S i a ( x , x , § ) = 0 pour x € X , on peut éc r i r e a ( x , y , § ) = £ ( x - y )b ( x , y , § ) , 
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d 'où , en intégrant par pa r t i e s : 

< K A , f ) = i Z f e ^ X ~ y ; fdxdydî 

j 

nQ"~ 1 

donc A G S ; c e c i montre que l e symbole pr inc ipa l de A e s t équ iva len t 

à a ( x , x , § ) ; plus g é n é r a l e m e n t , en i t é ran t , on t rouve qu'un symbole b 

de A e s t donné par la formule 

b ( x , § ) ~ £ L(iDv)
aDaa(xfy,î) \ 

a! 5 Y ' y ^ x 

Le théorème 3 e s t a lo r s immédiat : en effet on p a s s e de K„ à 
A 

Kp# en conjuguant et é c h a n g e a n t x et y ; donc s i A e s t défini par a ( x , § ) , 

A* e s t déf ini par a ( y , § ) et il suffit d 'appl iquer la formule p r é c é d e n t e . 

Pour l e théorème 4 , on opère en gros a i n s i ; so i t A 6 S m , de 

symbole a ; en u t i l i s an t le théorème p r é c é d e n t , A peut a u s s i ê t re défini 

par un a ( y , § ) , et on a a lo r s (en modifiant au b e s o i n A par un régula r i san t ) : 

<Af,g> = ( ~ ) n f e 1 § ( x " y ) â ( y , ? ) f ( y ) g ( x ) d x d y d § 
Zrr ° 

e t , par Fourier : 

Af(§) = J e " i C y a ( y , 5 ) f ( y ) d y 

a lo r s on a ( formel lement , c e l a s ' a r range f a c i l e m e n t ) . 

(AoB)f(x) = ( f - ) f e i § X a ( x , § ) Bu(l)di 

= ( ^ ) n f e i ? ( x " y ) a ( x / | ) b ( y , § ) f ( y ) d y . 

Donc AoB e s t défini par c ( x , y , § ) = a ( x , ç ) b ( y , § ) , et l 'on 

termine f a c i l e m e n t . 
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Enfin, pour la formule de changement de v a r i a b l e s (qui é ta i t le 

point d é l i c a t dans l e s p r é s e n t a t i o n s a n t é r i e u r e s ) , on s e ramène modulo des 

r égu l a r i s an t s à t r a i t e r le c a s où A e s t défini par a ( x , y , ç ) , a v e c a = 0 
2 

en dehors d'un peti t v o i s i n a g e de la d i agona le de X ; on a a l o r s , en 

posant iji = cp ^ (et en cons idé ran t i c i des i n t é g r a l e s o s c i l l a n t e s pour x 

f ixé ) 

cp(A)f(x') = A(focpH(x') 

= J e i C U ( x , ) " y ] a ( ^ ( x J ) , y , § ) f ( c p ( y ) ) d y d § 

au v o i s i n a g e de la d i a g o n a l e , on a ^ (x')-\ | j (y') = \ ( x ! , y ' ) ( x ' - y ' ) , et 

y ( x ' , x ' ) = ^ ' (x*) , donc \ e s t i n v e r s i b l e ; on fait a lo r s le changement de 

v a r i a b l e s r\ = \ ( x ,

/ y 1 ) ? et l 'on trouve 

cp(A)f(x') = (~~) ' e ^ ( x ' " y , ) a (x' , y ' , n ) f (y ' )dy ' 
2TT cp 

a v e c a ( x ' , y \ T i ) = a (y ( x ' ) , 4 (y ' ) , \ ( x ' , y V.) 1^.1 | d é t x ( x ' , y ' ) ] - 1 et le 
cp uy 

théorème r é s u l t e du fai t qu 'on a a € , et 
ci? 

a ( x \ x \ r , ) = a ( * ( x ' ) . . j ! ( x , ) , % , ( x , ) " 1 r 1 ) . 
CD 
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I I . DISTRIBUTIONS DE FOURIER. 

Reprenons l e s i n t é g r a l e s o s c i l l a n t e s dans l e c a s géné ra l ; une 

fonc t ion cp sur X x ]R^ vér i f iant P . l à P . 3 sera appe l ée "une p h a s e " . 

On posera 

r = i ( x , 0 ) | c p ' = 0} et C = j (x , cp ' ) <E X x ] R * | ( x , 9 ) 6 r 1 . 
cp 1 8 } cp x * 1 cp] 

On dira qu 'une phase cp e s t "non d é g é n é r é e " s i , pour tout ( x , 9 ) 6 Tr , 

l e s d ( ~ ~ ) sont l inéa i rement indépendants ; a lo r s ( fonct ions i m p l i c i t e s ) , 
i 

? e s t une va r i é t é de d imension n (ou e s t v i d e , c a s pour nous s a n s 
cp 

i n t é r ê t ) . 

So i t a 6 2 7 v X , ] R ) ; on c o n s i d è r e sur X la d is t r ibut ion 

A : f t > I ( a f ) , f 6 MX) . I l r é su l t e f ac i l emen t des c a l c u l s dé f in i s san t 

l e s i n t é g r a l e s o s c i l l a n t e s que A e s t une d is t r ibut ion d'ordre k , pour 

tout k vér i f iant m-k < -N . 

Théorème 2 . 1 . 

1) Le support s ingu l ie r de A e s t con tenu dans la p ro jec t ion de 

C (= la p ro jec t ion de Y ) . 

cp cp 

2) S i cp e s t non d é g é n é r é e , a lo r s 

i) S i a e s t plat (= nul à l 'ordre infini) sur r , A € ; 

i i ) S i a e s t nul sur , A peut a u s s i ê t re défini par (cp et) 

b 6 Z f ' V l R 1 * ) . 

L e s démons t ra t ions sont immédia tes : 

1) Pour x i proj tr ) , r e

i c p ( x ' 9 ) a ( x , 9 ) d e a un s e n s en tant 
cp ** 

qu ' i n t ég ra l e o s c i l l a n t e , et l e même c a l c u l montre que sa va leur dépend de 
00 

manière C de x . 
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2) I l suffit de démontrer la s e c o n d e a s s e r t i o n ; pour c e l a on 

montre qu'on peut é c r i r e a = Z b, TT~~ , a v e c b . 6 ,TR ) , en dehors 

d'un v o i s i n a g e de 9 = 0 ; une in tégra t ion par par t i es donne a lo r s l e r é s u l t a t . 

Exemple 2/1 : 

I c i on r emp lace n par 2n (resp N par n) et x par ( x , y ) 

(resp 6 par Ç) on a cp = § ( x - y ) , donc C = } ( x , x , S , - § ) } et 
2 ^ 

proj C = A , d i agona le de X : on retrouve le fai t que le noyau d'un 
^ 00 

o . p . d . e s t C en dehors de la d i a g o n a l e . 

Exemple 2 . 3 : 

C o n s i d é r o n s l e problème de Cauchy pour l ' é q u a t i o n des o n d e s : 

f * f - A u = 0 

• u ( x , 0 ) = 0 

[ ^ ( x , 0 ) = f 

à l ' i n s t a n t t , on a u ( x , t ) = T £ (-p £ e

l 5 x + e t ^ 1 (2i 1 ? | ) f | §)d§ 

ou encore 

1 n i [ 5 ( x - y ) + e t | § | ] ^ 

u ( x f t ) = H G ̂ 2TT"̂  X e ( 2 i | § | ) f(y)dyd? ( in tégra le o s c i l l a n t e ) . 

(Le fai t que | § | * n ' e s t pas régul ier à l ' o r ig ine e s t s a n s importance ; i l 

suffit de tronquer au v o i s i n a g e de 0 dans l ' e s p a c e des § pour se ramener 

au c a s généra l 4- un r é g u l a r i s a n t ) . Pour ( x , t ) f i x é , l e s v a r i a b l e s é tant i c i 

y et s , on a y = § ( x - y ) + e t | § | ; e s t défini par y - x = £t TJT et 
n • CP 2 2 ' > 

sa p ro jec t ion dans 1R es t la sphère (y -x) = t , c e qui e s t conforme 
aux propr ié tés de "propagation des s i n g u l a r i t é s " de l ' équa t ion des o n d e s . 
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D e même , s i l ' on c o n s i d è r e l e noyau a s s o c i é à l ' opéra teur 

f i > u , on voi t que son support s ingu l i e r dans l ' e s p a c e des ( x , y , t ) 
2 2 

e s t l ' e n s e m b l e (x -y ) = t . La théo r i e des opéra teurs de Fourier a , entre 

a u t r e s , pour but d 'é tendre c e s f a i t s à d e s équa t ions du type le plus géné ra l 

p o s s i b l e ; ma lheureusemen t , comme i l a d é j à é t é dit dans l ' in t roduc t ion , 

nous n ' aborderons pas c e t t e ques t ion i c i . 

Remarquons enco re qu 'on peut " l o c a l i s e r " l e s déf in i t ions p r é c é d e n t e s 
N 

a i n s i : so i t V un ouvert con ique de X x TR^ , i . e . V e s t s t a b l e par 

( x , 0 ) \ > ( x , t 6 ) pour tout t £ 0 ; soi t cp une phase déf in ie sur V 

et so i t a € I j (X,]R ) ayant son support con ique dans V (*) ; a l o r s 

pour f € £(X) , l ' i n t é g r a l e o s c i l l a n t e I (af) = f e 1 C p ^ X / 9 ' a ( x , 9 ) f ( x ) d 6 d x 
cp v 

se ra b i en d é f i n i e , et définira donc e n c o r e une d is t r ibut ion sur X . 

D a n s la s u i t e , nous supposerons toujours l e s p h a s e s non d é g é n é r é e s ; 

a l o r s l e r é su l t a t pr inc ipa l e s t en gros l e suivant : la c l a s s e d e s d i s t r ibu 

t i o n s de Four ier d é f i n i e s par cp ne dépend que de C . Pour le vo i r , 

nous a l l o n s commencer par examiner deux c a s pa r t i cu l i e r s impor tan ts . 

i) Changement de v a r i a b l e s . 

Le c a l c u l e s t i c i immédiat et servi ra seu lement à p r é c i s e r comment 

i l faut s ' y prendre pour tout éc r i r e de manière invar ian te : soi t x = u (x ' ) , 

0 = v ( x , 9 ' ) a v e c v homogène en 9 ' un difféomorphisme de la va r i é t é 

con ique (X,V) sur une va r i é t é con ique ( X ' , V ) ; on a l ' é g a l i t é entre i n t é 

g r a l e s o s c i l l a n t e s : 

(*) on appe l l e ra "support c o n i q u e " de a l e plus pet i t fermé con ique 
N N 

F c X x m t e l que a = 0 dans X x ]R - F . 
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iCp(x,0) , . f . . . . r> i c p ( x ' , 9 ' ) - / , r^\7 f i\ ! D u I i D v U urn 
J a ( x , 9 ) f (x)d0dx = J e a ( x ' , 6 ' ) f (x 1 ) | — ,| \ — , jdx 'd9 1 

a v e c cp (x ' , 9 ' ) = cp(u(x') , v ( x ' ) ) / et de même pour a et f . 

I l e s t commode i c i de poser b ( x , 9 ) = a ( x , 9)d9,ydx , 

g(x) = f(x)>s/dx , i . e . de t r a v a i l l e r , non a v e c des fonc t ions a et f , mais 

d e s s e c t i o n s r e s p e c t i v e m e n t des f ib res Çi^Çi^^ ^ et O^yg x ' ° ^ 

Q (resp d é s i g n e l e f ibre des vo lumes (ou d e n s i t é s d'ordre 1) et 

^ 1 / 2 * e ^ e s d e n s i t é s d'ordre 1/2 ; on a a lo r s 

* i c p ( x , 9 ) u / q\ / \ * icplx^Q 1 ) ;- / , .\ 
J e ^ b ( x , 8 ) g ( x ) = J e ' b ( x ' , 9 ' )g(x") 

a v e c b ' (resp g) t ransformé de b (res'p g) par (u ,v) , par déf ini t ion 

dé n et Q- . . 
7 1/2 

On a par un c a l c u l f a c i l e : i ( x ' ,9 ' ) | j j ^ , | G X ^ X ' , ^ ) , 

c e qu 'on écr i ra : 

b ( x ' , 9 " ) 6 ^ ( X , / ; 0 S Q , } . 

9 1 / 2 , x 

D 'au t r e part, (et c e l a e s t plus important) , on a 

= 7^* (u, v)^r-, ; donc r e s t le t ransformé de r - par l e difféomorphisme 

06 ÔB ôo cr cp 
(u ,v) ; en f in , sur r - * on a - ^ ^ : c e c i montre que C e s t l e 

cp bx ox 6 x ' cp 
t ransformé de C - par (u ,v) à condi t ion de cons idé re r C comme s o u s -

cp n cp 
e n s e m b l e du co tangen t T*X de X (et * non'" de X x TR ) . 

Rappelons que T X peut ê t re défini comme l ' e n s e m b l e d e s c o u p l e s 

(x , (df ) ) , x £ X t (df) la d i f f é ren t i e l l e d 'une fonct ion en x ; en c o o r -
X X 

données l o c a l e s , un point de T*X sera r ep ré sen té par (x , . . . , x ,Ç , . . , § n ) 
a v e c ) r eprésen tan t la d i f fé ren t i e l l e en x de § , x „ + . . . + § x 

l n 1 1 n n 
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(ou de toute autre fonc t ion f t e l l e que ^ ~ ( x ) = §,) . Sur T*X , la 
ox, 1 

1 

forme d i f f é ren t i e l l e TT = 12 ^ d x ^ e s t invar ian te par changement de coordon

n é e s , a i n s i que sa d i f f é ren t i e l l e ex té r i eu re jj = SdÇ^Adx (nous l a i s s o n s 

le l e c t e u r , à t i t re d ' e x e r c i c e , donner une déf ini t ion " in t r in sèque" de TT et 

de uu). La forme uu défini t c e qu'on appe l l e une "s t ructure symplec t i que" 

sur T*X . 

I l importe i c i de remarquer que la va r i é t é (immergée) C n ' e s t 
cp 

pas que l conque : en effet l ' image réc iproque de rr sur r par i : 
cp 

T -> C vér i f i e 
cp cp 

i * C § . c b O = £ r ^ - d x . = dcp - E 7 ^ de „ = dcp = 0 
i i ôx. i b8 . i 

i i 

(car cp = 0 sur r par l ' i den t i t é d 'Euler : = T. 9, ) . Par s u i t e , 
cp i b6, 

i 
la r e s t r i c t i o n de uu (et même de TT) à C e s t nul le ; C e s t c e 

- y . ^ 

qu 'on a p p e l l e une va r i é t é l ag rang ienne de T"*X , i . e . une va r i é t é 

( immergée dans T*X) de d imens ion maximale n sur l a q u e l l e la r e s t r i c 

t ion de uu so i t nu l le ; on p r e s sen t i c i le rô le que vont jouer dans la 

t héo r i e l e s t rans format ions c a n o n i q u e s de T*X , i . e . l e s dif féomorphismes 

de T*X l a i s s a n t uu i nva r i an t e . Réc iproquement , il e s t f a c i l e de vo i r , 

qu 'une va r i é t é l ag rang ienne con ique de T*X - { 0 } , peut l oca l emen t 

( i . e . dans un v o i s i n a g e con ique de chacun de s e s poin ts ) ê t re déf in ie 

par une p h a s e non d é g é n é r é e . 

i i ) Adjonct ion de n o u v e l l e s v a r i a b l e s : 

(Nous n ' u t i l i s e r o n s pas enco re i c i l a d i s c u s s i o n qui p r é c è d e ) . 
N 

Soi t cp une phase sur V , ouvert con ique de X x TR ; so i t W l 'ouvert 

con ique de X x IR^ 4"* formé des ( X , 9 / T ) vér i f iant ( x , 9 ) € V , 
2 

| r | < K19 j pour un K > 0 ; posons ep(x, S , t ) = cp(x, G) + T / 2 | 9 | ; on a 
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JT1 ftJ | ^ 
évidemment O = C ; so i t a £ IJ (X;1R ) , à support con ique dans W ; 

cp cp 
on a , pour f g ^ (X) , par in tég ra t ions s u c c e s s i v e s : 

2 

I - ( a f ) = I (bf ) , a v e c b ( x , 9 ) = P e l T / 2 l 9 ' a ( x , 9 , T ) d T 
cp cpv J J 

on a i c i une in t ég ra l e u s u e l l e , puisque a = 0 pour | T | ^ K10 j . 

Pour éva lue r b , on appl ique la méthode de la phase s t a t i o n n a i r e , 

i . e . on é c r i t d 'abord : 

2 

b ( x , 9 ) = | 9 | f e i a 1 9 1 / 2 a ( x , 9 , l e | a ) d a 

d 'où , par Fourier 

BFAC.e) = * W i J e - ^ 2 / 2 i 9 l I F X . e . ^ d p 

a v e c â ( x , 8 , r ] ) = J a ( x , 8 , J 9 !a )e l a r | d r ) 

Pour 19 j -» oo la par t ie p r inc ipa le de la dernière in tégra le e s t 

J â (x ,0 , r ) )d r ) = 2 r r a ( x , 8 , 0 ) par Fourier ; de façon plus p r é c i s e , en u t i l i s an t 

l e développement asympto t ique 

2 p 

| e " i T 1 / 2 G - £ ( - i ^ 2 / 2 | 8 | ) A ! I <> ( n 2 / 2 | 9 i ) P + 1 / ( p + l ) ! (p ent ie r ) , 
0 

on montre f ac i l emen t le r é su l t a t suivant : 

Propos i t ion 2 . 1 . 

(En dehors d'un v o i s i n a g e de 0 Ç IR 1 ^) , on a b ( x , 9 ) € Z m 4 " 1 / / 2 ( X , I R N ) ; 

e t , modulo jf1 1 / / 2 ( X , ] R N ) , la par t ie p r inc ipa le de b e s t 

v / 2 r r | 6 | e l n / 4 a ( x , 9 , 0 ) . 
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2 
S i Ton ava i t pris C P ( X , 8 , T ) = cp(x,9) - T / 2 | 9 | , dans le r é su l t a t 

on aurait e i T T / / ^ ; plus géné ra l emen t , s i l 'on prend 

q > ( x , 6 , T ) = cp(x ,9) - A ( T , T ) / 2 | 9 | , 

A une forme quadrat ique non dégéné rée sur 1RP , on t rouve , en é l iminant T 

par réduct ion à la forme d i agona le et a p p l i c a t i o n s s u c c e s s i v e s du résu l t a t 

p récédent : 

b ( x , 9 ) ~ ( 2 T r | 9 | ) p / 2 | d é t A i " 1 / 2 e W 4 a ( x . e , 0 ) module S m _ 1 + P / 2 , 

a v e c a = s igna ture de A . 

i i i ) Le c a s généra l : 

Avant de l ' e x a m i n e r , il faut encore fa i re une cons t ruc t ion qui 

permet te de mettre dans l e même s a c l e s deux c a s pa r t i cu l i e r s p r é c é d e n t s . 

Soi t cp une phase non d é g é n é r é e , déf in ie sur un ouvert con ique 
N 

V c X x TR ; l ' a p p l i c a t i o n -* C e s t l oca l emen t un difféomorphisme, 

du fa i t que cp e s t non d é g é n é r é e ; en re s t r e ignan t V , on peut supposer 

que c ' e s t un di f féomorphisme. Sur T on a un volume u défini a i n s i : 

cp ' • cp 
so i t a la forme d i f f é ren t i e l l e de degré n sur V déf in ie par 

cp 
a A d ( ^ ) A . , . A d ( ^ ) = dx a . . . a dx A d 9 i A . . . a d 9 , 

cp &9 1 b9 , T 1 n i N 
1 JM 

a lo r s u = la i ; c h o i s i s s o n s , au v o i s i n a g e d'un point de r d e s fonc t ions 
cp ' cp1 cp 

sur V , so i t , t e l l e s que l e s \ et l e s ~ ~ forment un s y s t è m e 
l n i 

de coo rdonnées l o c a l e s ; on aura 

\à = i . D ( X ^ ^ ) / D ( x / 9 ) R 1 d X 1 . . . d \ 

CD 1 &t\ 1 n 
J 

Pour l e s gens s a v a n t s , on peut a u s s i définir u par la formule : 
cp 

a = ô ( ^ ) d x d û , 6 la " fonc t ion" (= courant de degré 0) de D i r a c 

sur JR 
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Soi t a l o r s a ( x , 9 ) € 7j (X,IR ) , à support con ique dans V , et 

so i t â la r e s t r i c t i o n de a à F ; d ' après l e théorème 2 . 1 , s i l 'on 
cp 

s ' i n t é r e s s e seu lement à la "part ie p r i n c i p a l e " de l ' opéra teur défini par a 

( i . e . , s i on t r a v a i l l e modulo l e s opéra teurs déf in i s par des é l é m e n t s de 

) , s eu l a nous i n t é r e s s e ; i l se ra enco re mieux de t r a v a i l l e r a v e c 

l ' image i (a ) de a par i : F -* C puisque nous vou lons f inalement 
cp cp 

fa i re tous l e s c h a n g e m e n t s de phase (non dégéné rée ) qui ne changent pas 

; i l faut donc voir comment i (â) e s t t ransformé par l e s opéra t ions 

de i) et i i ) . 

C a s i) . Le théorème de dér ivat ion des fonc t ions c o m p o s é e s permet 

de s ' a s s u r e r immédiatement que la co r r e spondance CK/dxdG «—> àjyi^ e s t 

invar ian te par l e s d i f féomorphismes e n v i s a g é s . Nous sommes donc amenés 

à c o n s i d é r e r le " symbole p r inc ipa l " de la d is t r ibut ion déf in ie par a et 

cp doit ê t re défini par ) . 
"h 

C a s i i ) . Soi t C ( x , 9 T) = +>(x,9) + A(r , T ) / 2 ( S | (T£1R P ) comme 

en i i ) , et so ien t a ( x , 9 , r ) £ £ m (X, TR^~*~P) et b ( x , 9 ) comme en i i) ; d é s i -
N+p N 

gnons par TT la p ro jec t ion X x ]R -» X x IR ; comme F e s t défini 
" 1 

par T = 0 , ^ = 0 , N e s t un i somorphisme l \ n ~ F ; on vér i f ie 

a lo r s f ac i l emen t la formule su ivan te 

—— ———- r\ /O 1 / O 
TT(dkJ\L ) = c Vi-Un / a v e c c = r e s t r i c t i o n à F _ de l 8 | Idé tAl afc,0,O) 

VJJ 4̂  Cp ' 

Comparant a v e c la formule qui donne la par t ie p r inc ipa le de b , on trouve 

la même c h o s e à deux " d é t a i l s " près : 
n / 2 

a) Un fac teu r (2TT) , qu ' i l e s t f a c i l e d ' é l imine r en normal isant 

autrement la déf ini t ion des d i s t r ibu t ions de Fourier : dans la s u i t e , à cp , 

phase sur X x TR^ et a 6 T^fcJB^) , nous ferons correspondre la d i s t r i -
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bution A : f t > (2TT) ( n + 2 N ) / 4 i ( a f ) , f ç, ^ ( x ) . C e t t e normal i sa t ion 
cp 

e s t d ' a i l l eu r s a u s s i c o h é r e n t e a v e c c e l l e que nous avons adoptée pour l e s 

p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s . 

b) Le f ac teu r e

i r T Q / 4 ^ ^ = S i g n a t u r e de A , qu i , l u i , ne se 

l a i s s e pas e x o r c i s e r , comme on va le vo i r . 

P a s s o n s maintenant au c a s géné ra l : nous examinerons d i rec tement 

la cons t ruc t ion " g l o b a l e " des d i s t r ibu t ions de Four ie r , en supposant tou te fo i s 

que X e s t un ouvert de IR n (il se ra f a c i l e e n s u i t e de p a s s e r au c a s 

g é n é r a l , où X e s t une v a r i é t é ) . Soi t C une s o u s - v a r i é t é l agrangienne 

con ique fermée de T*X - ¡ 0 } , et m un en t i e r 2> 0 . On s e donne en 

outre : 

a) D e s p h a s e s non d é g é n é r é e s cp. dé f in i e s c h a c u n e dans un 
N. J 

ouvert con ique U c X x IR J

 t t e l l e s que r -> C soi t un isomorphisme , 

que C so i t -un ouvert de C , et que l e s C so ien t un recouvrement de C . 
O cp. 

w\ ^ r v ^ + ( n - 2 N , ) / 4 . v TO

N

h « . . , 
b) D e s a € L. j (X,IR j ) a v e c support con ique de 

a!' € K , K é tant un c ô n e à b a s e c o m p a c t e de U, . Soi t A. la d is t r ibut ion 
J m J J 

de Four ier déf in ie par cp. et A. ; on appe l l e I ( X , C ) , l ' e n s e m b l e des 
J J 

d i s t r ibu t ions A = S A , pour n ' importe quel c h o i x d e s â  ( l e s cp, é tant 

f i x é s ) . On a d 'abord le résu l t a t suivant : 

Propos i t ion 2 . 4 . 

l m ( X , C ) ne dépend pas du c h o i x des cô  . 

Pour obten i r un résu l t a t plus p r é c i s , il faut a s s o c i e r un "symbole 

p r inc ipa l " à un é lément de I m ( X , C ) . Pour c e l a , on c o n s i d è r e d 'abord l e s 

i ( â j V | j ^ ) / Q u i s ° n t des d e n s i t é s d'ordre 1/2 sur C ; compte tenu du fait que 
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iCy/Mçp̂  ) e s t homogène de degré N^/2 (comme on le v o i t , en cons idé ran t 

l ' a c t i o n de l ' homothé t ie 9 \ > t9 sur p. ) , on peut cons idé r e r 

i ( a V | i ) a v e c des dé f in i t ions plus ou moins é v i d e n t e s , comme un é lément 
J cp j 

de I™+n/*(C;ni/2) . 

Pour t en i r compte des f ac t eu r s de p h a s e , une cons t ruc t ion sup

p lémenta i re e s t n é c e s s a i r e : on conv ien t que a. et a, dé f i n i s s en t " le 
J k 

même s y m b o l e " dans un ouvert de C N C s i , dans c e t ouver t , on a 
CP. CP, 

J k 
m a . / 4 r T i a ^ / 4 

y en. k cp. 
J k 

a v e c o. = s ignature de ( $ . ) " , a, = e t c . . . 
J j 2 k 

9 

D 'une façon plus savan te : on montre que cr - e s t l oca lemen t 

cons t an t dans C N C (mais non n é c e s s a i r e m e n t a. et a, ) ; on c o n s i -
cp. cpk J k 

dère a l o r s l e f ibre L de f ib re - type (C défini par le " c o c y c l e de M a s l o v " 
r r i ( a j - a k ) / 4 

a , = e (sur l eque l on conv ien t que l e s homothé t i e s a g i s s e n t 

t r i v i a l e m e n t ) , et on c o n s i d è r e l e s ) comme des s e c t i o n s de 
j CP 

^ 1 / 2 ^ L ' i , e ' ^ e S é l é m e n t s ^ e ^ ^ ' ^ 1 / 2 ^ ' l e " s y m i D 0 ^ e ^ e A " 

e s t a l o r s , par déf in i t ion , la somme ZiCa^ii ) et l 'on a le résu l ta t suivant : 
J CD. 

S i A et B , dé f in i s comme précédemment (avec éven tue l l ement  

des s y s t è m e s {cp } di f férents) ont même symbole modulo £ m + n / / ^ * t  

on a A-B 6 I m " 1 ( X , C ) . 

C e r é su l t a t se démontre , en même temps que la proposi t ion 2 . 4 , 

par réduct ion aux deux c a s pa r t i cu l i e r s i) et îi) . On définit a i n s i une 

app l i ca t ion 
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^ + n / 4 ( C f l 1 / 2 ^ + n / 4 H I ' V o / I ' ^ O C C ) 

qui e s t évidemment s u r j e c t i v e , compte tenu de c e qui p r é c è d e , et l e 

r é su l t a t p r inc ipa l e s t l e suivant : 

Théorème 2 . 5 . 

C e t t e app l i ca t ion e s t b i j e c t i v e . 

A noter que la démonst ra t ion de l ' i n j e c t i v i t é demande encore du 

t r a v a i l . Notons a u s s i que l e c o c y c l e e s t à va l eu r s dans l e groupe 

des r a c i n e s hu i t i èmes de l ' u n i t é , ou , en no ta t ions a d d i t i v e s , dans 2 /82? ; 

en f a i t , comme on a s g n ( § . ) " - N. = 0 (mod 2) , on peut réduire le 

groupe s t ructura l à en remplaçant a. , par le c o c y c l e équ iva len t 
- 1 T T ( N - N K ) / 4 J K 

<x.,e . Hôrmander donne a u s s i une autre in te rpré ta t ion , plus 
J K 

géomét r ique , du fibre co r respondan t , l i é à des c o n s t r u c t i o n s an té r i eu res 

de M a s l o v et Arnold, et montre par un exemple que , en g é n é r a l , on 

ne peut pas réduire davantage le groupe s t ruc tura l . 



- 21 -

I I I . NOYAUX DE FOURIER. 

On appl ique l e s c o n s t r u c t i o n s p r é c é d e n t e s , a v e c X remplacé 

par XxY , X (resp Y) ouvert de ]R n (resp IR P ) - o u , plus géné ra l emen t , 

a v e c X et Y des v a r i é t é s , ma i s peu importe . Soi t a lo r s A Ç i m ( X x Y , C ) , 

C une va r i é t é con ique l ag rang ienne fermée dans T*(XxY) - ¡0 } ; A e s t 

une d is t r ibut ion sur XxY , ou plus p réc i sémen t une forme l i néa i r e con t inue 

sur . M X x Y , ^ ^ ) ' e n t e n a n t compte des c o n v e n t i o n s p r é c é d e n t e s . Par su i te 

( théorème des n o y a u x ) , A définit une app l i ca t ion con t inue 

Jfr№sù^^ -* ^ , ( X , Q 1 ^ 2 ) qu 'on notera enco re A ; l o c a l e m e n t , A sera dé f i 

ni par la formule 

<Af,g> = ( 2 n ) " ( n + P + 2 N ) / 4

 r e

k P ( x ' y ' e ) a ( x , y , e ) f ( y ) g ( x ) d x d y d e 

a v e c a g £ m + ^ r H " P 2 N ^ 4 ( X x Y , ] R N ) , et cp une phase non dégéné rée sur 

XxYxlR^ (ou sur un ouvert con ique V de c e t e s p a c e , a é tant à support 

con ique dans V ) . 

I l e s t plus commode i c i de c o n s i d é r e r l ' e n s e m b l e C e r * ( X x Y ) - { 0 } 

obtenu à partir de C par l ' a p p l i c a t i o n ( x , y , § / N ) > ( x , y , § , - < N ) ; sur 

C* la r e s t r i c t i on de la forme J U V - U ) v e s t n u l l e , uu (resp uu v) dés ignant 

la 2-forme canon ique de T*X (resp T * Y ) . S i , par e x e m p l e , et c ' e s t souvent 

le c a s dans l e s a p p l i c a t i o n s , c ' e s t l e graphe d'une app l i ca t ion 

F : T*Y -> T*X . , on a F* (uu v ) = uu v , c ' e s t - à - d i r e que F e s t une t r a n s -

X Y 

formation c a n o n i q u e . Par e x e m p l e , dans le c a s d'un opérateur p seudo-d i f f é -
•* 2 

r e n t i e l , on a X = Y , C e s t la d iagona le de (T X) , et F e s t l ' i d e n 

t i t é . 

Un c a s pa r t i cu l i e r important e s t c e l u i où C (ou C , c e l a revient 

au même) , e s t con tenu dans [ T * X - j 0 j ] x r T * Y - { 0 | ] ; on dira a lo r s que C 

e s t une r e l a t ion canon ique (homogène de T*Y dans T*X) . S i cp(x,y,G) e s t 

une fonct ion dé f in i s san t l oca l emen t C , c e l a veut dire qu 'en tout point 
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( x , y , e ) où l 'on a ^ = 0 , on a ^ ¿ 0 e t M ^ 0 . U t i l i s a n t la 

b8 ôx by 

première i n é g a l i t é , on voi t que , pour f € ^ ( Y ) et x f i x é , l ' i n t é g r a l e 

o s c i l l a n t e 

J e i c p ( x ' y ' e ) a ( x , y , 0 ) f ( y ) d y d e 

se ra d é f i n i e , et on voi t f a c i l emen t (par l e même ra i sonnement qui définit 

l e s i n t é g r a l e s o s c i l l a n t e s ) q u ' e l l e dépend de manière C°° de x ; donc A 

envo ie (cont inuement) £ (Y) dans C°°(X) ; de même, la 2e i n é g a l i t é nous 

montre que l e t r a n s p o s é A' de A envo ie J}{X) dans C°°(Y) , donc en 

t r ansposan t A envo ie S ' (Y) dans jft* {X) et f ina lement A e s t un noyau 

régu l ie r (mais non t r è s r égu l i e r , sauf s i la p ro jec t ion de C sur XxY e s t 

con tenu dans la d i a g o n a l e ) . 

L e s r é s u l t a t s importants de c e paragraphe conce rnen t i) l e s 

ad jo in t s (ou l e s t r a n s p o s é s ) i i ) la c o m p o s i t i o n . Le point i) e s t immédiat , 

(il suffit e s s e n t i e l l e m e n t de permuter le rôle des v a r i a b l e s x et y ) . Nous 

i n s i s t e r o n s un peu plus sur i i ) , s a n s tou te fo i s entrer dans tous l e s d é t a i l s . 

Supposons que et so ien t deux r e l a t i o n s c a n o n i q u e s , r e spec t ivemen t 

de T*Y dans T*X et de T*Z dans T*Y ; g r âce aux nouveaux programmes 

des l y c é e s et c o l l è g e s , tous l e s enfan ts savent aujourd 'hui c e que s ign i f i e 

l e composé C ^ ° C ^ ; r appe l ions quand même que c ' e s t l ' e n s e m b l e d e s 

( x , § , z , £ ) t e l s qu ' i l e x i s t e (y fr\) a v e c ( x , ç , y , n ) € et ( y , r ) , z , £ ) g . 

Une mei l l eure manière de dire l e s c h o s e s e s t de cons idé re r la " d i a g o n a l e " 

A c T*Xx(T*Y) xT*Z , i . e . l e s poin ts dont l e s deux c o m p o s a n t e s dans T*Y 

sont é g a l e s , de prendre x n A , et de l e pro je te r dans T*X x T*Z . 

Supposons que ^^xC^ r encont re t r ansve r sa l emen t A ; on voit a l o r s que 

C ^ x C ^ H A e s t une bonne v a r i é t é , de d imension dim X + dim Z , et que sa 

p ro jec t ion dans T*X x T*Z e s t une immersion ( i . e . la d i f fé ren t i e l l e de la 

di te p ro jec t ion e s t partout de rang maximum) ; s i nous supposons en outre 
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c e t t e p ro jec t ion i n j e c t i v e et propre, son image ^^C^ se ra u n e s o u s -

va r i é t é de T * X 0 T * Z dont on voi t f ac i l emen t que c ' e s t une re la t ion canon ique 

homogène de T*Z dans T*X . Sous l e s h y p o t h è s e s p r é c é d e n t e s , on a l e 

théorème suivant : 

Théorème 3 . 1 . 
m, m ? 

Soien t A ç I ( X x Y , C ! ) et A € I (YxZ,CL) , à supports 
1 m { + m 9 / , x v

 1 

propres . On a a lo r s : A ^ £ I 1 z ( X x Z , ( C ^ C ^ ' ) . 

La démons t ra t ion , en g r o s , s e fai t a i n s i : en omettant l e fac teur 

de no rma l i s a t i on , on é c r i t , ap rès avoi r pris que lques p récau t ions de support : 

i[cp 1 ( x / y # 9 ) + c p 2 ( y / z / T ) ] 
A ^ A g f W = J e a 1 ( x , y , 9 ) a 2 ( y / z , T ) f (z)dydzdedr 

/~2 ~2 
on pose a = C/9 +T Y / 0 , T ) et l 'on c o n s i d è r e cp = cp̂ +̂cpg et a = 

comme fonc t i ons de ( x , z , a ) . On voit a lo r s que C e s t b ien l ' e n s e m b l e 
cp 

qu'on c h e r c h e , i . e . {C^C^)% ; la d i f f icul té e s t qu ' i l n ' e s t pas "tout à f a i t " 

vra i que a soi t un symbole de l 'ordre voulu , mais on arr ive à s ' en sort ir 

par une t r onca tu re . 

Le symbole pr inc ipa l de A^A^ s ' ob t i en t à partir du même c a l c u l ; 

nous ne donnerons pas la formule complè t e pour ne pas a l longer enco re c e t 

e x p o s é , et nous omet t rons l e s d e n s i t é s et l e f ibre de M a s l o v (qui, d ' a i l l eu r s 

ne changen t l e s c h o s e s que par un fac teur " u n i v e r s e l " , i . e . ne dépendant 

que d e s C^ et non des A ) ; à c e t t e r e s t r i c t i o n p r è s , on voi t que le 

symbole pr incipal de A ^ A 2 s 'ob t iendra a i n s i : on prend l e produit d e s sym

b o l e s de A^ et A^ sur x C^ / on prend la r e s t r i c t i on à C^xC^Hà , 

et on pro je t te sur G^oC^ ; m ° V e n n a n 1 : de s c o n v e n t i o n s c o n v e n a b l e s , c e t t e 

manière de fa i re garde un s e n s pour l e s symboles " e x a c t s " , à va l eu r s dans 
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n 1 / 2 ® L . 

Un c a s par t icu l iè rement s imple e s t c e l u i où l e s r e l a t i o n s c a n o n i q u e s 

et sont d e s "graphes c a n o n i q u e s l o c a u x " , i . e . leurs p r o j e c t i o n s sur 

T*X et T*Y (resp T*Y et T*Z) sont des di f féomorphismes l o c a u x ( c e c i 

implique en pa r t i cu l i e r que X , Y , Z ont même dimension) ; a l o r s sur 

et , on a un volume canon ique obtenu par image réc iproque à partir de 

c e l u i de T*Y (ou T*X pour C , ou T*Z pour C^) , donc on peut 

ident i f ie r l e s d e n s i t é s d'ordre 1/2 à des f o n c t i o n s , donc l e s symbo le s prin

c ipaux de A^ et A^ à des fonc t i ons sur et (éventue l lement tordues 

par le f ibre de M a s l o v ) ; c ' e s t en par t icul ie- c e qui s e p a s s e pour l e s 

p seudod i f f é r en t i e l s , où l e fibre de M a s l o v e s t par d e s s u s le marché t r i v i a l . 

On peut voir qu ' a lo r s la cons t ruc t ion p récéden te du symbole prin

c i p a l de A^Ag e s t e x a c t e m e n t la b o n n e . 

Pour te rminer , donnons que lques e x e m p l e s importants pour l e s 

app l i ca t i on : 

i) Supposons que C soit le graphe d'un difféomorphisme 

canon ique , et so i t A e I (XxY,C) ; a l o r s on a A* Ç I ( Y x X , C * ' ) , 

où C* = C (mais en f a i s an t jouer à X et Y des r ô l e s pe rmutés ) . On aura 

A* A Ç I°(YxY y A
l ) / L e . A* A e s t un pseudo-d i f f é ren t i e l d'ordre 0 sur Y ; 

d ' ap rès une propriété des p seudo -d i f f é r en t i e l s (que j ' a i omis de rappe le r , 

mais qui s e démontre a u s s i a v e c l e s c o n s i d é r a t i o n s du § 1 ) , A*A opère 
2 2 

cont inuement de L fl£' dans (L l o c a l ) ; par s u i t e , A p o s s é d e r a la 

même propr ié té . 

i i ) Supposons X = Y = Z ; soi t C le graphe d'un difféomorphisme 

c a n o n i q u e , et so i t A g i m ( X , C ) , l e symbole pr inc ipal de A étant i n v e r s i 

b le ; et so ien t P et 0 deux pseudo-d i f f é r en t i e l s de symbole pr inc ipal p et 
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q r e s p e c t i v e m e n t , t e l s qu 'on ai t PA = AQ ; a lo r s s i ( x , § ) = F (y ,r|) e s t 

l ' équa t ion d é f i n i s s a n t C , on aura : p ( F ( x , § ) ) = q ( x , § ) , donc p et q 

s e déduisen t l 'un de l ' au t re par la t ransformat ion canon ique F . C e ré su l t a t 

e s t fondamental pour l e s a p p l i c a t i o n s , c a r i l permet souvent de s impl i f ier 

cons idé r ab l emen t la par t ie p r inc ipa le d e s p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s . I l a é t é é t a b l i 

d 'abord (dans un c a s un peu moins généra l ) par Egorov [1 ] . 

Donnons un exemple ; so i t H l 'opéra teur pseudo-d i f f é ren t i e l défini 

par ( 1 . 1 ) , a v e c h ( x , § ) = | § | (peu importe c e qui s e p a s s e au v o i s i n a g e 

de 0 dans l ' e s p a c e des ç , c e l a ne c h a n g e l e s c h o s e s que par un régu la r i san t ) 

Soi t F la so lu t ion du problème de Cauchy pour la "demi équat ion des o n d e s " 

d F t 
- i "TT" = HFX , a v e c F = f ; par t ransformat ion de Fourier en x , on a 

dt t o 

F + = ( - i - ) n f e i ( t i § 1 + X § ) f (ç)dç ( in tégra le ordinaire) 

= (MU P e

i ( t l § , 4 " < X ~ y , ? ) ) f ( y ) d y d § ( in tégra le o s c i l l a n t e ) 

i . e . , pour t f i x é , F e s t donné par U f , U un opérateur de Fourier 

de phase co = ( x - y , § ) + t j ç | ; a lo r s C e s t donné par 

f x - y + i i « ï 

I n = = § 

le groupe à un paramètre de t rans format ions c a n o n i q u e s qui fai t p a s s e r de 

(y.-ri) à ( x , § ) e s t c e l u i qu 'on obt ien t en r é so lvan t l e s équa t ions c a n o n i q u e s 

cor respondant au hami l ton ien H , comme on voit tout de s u i t e ; par s u i t e , 

s i P e s t un pseudo-d i f f é ren t i e l (on aurai t env ie de dire "un o b s e r v a b l e " ) , 

l e symbole pr inc ipa l de u

t P U t

 1 e s t l i é à c e l u i de P par la t ransformat ion 

canon ique p r é c é d e n t e . 
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En u t i l i s an t des déve loppements en paque t s d 'ordre , on peut voir 

que c e c i e s t vrai pour tout h de par t ie p r inc ipa le homogène de degré 1 

en § et t e l que H soi t au toad jo in t e . 
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