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NOUVEAUX THEOREMES DE REGULARITE POUR LES PROBLEMES UNTILATERAUX

par HaTm BREZIS

On rencontre en physique et en mécanique un certain nombre de phénoménes
régis par des équatiomns aux dérivées partielles et soumis "en plus®™ A des contraintes

unilatérales, Par exemple, on impose & la solution d'8tre supérieure & une valeur

critique ¥ et lorsque la solution u atteint la valeur ¢ , alors le probléme
®*change de nature™ de maniére a préserver la contrainte u 2 § .

Pour simplifier 1l'exposé, nous considérons seulement le cas d'opérateurs
elliptiques d'ordre 2, mais des problémes de m8me nature peuvent &tre posés pour des
opérateurs paraboliques ou hyperboliques, En général on ne pourra pas obtenir de so-
lution au sens classique (02 par exemple)., Dans une premiére é&tape on est donc amené
A envisager une formulation faible (variationnelle). On établit ensuite que la solu-
tion appartient aux espaces de Sobolev Va'p (résultat comparable & celui de [2] et

[8]) . Enfin on atteint le seuil de régularité dans les espaces de Sobolev fraction-

1
naires en montrant que u GVS'P pour tout 1 < p < +® et s <2 4+ 5

I. FORMULATION ABSTRAITE VARIATIONNELLE.

Soit V un espace de Hilbert sur R de dual V',

Soit A un opérateur linéaire continu et coercif de V dams V' , i.e,
(Au,u)z(!“u”2 Yun €V, a>0.

S0it © une fonction convexe s.c.i. de V dans J-o, +®] , g F +® ,

On pose D(g) = {u €V ; olu) < o} .
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THEQREME 1. - Pour tout £ €V' , il existe u € D(9) unique solution de 1'inéquation

(1) (Aau, v-u) + o(v) - ¢(u) 2 (£, v-u) Vv € D(p) .

Le théoréme 1 est dl & F, Browder [4] . C'est une variante d'un résultat
antérieur de G, Stampacchia [10] qui avait considéré le cas particulier ou o est

la fonction indicatrice d'un convexe fermé X de V

. _ {0 si we€cx
b oW =r () ={% H EEE

Remarque 1,

Dans le cas particulier ou ¢ est différentiable, l'inéquatiom (1)

stécrit Au + 9'(u) = £ . Plus généralement, en utilisant la notation commode du sous-

différentiel

dp(u) = {g€V' ; o(v) -~ olu) = (g,v-u) Vv € D(o) }

1'inéquation (1) s'écrit Au + dp(u) 3 £ .

Remarque 2.

Lorsque A* = A, il est aisé de vérifier que l'inéquation (1) est équi-

valente au probléme de minimisation

1

Min ‘;‘(AV,V) + CP(V) - (fnv) .
v EV

En particulier si o = IK , on cherche & minimiser 1l1'"énergie"” d'umn systéme soumis A

des contraintes unilatérales représentées par le convexe K .,

QUELQUES EXEMPLES.

Soit Q un ouvert borné de R° de frontidre trés réguliére [ .

Soit V = H‘;(Q) = {u € LZ(Q) ; gaxl‘- € Lz(Q) et wu=0 sur I}

i
., du Ju
Soit Au = -Au ou plus précisément (Au,v) = f X SiL >

ot i i



Exemple 1.
Soit ¢ €H'(Q) , ¥ <0 sur T et soit K = {v € Hé(ﬂ) EERV AN |
-1 . . N p
p.p. sur Q} . Pour tout £ € H  (Q) , il existe, d'aprés le théoréme 1 , u € K

unique vérifiant

du

z
S v OX.
10 i

ov du
(ax:_L - =3 )dx = fQ £, (v-u)dx Vv €X .

On en déduit formellement que p.p. sur () on a

ou bien u >y et -fMu = f
ou bien u =¥ et ~Au 2 £ .

Par ailleurs, d'aprés la Remarque 2, u minimise sur X la fonction-
nelle % f Igradvl2 dx - f f. v dx .
Q Q
En particulier si £ =0 et Q= ]0,1[ , on vérifie aisément que la so-
lution wu peut &tre "matérialisée® en tendant un fil joignant dans R2 les points

(0,0) et (1,0) passant au-dessus du graphe de ¢ .

Exemple 2.

Soit j une fonction convexe s.c.i. de R dans J-«, +®] , j # +o et
soit B =09j . B est un graphe maximal monotone dans R X R i.e. B est une appli~
cation multivoque de R dans R et son graphe monotone, éventuellement discontinu,
contient pour tout x 1'intervalle [B(x-), B(x+)] . rf J(wdx si §(u) €L4(Q)

Il est clair que la fonction ofu) =% 2

; +eo ailleurs
est convexe s.c.i. sur V .
Dans ce cas, l'interprétation formelle de 1'inéquation (1) est -Au + B(u)3 f sur
Q,u=0 sur [ au sens suivant :
si B est univoque en u , on a -Au + B(u) = £

si B est multivoque en u , on a f + Au € B(u) .



Cas particuliers.

a) j(r) = |r| , on a alors
-0+ 1 =f sur [u > 0]
~Au - 1 =°Ff sur [u < 0]
-1 < M+ £ <41 sur u = 0]
r
. O si r=220
b) j(r) = { , on a alors
| 4o si r <0
N
-bu = f sur [u > 0]
-bu 2 f sur [u = 0]

On notera que le probléme considéré a l'exemple 1 s'écrit aussi -Au + B(u-¢) 3 £ .
Lorsque §=0 sur [ , on peut d'ailleurs se ramener aprés le changement de u en

u + ¥ A un probléme de la forme -Au + B(u) 3 f sur Q et u=0 sur I .

Remarque 3.

s

De nombreux autres choix de © conduisent & des problémes d'intéré&t phy-

sique (cf. [1]) . En particulier o = I, ot X= {v € Hé(Q) i |gradv |<1 p.p. sur

Q} , ov) = f lgradv |ax , o(v) = f j(v)ar ete....
Q r

I7. REGULARITE,

Nous nous limiterons a l'étude détaillée du probléme présenté a l'exem-
ple 2 i,e, -Au +-B(u) 3f sur Q wu=0 sur I, La solution explicite exhibée
A l'exemple 1 montre que, en général, méme si f est trés réguliére, u ﬁ'cz et

(1)

u ﬁ'w3’p pour p =2 1

(1) On désigne par Ws,p 1l'espace de Sobolev d'ordre s sur Lp , 5 entier ou

fractionnaire,.



-5 -

I1 est donc intéressant de déterminer avec précision le seuil de régqularité de u ,

i.e. 1la régularité optimale de u en supposant f trés réguliére.
Dans la suite on désigne par B8 un graphe maximal monotone dans R X R

tel que O € B(0) . Voici un premier résultat comparable & ceux obtenus dans [2] et

rsj .

THEOREME 2. - Soit £ €LP(Q) , 2 s p <+® . Il existe u € W2'P(Q) N H'(Q) unique

vérifiant
-t + B(u) 3 ¢ p.p. sur Q.

De plus f € B(u) p.p. sur {x €Q; B est multivoque en u(x)} . On a 1'estima-

tion

(2) laull < 2flg!]
1P P

et en particulier Au € Lm(Q) si f € Lw(Q) .

D'autre part, désignons par u et 1 les solutions respectives associées

a fetf; ona alors

(3) Ia(u-)l,, = 2lle-1

Nous résumons dans le lemme suivant quelques propriétés élémentaires des

graphes maximaux monotones (cf. par exemple [5]) .

LEMME 1. - Soit B un graphe maximal monotone dans R X R . Alors R(I+AB) = R pour
tout A >0 et (I+l5)_1 est une contraction de R dans R. La régularisée Yosida
B, de B , définie par Bk(r) = %{r-—(1+l8)—1r) est monotone croissante et lipschi-
tzienne de rapport % .

On a Bk(r) € B((I+AB)—1r) pour tout r € R,

Pour tout r € R, 8(r) est un intervalle fermé ; on pose

D(B) = {r € R; B(r) £ ¢} et Bo(r) = projection de O sur B(r) .



Pour tout r € D(B) , !BA(r)]SLBO(r)l et Bk(r) - 8%(r) quand A ~ 0O .
. . 2
Bnfin si £ €L°(q) , u € LZ(Q) » £, € B(un) p.p. sur Q, u -u
dans LQ(Q) » £, = £ dans LZ(Q) faible, alors f € B(u) p.p. sur Q. On utili-

sera aussi dans la démonstration du théoréme 2 le

LEMME 2. - Soit u € HZ(Q) n Hé(Q) et soit Y un graphe maximal monotone dans R X R

tel que O € y(0) . Soit g € Lz(Q) tel que g(x) € v(u(x)) p.p. sur Q, alors

(4) JP —Au.g dx 2 0 .
Q

DEMONSTRATION DU LEMME 2. - On procéde par régularisations successives,

a) Le lemme 2 est immédiat si de plus vy €C'(R) , |y] sM et |y'| <M : on
intégre par parties et on utilise le fait que vy(u) =0 sur I ainsi que Y' =0 .

b) L'inégalité (4) est vérifiée A partir de a) lorsque Yy est de plus lipschi-
tzien et borné sur R en réqularisant par exemple <Y par convolution.

c) Il suffit de supposer <Y 1lipschitzien en se ramenant au cas b) par tronca-

ture
;(n si ¥r) 2 n
V() = {¥r) si |v(r)] =an
s v(r) € -n .

Noter que Y (u) — y(u) dans Lz(ﬂ) quand n - +® d'aprés le théoréme de Lebesgue.
d) on a - f M. ¥o(u)dx > 0 ; en effet, soit Y, la régularisée Yosida de v .
Q

Gr8ce a c) il vient - f Au.YK(u)dXZE(). or Yk(u) - v°(u) dans LZ(Q) quand
Q

A =0, Par conséqgent - f Au.yp(u)dx =2 0 ; on achéve alors la démonstration en

notant, a l1'aide du lemme suivant, que Au.Yo(u) = MAu.g p.p. sur .,

LEMME 3. -~ Soit u € Hz(Q) et soit D un sous-ensemble dénombrable de R . Alois

bu=0 p.p. sur {x €Q; ulx) €d}.



DEMONSTRATION DU LEMME 3. ~ Il est bien connu que si u € H'(Q) et si ¢ € B . alors

gradu = 0 p.p. sur {x € Q; u(x) = c} . Ceci est basé sur le fait que = est dé-

rivable p.p. au sens classique, et un ensemble de mesure positive a dans toute di-

rection une densité linéaire #gale & un p.p. Appliquant & nouveau cet argus
gradu , on voit que Au =0 p.p. sur {x €0, u(x) = c} . On conclut en conzidé-

rant une réunion dénombrable de tels ensembles,

DEMONSTRATION DU LEMME 2, - On suppose d'abord que £ € L°(Q) . Soit u, ie solution

du probléme approché

(5) —Auk + Bk<uk) = f sur Q, uy = 0 sur T .

On sait déja que ce probléme admet une solution faible Uy € H;(Q) . On déauit de
1téquation (5) que Uy € Ha(Q) et un argument de "remontée" permet d'aboutir i

)
Aul € LQ(Q) . Maltipliant (5) par !B>(u>)fp - Bx(ux) on obtient & l'aide du lomme 2

(appliqué avec ¥(r) = IBK(r)!p-z 8. (r)) que

2
1 p-1
P Plel? a)? (7 (v )IP p
[l ac = Jelf ag® ([P e ®
Par conséquent
) < et st i < ollpll
HB)\.(u)\)“LP ,Jf !Lp < ‘Au}. Lp i .‘Lp

Passons maintenant & la limite quand A — O ., On peut extraire une suite A~ U

Ea

telle que u, ~u dans L2(Q), (I+hnB)—' u, = u dans LZ(Q) et fw, - 4w dans
n n n
-1 ,
LZ(Q) faible, Comme f + Aux € 8( (1+18) u)) , on conclut grice au lemme 1 que
£+ Mu € 8(u) p.p. sur (.

D
Dans le cas général ou f € L°(Q) avec 2 < p < +® , on commente Har

) .=, X - i P T
approcher f par une suite f €1 (Q) telle que f = f dans L (Q) . soiv &,
la solution correspondante de l'équation _Auv1 + B(un) 3 fn sur 0, w,o= ¢ osur T,
Comme HAu U <2 llg !l , on en déduit aue fha ” s clle H . Par couzs
I an ‘n.p nwz,p nLP
Y
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peut extraire une sous-suite n_ = += telle que u = u dans Wz’P(Q) faible. On

i~

conclut & l'aide du lemme 1 que -Au + 8(u) 2 £ p.p. sur 0 . Prouvons (3) ; on a

-~

-bu +g=Ff et -M+8=7Ff avec g € B{u) et 3 €3(@) p.p. sur Q. Donc
(6) ~AMu-Q) + g-8 = £-F

Multipliant (6) par

+1 sur  [u>1a] y (g >8]
h(x) = < -1 sur  [u <) U[g <8§]
0 sur  [u=1a] N [g=28]

on obtient gréce au lemme 2 , [ |g - §ldx = | |f - Fldx, (noter que h € y(u-19)
0

Q
p.p. sur Q avec v =23j et j(r) = |r]).

Remarque 4. - On trouvera un résultat sensiblement plus général établi par une méthode
différente dans [3] .

Notons par ailleurs que nous pouvons appliquer des théorémes d'interpola-
tion non linéaire de F. Browder, J.L. Lions, J. Peetre (cf. par exemple [11]) & 1l'opé-

rateur £ = Tf = Au . En particulier, on déduit directement (2) pour tout 1 < p < 4+

4 partir des estimations (3) et iaull = ollef

o Dtautre part, on a
< lle - 2l

L L

|hf - T?H 1 ., Par conséquent T est lipschitzien dans les espaces d'in-

H i
-1 . - -
terpolation entre L' et H . De plus T applique H S(Q) dans H S(O) pour

-1

-1 <s <0 avec ! <cliel] e -

ol H

THEOREME 3. - Supposons que f € LQ(Q) Ny (Q) et soit u € Hz(Q) n H;(Q) la so-

lution du probléme

-t + B(u) 3 ¢ p.p. sur Q

. I .
Alors Au est & variation bornée (en général Au £4 ' (Q)) . 5i de plus £ € L) ,

/

53,0 1 .
alors u €W '7(Q) , pour tout 1 < p < +» et tout s <2 + > et on a une estima-

tion de la forme




hall =c(s,p) (Mol o+ Tell
Ws,p ,}]1,1

DEMONSTRATION, - L'idée principale consiste & utiliser une majoration de la forme (3)

appliquée & f(x) et F(x) = £(x+h) . Conme ( a un bord, nous avons a reprendre

cette estimation en 3 étapes :
a) estimation intérieure
b) estimation tangentielle au voisinage du bord
c) estimation normale au voisinage du bord,

Soit uk la solution du probléme approché
(7) -fu, + B‘(ux) =f sur Q0 , u =0 sur
On se propose de montrer que

(8) loa, |, scClel e e )

W W L

ou C est indépendant de A , ce qui permet d'en déduire aprés passage a la limite

quand A =0 que Au est & variation bornée,

Pour simplifier les notations, nous supprimons dans la suite l'indice

a) Estimation intérieure,

On pose
e
+1 si r e
ee(r) = - r/e si Ir| < e
-1 sS1 r < -¢

n
Soit ¢ € .5Q) avec [ 2 C . Multipliant (7) par - T =——

aprés intégration par parties

5
T« r a_u 3 (
i,k°0 Bxi Bxk Bxi e X X € ox

3 . 3
Co (&) )ax vz [ a6 (2
4 A‘

A



Par suite

n nz !1
T | ( (ax)ax-: ;aa‘f‘;:g;der;‘f ———aaf ¢ ax .
k0 S o R TR U Y kg |y
Passant a la limite quand ¢ - 0 , 1l vient
z f -a—B(u)erx=z’“ B'(u)iau}’dx< oo [ o€ | ax
K ‘g Iaxk B X ‘a0 8xk‘ - i,k 0 ’Bx axki iax.
+ ] g—f—(;dx
X g | %%k

b) Estimation tangentielle au voisinage du bord,

Par cartes locales on peut se ramener au cas ou l'équation

(9) -Z, a;ij (a,5() g) + B(u) =

est satisfaite sur U =V N Fﬁ ol V e3t un voisinage de O , Rz = {x = (%

xn > O} , et ou les fonctions a;j(x) sont trés réguliéres, aij = aji et

2 . n
z a; . §i§; >a [g]° avec a>0, 7V 2 €EFR
1,J] J I

Soit [ € HEY 4 support compact dans V . Multipliant (%) par
3 du . S
- —=— (g8 (~)), T £k sn-1, il vient aprés des intégrations par parties
Bxk v e axk

(10) I <a..\i>. 5 L.\e< _>>dx o Dopr(u)g 6 ()0 ax

U i,3 OXp  1J ox . U X s
o 3f du -
- J u ax‘ 9 ( ax ) 5 dx .

Le premier terme de (10) s'écrit aussi

QTR I WP du 2 (e (2 >>\ax
I — . ( © J a.. 3 . »
vy i9d Bxk Bzi BXj € axk 1 ox, axk axj /
o . >
B R D i R " RN i S i o1 (52 5
IETRE axj ax, T oox; £ 0%, 1) ox, ox, ij oxX,
2 . i
Ju :‘; Uy 1,
> d. =2 - Ciuy
1j ox. ox Ax ee(ax ) > ax " 2y



o C dépend uniquement des a;j

On notera que sur V N fxn = Q]

On déduit alors de (10) que

du du
[ ' (u)x= 6 (==)C ax <
U axk e axk 'y

Passant & la limite quand ¢ — O

[ 5= G e s [ 25 caxschill,
X ! ’

c) Estimation normale au voisina

- 11 -

et de [,
Ju Ju
R A
X
3¢ |
— L dax + C'hu .
CXT- ’-72 y 1 (U)

on obtient

ae du bord,

Multipliant (9) par

N e LAE: 5o
X
n

il vient aprés intégration

sur U
n 3 ou 3 ; Qu r ou Ju
1) I L (e (=) )dax  + Bt (u)— 8 ()¢ dx
(11) Yy iad axj (a ij Bx % (c € axn)' “U ( 'axn e(axn)
i aaxf ( + 7 E:ec(%l—df
ol C n
Etudions le premier terme de {11) on a
CoE sa, 2y s (2 Jax = 1 noSa 2y D e (S So) Jax
vy el dx. ij &x Exn Toeox ty ivd an ij Bx 6
r o) Uy L 3
- —a_. =)7 8§ (:=—)ar
;X .  nj 3x e ox
U Ji;f’aj , .
a. . ~ ~
_ ij du S ou ’ 3 u 3 3 '
=] lE_ 5% ax, % ee(ax ) %5 3, 3% Sx G ee<a ) roax
Ut Tn i 3 i J
da. .
_r D P ou af = [ ¢ d , ij 6 dx
Yau 3 axji nj ox s e(a ) Yy iad ax.\axn )g ( )
da
du du
“3u axn axn € axn
2 2 2 |
+ [ z J’a.. 3 2 g © 3 . gx ;Z‘)g + a. . axa gx e(g: if ?dx
gilnd ] MO Ky *5 %n € L T n j
Ny
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d d
FBU J;:én 5—— (a, a;) ( )dr 2 <l !w2'1(U) - FaU s 2 ax ge( n)dr

Ona utilisé ici 1l'estimation (cf.T6])

f lelar < cllell pour tout f € W1’1(U) et en particulier

1,1

U w ()

f gal-df < C”u” 51 . Or si j #/n , on a

au (%%n w7 (U)

3%u 3u A 3
fsU anj axj axn € Ge(g;;)df = JaU c anj Bx Ve axn)dr
= - l - =
I ) ax (¢ a )df < Clh!w2'1(U) , avec w; Se , we(o) 0 de
sorte que ‘we(r)! <r . Il résulte alors de (11) que
x
F B*(u) ax 0,(2 )de s ol | HfH1 1)

(u) " (U)

W

ou C dépend uniquement de aij et de [ .

Passant a la limite quand ¢ - O , on obtient

2 ,
=—(B(u lha ! + el )
fu la"n (Do ex < o W (v) lf’w1’1(u))

Combinant les 3 estimations et revenant a uk il vient

Il I « el
o ! I C(’h"”wz"m) )

ou C dépend uniquement de 2 . Comme ”uKH > < CHEHL2 , on en déduit, en faisant
tendre A vers 0O , que Au est a variation bornée. On notera que l'hypothése

" i variation bornée® est en fait suffisante pour en conclure que Afu est a va-
riation bornée,

1
Dtautre part, pour tout 1 <p < +® et tout o < > on a

H1'1(Q) N 15(Q) cv'P(Q) avec injection continue ; en effet
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- p  — -
P P RO gy ot o lad-u(n)axay

m4 P L” 0 ey |™OP

3

wP oha lx-v |

- s -1
= 2[RllP= il < cll®’ I
L® o L W't

Par conséquent HAux” sp S c([lel] 1. * el ) et Mu€ wO'P(Q) . on obtient
1 v.d ? ! L
alors (cf.[9]) ‘u€ w2+c,p(Q) .

Remarque 5.

Divers problémes restent ouverts ; citons en particulier les suivants
. . P @ T,a
a) On sait, d'aprés le théoréme 2 que pour f €L (Q) ona u €C '¥Q) pour
tout o <1 , D'autre part l'exemple 1 montre qu'en général u ﬁca(ﬁ) . I1
s . . 1,1, = R .
serait intéressant de savoir si u €C ' (Q) (un résultat dans cette direc-
tion a été établi en [7]) .
b) L'hypothése f € ‘dc’p(ﬂ) avec C <o < 1/p est-elle suffisante pour con-

clure que M € w2 'P(Q) 2
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