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UTILISATION DES HTPERFONCTIONS DANS LES THÎORIMES DE 
DUALITE DE LA GEOMETRIE ANALYTIQUE (*) 

par P. S C H A P I R A 

Introduction * 

Soit W une variété analytique complexe de dimension n9 cF*un fais­
ceau cohérent de G-modules sur W , Κ un compact de W « Nous allons dé­
montrer qu f il existe une dualité entre les espaces M^(K*<^) et 
Ext ̂  Q ( W , SP', θ ̂  n ' ) , ces espaces étant munis de topologies "naturellesî! 

en général, non séparées * 

Ce théorème n'est pas nouveau [cf · (13, 8, 14» 10)] et se généralise 

d * ailleurs au cas où w est un espace analytique, mais nous voulons mon­

trer que l'utilisation des hyperfouet ions (11, 9 ) permet d ?en donner une 

démonstration très s impie, d * une part parce que les résolutions obtenues 

sont flasques, d'autre part parce que le théorème de division des hy­

per fonctions se déduit très facilement des théorèmes de Oka et H* Car tan 

Ce théorème de dualité permet d*étendre le théorème de Sato (11) 

ai: cadre des faisceaux cohérents. 

1. - Pré 11mina ire s* 

Nous renvoyons â (I) pour ce qui concerne la théorie des faisceaux 

et à (-3) pour la définition et les propriétés des espaces $9 (Fréchet-

Schwartz) et (dual de Frëchet-Schwarts)* 

Soit Y une variété analytique rëelles dênombrable à 1 * inf ini · 

On désigne par <j£̂  le faisceau des germes de fonctions analytiques (à 

valeurs complexes) et par Β le faisceau des germes d*hyperfonctions 
(U, 9, 12). 

Rappelons les faits suivants t 

1) Soit W un complexifië de V· Alors ¥ admet dans W un système fon-

(*)Cet exposé figure dans le Séminaire P." LE LONG (Analyse), 10e année, 1969/70 . 
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damental de voisinages d1holomorphie (2) . 

2) Pour tout compact Κ de V 1 9 espace 0G(K) « Π (Κ, <JL) admet 
une topologie naturelle du type (9) · 

3) Le faisceau Β est flasque et pour tout compact Κ de V 
i\(v> Β) - συ (κ) (9) 

Soit S un faisceau cohérent de OL -modules. 

4) Il existe V voisinage de V dans W, 3" faisceau cohérent sur V de 
Q-modules (Θ : faisceau des germes de fonctions holomorphes sur 
W) tel que 

5) Pour tout compact Κ de V il existe des entiers ρ et q et une 
suite exacte de faisceaux aux voisinages de Κ de la forme 

0L q ^ <XP > f ^ 0 (4) 

6 ) Soit u : un morphisme de faisceaux cohérents de 
Οΐ-moduies. Alors Ker u et Coker u sont cohérents (4)· 

7) Soit If y Ù une suite exacte de faisceaux cohérents 

de <JC -modules. ^ 

Pour tout compact Κ de V la suite 
^<κ) — - ^ < κ ) —r «Jgoo 

est exacte 
(^(K) - Γ (Κ, cF)) (4) 

8) Tout sous- (JC(K)-module de type fini de Ot (K) P est fermé dans 
'X (Κ) F muni de sa topologie 

2· - Division des hyper fonctions» 

Soit (f) une matrice de type (q, p) ( q lignes, ρ colonnes) à 
coefficients dans Ol(V)· 
On désignera encore par (f) les morphismes <X P ^ ofî et B p — B q 

définis par cette matrice. On désignera par t(f) la matrice transposée 
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THEOREME 1. -

Soit (f) e_t_ (g) des matrices analytiques sur V telles que la suit  
de faisceaux sur V : 

Ρ 
0tr -—>CÔ —-><X 

C(g) C(f) 

soit exacte* 

Alors la suite 

est exacte* 

Démonstration » 

Il suffit de voir que pour tout ouvert £i C C V la suite : 

Β Ρ ( Π ) -jjyï» B q(fl) B r(Jl) 

est exacte. 

Le faisceau noyau du morphisme 

est cohérent. Donc au voisinage de SI il existe un entier positif s, 

une matrice analytique (h) définie au voisinage de Π tels que la 
suite 

or s - — > orr - — - > aâ T—> <xp 

*(8) Z{f) 

soit exacte. 
Les suites 

^ r ( â ) τ—-> oé(R) — - > Λ Ρ ( Λ ) 
c(g) (f) 

a^Ofl) 7 > O L r © D ) τ ^<3t qWl> 
'(h) fc(g) 

sont donc des suites exactes d'espaces du type aO.fJ?£. et les applica­
tions sont d'images fermées. 

Par transposition on en conclut (13) que les suites : 
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sont exactes. 

Soit alors Τ e. B** ( Il) telle que (g) Τ » 0 * 
Soit Τ eôl^(fl)1 u n prolongement de T.-

(g) 16 uL CàSD 1 

et 
(h)(g) Τ - 0 

donc il existe Se ;5L^ Qil) 1 avec 
(g)S - (g)T . 

Par suite il existe UeOL^dl)* avec 
(f )U - Τ - S 

et 
(F)U |IL « τ * 

THEOREME 2. -

Soit (f) une matrice ( q , ρ ) à coefficients dans0L(V ) · 
Soit Β(ç^ le faisceau noyau du morphisme 

(f) : B p — B q · 

Le faisceau Β ̂  ^ est flasque. 

Démonstration * 

Pour tout ouvert II C C V il existe une matrice (g) dp type 

(r, q) définie au voisinage de fi telle que la suite 

OU r 0Lq — ^ o t P 

U(g) U(f) 

soit exacte. 

Il résulte alors de la démonstration du théorème 1 que pour 
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tout fermé Ζ deilla suite 

B z
PUl> -^B^ill) ~ ( ^ B

z
r < f t ) 

est exacte (Β„(Λ) - Ρ ( fi, Ε ) } . 

Soit co un ouvert âeSl$ Te P(co, ^(f)^ * 

On a la suite exacte 

B* Cil) 7^>Β^ (fi) ypp*- B r
n (il) 

Soit Τ β B(fL) p un prolongement de T. 

(f)T e B q (il) 
JL · Ci? 

(g)(f)T - 0 . 

Donc il existe il β B P CÎ1) avec 
JTL*~GÛ 

( f)U - (£)? 

τ - υ β π ( A , B ( f ) 

Τ - U sera un prolongement de T* 

Le faisceau Β f - ̂  étant localement flasque est fiasque (!>. 

COROLLAIRE I. (théorème de division (5)). 

Soit (f) une matrice (q, p) â coefficients dans CRL(V) « Soit 2 

un fermé de V e £ I β B^(V). 

Une eondi t ion nécessaire et. s_u_f fÂ̂ ajnte pour, . JJjL*LgiL g. S β B^(V) ver i-
fiant 

(f ) S » T 

est que pour tout χ £ V $ pour toute matric_e {g ) de type ( I f q ) â coef­
ficients analytiques au voisinage d,g χ ver if ianfc 

Cg)(«) * ο 
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on ait 

(g)T « Ο . 

Démonstr ation· 

Soit lm(f ) le prëfaisceau image de par le motp|xisme (f ) . 

Comme le faisceau Ker(f) est flasque le prëfaisceau Im(f) est un fais­

ceau. 

L'hypothèse sur Τ entraîne d1après le théorème I que Τ appartient loca­
lement à 1 1 image dm (f) donc à Ρ (Vf 1m(f)) * 

De la suite exacte 
0 ^ Ker(f) — B p Im(f) > 0 

(f) 

résulte la suite exacte 

0 >• q (V, Ker(f)) > B|(V) — ^ ^ ( V , Im(f)) >0 

donc Τ - (f)S, SébJ(V). 

COROLLAIRE 2. 

\/ χ 6 V, Β est un OÇ module injectif . 
X r,"""'lt" " 11 " " X 

Démons trat ion * (cf. 7}. 

Soit I un idéal de (51 χ « Il faut vérifier que Inapplication 
Kom^ (01 t Β )• - Β — > Ho©^ ( I » Β ) cm χ χ χ ^ 0L χ χ χ χ 

est surjective. 

Soit (f,)? un système de générateurs de I , (T.)? t β B p tels que : 
X X*~" 1 Χ Χ X ** i X 

ρ ρ 
hecix(i = l> ···» p ) » gi fi = °=>Σ1 h Ti - °-

i=i i=l 
La correspondance 
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ut f - y Τ. 
Ι ι 

définit un élément de Hem (I , B) et inversement 

Il suffit alors de montrer qufil existe Ε β Β tel que f. S «• Τ. < i** î p] 

ce qui résulte de ce que CPL est cohérent et du théorème 1 · 

3« - Le foncteur Hom^( · » B) · 

Soit 5^ un faisceau cohérent de OC-modules· 

On a vu que pour tout compact Κ de V il existait une suite exacte de 
faisceaux au voisinage de Κ de la forme 

σι ρ — > <&5 — > > if" 

et que la suite 

OT P(S) — > ( K q ( K ) — y f m — - > o 
était exacte. 

Comme 1 ! espace (5CP(K) a une image fermée dans (JL̂ ÎK) 1 1 espace quotient 

— — O I L e 8 t séparé et donc du type On munira *<Γ de cette 
Im X P(K) 
topologie, qui d'après le théorème du graphe fermé ne dépendra pas de 
la résolution choisie. 

Soit FA (V) la catégorie donc les objets sont les faisceaux de 0t -modu­

les et les morphismes les morphismes de faisceaux de <JL~iaodules. 

Soit F A G (V) la sous-catêgorie pleine de F A (¥) dont les objets 

sont les faisceaux cohérents de <$L -modules. 

Le foncteur Hqm (* t B) est un foncteur contravariant de F A C(V) 

dans FAJ[V) et on a : 



- 8 -

Γ(ν. Hom iS\ Β) - Hom <3% B) 

Soi t G Λ la catégorie dont les objets sont les groupes abéliens et les morphismes 
les morphismes de groupes. 

Soit φ une famille de supports dans V. On pose : 

Hom . ^ & Β) - Ρ* (V, Hom C/f B)) . 

THEOREME 3 (cf. 5). 

Soit lté 0 b ( F A G (V)) . 

*) Le faisceau Hom est flasque et 

P„(V, Hom (5f B)) - F<K)« 
K ~ — o t 

2) Le foncteur Hom ( * , B) : — — — ~ — 

F A Ç(V) — F A (V) 

est exact · 

3) £i φ est une famille de supports dans V le foncteur Hom φ ^ ( * * B) 

F A C (V) — > GA 

est exact, 

Démonstration. 
1) Soit Λ. un ouvert relativement compact de V et 

OL q —> (X? > 0 
(f) 

une résolution de ̂ Fau voisinage deil. 

La suite 

0 — > Hom o t(^ B) — > B P ^ B q 

est exacte, Diaprés le théorème 2 cela entraîne que la restriction de 

Hom <3\ B) àflest flasque. Donc Honi (F, B) est flasque. 
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Si Κ est un compact de ÎL la suite 

3Lq(K) —»»Î5LP(K) —>5lK.) >- 0 

est une suite exacte d'espaces du type 3£κ5, donc la suite 

0 ·̂ςΓ(Κ) ' -~>GLP(K)' >- ΟΤ?(Κ)* 
est exacte. 

Comme il en est de même de la suite 
0 — ^ P R ( V , Hom^CT; B)) ->PK(V, B

P) Bq) 

on a 

PK(V, Hom^ff; Β)) - 3ΐκ)* 

2) D'après ( i ,p. 266 ) on a : 
V x s V 

(Hom B)) = Hoin (iF*, Β ) — σ ι . χ στ.χ x χ 
Il suffit alors d'appliquer le corollaire 2, 

3) Soit 

une suite exacte dans F A C(V) . En remplaçant 5^par Ker u e t ^ par Im ν on peut 

supposer la suite 
0 f ^Cj, v̂ O 

exacte. 

La suite 

0 —-^Hom^ffijB) — > H o m ^ ψ B) — ^ H o m ^ ^ B) — > 0 

est alors exacte et le théorème résulte de ce que Homĝ cffii B) est flasque. 

4) Résolutions sur une variété complexe» 

A partir de maintenant nous placerons notre étude dans une variété W 
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analytique complexe de dimension (complexe) n, dénombrable à lfinfini. 

En considérant la structure de variété analytique réelle deW on peut définir les 

faisceaux et Β sur W . On désigne par le faisceau des germes de formes dif­

férentielles holomorphes de degré ρ (θ̂ °̂  - θ), par<xÎP* ^ (resp. B^ P , C^) le fais 

ceau des formes différentielles de bidegrë (ps q) enfdz, dz ) à coefficients dansW 

(resp. B) et pari) l'opérateur de différentiation extérieure en dz* 

THÉORÈME 4 (cf. 6, 12) , 

On a les deux suites exactes de faisceaux sur W : 

(î) 0 — y & w — ^ O t # % # oc — y 0 

( 2) ο — W n ~ P ) - > B ( n ~ P ' o ) -1^... Β ( Π ~ P> n ) — > 0 . 
β ρ y 

La résolution (2) est une résolution flasque, donc molle, du faisceau θ · 
Soit %^ n* n^ le faisceau des formes différentielles de degré (n, n) à coefficient 

C 0 0. Il résulte du théorème de DOLBEAULT que si Τ e Π C ( W T B ( n > n ) ) (c : famille 

des compacts de W) il existe SeP^(W, %^n* dont la classe dans H^(y, 

est celle de T. 

On pose : 

ί 1 - ί s-
Si Κ est un compact de W , les espaces p(K, (Jt̂ P* q ) ) et P__(w» B ( n~ P' n~ q )) sont 

Κ 
alors des espaces êrf.S. et J»c>. en dualité par 

(f, τ) ^ f f A T 

THEOREME 5 

Soit Κ un compact de w » un faisceau cohérent de ©-modules. 

1) Hom.(^ B(p> q ) ) - H o a i f e l , B ( p' q ) ) . β <JC 0 
2) Les espaces P(K, ̂fl» 0L(p' q ) ) et Hon^ QW t 8\ B ( n" p' n" q )) sont des espace; 
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JK <)- et '^'!.3.d.. en auallté . 

1} Cela est classique 

2} Soit 

ci3 — > ^ 1 — > > e r — > 0 

une résolution libre de y ·?. Λ - c au voisinage de I · 

Les suites 

τ(τ,α^γ ~ » γ(κ, < % ( p î q ) r : - » r(r f5>, „α(ρ.<ι)> - » ο 

et 
0 _ ^ I l O T H c ^(W,,^l QC%, B

( n ~ P < n ~ q W r^(w^B(n^p,n-.q)^i_> ̂ ^(η-ρ,η-ς^ j 

sont: exactes. Le théorème en résulte · 

T;ISO;:iSMS 6 . 

Soit ,.y un faisceau cohérent sur W · La suite 

est exacte . 

D errions tr a tien · 

Le théorème est de type local. On peut supposer que admet une 

réscluti*i libre : 

0 ^ _ # ™ > Q^1 _ ^ ^ - » 0 

Considérons le diagramme commutatif : 
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Les colonnes de ce diagramme sont exactes car Ot est plat sur θ et toutes les lignes 
au dessus de la dernière sont exactes d*après le théorème 4. 
On en conclut que la dernière ligne est exacte. 

5. - Dualité» 

Nous appellerons espace du type $<F*£ (resp. Q$>KJÏ£.) un espace vecto­

riel topologique (non nécessairement séparé) qui est le quotient de deux espaces du 

type 5?£(resp. $. c?̂  S · ) · 
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LEMME 1 (cf. 13, 8, 10). 

Soit 

E — > ~ F y G 
u ν r 

un complexe dyespaces vectoriels du type cfcç5? et soit 

v w uf 

le complexe transposé. 

„ γ - Ker ν , t *\ζΤ* ο \ Ker u1 , , 
Posons H = — — (c'est un espace y.O~*à.) et Hf = — — — ^ (cfest un espace 

Alors la dualité entre F et F Y induit une forme bilinéaire sur H χ H9 qui fait du  
séparé de H' (resp. H) le dual du séparé de H (resp* H f). 

La démonstration est laissée au lecteur* 

THEOREME 7 (cf. S, 10)· 

Soit çŜ un faisceau cohérent de ($~modules sur W, variété analytique comple­
xe de dimension n, Soit Κ un compact de W. 

Pour tout entier P^O il existe une topologie naturelle du type Q.&.i^S*, sur Hp(K,cF), 
une topologie naturelle du type ĵ .ô i! sur Ext ̂  P(W, c/% θ ^ ) et une forme bili­ 
néaire sur le produit 

Hp(K,r)*Ext ^ ( w , ^ e ( n ) ) 

qui fait du séparé de l'un de ces espaces le dual fort du séparé de l'autre.  

Démonstration. 

Les faisceaux SF® gOtP* ^ sont des faisceaux cohérents de 0C~modules : 

d'après le théorème Β et le théorème de GRAUERT, ΗΧ(Κ, ΟΚΒθ<31.Ρ> q) * 0 Ci>0) et 

par suite HF(K, çf) est isomorphe au p-ëme groupe de cohomologie du complexe 
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Ο — > Η Κ , £) -^Ρ ( Κ ( ^ Θ 0L ( 0> o ) ~ Y > * ... >*0 

De même E x t ^ ^ est isomorphe au (n - 0-ième groupe de cohomologie du corn 

plexe 

Ο—Τ Hom^ c T f &(n}) Hom κ > θ(^ΓΒ ( η* 0 )) .... ^ 0 

Pour le voir il faut vérifier que Ext-1 ̂ (̂ V B^ P , q^) =0 i>0 . 

Il résulte du théorème 4 et de ce que <K est plat sur θ que ce groupe est égal à 

Soit alors 

0 -̂ 0L r ... <JL >- >• 0 

une résolution libre de ̂ au voisinage de K. On en déduit des petites suites exactes 

o — ^ & 1 ^- (Kl ^ff ο 

0 ^ < R r >- CR.^"1 ^ ? r ~ 2 ^ 0 

Comme le foncteur Hom^ ̂  ( « , B^P* ^ ) est exact sur F A C on voit par récur­
rence qu'il suffit de vérifier que Ext J (w, OC°i B ( p , q )) - 0 (i>o). 

Mais ce dernier groupe n'est autre que H^(W, b ^ * ^ ) ^ nui est nul pour i>0 car 
β(Ρ»<ΐ) e s t u n f a i s c e â u flasque. 

Il suffit alors dfappliquer le lerame 1 (oompte~tënu du théorème 5). 

6. - Généralisation de la théorie de SATO. 

THEOREME 8. 

Soit V une variété analytique réelle de dimension n, dénombrable à ̂ infi­

ni, W un complexifié de V, «F*un faisceau cohérent de O-modules sur W. 

Les groupes Ext ̂ (W, lf9 9^) sont nuls pour i φ η et on a un isomorphisme 

E x t "(W, 9% θ ( η )) « Hom^CV, £| V, B) 
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ou uL(£es£^L B) désigne le faisceau des germes de fonctions analytiques (resp.d?Jhryper~ 

fonctions) sur V. 

Démonstration. 

Pour tout compact Κ de V et pour tout i>0 on a H 1(K»^ * 0, donc dfaprès 

1 Ci** {ri 
le théorème 7 Ext (Ŵ  <j$ θ^έ/) « 0 i φ n« 

Κ* ο 
De plus Ext-.JJ e(W, ί θ ( η )) - ( Π (Κ, F)) * - Ηοπ^ ̂ (V, 9^ V, Β) d'après le 
théorème 3. 
Soit oo un ouvert, relativement compact de V. On a les suites exactes 

Ext1 Ext L — > Ext * Ext 1 + 1 

(on écrit Ext \ pour B Y t

l (ff, ξτ, θ ^ ) . 

Comme l'application 
Ext^ Ext *L 

est isomorphe à i1 application 

( P O u ^ J Î ) 1 — > ~ ( Π ( d S î F ) ) t 

qui est injective (pour le voir on prend une résolution libre dec^V au voisinage 
de Ou), les groupes Ε λ ι ^ ^ ^ θ ^ ) sont nuls pour i <n» CO C C V (et pour 

(Ai 
i^n c'est évident d'après le théorème 6)* 

Un argument classique (cf. I ou 12f théorème B 36) montre alors que 

Exty(W % Sf\ e ^ ) * 0 i<n , et que le prêfaisceau 

eo —> Ext ̂ (W , ÏÏ\ θ ( η )) 
est un faisceau. 

Ce faisceau est flasque car si UÙ est un ouvert de V on a la suite exacte 
ExtJ; — V Ext n — y Ext**1 * 0 . 

Comme ce faisceau flasque a ses sections à support compact isomorphes à celles du fais* 

ceau flasque 
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Hom ̂  (S^ V, Β), il lui est isomorphe. 

On peut aussi énoncer le théorème 8 a'nsi : 

Il existe un isomorphisme (canonique) 

Hom ^ Y ( ^ j v , HJ(W, Q ( n ) ) ^ Ext^v(W,SK Θ ( Η ) ) . 
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