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UTILISATION DES HYPERFONCTIONS DANS LES THEOREMES DE
DUALITE DE LA GEOMETRIE ANALYTIQUE (%)

per P. SCHAPIRA

Introduction.

Soit W une variété analytique complene de dimension n, gfun fajis=~
ceau cohérent de @-modules sur W, K un compact de W . Nous allons dé-
montrer qu'il existe une dualitd entre les espaces HP(KQ 3% et

Extgjg(wﬁﬁi G(n}), ces espaces &tant munis de topologies "naturelles"

en général non séparées.

Ce théoréme n'est pas nouveau [cf‘ (13, 8, 14, lﬂi}et se généralise
d'ailieurs au cas ol W est un espace analytique, mais nous voulons mon-
trer que l1'utilisation des hyperfouctions {11, 9) permet d'en donner une
démonstration trés simple, d'une part parce que les résolutions obtenues
sont flasques, d'autre part parce que le théoréme de division des hy~

perfonctions se déduit trés facilement des théorémes de Oka et H.Cartan

Ce théoréme de dualité permet d'étendre le théoréme de Sato (11}

ai radre des faisceaux cohérents.

1. - Préliminaires.

Nous renvoyons & (i} pour ce yui concerne la théorie des faisceaux
et a3 (3) pour la définition et les propriétés des espaces 52cf (Fréchet~
Schwartz) et &lﬁiﬁ {dual de Fréchet-Schwartz).

Soit V une variété analvtique réelle, dénombrable 3 1'infini.
On désigne par ¢{ le faisceau des germes de fonctions analytiques (&
valeurs complexes) et par B le faisceau des germes d'hyperfonctions
(11, 9, 12;.

Rappelons les faits suivants :

1} Soit W un complexifié de V. Alors V admet dans W un systéme fon-

(#)Cet exposé figure dans le Sérminaire P. LELONG (Analyse), 10e année, 196%/70 .



damental de voisinzges d'holomorphie (2) .

2) Pour tout compact K de V l'espacedU{K) = i (K,dU) admet
une topclogie naturelle du type £Lif£. (93 .

3) Le faisceau B est flasque et pour tout compact K de V

fl.(v, B = oU(K) (9)

K(
e p
Soit J un faisceau cohérent de ¢U -modules.

oS oS o
4) 11 existe V voisinage de V dans W, g faisceau cohérent sur V de

O-modules (6 : faisceau des germes de fonctions holomorphes sur
W) tel que
5%
éf'—’fz;’lv.

5) Pour tout compact K de V il existe des entiers p et q et une

suite exacte de faisceaux aux voisinages de K de la forme
ot —>a? —» F — o0 (4)

6) Soit u : 5K_“ﬁ> un morphisme de faisceaux cohérents de

0U-modules. Alors Ker u et Coker u sont cohérents (4).

7) Soit ﬂf-—ﬁ>é?—~%wé%f une suite exacte de faisceaux cohérents
de ¢l -modules. ‘
Pour tout compact K de V la suite

FRY - gm =g (®)

est exacte

(F&) = P&, FN (%)

8) Tout sous- g{{K)-module de type fini de ot (K)P est fermé dans
GI(K)p muni de sa topologie éﬁb&;ﬁ (4) .

2. - Division des hyperfonctions.

Soit (f) une matrice de type (q, p) ( q lignes, p colonnes) a

coefficients dans OU(V).

On désignera encore par (f) les morphismes ctp —— Ofl et BP ->-Bq

~ . .. t . -
définis par cette matrice. On désignera par (f) la matrice transposée



THEOREME 1. -

Soit (f) et (g) des matrices analytiques sur V telles que la suit

de faisceaux sur V :

p
Otr "t‘-""7‘ Gé; 'fg‘""‘“? L
(g) (f)

soit exacte.

Alors la suite

r

p q
By B oGy B

est exacte.

Démonstration.

I1 suffit de voir que pour tout ouvert L ¢c V la suite :

BP () —y> B4R oy BT (W)

est exacte.

Le faisceau noyau du morphisme

t r

(g) : ot — of

est cohérent. Donc au voisinage de fi il existe un entier positif s,
une matrice analytique (h) définie au voisinage de () tels que la
suite

TCE —r O e & - P
(h) (8) (£)

soit exacte.

Les suites

) > o) ot
() (£)

oC (30) > N > 6 (A
(h) (2)

sont donc des suites exactes d'espaces du type &25?;3 et les applica~

tions sont d'images fermées.

Par transposition on en conclut (13) que les suites :

PrAye 4, Ayt T, Nyt
LB (R gy O () 'y R (D)



q RV T T A, 7 r P @] € 3, 1
'TL (O,} (g)>' ’j‘... {JE) W{{_ (951)

sont exactes.

Soit alors T ﬁﬁq(jg} telie que (g) T = 0 .
Soit T @fxg(fi)' un prolongement de T.
. g r o E
et
{(h)(g) T = ©

donc il existe ngﬁtq(gﬁ)’ avec

(g)s = (g)T .

Par suite il existe UeoatP(@) avec

(£)U = T ~ 5§

4 N\
THEGREME 2. -

Soit {(f) une matrice (g, p) 4 coefficients dang GL(V).

Soit B le faisceau novau du morphisme

P . 5 4

(f) + B e B SN

Le faisceau B est flasque,.

(£)

Démeonstratian.

Pour tout ouvert [} £¢ V il existe une matrice (g) dw type

(r, q) définie au voisinage de {L telle que la suite

st

—_— &3 —saP
t >

(8) Lg)
soit exacte.

Il résulte alors de la démonstration du théoréme ! que pour



tout fermé Z defllia suite

P q R
BY (A1) 7gy~B7 (L) ~r=B/ (1)

est exacte (B_(f1l) = ?gi(ii, BY) .
Lo
Soit co un ouvert defl, Te Miw, 3<§}} .

On a2 la suite exacte

i1}

5P 0. 53 3 '
Q@ w (SL) Wﬂ (L) '7{“—""}" ﬂ_"cu(ﬂ}

e

-

Seit T e B( N )p un prolongement de T.

(OT e 8% _ ()

T -~ U sera un prolongement de

Le faisceau BQF‘ Btant localemen. flasque est fiasque (1),
- §

COROLLAIRE 1. f(chiéordme de divisicn (5)).

*

Soit (£} une matvice (g, p} 8 coefficients dans JUL{(V) . Soit 2

un fermé de V et T ¢ B?{V},
&

Une condition niécessaire et suffisante pour qu’'il existe Se;Bg(V) véri~
fiant

(£)8 = T

est que pour tout x &V, pour toute matrice (g) de type (!, q) & coef~-

ficients analytiques au voisinage de x vérifiant

{(g){&) = ©



on atit

(g)T = O .

Démonstration.

Soit Im(f) le pré&faisceau image de BP par le morphisme (f).
Comme le faisceau Ker(f) est flasque le préfaisceau Im(f) est un fais~-
ceau,
Lihypothése sur T entraine d'aprés le th&oréme 1 que T appartient loca-

-

lement & 1'image de (£) donc ag} (v, Ie(£}) .

DPe la suite exacte

¢ —> Ker(f) — BP e Im(f) —> 0O
(£}

résulte la suite exacte

0 —> I} (V, Ker{f)) —— BJ(V) ¢z~ (V, Im(£)) —>0

done T = (£)8, SéB?(V}E

COROLLAIRE 2.

V}zév, Bx est un OLx~modu1e injectif.

Démonstration., f(cf. 7).

Soit Ix un i1déal de Glx . I1 faut vérifier que l'application

H°m01x(01x’ Bx, = Bx e Homctx( Ix’ Bx )

est surjective.

: p 5 P p p .
Soit (fi)i=lun systéme de générateurs de Ix’ (Ti)ial € Bx tels que @

et o
] o
o
e
=3
ot
i
Q
-

p
giéﬁtx (ixi, LI Y p) Py Z{gi fi =O:>
1=

La correspondance



définit un él3ment de Hcma, {Ix’ B} et inverserent .
TR

I1 suffit alors de montrer qu'il existe Seaﬁx tel que fi S = Ti(iﬂi."p:

ce qui résulte de ce que OU est cohérent et du théoréme 1.

3. ~ Le foucteur Homﬁt( e o BY.

Soit ?{un faigsceau cohérent de H-modules.

On & vu que pour tout compact K de V il existait une suite exacte de

faisceaux au voisinage de K de la forme

@ s o > F —>o0
er que la suite

P (B) —— T3 (K) —— F(K) —> 0

était exacte.

Comme 1'espace GCP(K} a une image fermée dans 6LS(K) l'espace quotient

q e
QU (K) eet séparé et donc du type éQgﬁéi On munira gf de cette
In 3P (K)

topologie, qui d'aprés le théoréme du graphe fermé ne dépendra pas de

la résolution choisie.

«

Soit FA (V) la catégorie donc les objets sont les faisceaux de ¢ -modu-~

les et les morphismes les morphismes de faisceaux de ({-modules.

Soit FAC(W la soug-catégorie pleine de F A(V) dont les objets

sont les faisceaux cohérents de gL -modules.

Le foncteur §g§ct (e , B) est un foncteur contravariant de F A C(V)

dans FA[V) et on a :



o

re, MGL(&T B) = Hon_ (F, B)

Soit GA 1la catégorie dont les objets sont les groupes abéliens et les morphismes

les morphismes de groupes.

Soit q? une famille de supportsdans V. On pose :
rf . e
Hom (f, B) =07, (v, Hom (F, B) .
¢’51 , B) 4)(9 i GﬂLﬁ 3}

THEOREME 3 (cf. 5).

e .
Soit "€ O b (E A L (V)).

1} Le¢ faisceau Hom GLCF; B) est flasque et

(v, zz_c;_zgmcﬁ”‘f B)) = J(x)

2) Le foncteur Hom ( . , B} :
o

est exact.

3) Si ) est une famille de supports dans V le foncteur Hom . B
Si@ pp e @,ﬂ( » B)
FACW) ——p GA

est exact.,

Démonstration.

1) Soit (L un cuvert relativement compact de V et

o s of —>F —> o
(f

une résolution de fau voisinage de(lL.

La suite

¢ P q
0 —> H B) —>B B
Hon . (F; B) Yo
est exacte. D'aprés le théoréme 2 cela entralne que la restriction de

Homdc@: B) aflest flasque. Donc HOmGL(F’ B) est flasque.



Si K est un compact de {Lla suite
K —> RE®) —pFK) —0
. ot e
est une suite exacte d'espaces du type &, donc la suite
0 f/ 1 p ¥ v q t
> K} " > (K)o GUH(K)
est exacte.

Comme 1l en est de méme de la suite

-1 . A ; p q
0 = (¥, Hon o (F, B)) —M (v, B®) —>N (v, BY

on a

N, tom & 8) = FK)'

2) D'aprés (1 ,p. 266 ) on a :

Vx eV
Hom (F, B = H 5, B )
( Ol(«f“ N, omax( < X)
11 suffit alors d'appliquer le corollaire 2.

3) Soit

F a ?'é?'::“ﬁ* 9%f

une suite exacte dans F AC(V). En remplagant 3fpar Ker u etéz’par Im v on peut

supposer la suite

0~y Tt G 0
7/

exacte.

La suite
0 —-Hom o (%', 8) —pHom g » ——-Hom o F, B) —>0

est alors exacte et le théoréme résulte de ce que Homgdég;B) est flasque.

4) Résolutions sur une variété complexe.

A partir de maintenant nous placerons notre &tude dans une variété W



...lo._

analytique complexe de dimension (complexe) n, dénombrable i 1'infini.

En considérant la structure de variété analytique réelle deW on peut définir les

(p)

faisceaux et B sur W . On désigne par © le faisceau des germes de formes dif-

(o)

férentielles holomorphes de degré p (@ = @), par(ﬂfp’ 9 {resp. B(p,q)) le fais

ceau des formes différentielles de bidegré (p, q) en{dz, dz ) & coefficients dans O

(resp. B) et par o l'opérateur de différentiation extérieure en dz.

THEOREME 4 (cf. 6, 12)

On a les deux suites exactes de faisceaux sur ¥ :

) {p, q) 3 (ps m)
(1) 0—38'P —»at Y — 0
) o p(n = P) ; g (0=Ps o) '33 ooglm -, n) ~0 .

La résclution (2) est une résolution flasque, donc molle, du faisceau G(n - p)‘
. : (n, n) . . mscgs . . - . .
Soit % le faisceau des formes différentielles de degré (mn, n) 3 coefficient

(n, n)) (

¢ : famille

e(n))

C%®. Il résulte du théoréme de DOLBEAULT que si Te [ (W, B
§§(n, n)

des compacts de W) i1 existe Se:"* ﬁJ dont la classe dans HZ(W,

est celle de T.

On pose :

Si K est un compact de W, les espaces (K, Qtﬂp’ q}) et {1KGJ’ B(n*p, n-q)) sont
alors des eSpaceséag{Jt et giﬁ en dualité par
(£, T) ———m—> f EAT

A
THEOREME 5

Scit K un compact deWw, F un faisceau cohérent de ©-modules.

= (P Dy o (ps Q)
N gggs(gj B ) -§§§36L(3fébct » B )

2) Les espaces [ (¥, 3%394&5p"q)) et Homk o éFJ (a-p, n- q)) sont des espace:



[N X h] oA T O S 3 T
une résouticon iiorc de L

Les sultes

/ N (et { 3
:“K, ("( \p’Q‘ “__9 F{K, {"'{:\pfq‘ \r," :; LT"\{I( N > "[Z\p!q/) > O

o~

vy e - T = : Ay s cnan A “
S0onT exXactes. L Theorems 2n réesurite .

0 —3F—>Fo 0 5 . aF x> 50

0]
5}
i+
0
”
fu
8]
s
]
*

2\

adr

t une

3
[

réscluti® libre :

Congidérons le diagramme commutatif



- 12 -

<
o

0 -

lfx, o<,l (0, 0 .
0—> 0 | —5 0 o0t e —>
0 > f %9 O'C(o’ °) -—:é—-)- tos e ()

! | 1}

o 0 0

Les colonnes de ce diagramme sont exactes car §U est plat sur 6 et toutes les lignes
au dessus de la derniére sont exactes d'aprés le théoréme 4.

On en conalut que la dernidre ligne est exacte.
5. - Dualité.

Nous appellerons espace du type Q?—TJ’, (resp.g.,ﬁ.f:f.) un espace vecto-

riel topologique (non nécessairement sépard) qui est le quotient de deux espaces du

ty.pe&:{(resp.@.?/. cS’.) .



LEMME 1 (cf. 13, 8, 10).

Soi_f_;_

E e F v > G

un complexe d'espaces vectoriels du type grf et soit

G~ F' ——>E'

le complexe transposé.

Ker v Ker u'
Poso = ‘es - f e e !
ns H T (c'est un espace 5}5 J.) et H Ty~ {c'est un espace

)'2.09.3‘./&).

Alors la dualité entre Fet F' induit une forme bilinéaire sur HxH' qui fait du

séparé de H' (resp. H) le dual du séparé de H (resp. H').

l.a démonstration est laissée au lecteur.
THEOREME 7 (cf. 8, 10).

Soit ¥ un faisceau cohérent de G-modules sur W, variété analytique comole-

xe de dimension n. Scit K un compact de W.

Pour tout entier p 0 il existe une topologie naturelle du type ;2&2?2? sur Hp(Kﬁrl

une topologie naturelle du tvpe Q(?‘;f sur Ext z'g(w, 3:, G(n)) et une forme bili-
— i s

néaire sur le produit

WPk, F) x Exe TP, F o)

qui fait du séparé de 1'un de ces espaces le dual fort du séparé de 1l'autre.

Démonstration.

Les faisceaux F @ GOIP’ 9 sont des faisceaux cohérents de U -modules :
d'aprés le théoréme B et le théoreme de GRAUERT, HI(K4 3ZDQCK?’ q) =0 (i;>0) et

par suite HP(K,éfs est isomorphe au p-&me groupe de cohomologie du complexe



- 14 -

(0’0) —_— e O

0 —>fK, F —» N K Fay oL =

De méme Ext ;‘g(w, 3: Q(H)) est isomorphe au@ - Q-iéme groupe de cohomologie du com
3

plexe

- E’é,\ . Ny 1,0
o_+HomKeg7:e< ) — Hom , o(F; Bh'”))m.-;» ciee —> 0
s 3 K,
Pour le voir il faut vérifier gquc Ext; 9(35 BKP’Q)) = 0 i»0 .
A ]

I1 résulte du théoréme 4 et de ce que U est plat sur 8 que ce groupe est égal i

E 1 (Psq}
xt.K, ot (3:'09 96(_, B )

Soit alors

ogr c:(‘
0"——'_>'0L. _"‘_?"occ OL }*f >‘0

une résolution libre de 9’$u voisinage de K. On en déduit des petites suites exactes

1 o
0 —3&F —n ot >f > 0

o A -
0 e 6T T : g r-l FT 2 > 0
Comme le foncteur HomK ot ( « B(p’ q)) est exact sur F A Con voit par récur-
b
. . e i K .
rence qu'il suffit de vérifier que EX?-;: GL(W’ at, B(p’Q)) = 0 (1}0).
b

(paQ))d

. . i . ..
Mais ce dernier groupe n'est autre que HK(W, B a1 est nul pour 10 car

B(p’Q) est un faisceau flasque.

I1 suffit alors d'appliquer le lemme ! (compte-tenu du théoréme 5).

6. - Généralisation de la théorie de SATO.

/A
THEOREME 8.

Soit V une variété analytique réelle de dimension n, dénombrable 3 1'infi-

ni, W un complexifié de V, grun faisceau cohérent de O-modules sur W.

(n)

) sont nuls pour i # n et on a un isomorphisme

-

Les groupes Ext ;(w, 3’, 2]

Ext 3((,,,1’ F o™y - Hom _(V, ?\V, B)



od 6L(resp. B) désigne le faisceau des germes de fonctions analytiques (resp.d'hyper-

fonctions) sur V.

Démonstration.

. A . i o
Pour tout compact K de V et pour tout i>0 on a H (K,ﬂ:‘) = 0, donc d'aprés

N e e - i R - £ . .
ie théoreéme 7 Ext X 3(1«?, oy G- }’>) = i # n.
b4

De plus Ext ;}.’e(w, 5?: 9“1}} = { [V (K, F})' = HomK’a(V, ﬂ V, B) d'aprés le

~

chiéoradme 3.

-

tivement compact de V. On a les suites exactes

. oy . "
Extt e BB E - e Ext * —3 EXt t
3 o w w Jw

g(n)) ]

(D3, ) e (1 (B, FN)

gui est injective {(pour le veoir on prend une résolution libre de f?'\v au votksinage

«

e . i o (n). .
de (), les groupes EAL@Q{“«’&, ws & }; sont wuls pour 1i4¢m, < C ¢ V (et pour

13 -

iyn c'est évident d'aprdés le théordme 6).

Un argument classicue {ef. 1 ou 12, théoréme B 36) montre alors que
8 : q
i n) R
EXCV(W , 5, 8( Y =0 idn , et que le préfaisceau

3~ ExE f;}(‘w , F 60y

Ce faisceau est flasque car si (> est un ouvert de V on a la suite exacte

3
(.84

n+l
Ve o .

Extﬁ 3 EXE e EXE

-~

Comme ce faisceau flasque a ses sections & support compact isomorphesd celles du fais-

ceaun flasque



-.-16..,

Hom Ol.(ﬂﬂ V, B), il lui est isomorphe.

On peut aussi énoncer le théoréme 8 a‘nsi :

11 existe un isomorphisme (canonique)

Hom

e,v(g v, g\‘;(w, oWy = Extg,v(w,é"/, ey
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