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1. - INTRODUCTION

L'an dernier vous avez déja entendu le Frofesseur Wightman
vous parler du probléme de l'oscillateur anharmonique, plus spécifique-

mert de l'étude des niveaux d'énergie du Hamiltonien

"

H= - ao'(:-f—X"w—C\xl‘ (1)

KL

I1 vous a décrit d'une part les résultats obtenus par

2)

Bender et Wu 4 l'aide de l'approximation W.K.B. mais sans justifica-

tion de cette approximation, d'autre part les résultats rigoureux obtenus

3)

par Simon et Wighitman er. suivant les mé€thodes de Kato.

L'inconvénient dec méthodes a4 la Kzto est gu'elles permettent
sevlemert d'aller jusqu'a un certain point mais non de découvrir la struc~
ture analytique compléte des niveaux d'dnergie en forcrion de CX . L'avan-
tage est que la méthode est aisément généralisable au cas de plusieurs

dimensiones.

Ici, renoncant provisoirement & l'espoir d'une généralisation
4 plusicurs dimensions, nous voulons tenter de résoudre le prcbléme er
exploitent au meximum le fait qu'il se réduit & l'détude des solutions d'une
équation iifférentielle du second ordre (et non d'une équation aux dérivées

e
partielles 1) dars le domeine complexe.

5

Nous nous concentrerons tout d'abord sur 1'Hariltonien (1)
et nous morntrercons gu'il est possible de généraliser la caractérisation
des niveaux et fonctions propres par le ncmbre de zéros de la fonction
d'onde, valable dans le cas de Q réel positif, au cas de Q complexe,
plus précisément —7T<:1u%;A < +7T3 Evidemmert ces zéros deviendront
complexes. Nous montrerons ainsi gue chague niveau E(Q ) est analytique
dans un plan coupé =TI < Arg A < +T. Ceci combiné avec la positivité
de E(A), & savoir Im(E(A))/Imﬂ > 0 et certaines estimations sur
les termes de la série asymptotique de E(A) autour de ;} = 0 par



z
. i L N . it F i i . )
Gimon ”>, ccnduit a la conclusion gue E{ ) est une foneiien du iype
de Stieljes telle cue la suite des approximanis de Fadd diagonaux (VOiT

. . 4
1'exposé de Froissart

) cons
perturbation autour de ‘> = 0 converge vers EJ(Q).

s

Tous ces résultats sont résum’s dong tne lettre de Simon,
C,
v . } . . A . -
Wightman, Loelfel et moi-méne “). i1 est peut-ctre intdresesant de noter
que c'est ici méme & Strasbourg quc Loeffel et moi-mfme z2vons entendu
parler pour la premiérc fois de ce probléme par Wightman. Ceci ddmentre

clairement 1l'utilité de ces rencontres.

La dernitre seciion de mon exposé sera une tentative de

o . . . . . . A P 4
generalisation a des interactiong polyromiales sutres gue x  + X .

’

Je présenteral seulement guelcues rigouli=ts partiels.



2. - CENERALITEZ, LE CHANGELEUI D'ECFELLE

Les étzte propres sont définis comme les solutions normali-

— _g;:'-(-—x?' -?—QX‘)% ::'E(/\yf

sur l'intervalle -o +® .

W

L]
»
e
i}

[¢]
[&]
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Au départ on s'intéresse uniguemert a ﬁ réel positif.
Duns ce cas les résultats classiques s'appliquent et 1l'on peut montrer

le ceracteére cself-adjoint de 1l'Hamiltonier. Etant donnd que l'inter-

[

. 2 . o
action x  + x4 est invariante dans X — -X, on peut clascer les
(%
tets tropres en é€tats rairs et impairs, soit _:P

(X>.X=O = 0.

x=0

Un inconvéniert essentiel de (2) est gue C) mulilpiie
le terme doanant de 1l'interaction pour !x! — » . Il en résulitc que
le terme C) X ne peut Jamais étre vraiment considéré comme une per-
turbetion, aussi petit soit , Dbien que 1l'on puisse montrer gue 1es
termes csuccessifs du développement formel des niveaux d'dnergle en
s€rie de perturbation existent. C'esi pourquoi, suiv;nt Symanzik '

on effectue un changemert d'échelle : on conesiddre I'Hamnilitonien

et ses états propres

! (3)



—4._
il est facile de voir que l'on passe de l'un & l'autre par le changement
N6
¢ 2

_ 9

—E/(iu> = }—

de variables

l/é (4)

£0)

Pour lc moment nous travaillerons avec 1'équation (3),
d'un maniement bcecaucoup plus commode. Une étude préliminaire néces-
saire est celle des solutions de (3) tendant vers z4ro au voisinage de
y=®. Cette étude a déja été effectude par Hsieh et Sibuya 7) et

nous allons ici nous contenter de résumer notre propre approche.

On recherche des solutions "approchées" de (3) de la forme

<

y exp[}P(yj} ot P(x) est un polyndme. Oun choisit P et K& de

fagon & faire disparaltre de (3) éq5 puissances de y le

10}
el
,_J
o
wm
o,
}‘J
™
<
O
o)
(2}

On trouve ainsi un candicav & une solution approchée

$(1) = v espm [T bE] o

. - . : s - \
On construit alors une équation int<grale pour ql'(y,/ﬂ(y)

et 1l'on montre qu'il existe une solution de cette Sgquetion intégrale

+3

tendant vers 1 pour y — +mo . Ceci définit \F' (y,tJ,E'). Notez
que, pour le moment, E' n'est pas nécessairement une valeur propre.

On démontre alors les résultats suivants
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(i) . &)(y,rk,E') est une fonction entitre de 1y, 7&, et E.

(ii) 1le comportement

2
\%;(y/hﬁ') -y ey, - _E,Jf_y

2

est valable non seulement pour y — +® mais aussi pour

1> 00 lRgy[<g. @

Les énergies propres sont alors définies pour les conditions
suivantes :

- pour les niveaux pairs, nous demandons

0.’%( \ﬁ:’ X, f")'E'> =0 (7)
' X=0

- pour les niveaux impairs, nous demandons

g pe) =0

X=0

Dans les deux cas nous voyons que, d'avrés la propriété (6
bl Py & \ ’

les niveaux d'énergie sont donnés par les zéros d'une fonction entiére

de E!' et deAr&.
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I1 est possible de montrer qu'il suit de la qu'une solution
Eé r.o dé (7) [éu de (821, ot Eé et tLo sont finis, est entourde
d'un voisinage dans lequel E' est une fonction analytigue de avec
un point de branchement d'ordre fini & tA-: N‘O' Cependant il est dif-
ficile d'étudier & partir de (7) ou (8) la structure globale des énergies
propres en fonction de P~. Nous résoudrons ces proﬁlémes 4 la Seciion 4

par des méthodes particuliéres.
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3. = RESTRICTIONS DURE A LA POCTITIVITH, INEGALITES VARIATIONNELLES

Ici nous voulons étabtlir quclques indgalités sur les énergies

propree E(,Q) et E’(F.) valables pour tous les niveaux.

A) La positivité

Nous savons définir des "(yyM,E') pour tout et
donc par le changement d'échelle (4), 'des \f} , pour |argd| < Tr.

Solt un état propre Lr sy B, nous avons

[y Hpu = 2 [y ya

donc prenant la partie imaginaire des deux membres

PE®) [yl
ks fly |4

de méme si 1'on traveille avec les %/' on trouve

> O (9)

i El(ﬂ) = flklu,{tita(t > O (10)
”r M

(9) et (10) sont des restrictions trds importantes. Elles montrent que
E(,A) ou E'((L) ne peuvent pas avoir de singularités isolées en
dehors de 1'axe réel : dans le voisinage d'une singularité isolée (pble,
singularité essentielle isolée) la partie imaginaire de E ou de E!

ne peut pas garder un signe constant.



B) Inégalités variationnelles

Par la technique d'intégration déja décrite, nous avons

an

4] ol o) syl

Combinant les parties réelles et imaginaires de cette équation, nous

obuenons

e &/ (13 B E ()
(TN

: Jigt

Le membre de droite peut &tre considéré comme une approxi-

7

mation variationnelle de 1l'dnergie de 1'état fondamental du Hamiltonien

H'= - ;,;7,2,‘* (Repert Y )17 v ¥

avec la fonction d'onde d'essail (%/‘. Nous avons donc

E’(gi)ﬂ)/ %E’(r\ > JEZ'O (@‘”‘f‘ + Y G p) (13)
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pour -m < al< +®, ou Eé représente 1'état fondamental correspon-

dant au couplage Re ‘,\ +2/Imf&..

Chaque inégalité (13%) définit un demi-plan de valeurs
permises de E'. L'intersection de cette famille de demi-plans est un
domaine convexe ne contenant comue seule direction possible & 1'infini

que la direction E' - +m .

pente valeurs permises de E'

= STTIIT VT TS T T 7o o7

Ceci permet d'établir que, comme dans le cas self-adjoint

( rb réel), le seul point d'accumulation possible des valeurs propres
—. ) ) . L .
est E' = +o [si 1'on tient compte du fait qu'a partir de (7) et (8)

il ne peut y avoir de point d'accunulation & distance finie, -

pour les valeurs réelles
2 réel
z - K /4 pour

iomaine vermic et 1l'on trouve que

de , qui sont faciles & obtenir (B - +o )
on peui calculer plus D d

la courte limite supérieure est une parabole.

Notons que toutes les considérations de cette Section s'étenden:

au cas d'intecractions polyndmisles plus complexes pourvu que le terme do-
. . 2N . . . 5 . .
minant de H' soit x et s'délendent zussi au cas de plusieurs dimen-

sions.
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CARACTERISATION DES ETATS PROTRES PAR LES ZEROS

Jusqu'ici nous ne savone pas encore grand chcse sur les
singularités de E’(rk). Nous savons sSeulement que E'SLL) est donné
comme foanction implicite de {A_,per les zéros d'une fonction entiére
de EB' et de P. et que les E' sont soumis aux indgalités (10)
et (13). En particulier nous voulons savoir ob sont située les points
de branchement de E‘(& ) et s'il cxiste des frontidres naturelles de

certaines branches.

Les considérations géndrales de la Section précédente ne

permettent pas de trancher ces questions car elles traitent sur le

W2

A . . . - . - . »
meme pied la suite infinie des ¢nergies propres< pour un donne.

[

Or nous voulone nous intfresser & une valeur propre particuligre. Il

D

¢

4
PV -
faunt donc pouvoir identifier cettie valeur propre et cette fonciion

propre DpOUr r&— complexe. La thdorie classigue des éouations diffé-

rentielles du second ordrec nous aprrend gue, LOUr }k_ rie. (cas seif-

adjoint), nous pouvons clasger lec Ionctions propres »

proy &
la plus besse correspond

leurs zéros sur l'axe réel. L'énergie propre

4 une fonction d'onde sans zéro, le niveau suivant un scul z€ro, etc.

Le nieme niveau EA(P.) est associé & une fonction d'onde ayant n

zéros sur l'axe réel. D'autre part, Simon 5) a moniré gque ces niveaux
le voisinage de 1'axe réel a l'gide des

sont continuavlesg en r& dane le

méthodes de Xato.

N f i °T8 -
Nous voulons montrer gue pour :Ar;tAi < = ii €St pos-—
-

sible de continuer & caractériser les niveaux par le ncmbre de z€ros
dans une certaine rdégion complexe {<dvidemmen®t il ne faut pas s'attendre
. . v . | - , C ] | >N
& ce que les zéros restent rdels;. YNous montrcrons gue si lirg ! <
ke 2 o~ : - 3 /. - PR e Sy -~
le nombre de zdéros dlure fonciion d'onde q/'(ﬁfafb, sezocide & une con
n

nuation du niveau &

3 z 3 RV N - - K 3o~
nous psrions d'ure velsur rielle de T erir=zctuons une conitinuation
.

- . ! : . .
de E'(tg) le long d'un ckemin contonu aans | Arg ra < T retournaint
n

a la valeur initiagle de ;L., nous retrouvons lc¢ mime nombre de zéros dans

lArg z[ < == et en fail sur

6

axe réel positif. La fonction d'onde est

1
dcne exactement identique & celle dont on est varti. Comme cecl est vral



pour tous les chemins contenus dans largt&[ < E:HT cela signifie que

3

Eé(rL) n'a aucun point de branchement dans cette région.

Pour gque ce raisonnement soit valable il faut évidemment
que la continuation soit possible et que les éventuels points de bran-
chement soient isolés. 35i 1l'on peut montrer qgue lors de la continua-
tion Eé(%&) recte borné, alors leg points de branchement sont néces-
sairement isolés et l'on ne rencontire pas de frontifre naturelle, en

vertu de (7) ou (8) (suivant la parité).

Commengons par montrer qu'aussi loin qu'on puisse continuer

-

ki .
analytiquenment L tk/ pour {Argt*{ < 28 le nombre de zeros de %b'

3
dens ‘Arg z! ?L- Tixe

Considdérons tout d'abord le cas de rs réel. Nous étudions

1'égquation de Schrddinger 1o iong d'ur rayon

2 = f"ej O\<q‘><lr_

Elle devient

3 : , ‘ [
-4 L+ rr"e,a T4 puef CP.—EIQM}) (’}) =0 ™

/
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Notons que d'aprés la condition (10) Im E' = 0 ei

ln1r~= 0.  On multiplie par \f}* et on intégre de 0 & r : il vient

I

o)

laéalLP
T

ir‘/’l(”m 4ig €9 m? j

' 1
[ﬁotez que soit LP(r:O) = 0, s0it 5%%t(r=0) = O:I, et donc pcur

CA réel, E' réel

-ﬂ

v
'*_‘f) Qw b b+’ Sim&? E,C».?) /‘["'/
(15)
de méme, puisque {ﬁ[-<T%: (*' - 0, pour r — ® et donc on peut

aussl intégrer de r a o :



Nous notons que dans (15) ou (16) 1'intégrant est une

r'2

forme quadratique en gui peut s'annuler 0, 1 ou 2 fois

lorsque r'2 varie de 0 & 1l'infini. Avee 0 < f < g la quantité

6
1>’ 40 - ! )
pr pmlRF-f- P 9'»\«6? £3—m2<li>

est certainement positive pour r'2 - ®. Il suffit donc &'avoir

E'> 0 pour &tre slr qu'elle est négative a r'2 = 0. Alors cette
gquantité s'annule une fois et une seule pour r' = T Dans ces
conditions, on utilise (15) pour r < r. et (16) pour r > r pour
montrer que Im({y '* Qégl ) £ 0. En conclusion, si E'('L) > 0

( réel) les geuls zéros de qJ'(z) dans |Arg z] < 7%? sont sur
1'axe réel positif. Une condition suffisarnte (mais non nécessaire)
pour avoir E‘(bL) > 0 est }L > 0 car alors H' est défini positif.
Ces zéros d'aprts la théorie classique des équations différentielles

sont caractéristiques des niveaux successifs.

D'autre part, notons que, pour o+ rg > E'y c'est-a-
dire y 7réel suffisamment grand, on a —Eigr- q,' < 0 et, puisque
ql' -0 a y~- o, (r ' n'a pas de zéro.

La situation, pour ru'réel > 0 est donc la suivante

plan =z

Y
<
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Considérons maintenant Jle cas de fa\ complexe. A nouveau

il

. . . . i
nous partens de 1'équation (14) le long d'un rayon =z = 1 e p -%;T< B < o ¢

Les analogues de (15) et (15) sont

gt =
Gy o g <) B el

(17)

° oo

— I N T 5*#",

r

Supposcns que

[{f g ‘!\< Tgrﬂ,_a (10)

alors, clairement

, (19)

. TT
Par conséquent, Le crochet dans (17) est alors de cignes opposds pour
r'=0 et r'=oo et qj' ne s'annule pas. La condition {18) peut

8tre remplacée par une autre : d'aprés les équations (4) nous avons

E‘(rb) = tLéE(A = sz/j) i si 0« Arg'1<< 227 , nous aurons out

S
d'abord, d'aprie lz condition de positivité (10) 0 < Arg E' < IT.

‘2/3> -

D'autre part, d'aprés la condition de positivité (9) -Tf< Arg E (FA



et donc 0 < Arg B' < < = . On €tudie de la méme facon le czs
< IC

y
3

) 5 .
-— < Arg'A-< 0. En bref, ]Argvsl < 3~' entraline Arg E‘!

et, par conséquent, on a alors deux intervalles angulaires
~-€E< p< —z—r, __6E< B < ——'g: + & dans lesquels ' n'a pas de

s

plan =z

Notons aussi gqu'en raison de la forme asymptotique de QJ'

/ Sy
\{J'w-'-\w/;,— 27, B2
z 3 2

il n'y a pas non plus de zéros pour =z grand dans {Arg z( <=z - .

tune valeur

T

Si une continuation analytigue est possible

AV

d
- w \ N - - H !
réelle de a une valeur comrlexe de dans fArgrLf <

la fonction d'onde varie d'une maniére continue =5 l1os z3éros ne peuvens

pac apparaltre ou disparaftre 4 1'intéricvr de 1a région !Arg z| < %

>

Mais ils ne peuvent pas non plus en franchir la frontié

r
venons de le démontrer. Leur nombre reste donc constant 2% dgzl a

I1 est clair que si nous effectuons un circuit fermé er
partant de l'axe réel et retournant & 1l'axe rdel nous retrouverons une
fonction d'onde avec le méme rombre de noeuds que celle dont nous sommes

partis et, par conséquent, le méme niveau d'énergie.
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La scule guestion qui reste est celle de savoir s'il y a
un obetacle & une continuation analytigue. Celle-ci est toujours pos-
sible, avec des points de branchements isolés éventuels, aussi longtemps
que E' reste borné. Nous allons aussi démontrer ce dernier point en

utilisant les zéros.

. . . a\P!
Un état propre - disons pair - est tel que —gé“(z=0,tk) = 0.
On peut intégrer 1l'éguation de Schrddinger depuis l'origine et 1'écrire

sous la forme de Volterra :

sur cette équation 11 n'est pas difficile e montrer gue, pour iz[ < R
R arbitraire, on a [ '—cos(ﬁ'zﬂ / E?XPIII,H(NE'Z)[I“" 0 pour
E' - ®. On parvient ainei & montrer, & 1l'aide du théoréme de Rouché

que dans un scctieur formé de

3|
~ ____/.ﬁf e

Ny
P

cu [: ] ddsigne la partie entiére, le nombre de zéros de ' est
R . . .

ggal & [:%F:I pour X' asser grand. Ccmme ce secteur est entiere-

ment contenu dans lArg z[ < , puisque d'aprés les résultats de

' ne peut tendre vers 1'infini qu'avec Arg E' - 0,

b

la Section 3%,
nous aboutissons & une contradiction, & savoir un trop grand nombre
de z¢éros si E‘l est trop grand. E' reste donc borné au cours de

la continuation ¢t rien n'arrétera cette continuation.
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En conclusion Eé({;) est analytique dans ]Arg l < E%L
et d'apres (4), En(g) est analytique dans [Arg/\l <NV, clest-a-

dire dans un plan coupé.

Si nous complétons ce résultat par la condition de positi-
vité (9) Im E(A) / ImA > 0, nous voyons que la fonction E(A) est
une fonction de Herglotz réelle pour ;) > 0. Xn outre, Simon g a
montré que les coefficients du développement asymptotique E =:Z Cn‘x n

|— 1/2n+1
n

satisfaisaient la condition de Carleman ;E:[() divergents -

Dans ces conditions, on peut montrer la convergence de la

suite des approximants de Padé diagonaux vers E. Ces approximants

stécrivent PN(A )/QN(,\) o P et Q

N sont des polyndmes de degré

N
N tels que formellerent

n 19N e g"z.m-:—l
C. w— a—— qm—
se -3 (
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5. =~ GEWERALISATION A D'AUTRES INTERACTICHS

Partant directement de la forme réduite on peut s'intéresser

aux cas

~ " - /
Q‘ ;i“aﬁ%z « Ty -El)y=o

Toutes les considérations sur la forme agymptotique des solutions
st étendent sans difficulté. Toute la Section 2 peut &tre reproduite

avce les modifications suivantes

+m—>0 pour lArgz!< n/2(n+'l);

b) si 1'interaction ntest pas paire il faut aussi définir

d
Q/‘G). Les états propres sont alors donnds par le Wronskien

tiére des

o]

wiy' Y/ ')= 0., C'est encore une fonciion er
+@® ~®

fL et de B!,
D

Les inégalités variationnelles persistent :

R(E'( - fam)t § B [0 = Fon) >
fé(&f‘!{'@/%fﬁj T RLF’LA—F}’/%;!M

l'on prouve ainsi que les valeurs permises de X' sont dans un domaine

convexe s'étendant & 1'infini seulement dans la direction ArgE'!' = 0.

sur le nombre de zéros. BEn premier lieu, il est beaucoup plus sim
se limiter aux interactions paires de fagon a pouveir faire usage de
LP'(Z=O>:=O ou de (dtf'/dr)(r:@)::o et d'iniégrer le long de rayons
Arg z = const. Dans ce cas ll'on trouve des résultats analogues & celui
de 1l'oscillateur anharmonique en x2+x4. Je voudrais simplement

insister sur un point : nous savons d'aprés XKato que chagque niveau
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d‘ene;gle Lm( rT""’ an) est dévcloppable dans une boule
lfk1, + e +]fL2|2 < Rm en perturbations. Ce que l'on peut montrer
au moins dans le cas des interactions paires (f&1 :fU-B,... = O)
c'est que le rayon de cette boule tend vers 1'infini avec m (o m

est le nombre de noeuds de la fonction d'onde non perturbée)° Le principe

est fort simple :

On intégre le long d'un rayon

et 1l'on suppose

s ™+ = - | <R

R arbitraire. Alors

" ‘
“hn \,fﬁ"-‘ dy
o

% Qe " .
= (ol [r e d] - (8] s424+rg e ot
+ £ _,(r)

t un polyndme de degré 2n-2 & coefficients dépendant

o r
ol P2n—2<r') es

des '& .
P

Si IE'I est trés grand, {ArgEﬂ} est aussi voisin Jue
lton veut de 0. On peut prendre ! B!

de " #(TW/2(n+1)) sin(2g+Arg B') ait le signe de ein2@. Il est facile

67]

de voir qu'étant donné ¢ et R il est possible de choisir E' > E!',
!

de fagon que le crochet s'arnule au plus une fois pour O < r!' < ®,

On montre ainsi gque le nombre de zdéros, dans l'angle
]

]Argzﬂ < (TT/2(n+1)) reste Tixe si {E'[ est assez grand. I

donc pas dec point de branchement. Pour €tre assuré dtavoir
grand il faut choisir Eé(,kpzo) assez grand et s'assurer que [E'I

ne diminue pas trop lorsque 1les PKD varient dans la boule ;{I FbiZ::R“
itle de s'aésurer en calculant une borne supé-

De cela il est aussi pos

0]
9]
1]
n

rieure du nombre de zdéros dans l'angle en fonctiion de E', a pariir de



_20_

ie forme de Volterra analogue & 20). Si partant d'un E%(f#p:O) trés
grand E& diminue trop le mombre de zéros devrait diminuer d€j4 avant

]Eél = Bl, ce qui est impossible.

Plus R sera choigl grand, plus Eé et E% seront grands
et plus m nombre de zéros de la fonction d'onde non perturbée devra

€tre grand, mais le procédé marchera toujours, aussi grand soit R.

Lie domaine de convergence de la série des perturbations de

P
Em(liz,..., rén) tend donc vers l'infini avec m.



6. - REMARQUES FINALES

On peut se demander ce qui motive 1l'étude de l'oscillateur
anharmonique. On peut dire ceei : si nous regardons EQA ) nous avons
un exemple ou les termes succescifs de la série des perturvations
existent sans que la série converge. C'est une situation analogue &

celle (probable) de la théorie des champs, par exemple l'interaction en

Azt

Or ici, par 1'étude de l'analyticité en :\ nous arrivons a
prouver qu'il existe un procédé de construction de suites construites a
partir des termes perturbatifs qui converge vers la réponse exacte.
Ct'est un encouragement pour le cas de la théorie des champs ou certains
physiciens utilisent ces procédés de sommation sans cavoir s'ils convergent.
Mais il y a un grand pas & Taire avant de passer d'une dimension (notre cas)
4 une infinité de dimensions (le cas de la théorie des champs) et malheu~
reusement nos méthodes sont dirficiles & géndraliser, ne serait-ce qu'a
deux dimensions ! On peut, plus modestement, dire que nos résultats
peuvent &tre utiles, tels quels, dans des problémec de spectroscopie
moléculaire par exemple. Dans cet esprit, la convergence des approximnants
de Padé avait déja ¢té testée empiriquement par Reid 8>, a 1l'aide d'une

calculatrice électronique !
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