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LES SYSTEMES DE PFAFFT DU TYPE DE FUCHS

SUR LES ESPACES PROJECTIFS COMPLEXES

par

R. GERARD

Institut de Recherche ilathématique Avancéc (STRASBOURG)
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INTRODUCTION

Dans cet exposé nous allong donner une idéc
1°) de 1'intérét que prisente 1'&tude des systémes de Pfaff du type
de Fuchs sur les espaces projectifs complexes.
2°) des problémes qui s¢ posent encore & propos de ces systémes;
Nous noterons :
- n)n(m) l'espace projectif complexe de dimension n ; quotient
n+1 * r o
de T - {O} par le groupe (O des homothéties de centre O o
n+1 . . . .
-1z - {o} - E’n(m) la projection canonique.
- (x1,x2,...,xn+1) un systéme de coordonnées homogénes sur H’n(m)
- 0ﬂ§:= U Jgi une sous-variété algébrique de H’n(m) dont les vom-—
i=1ﬁg
posantes irréductibles ULDi sont supposées sans singularite (on verra que certains
des résultats obtenus restent valablcs dans le cas contrairo)°
= P.(X, 39X, yesesx . ) =0 1% ion irréductible de b, , ou P,
1( 1170 s n+1> équation ;0 5
est un polyndme homogéne de degré n; .

- quq(BDH(E), (7%3 1'cnsemble des formes de Pfaff & valeurs matriciel-

les de 1la forme



N

ou les Ai (i=1,2,...,P) sont des g X g-matrices constantes liées par la rela-
tion

P
1o & ’ 4 =0
4§1 (Gegre Pi) A, =0

DEFINITION., Un systéme de Pfaff d'ordre ¢

arf = g f .

est dit de Fuchs sur I’n(m) si

10} @€ quq@pn(m), JE

2°) il est complétement intégrable,

On trouvera unc étude détaillée dec cos systémes sur une variété analytique complexe
de dimension finie dans [1] .

Des exemples simplec de tels systémes sont donnés par les fonctions
hypergéométriques complétes (pour un apergu sur ces fonctions voir [3]. Par

! . > by
exemple la fonction d'Appell F1(m,H,Q,Y,x',y) est donnéc par un systéme sur

) ) 3 dxi 3 du,
P, (C) de la forme (cf [1] p. 400) df=( % A, — + ¥ B, —=)f,
2 . 1 %, . 1 u.
i=1 1 1= i
o a) Up =X, T Xg oy Uy T Xy m Xy Upy = X, -

b) les Ai ’ Bi sont dos matrices d'ordre 3 liées par un certain
nombre de relations exprimant la comnlite intégrabilité du systéme considéré .

Les résultats qui seront exposés dans la suite ont été obtenus en
commun avec A.H.M. Levelt de 1'Université de Nimégue et sont en voie de publication.
Les problémes que nous avons abordls sont les suivants :

1°) Classification des systémes de Fuchs sur les espaces projectifs
complexes, et ceci sur un cas particulicr, ce probléme sc raméne dfailleurs immé-
diatement & un probléme assez difficile d'algébre lindairc.

2°) L'étude de 1'analogic existant entre l'enscmble des relations de
compléte intégrabilité d'un systémc de Fuchs admettant cﬁj = U aii pour support

singulier et l'ensemble des relations qui existe entre un systéme de générateur

du groupe ﬂ1(ﬂzl(m)— jé:)),



§ 1 «— Quelgucs propriétés des systémes de Fuchs sur Biﬂ(m)

i A .,
3 1 ~ : > 7 s i ‘}:}L‘) y e I
Scient M un point dc H?](E) at~]ff ,Lj;; ,uo,,;/w.q(M) , les q(M)

1
- Mo M Y
composantes irréductibles de U% passant par M .
DEFINITION 1.~ Les composantes irr&ductibles (‘ﬁ;i>1 S5 - de /b sont en position
- = g =

générale si pour tout ME Iz‘(m) .
1°) q(M)

A A, o
(deL1 dPi2 \ qu (M) £ 0
M M IVL
A I . " 5 . -
DEFINITION 2,~ Un diviseur &%DQE' E}l&m) est dit générique si ses composantes

irréductibles sont sans singularitd® ct en position généralc,

. . . 73 (ﬁf’
Une fonction holomorphc zsur le revétement universel Jiﬂ(E}l(E)— )
3 Ao o 1 ' e e 5 3 1
de Hzﬂ(m)— U’ est dite élémentairc i elle s'exprime commc polyndme a coeffi-
L
clents constants cn

1°) les fonctions (log P.)

. q
2°) des fonctions de la forme II P.,” , «.€C

DEFINITION 3.~ Un sous-cspace vectoriel E de dimension finie P de fonctions

) N N P . . . . .
holomorphes sur (H; (I’ (©) - C%J ct A valeurs dans CF cst dit ¢lémentaire s'il

est engendré par des fonctions élimentaires,.

THECREME 71.- Pour tout systéme do huchs dont l'ensemble singulier est génériguc,

1'espace vectoriel des solutions cst élémentaire.

i

3

DEFINITION 4.- Un diviseur Yo de W (L) est dit plus simple qu'un diviseur ﬁf,

si ’
1°><j%9% Jﬁf

2°) /v est réunion d'wi certain nombre de composantes irréductibles

14

de th)o

AD
DEFINITION 5.- On dit qu'il y a réduction du diviseur singulier d% d'un systénc de

Fuchs



(1) 3af = wf

si par un changement de fonctions du type £ = Hg ou H cst une matrice holomor-

"y A7
phe élémentaire et irréductible sur &{7(Hzﬁ(m) -G

[

), lo systéme (1) se transfor-

°

ay
. d 1
me en un systéme (1') dont le diviccur singulier /b est plus simple que Qﬁ?

. . . A2 . . . .
THEOREME 2.~ Si une composante irriductible t/G: du diviseur singulier de (1)
Yo
est en position générale par rapport aux autres et si les valeurs propres do

Res w// .= A, sont toutes distinctes , alors l'espace vectoriel des solutions
o o
de (1) est ¢lémentaire.

CONCLUSION, - Les systémes de Fuchs sur Hﬁl(m) qui méritent une étude plus appro-
fondie sont donc ceux dont le diviscur n'est pas '"génlrique'.

Dans le prochain paragraphe, nous allons étudier une premiére
famille intéressante de systémes de Fuchs dont le diviscur singulier n'est pas ¢gé-
nérique, un cxemple de tel systémc cst donné par la fonction hypergéométrigue

F,I(OMB’B"Y h X,Y) °

§ 2.— Un excmple de classification d'une classe particuliére de systémes de Fuchs

sur TP, (@) .

ystéme de Fuchs ([1], p. 402)

6]

A la fonction F1 (atyB,B',Y;X,V) 05t associé le

3 dx, 3 du,
af = (% A, — + £ B, —=) £, on
. i x. . i u.
i=1 1 1=1 1
a) u1 = X2— x3 ' '\.12 = }:q—xq ’ u3= X1—X2 a

b) /0 1 0 0 0 1
Ay = 0 T-y+3! O/ Ay = 0 ¢ -B

! B! C/'*'B'/ —af? -B! V-8 '-1



0 0
B2 = -3 Y-r—3-1
0 0

L'ensemble de ces 6 matrices données danc 1l'ordre (A

O / 0 O 0
- B = 0 —01

B ; | B
0 0 5 -8

dans la suitc le 'sextu ple hypergiondtrique" .

D&signons
]PZ(E) défini par les
J5 e x,
i i
£7F
Je) .o UL
91 i
Le probleéme que nous

systémes de Pfaff du

lier est Oﬁ . Un tel

NOUS pProposons

3 : .
par éﬁf: U (cjﬁi'uJai) lc¢ sous~cunscmble algébrique de
i

=1
équations
=0 i=1,2,3
=O i:1y293°

de résoudre est celul de la classification des

type de Fuchs complétement intégrablce dont le diviseur singu-

systéme s'éorit

) 3 dx. du .
(1) df = @f o w= &£ A —+ % B, —  avec
. i x. . 1ou,
1=1 1=1 i
3 .
s (A.+B.) =0 .
. 1 1
i=1
Les Ai ’ Bi sont des matrices d'ordre 3.
Pos B=B, + B, +B et
osons ’ 5 3
Ci = Aj + Ah + Bi ot (i,i,h) est une permutation de 1'ensemble {1,2,3};

La condition de compléte intégrabilité du systéme (1) s'Cerit

(11) [Ai,Bi] =0 i = 1,2,3
(1) (12) [ci,Ajj = [ci,Ah] = [ci,Bi] = 0 pour toute permutation
’ (i,3,h) de {1,2,3} .
\\(13) [B,Bi] = 0 i=1,2,3

a laquelle il faut ajouter la relation

MW

(Ai + Bi) =0

i=1

I1 est facile de voir que le problémc énoncé ci-dessus consiste en la classifica-

tion des sext Uples ordonnés (A1,A?, A3, B1, B2 ’ BS) de transformations linéairces



- € -

d*un espace vectoriel V de dimension 3 sur O .

Pour toute transformation o de 1l'ensemble {1,2,3} posons

G<A1,A2,A3 19855 3) = (AG(1>’AG<2>’AG(3)yBG(1)’BO(2>7BG(3>) et dé-
signons par L12 ’ L13,623 et v leg transformations définies par :
Lo {8y Ay eigs BBy By) = (BuByyig,ag,ay,By)
23(A Ay rhqsB, ,,83) = (A 9By rBysBy) ,,A3)
LyqlyrfyshyBaByyBa) = (ByabyyByshyyBydy)

Vv (A19A2,A37B17827B3) <CT7 2763’B1’ 2 3)

Les transformations ¢« , et v engendrent un groupe G d'ordre

“eo 7 Fog v U3y

120 . Les relations (I) et (S) sont invariantes par G .

DEFINITION 6.- Un sextuple H = (A 1,AG,L3, e o’ ) est dit décomposable si V cost

somme directe de deux sous-espaccs vectoricls V1 et V2 non réduits a {O} et inva-

A.,A.,B.,B.,B. .

riants par lcs transformations linlaires 3181185, 5,

17

DEFINITION 2.~ On dit que le sextuplce H est presque décomposable s'il existe des

transformations linéaires N de V wvérifiant :

: 3 ,
1) Pour tout i , W, ct 7, sont nilpotentes ct I (N, + Mi) =0
—— i joq 1

2) Toutes les Ni ct 11, commutent et chacunc commute avec les &liments

1,¢2PI ,], 2,;13

du sextuple H .

3) V est somme dirccte do sous—espaces non réduits & {0} invariants

par_les endomorphismes A, - N, (i=1,2,3) et B.- Mj (3=1,2,3)
3

DEFINITION 3.- Lec sextuple H est dit élémentaire si

1) il est presque décomposable,

2) V est somme directc de sous—espaces de dimension 1 invariants

par les endomorphismes (Ai— Ni) (i=1,2,3) et Bj - Mj (i=1,2,3)

Remarques

1 - Pour que le sextuplc H soit décomposalic (resp. presque décompo-
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sable, élémentaire) il faut et il suffit qu'un de ses transformés par G soit décom-
posable (resp; presque décomposablc, élémentaire).

2 - Le sextuple (Al\.,l-—Z(\T,],A2 N27A3 N3,B M »B, -, ~M3) vérifie les
conditions (I) et (8)

3 - Si le sextuple H est élémentaire alors tous les éléments de H
sont deux a deux permutables.

4 - Si leg éléments du sextuple H  sont deux a deux permutables, alors
H est élémentaire,

Ce résultat est un corollaire immédiat de la proposition 11, p; 121

de 1l'ouvrage Algébre chap, VI, VII dec N. Bourbaki.

Considérons le systéme de Fuchs associé au sextuple H= (A1, X 3, 1, 2,B )
) 3 dxi 3 du,
(1) dfz('Z A, 5+ X Bl—u—-)f
i=1 1 i=1 1

alors

1 - Dire que le sextuplc H est décomposable est équivalent a dirc
que le systéme (1) se décompose.

2 - Dire que le sextuplc H est presque décomposable est équivalent

& dire que la transformation

transforme le systéme (1) en un systdme décomposable.

3 - Si le sextuple H cst &élémentaire, les solutions de (1) sont ¢lé-
mentaires.

Nous dirons qu'un endomorphisme X de V (dimm V = 3) posséde la
propriété (R) s'il existe EEE tcl que rang(X-g€1) =

Nous avons alors le résultat suivant :

THEOREME.- S8i le sextuple H=(A1,A2;A +B B ) n'est pas élémentaire et vérifie

3" 2'

les conditions (I) et (S) et (R) alors ou bien

a) H est décomposable
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b) H est semblable au scxtuple hypergéométrique.

La démonstration de ce théoréme cst assez longue et ne nécessite que des considé-

rations d'algébre linéaire.

§ 3.~ Analogie entre les conditions de compléte intégrabilité d'un systéme dec

Fuchs et le groupe fondamental du diviseur associC.

Nous allons pour des raisons de simplicité nous limiter au cas des systémes de Fuchs
‘ . g .
sur ]P2 (m) . Soit C%té U Jﬁg un diviseur de ]P2 (E), nous supposerons que les
i=1

" . io . s . .
composantes irréductibles de "% sont sans singularité (la comparaison s'étend

. c . N Ao . . o
d'ailleurs aisément au cas ou les g/bi possédent des singularités).

B 7 . P . 4 s e e k
a) les g@; sont en position générale (i.c. ¢7%1 est générique).

A

Soit n, 1'ordre de Jﬁi alors d'aprés un théoréme de Zariski ([3] et [4]) nous
savons que le groupe ﬂ1(Eb>(m) —;]%) est abélien et & ¢ générateurs 1ié par

la relation :

gl =1 °

i =3a

i=1
Cette derniére relation exprime quc nous sommes sur ]PZ(E) et le caractére ablC-
lien résulte de la position relative des composantes irréductibles Qﬁi de (Y&i

Considérons maintenant un systéme de Fuchs compleétement intégrable

q ap.
(1) df =wf. o w= I A,
. i P,
"‘1:‘1 i
Pi =0 (i=1,2,a.a,q) étant une équation irréductible en coor -

données homogénes de la composante irréductible aﬁfi de &tf
On suppose ce systéme générique, cela signific en particulier que
l'ordre des matrices Ai est asscz ¢levé et que les seules relations qui existent
entre ces matrices sont la relation
.4 .
(s) = (degre P,) A, =0
. i i
i=1
et les conditions de compléte intégrabilité. On vérifie facilement dans ce cas par-

ticulier que la position relative des Uﬁi entraine que ccs conditions sont unique-
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ment :

. l = 192,ouo,q
(I) [AﬁiAjJ =0
B J = 7927@00;({ °
Et l'analogie entre les relations (8) ct (I) et les relations liant les généra-

teurs de n1(ﬂ%2(m) - 063 est évidente,

b) Cas général.
Les composantes irréductibles de Giﬁne sont plus en position générale.
11 existe (cfo [1]) .

- une variété analytique complexe V de dimension 2

/ r -,
H )
- un sous-ensemble analytique th = U Cﬂf de V (rzzq) dont 1lcs
i=1

composantes irréductibles sont en position générale.

- une application analytique ¢ : V — HEZ(E} qui est un isomorphisme
!
4

analytique de v- 78 sur Ezz(m) -~ O@? tel que

/
* ] ,
o = (fxp(ﬂza(m),c7%3 *Squq(v, &%9) soit un isomorphismes

o «‘/
(pour la démonstration de quq(v,aﬂE))et la démonstration de ce résultat voir [1]).
/
- ,‘ /

Les deux groupes ﬁ1(B%2(m) —(/t3 et ﬂT(V -~ &i?) sont évidemment iso-

morphes.
/

/
U = 4
A chaque composante 1rrcduct1ble(Jci de ¢/t correspond un générateur

s

hi du groupc ﬂ1(Eb (m) —c/b) . Un certain nombre de ces générateurs provienncnt

A
des composantcs irréductibles Lﬁi de vk nous les noterons g.(3=1,2,a..,q) . Nous

~ J
avons toujours la relation
q (degre %)
m g. LA
Jj=1 J /

mais 11 y a d'autres relations provcnant de la position rclative des d&% donc
des Gﬁi .
1
Chaque générateur hi stexprime évidemment en fonction des générateurs
gj (j:112)°°°QQ) .

Les composantes irréductibles de df' étant cn position généralc, les



relations qui existent entre les génlrateurs hi sont des relations de commuta-

7 "
- s
tion du type suivant. Si O%Ji N ﬁT% A @ alors
o o

Cecl exprime sculement la commutation de certains générateurs et n'entralne donc
pas la commutativité du groupe TTT(HEE(E) —dﬁf) . Nous allons voir maintenant que
les conditions de compléte intégrabilité du systéme (1) df = @f sont de méme
nature.

Considérons le systémc
(1%) af = *w £ image réciproque de (1) par o .

La condition de compléte intégrabilité de (1) (wNw =0 ) est tqui-
valente & la condition de compléte intégrabilité de (1%) (w%(ﬁw* = 0) . On démontre

alsément
PROPOSITION.~ La condition *w(i%*g = 0 éest équivalente a

[Rés *wi Q%g , Rés *wi«j%j] =0

pour tous les couples (i,j) tels que
ArnAg .
1 J

Donc les conditions de compléte intdgrabilité de (1%) donc de (1) sont des rela-
tions de commutation sur les résidus de *w , et ces résidus g'expriment simplement
en fonction des matrices coefficients du systéme (1) (cf; 1], pe 380).

L'analogie entre les rclations liant des générateurs de ﬂ1(V— A
et les relations de compléte intégrabilité réside donc dans le fait que l'un et
l'autre de ces groupes de relations provient de la position relative des composan-
tes irréductibles de gﬁf' et dans 1'un et l'autre des cas, ces relations ont dcs

relations de commutation.

ooo O ooo
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