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I. - INTRODUCTION

Comme plusieurs conférenciers l'ont déja souligné au cours
de réunions précédentes & Strasbourg, aucune preuve n'a été donnée
jusqu'a ce jour de l'existence de théories quantiques des champs non
triviales. En particulier les difficultés que l'on rencontre dans
1'étude des théories Lagrangiennes (telles que 1'électrodynamique

quantique) sont exposées en détail dans les références 2) et 3).

Il existe toutefois des solutions de ces théories au sens
des séries formelles de paramétres appelés "constantes de couplage" ;

ce sont les "solutions perturbatives".

La détermination du terme général de ces séries est l'objet

de la théorie de la renormalisation perturbative. Celle-ci, 1l'un des

grands triomphes de la physique théorique d'aprés-guerre, s'est d'abord
présentée comme un ensemble de prescriptions quelque peu mystérieuses.
Puis le succés expérimental de l'électrodynamique quantique, la force

de l'habitude, et les travaux de clarification de nombreux auteuré, 1l'ont
rendue & la fois mathématiquement respectable et intuitivement natu-
relle. Cependant tous ces travaux n'ont pas épuisé le sujet, et ceci
pour plusieurs raisons : |

4)y3)y 5)

(i) - les preuves d'existence des termes de la série sont
d'une assez grande complexité et ne mettent pas en lumiere les
justifications de la méthode générale de soustraction des di-
vergences ("R opération" de Bogoliubov) ;

(ii) - il n'est pas évident que la solution obtenue vérifie (au sens
des séries formelles) les propriétés requises par la théorie
axiomatique, en particulier la localité et l'unitarité (voir
plus loin) ;

(iii) - enfin il est trés important de connaltre toutes les propriétés
de la solution perturbative car il ressort des travaux récents
de Glimm, Jaffe, etc., que la théorie des perturbations fournit
de trés précieuses indications sur la solution non perturbative

lorsqu'elle existe.
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Dans cette conférence, nous nous proposons de montrer qu'en
approfondissant un peu une méthode proposée depuis fort longtemps 6)’7)’8),
on arrive & une preuve trés naturelle de l'existence de la solution per-
turbative (c'est-a~-dire de la finitude des amplitudes renormalisées a
tout ordre) et de la localité de cette solution. (Cette localité résulte
aussi d'un travail indépendant de J. Bros, a paraitre, qui utilise une

méthode complétement différente.)

Pour simplifier, nous limiterons notre attention & une théorie
comportant un seul champ scalaire neutre et massif A(x), et "définie"

par la donnée d'une densité Lagrangienne

o (;\\(x), 2 /’&(x)) +3C)‘)"<f_[ (Acx)
° 1&fﬁ

oZ; = Lagrangien libre ; 42; = Lagrangien d'interaction ; g = constante
de couplage. En fait il est utile de considérer un Lagrangien plus géné-

ral

N N
ry A Aw)) + Qx)A)
o&f(Aa),_;_;;rAcx)) +;a)°<‘flf ¢

ou la constante de couplage g a fait place & une "fonction de couplage"
. -~

g(x) (numérique) et ol on a ajouté & l'interaction le terme Q(x) A(x),

Q étant une fonction numérique qu'on se donne ("source"). Plus généra-

lement encore on va utiliser

P
oL (A1) + 2, q, > =2 (Ao
je1 J d

ou, en notation condensée



oz;:(z(x)) + g(x)z(//\\("))

2 - {31 P ér} ) °Z= {""1 ,...,xr}

°Z: sera le véritable Lagrangien d'interaction, et %(Z&(x)) = K(x)
Les autres cifg sont des quantités qu'on se propose d'étudier

(courants, etc.).

En partant de ce Lagrangien, si on suppose que les fonctions
g décroissent & 1'infini, par exemple &< Dp(k4), des considéra-
tions heuristiques sur lesquelles nous ne nous étendrons pas conduisent
4 conjecturer l'existence d'une "matrice S" (opérateur de scattering)

qui est une fonctionnelle de g, et dont on va décrire les propriétés.

La scéne se passe maintenant dans l'espace de Fock Sz‘
d'un champ scalaire neutre libre A(x) (c'est le champ asymptotique
entrant de la the’orie) de masse m > 0. Rappelons que % est un
espace de Hilbert,

7 2 é°§ F
»n=:0

Tt

F

o

C

g:n = espace de fonctions complexes symétriques de n quadrivecteurs
Pyye++yP, OB P, = (p°, Sj) est astreint & décrire le demi-hyper-

- - 4 n
boloide p° = (pQ)2 - (pj)2 = m2, p? >0 ; les fonctions é( )

J J
formant SZ; sont celles pour lesquelles

>,

//énn//z _ f’gﬁm(hr--»/’»)la TT _di'_?i___ < oo

J'll P P.1'+m7-

«
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Pour tout vecteur ¢ = {§ (n)} de ?‘ on a
n=0,1,2,4...

e = E 12

n=0

Le vide S est le vecteur {1, 0, Oy ...y O, }
Pour toute transformation {a,A} du groupe de Poincaré orthochrone

on définit par la formule

" 1 F n
(U(“-,A)é)( )(Pﬁr“)f’n) = o é )(-A Py v AP‘)

une représentation unitaire fortement continue du groupe.

Le sous-espace D? de T est formé des vecteurs @(n)
tels que : (i) tous les é(

certain rang ; (11) pour tout n > O, @(n (p yee9Py ) considéré

sont 1dent1quement nuls a partir d'un
comme une fonction de p1,...,—§n est dans \f R3n

Nous ne rappellerons pas en détail les propriétés du champ

libre A(x). Notons que c'est une distribution & valeurs opérateurs

dans g’« : pour toute f& DO(RA')

A(L) = fAm Fexey o

est un opérateur non borné défini sur DO et appliquant DO dans

lui-méme. On a

(O+m*)Awx) = O
U(Q,A)Acx)U(a,A)-i = A (Ax +a)

) -t Pl
[ACx)) A(;)] = -‘-_i-A(x-g) = (-1_11;'—)3‘[ /b 5(,4:°)S(P‘ ")”,b
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Nous supposerons connues les propriétés des "polynSmes de Wick".
Voir 3)’6)’9). Dans tout ce qui suit on n'hésitera pas & employer

une notation fonctionnelle pour désigner des distributions. Cet usage
allégera beaucoup la notation et ne conduira jamais & des confusions

dangereuses.

La fonctionnelle g — S(g) prend ses valeurs dans les
opérateurs bornés inversibles opérant dans 57’. Elle doit satisfaire
aux propriétés suivantes :

(i) - s(g) est définie pour tout g EDO(RA'HP et dépend conti-
nlment de g dans une topologie convenable (par exemple : la

topologie forte des opérateurs).

S(o) = 1 (1)
g

, ol

U(/..)"SC;)U(L.) = S(L‘g) pour tout L &

(L'lg)(x)= 9llx) ; si L=fa, A}, LezAxsa.

(i)
-d -
S (3) = S*(S. ) (2>

(1i1) - (Localité ou causalité)

Sta,) ch,.) = S(;‘«t-g‘_) N osupp gy T semige (3)

Ta notation est la suivante : soient E et F deux sous-ensembles
de 1l'espace de Minkowski (1?4). On éerit



si

EN { F+ V- } = ;25/

ou, condition équivalente

/-"/7{6'4-7"‘} = .

VY. -V~ = {xem‘.: x°>l?|}

(Si E et F sont compacts, la condition E ZF exprime le fait qu'on
peut faire passer une surface du genre espace entre E et F.) Plus

précisément, posons

Vg, &)= 3(3)‘13(34-&-3 i Weg,8)= S(g+h) 3(3)-1<4)

On impose gue

V(; ,51)-\,(3 ’ g"t ) = V(g_) 5-'1* 5") )

; R Supp. &
S Supp. b “pp. >
r PPy 2 2 (5)

Wi LIV, B s WG, By )

Enfin on désire que S(g) posséde une limite lorsque la
fonction g tend vers une constante de fagon convenable, cette limite
devant 8tre elle aussi unitaire. (C'est ce qu'on appelle le probléme

de la "limite adiabatique". Nous y reviendrons plus tard.)
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I1 est assez douteux que la situation décrite ci-dessus
soit véritablement réalisée dans les théories d'un boson autocouplé.
En particulier un résultat de A. Martin semble indiquer que la cons-
tante de couplage ne peut dépasser une certaine limite sans apparition
d'états liés. Or le formalisme ci-dessus contraint le spectre de masse
de la théorie & €tre celui d'un seul champ libre. Si .on souhaitait étu-
dier l'existence de S(g) de fagon non perturbative, il faudrait pro-
bablement admettre que S(g) n'est définie que lorsque g parcourt un
sous-ensemble convenable de jp . Mais tel n'est pas le but de cette
conférence. Nous allons voir que le programme ci-dessus peut étre

complétement réalisé au sens des séries formelles en g.

Nous cherchons donc & construire une série formelle

S ™ X e ... ol
s =2, T fT“u---»"n‘é“t"ﬁ'é‘ m) b (6)

qui vérifie les conditions précédentes au sens des séries formelles.

Dans cette formule, le premier terme (n = 0) est 1 [Ear on veut
que S(0) = 1]. Puisque g a plusieurs composantes Byree 18y

. n
T(x1,...,xn) est un objet & p  composantes Ti1"'in<x1""’xn)’

la sommation est sous-entendue.

Toute série formelle qQui commence par 1 a une inverse

(droite et gauche) que nous notons, dans le cas de S(g) :

oo ‘n _
-1 -
S(s) s 50 %. T(xz,...,x“) §°"t"“ g(,‘“) ,(ox‘ . al",_\ (7)

(La formule explicite de l'inversion est facile a4 trouver - voir plus

loin.)
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Comme en théorie des groupes, ou le générateur infinitésimal
d'un groupe unitaire a un paramétre est non borné, il faut s'attendre
ici & ce que le nieme terme de (6) soit un opérateur non borné. ILa
guestion du domaine de définition de ces opérateurs prend donc une

grande importance.

Bien entendu c'est par récurrence sur n qu'on essaiera
de construire les T(x1,...,xn) et T(x1,...,xn). L'énoncé de 1'hypo-

thése de récurrence va permettre de poser le probléme de fagon précise.



II.

- HYPOTHESE DE RECURRENCE

On 5suppose que, pour tout V¥ g n-1, on a construit des

distributions & valeurs opérateurs T .,,i, (x1,...,x, )s

possédant les propriétés suivantes.

CHRES

Ti‘] LY -l,

1) Pour toute £ = {fi1,,,i”}é [:Jo(k‘w ﬂp’ ’

jT[xzo"‘l‘v )f (g 500 %) o, ... c/"x,

est un opérateur défini sur un sous-espace dense D1 de 7, applique

D, dans lui-méme, et dépend continliment de £ au sens faible. T est

symétrique : pour toute permutation iy...,®» de (1,...,¥) on a

T (= x,) = T,
“ "“u(“') ) = ‘;ri "_'7ry (‘ﬂ‘z s ey )

Le domaine de définition D1 contient le vide L) et :
ot
U(L, ).D1 & .Dﬂ pour toute L < J+
T partage ces propriétés de T (avec le méme domaine D1). On suppose
de plus que les opérateurs de la forme
T(x, ,..., » 7T
f 1) ’;) (‘;;4-3)“') “,t)'" 7—(“:- -t :"'l’,:)f(x’,...,x

. %)

sont bien définis sur D 1'appliquant dans lui-méme, et dépendent

1’
continfment de £ au sens faible [i.e., : £ — (¥F,(T...7)(s) D) est
une application continue de £f dans C pour tout couple ‘f", @

de vecteurs de D1). De méme pour T (cette derniére supposition est

d'ailleurs superflue ; c'est une conséquence des précédentes).
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Pour » =1 on a

7‘.-(;:) = GZZCK)

Les °:Z:'i(x) sont des champs qu'on se donne [avec les notations de
l'introduction on aurait SZZ(X> = $t3<A(X>II~ Ces "conditions ini-
tiales" servent & préciser la théorie en fixant le Lagrangien d'inter-

action. On doit avoir 52f;(x) = A(x) (le champ libre).

I1 en résulte que D1 contient tous les vecteurs de la

forme

./;c(";:"‘l"/z)Ac"s)“' A(xa)a’x, dx‘a

Vd

clest-a-dire : DOC D

(On peut démontrer qu'il n'y a aucune perte de généralité

& supposer D, = Dg- Voir plus loin.)

La symétrie de T et T cus permet d'adopter une notation
condensée : si X est un sous-ensemble fini de R % x { Tyeeesp }

[é‘est—é—dire un ensemble fini (X ,1.)ye.,(x ,1 XI on écrira
1772 r’’r

T(X) au lieu de T11 vip (Xj,- ,xw)
T(X) n 1 " Ti-]-~-j-r (XT’.”’XT)
|X| = nombre d'éléments de X (=r)

[k] = 1l'ensemble {X1"°"xr} considéré comme sous-ensemble

deR4.

L'utilisation de la notation fonctionnelle T(X) (alors que T est
une distribution), bien qu'illégale, ne conduit & aucune confusion et

sera systématique dans cet exposé.
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Quand X est l'ensemble vide ﬁ, on poseé, psar conven-

tion, T(g) = T(g) = 1.

2) (U) Cette condition exprime que S(g)"1 est 1'inverse de S(g)

Tl —
2. (-0 T(z) T(1')=©O o)
Iul's {1,..,»} !

InI'z;J
pour tout yLn-1, vY3yi

2. ! ,
IuT’s{4,..,v} O TANT(I) - 0

INT's & (v2)

pour tout ¥ £ n-1, » 2> 1

-

Chacune de ces conditions est équivalente a :

1 4

(-0 Tlg,.,0) = Lo 0" T ). T(Z,)
LY LY
'Z:U'"UI'L: {1,..,7}
1;./71'£=¢si JEk (u3)
L
Eformellement si sS(g) =1 +k(g), kK(0) =0, ona S(_g_)_1 =1 +

®
+ 2 (-1)F K(_g)r].
r=1
3) Causalité
(caus.1) : si X =1IUJ, INJ =p alors (pour tout |X| < n-1)

7(X)=s T(I)T(J)

dans la région ou EI] 2[:J]
Fx)y=z T T
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Explicitement, ceci veut dire que, par exemple, dans la

région {X1""’Xr} 2{xr+1,...,x»} on a

7 ( x x / 7
. . vy Yy = . . (= ey X
by 1! » ‘3"""!. . ? A ) ¢ ‘., (xlu_‘ yeeea X, )

A+

au sens des distributions, et sur le domaine D1.

(caus.2) : si |X| < n-1, |Y| < n-1, alors dens la région
[X] ~ [Y:I (abréviation pour : [X:[ ?[Y] et [:Yj ? [:X], clest-

a~dire : [Xj et [}] séparés du genre espace) on a

[7x), Tcvy)] = O (sen D)
[Tx), Tcy)] =° (=»—)
[TX), Ty = © (—v—)

Les deux derniéres lignes sont conséquences de la premiére en vertu
de (U3). En fait, ces régles de commutation seraient automatiques si
la restriction |X| < n-1 ne figurait pas dans (Caus.1). Mais ce
sont des conditions nécessaires pour que l'on puisse continuer la

récurrence en satisfaisant (Caus.1).
4) (Trinv.) : pour tout ae RA' et tout Y < n-

U'(q./ 1) T(xz,..-, x,)U(a., 1)-1

T(x1+ a,.-, x,+a)

(94 (“, 4.) -7--(".1;---) x,,) U(’a, i)-1 = %-(Xi-'- a, .-, x’.'.*)



_‘]3_

Ici encore la seconde ligne est une conséquence directe de la premiére

grace & (U3).

I1 est utile d'arréter ici, pour 1l'instant, 1'hypothése de
récurrence et d'examiner comment se fera le passage de n-1 & n. On
complétera par la suite 1'hypothése de récurrence (en y faisant entrer,
en particulier, l'invariance de Lorentz et 1'"unitarité", et aussi

d'autres restrictions sur les T).

Notons que (Caus.2) implique en particulier ER%(X), A(XII==O
sur D1 quand (x—y)2 < 0. En ajoutant & cela la condition 4) (Trinv.),
on trouve facilement 10) que, pour tout j, dgz(x) doit &tre un poly-

ndme de Wick du moins lorsqu'on le restreint a Do' En d'autres termes :

°Z;‘o‘7= . ?j (Ac, ?‘1 Aty )y ?“1"'/"}6 Acx)) s

Pj étant un polynbme d'un certain nombre (fini) de variables.

Ce caractére "polynomial' des interactions permises par
notre formalisme est essentiellement dl & ce gqu'on suppose que les gj
peuvent étre librement choisis dans .70(ﬂ14). Des espaces fonctionnels
plus restreints (ceux de Jaffe par exemple) permettraient de remplacer
les polynﬁmes Pj par des fonctions entiéres d'une classe convenable.
I1 est trés vraisemblable que le traitement donné ici s'étende & ces

cas plus généraux mais cela n'a pas été fait jusqu'a présent.
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III. - LE PASSAGE DE n-1 A n

Supposons d'abord gu'on se donne arbitrairement une distri-
bution & valeurs opérateur T(x1,...,xn) vérifiant la condition 1) du
paragraphe précédent. On peut alors poser

-1)" T(x, ,., x

w) = = Txg,ye, ) —

I .,
— Za (-1) Tcr)7(1’) (9)
IUI’:{:,...,N}
IﬂI': -4
g
I'% &

c'est-a-dire définir T(1,...,n) de maniére & satisfaire (U1) & 1'ordre
n. Il est facile de vérifier qu'on satisfait ainsi automatiquement (U2)
et (U3) [én utilisant, naturellement, 1'hypothése de récurrence pour les
T(I) et E(I) avec (I) g.n-il.

Si, de plus, on suppose que T(1,2,...,n) vérifie la condi-
tion 4) (Trinv.), il en est de méme pour T(1,2,...,n) ; si on a pu

choisir 7(1,2,...,n) de manidre & ce que

[ T(1,2,..,n), T(7)] = ©

si (xi-xj)2
automatiquement toutes les conditions de (Caus.2) a l'ordre n.

< 0O pour tout 1 = 142,...,n et tout J &I, on satisfait

Enfin, si T7(X) (X = {1,2,...,11} ) est tel que pour toute
partition PUQ =X, PNQ =0, T(X) coincide avec T(P) T(Q) dans
la région ou [f] ET[ZQI, alors, dans la méme région T(X) = T(Q) T(P).

Démonstration : dans cette région
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(-1) T(X) = —z . €-1)  T(INQRIT(INP)T(I’NnP) T(INQ)
Ul'=
Int’'= &
I’ &
- Z 114 I b o= -
= - (-2) TUL)T () T(’)TCL’)
Kuk'sP, knK's &
LuL' =@, LnL’'s P
L'# B
Z 1@+ 1«
- (-1) T(R)T () T(x")
k' P .
KN w'= ;z
'y I

Si T T #, seul le deuxiéme terme subsiste, et il est égal a
T

(-1 %1 T(Q) T().

[éette vérification est d'ailleurs, elle aussi, presque
superflue ; en effet si une fonctionnelle S(g) est telle que
S(§1+§2)—? 5(51)8(5%) qu??d supp.g, 2 Supp.g,, on a nécessairement
S(§1+g_2) = 5(5_2)‘ 8(5_1) dans les mémes conditions. Il suffit

d'appliquer ceci au cas ou S(ﬁ) est égale a

)’
Z, _;_.'_ fT(X)-;(x')... Pny)dx' e olx j

Y n ¥
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Si on suppose un instant résolu le probléme de la construc-
tion de S(g) (comme série formelle) et si on développe en série
1'opérateur 8-1(5) S(g+n,) au ler ordre en h et jusqu'a l'ordre

(n-1) en g, on doit trouver le "produit totalement retardé"

1T .
R (1, ., m2;n) s TC1,.,n) + 2 (-1) T(I)T(T’n)
IUI'={1',,.'$\.-1}
InrI’'s &

1#£ 7 (10)

= 7(1,..,n)+ Ri_ (2,...,n-1 ;%)

dont le support doit &tre dans le clne

/_'_.-.{x:a:’.-x‘eV‘,igJ'sn} (1)

De méme le produit totalement avancé

r/
An (2,...,m-2;m) = T(ﬂ,...,ﬂ-) +Z (-1) T(It"')T(I)
ZUI'S{il...,n.-§
INT'= &
T#g (12)

7-(1,...,%) .« A’

w(‘,u.,ﬂ.-:)' ,‘.)

doit avoir son support dans

:{X:xJ.-xngv"-) 1‘4'511-\5,:_. F- (13)
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Mais les opérateurs AI'1 et Rr'1 sont complétement connus d'aprés
1'hypothése de récurrence puisqu'ils ne contiennent que des T(J) et
T(K) pour lesquels 7] < n-1 et k| < n-1.

Nous devons donc vérifier que la distribution & valeurs

opérateurs

,_D(ﬂl..., n-s;n) s A’“(i,...,"\.-a,‘n) - R; (.1,...,*)-:,'7!.)

(14)
i = (15)
(1,...,n-2;>) = 2: -1 T(T’
D, J 10T'= §s . mo1} (-1) [ (I, n), '7'(1')]
INT’= ” -3
I£P
s bien son support dans /YU . [Dans les formules (10), (11), (12),

(15), 1T(I',n) veut dire T(I'w i n} ). Nous utiliserons fréquemment
cette abréviat ion.]

Considérons une partition en deux sous-ensembles P et Q
de {1,coo,n} 'telS que P#ﬁ, nea Q’ B=Q\{n}o

Dans la région [ P] ?EQ:[, on a

, T =

Rol(1,yme1;m) = Z 1) TURNIIT (PN ) T(PNT!) T(QRAT’ n)
IUI,: {1'...,11-3} ’
INl's &
I ¢

Le calcul est semblable & la précédente vérification que (Caus.1) pour
T implique (Caus.1) pour T. Les seuls termes qui subsistent sont

ceux ou QM I =@g. Ils s'écrivent
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Il
.Z: (-1) TI(R) T(<')TC(@RY =~ T(P)TCw)
KuK’="P

KNw’= &
K# &

Ainsi, dans la région [:P:I ?EQ:[, on a

R: (1,..,7-2;m) = = T(P)T(Q) (16)
De méme, dans la région [Q] 2 [P] on trouve

Al (4,ym-2;m) = — T(R)T(P) (17)

Soit K 1l'ensemble des points x = {XV‘"’Xn} de R4n
possédant la propriété suivante : il existe un repére de Lorentz

(dépendant de x) dans lequel

-] >o ,".’ J.G ?; # ¢

x.-xn

d

x;_x: < © Ao ‘eO,#ﬁ (18)
XE—X: :Q /ME‘S

avec naturellement P1tJ Q1IJ S = {1,...,n} . Alors le point
{x1,...,xn} e R n est dans le complémentaire du support de
D(1y...yn-13n). En effet, d'aprés (16) on a, dans un voisinage de
ce point

R = - TCRIT(Q,US)
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et, d'aprés (Caus.1), puisque |Q1U s| g n-1,

R! =z = T(R)T(S)IT(Q,)

De méme dans un voisinage de ce point, on a, d'aprés (17) et (Caus.1)

Al = ~ T(RIT(S)T(CR, )

de sorte que D s'annule.

Soit maintenant x = {x1,...,xn} un point n'appartenant

pas & /" TU/T 7. On peut distinguer deux cas.

a) -~ L'un des points xj (par exemple x,) est tel que X, X, & F—
et x1 - X, # 0, et un autre xj“ (par exemple x2) est tel que
xz-xneV et xz-xn;éo.

Dans ce cas, en prenant un repére de Lorentz quelconque, on voit

qgue x&€ K et que D s'annule dans un voisinage de x.

b) -~ L'un des points X (par exemple x1) est tel que (x1 —xn)2 < 0,

Choisissons un repére de Lorentz tel que x? - xg = 0. S8'il y a

o o o o)

des xj tels que x'j - xn >0 et des X, tels que X, 3 < 0,
&€ K et D s'annule dans son voisinage. Supposons maintenant
que x? - xg>0 pour j€ J £ @ et Xli - xg = 0 pour tout

k¢ Jy (en particulier 1# J). Par une transformation de Lorentz
infinitésimale, on peut rendre x? - xg négatif tout en gardant
x? - x; >0 pour je& J et on obtient encore x e XK. La seule
possibilité restante est que x? - xg = 0 pour tout J = 1424...40.

Dans ce cas, posons

y =

{J:'J'=“1})

O
fl

complémentaire de P dans {1,. eyl } .



- 20 -

On a [}j ~ E@] et IP[ < n-1, lQl < n-1. D'aprés (16) et

(17), on a dans un voisinage de ce point
/
R“ (e, . .,n-2;n) = = T(P)T(R)

Al (2,...,n-2 ;") — T(RIT(P)

) )

Ces expressions coincident d'aprés (Caus.2) dans un voisinage

du point en question, et D s'y annule.

En récapitulant tous les cas, on conclut que

.S‘u,b’. I(:,..., n-«; n) o /-'+U/—'_ (19)

Nous allons montrer maintenant que le probléme du passage
de n~1 &4 n est résolu si on parvient & trouver une distribution
tempérée & valeurs opérateurs An(1,...,n—1;n) possédant les proprié-

tés suivantes

1) elle est définie sur le domaine D et l'applique dans lui-méme

4
[une fois intégrée avec une fonction & DO(R %Y, bien entendy] ;

2) elle est covariante pour les translations :

-3
V(a., 1) An (‘1 100 o ed ',x“)U(a,i) = Aw (ul-g.e‘.)...,x““-to.)‘ xneo.)

3) A (1, -0 7o) = A (1,...,m-1 ;m)

)

pour toute permutation 7 de {1,...,n-1} ;

4) elle est locale par rapport aux opérateurs T(J) déja construits

et par rapport & elle-méme, c'est-a-dire :



[ An (xg )’“oan;“'p.)' T(J')]: o

quel que soit J tel que lJl < n~-1, dans la région ol

(xj--xk)2 < 0 pour tout j = 1,...,0 et tout ke J ;
[A“O%,---;“‘"-‘ 5 %) , A“ (‘: T xf‘_' ;xi)]: O

2

dans la région ol (xj —xi) < 0 pour tout j et tout k ;

Notons que ceci implique la méme propriété avec E(J) au lieu
de T(J) d'aprés (U3) ;

5) An(1,...,n—1;n) coincide avec D(1,...,n~1;n) dans le complé-

ment de /7~ et

i—-v-l-
Sechpp . A“ (2, , et ,;n) &

Supposons connu un tel An(1,...,n—1;n). On définit alors
des distributions & valeurs opérateurs T(1,...,n) et Rn(1,...,n-1;n)

par

7_(1,...,»\.) ] A“_ (¢,..., m-1;n) - A:‘_ (2,...,n-2;, )

y
= Rn (1,.., n-1;n) - Rn (1,...;, n-1 ;W)

Notons que Rn ainsi défini est tel que A - Rn = D, Donc
supp.Rn(1,...,n-1;n)C:rﬂ-' et Rn coincide avec D dans le complé-

ment de r‘+.

La distribution & valeurs opérateurs T(1,...4n-13n) es8t
correctement transformée par les translations, est locale par rapport

aux T(J) et T(J) tels que [J| < n-1, et par rapport & elle-méme.
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Enfin si {1,...,n} =PUQ, PN Q=4g, on a, dans la région ou
[ P] ;?]:Qj, T(1y...9n) = T(P) 7(Q). Pour le voir, distinguons deux
cas :

a) P#ZPB, ne Q. D'aprés l'équation

T(i,...,n): Rn (1,...)7\.-357\.)- R:\'(z,...,n-z;n—),

on a dans cette région : R =0, R! = -2(P) T(Q) [voir (16Y]

d'ol le résultat ;

b) Q#f, nepr

dans la région considérée, An =0 et [a'aprés (17II

A’ (1, ,m-1;n)= - T(P)T(Q).

[ies rfles de P et Q sont échangés dans 1l'équation ci-dessus

et dans (17II. (Les cas o P=fg ou Q=g sont triviaux.)

Il ne reste & examiner que la symétrie de T(1y...,n). ILa
distribution construite ci~dessus ne posséde pas en général la propriété

de symétrie voulue, mais il suffit de la remplacer par

n) = 1 2 Tiws,..,wn)
! 7

T (1

y 0y

qui a toutes les propriétés voulues.

En fait, lorsqu'on passera & une construction explicite,

cette symétrisation se révelera inutile.

I1 est instructif d'examiner le degré d'arbitraire de la
construction. Supposons que deux solutions du probléme correspondent

a4 deux découpages
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de D en deux distributions de supports respectifs r et /7 ",
Alors
) (1) (1)
@(g‘,...,x,‘) = A‘— A = R.‘_- R,
a son support dans {J(: Xy = eee =X }. De plus
Va.e R*

U(a, 1) @(k‘,..., x )V(a,! )-1 = @(x‘.p a, -..,X"bﬂ-)

et
[@(x‘,...,x“_), A(;)] =0

(y-x.)2< 0 Vi, valent sur D,. On en déduit

dans la région ou
(par une facile généralisation de 10)) que, sur D,» @9(x1,...,xn)

est de la forme
-_)

) = Z- E (x.) .:Z)“'S(x.-x“) SCK,‘..

@(‘1,"'Ix% d
ogiltl € N

ou of désigne un multi-indice

DY ()% (5’%_)

r XY
1 Nel
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et, pour chaque & , P_ (x) est un polyndme de Wick :

. [~
7: (n) = ._Jf, (A(n), %.A"‘),---a ?......,‘¢A(l)):

P, ©étant un polyndme.

En particulier, on voit que, pour tout fe& (R 4n),

@(;) = f@(x‘,...,n‘) #(n‘,..., x.) oix, ... ole,

applique Do dans lui-méme. Il en résulte que si l'une des solutions
" possibles pour T(1,...,n) applique Do dans lui-méme, il en est
ainsi pour la solution la plus générale. On verra que c'est en effet
le cas. Pour cela on va ajouter & l'hypothtse de récurrence la condi-
tion (vraie pour |I| =0 ou 1) que T(I) [et par suite E(Iﬂ
applique DO dans lui-méme (une fois saturé par une fonction de f)

pour tout I tel que [II < n-1.
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IV. - CARACTERISATION DE LA SOLUTION LA PLUS GENERALE

Si les opérateurs eZ?i(x) étaient des fonctions continues
de x au lieu d'8tre des distributions tempérées, il serait facile de

construire une solution compléte de notre probléme en posant simplement

- © * -] @
7;"_ ‘:,‘ ("1 X, ) = 7:-2 9(4\"“ - e ) ... 5(,,”_‘".‘) - %2 ).

. . (x ) Of (x"_t),_,x ("”,\‘)

e L4 ¢
L.t § i ™ "p

(20)

o o(x°) =1 si x°> 0 et 6(x°) =0 si x° < 0. On peut dire que

toute la difficulté de la théorie des perturbations tient dans 1'impos-

sibilité d'écrire la formule (20).

D'autre part le théoréme de Wick (qui donne le développement
d'un produit de polynSmes de Wick,en produits ordonnés) peut se refor-

muler de la fagon suivante : supposons d'abord les chi(x) de la forme

Y.

z_(x)z :A(K)‘:
¢

(c'est--dire de simples "puissances de Wick" du champ libre). On pose,
pour tout r entier ;; 0
» ! =2
: tA €x)! &8 2.2 31,
CREL
r)
°Z. (x) = » ! &% P -2 =z O

(o) rYy .;..a < o
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[én d'autres termes, formellement, la rleme dérivée de &f;(x) par

rapport & A(x)]. On a alors

aZ:.‘ (%, ). 986,7(,‘4‘) -

R 2
(r,) YA ey ATT0x )0
= Z (o, eC‘. (x_’)...ez‘:“.’)(x.l).n-) A U (21)

'g,.n,aﬂ 1 b4 2 .. Q7 )

Si on pouvait former le produit chronologique au moyen de

fonctions 6 suivant la formule (20) on aurait donc

T (Lexy) ...a?ftx’)) =

’/knacx ) /\aﬂcA )

= 2, T o) LTl 1
n R ot
1 '\ .

On peut chercher a satisfaire cette condition dans la construction
récursive décrite plus haut, ce qui aurait l'avantage de satisfaire
trés simplement aux conditions d'invariance par translation et de
localité auxquelles T(1,...,n) est soumis. En fait on va voir
qu'une petite généralisation de cette propriété correspond & la solu-

tion générale de notre probleéeme.

Dans le cas ou les °Zfi(x) contiennent des dérivées de
a(x) [exemple : (x) = : alx) ( QaG))(274x))( D, . a(x)) ¢ ]
on utilisera la notation iZfir (x), oW r est maintenant un multi-

indice, pour désigner la dérivée formelle de SZ?i par rapport a A,

G}A, 9/‘1 rzA,
A(x), Q'.,Ay 9/‘1'“2

puissance. Dans ces conditions la formule (21) reste vraie.

etc.. De méme AT(x) désignera un produit de

A, etc., r éEtant traité comme une multi-
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On compléte maintenant l'hypothése de récurrence en supposant

que ¢

5) outre les opérateurs Tiyyennyiy (x1,...,x,) et 511,...,1, (x1,...,x,)

on a construit, pour tout ¥ < n-1 une famille

(x‘_‘ )...,x,)

2%--- 2 e R
7. .. ‘y("‘s 1 %) ?”‘ v
&

1 F 4 < " ey

ou r.j parcourt l'ensemble des multi-indices, mais ol seuls sont # 0
un nombre fini de ces opérateurs. Ces opérateurs sont soumis aux mémes
conditions que les Ti1,---,i,, et Ti“...,i, . EEn SOI?I;?)J.]. suffit de
remplacer les indices i. par des couples d'indices ( ;9 ) dans les

J .
conditions 1) & 4) du paragraphe 2.:1 Pour ~= 1 on impose évidemment
A AN

i i

On suppose de plus que 3 pour tout » < n-1,

AL ... R
T8 ey 2y) =

“ - ee ‘y

*dy e Ry A . Ay x 4,
= ‘Z (_Q_' T"! < y‘ ‘V(x’.'.“..v)n-).A(X‘) eee Alxy) o (22)

[
4 .o [3 ' '
v a4l 4

et de méme pour T. (Cette hypothése est évidemment vraie pour = 1,)

Désormais on écrira en abrégé la formule (22) sous la forme

r i} Asa A
T x) = ?Zm,-r (X)) - ) (221)
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On remarque que la formule (22) appelle quelques explica-
tions puisque le second membre est un produit de deux distributions

(dont 1'une & valeurs opérateurs). Ce point est éclairci par le

THEOREME O

Soit F(x,,...yXx_ ) une distribution tempérée sur 3“24q,
1 q
"invariante par translation" c'est-a-dire dépendant seulement des
différences x, - X, . Alors, pour toute suite r_ ,...,r de multi-
. 4q 1 2
indices et toute fe F (R,

/F(I‘ )...'Xq) : Acxt)a‘--- A(“)u‘: #(xi,...,x“)dxg-..a/x7

est un opérateur bien défini sur Do et applique DO dans lui-méme.
Il dépend continlment de f au sens fort (i.e., quand on l'applique &
un vecteur de Do’ le résultat est un vecteur qui dépend contindment

de f au sens de la topologie de la norme dans F ).

Nous ne donnerons pas ici la démonstration (facile) de ce
théoréme, dont le principe est le méme que ce%ui ?e la %émonstration
6 1
’ et

.

de l'existence des polyndmes de Wick. Voir 3

Remargue

Considérons des distributions & valeurs opérateurs

S
B (X 009X, ) et Fi(x p+1,,..,xq) de la forme

E4(X)

, . Y
Z oo, E**x)a) 'Ajf“’ :
4[

h’.
FA(X) = 2 (o, F™xon) °A(f<,)°

n’ R

Les E°(X), FT(X) sont des distributions tempérées & valeurs opé-

rateurs correctement transformées par les translations :
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Uta,1) £°(X) Vta,2) = £ (X+a)

-

(de méme pour F), et appliguant D, dans lui-méme, de sorte que

(£, E5(X)QL) sont invariantes par les translations.

On a alors, par un calcul facile :

ENUX)FRY) =

rla’

= 2 (n,E"”"“'{X)F"*"’(YM)fA (XUY):

’ /
a'a R'! 4\

I1 en résulte que si on forme au moyen des Tr, T

1'opérateur correspondant & celui noté D(1,...,n-1;n) plus haut,
Dr(1,...,n-1;n), celui-ci posséde toutes les propriétés démontrées

pour D et on a :

2

D (x

g 272 Koy g 3 * ) =

I1 est clair qu'il suffit maintenant, pour trouver une.
solution du passage de n-1 & n, de trouver, pour chaque multi-
indice r (et chaque ensemble d'indices i1""’in) une distribu-
tion tempérée

=2 : ke, 2, )

oy by el b 4 2

[}
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ne dépendant que de Xy = XpgeeesX o= X, ayant son support dans

+ .
I et colncidant avec (11, D{1,,,,,in(x1,...,xn_1;xn)£l) dans le

complémentaire de /" ", qui soit de plus symétrique par rapport a

1l'ensemble des (xj, i, rj) pour

5 J = 1y+e04n-1. En effet on

construit alors

et on pose

4
b P A(X):
Tk(xi_,...,x“_) = AZ‘ ¢ CHNE /(4' )

(X = frarmr wet)

On verra au paragraphe suivant que ce découpage de distributions est
possible. En tenant compte de la caractérisation de 1l'ambiguité des
solutions, on voit qu'on aura démontré que la solution la plus géné-

rale (existe et) vérifie (22) & l'ordre n, donc & tout ordre.
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V. - GENERALITES SUR LE DECOUPAGE DES DISTRIBUTIONS

Considérons, de fagon générale, une distribution tempérée
N + - \ - g
Ce ‘:f' (IR™) dae support "ol , oOu r~ - - est un codne
. + - A —
convexe fermé, et [/ NI~ = {O} . Le cdne dual /=7 ge /7,

jﬁ{* = '{f): VG(;{CD dans fq#') pPx )aC?}

est ouvert, non vide, convexe.

Probléme de découpage : trouver une paire (F+, F_) de distributions

tempérées de supports respectifs It et /77 telles que

FT_. F- 2 C

I1 existe une théorie générale du découpage d'une distri-

bution en deux morceaux de supports réguliérement séparés, qui montre

1) Mais le cas particulier

gue le probléme ci-dessus a des solutions
qu'on a & traiter ici est si simple que le recours & la théorie générale

est superflu.

Notons que si (FT, F;) et (F;, F;) soent deux solutions,
la différence F: - F; = F, - F, a son support & 1'origine et doit

donc 8tre de la forme

42: c 15& S (x)
Il 1= O =

. o _ P \Y
(d: Mu/é:-:na/'ce/ D = Jn—(ﬂ—;—)J ; IN‘=-QZ°% )

b= TT !
°""'J°f/)
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Introduisons maintenant une fonction réelle auxiliaire
Ll sur R N telle que :

0< d(x) <1 et LI(0) =0 ;

Ll] est indéfiniment différentiable partout sauf & O ;
I_L/(x)=UJ(/ox) pour tout x #Z 0 et tout/0>0 ;

LL/ prend la valeur 1 sur un cdne ouvert contenant /-'+ - { O}

et la valeur O sur un clne ouvert contenant fq— - i()}.

Pour construire une telle fonction, introduisons la notation ¢

~N 4
Ietl = (& x? )*

J:i
I1 suffit de choisir une fonction LLJ €° sur la sphére
{x : “ X “ = 1 } prenant la valeur 1 (resp.0) sur un voisinage

\ + - .
de l'intersection de la sphére avec r (reSp./q ). Cl'est possible
car ces intersections sont des compacts disjoints. On étend ensuite

[l] & tout 1l'espace en posant

L] (x) = LL/(‘-i-’;—-”) pour x % O

LLI(O) = O

Cette fonction vérifie, hors de {0},

- fod | o
D Ulx) = = (D z_u)(il_’f_n)
x
de sorte que, pour tout e , 11 existe une constante Bl°(l telle que
o - /edf
I.D L.Lf(x)\vé _Bh“ W= il pour tout x # O.

Il sera utile d'adopter une classification du degré de sin-
gularité des distributions tempérées a l'origine. Par exemple on peut

adopter la définition suivante
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Définition 1

On dit qu'une distribution tempérée T e d”(RN') est

singuliere d'ordre » a4 O s'il existe des entiers
M20 et P20, et, pour tout €> 0 assez petit,
une constante K(E€ );>O telle gque, pour tout

Ye F(RYY,
+ (=Y +1ei-&)F ,
KT, >l € K@) 2 sap Getixdl) Wx i I3 ool
I:ISH *

avec (-7+\d|-£)+= *mo.x{Ol -v+lul-£}.

I1 est clair que si une distribution tempérée est singu-
liere d'ordre » & 0, elle est aussi singuliére d'ordre ' &
0 pour tout v’;; » (en somme on devrait peut-&tre remplacer la
terminologie ci-dessus par : "T est singuliére d'ordre » au plus

& 0 sie.., etc.).

Supposons maintenant que la distribution & découper, C,
est singuliére d'ordre e & 0, <« étant un entier (positif ou

négatif). (C'est toujours le cas pour un &2 convenable.)

Distinguons desux cas.

Dans ce cas, C peut étre étendu de fagon unique en une
forme linéaire continue sur l'espace de toutes les fonctions ¥
définies, continues, et M fois continUment différentiables dans le
complémentaire de {()} y, et telles quey, pour au moins un &€ >» O
(dépendant de g )y

-P o= Ied]+E
IDXPix)| < Conet. (1w uxu)” Wil

¥ $# O, O x| £ M.

-~
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Si Y est une telle fonction, (/¥ est continue et M fois
continiment différentiable dans le complémentaire de 1l'origine, ou

elle vérifie, pour O < loz] <M

-+ IR/

(1 +//xu)7’ N x /:D“(LUu)‘ch))lg

~w+IY- &

< Const. Z. (1+|lx(l)‘P ol ID)"P(K)‘

¥

I1 en résulte que {C, WS> est défini et que l'on peut définir

une distribution tempérée UJSC par

LWC,¥> = LC, WP>

WC est singuliére d'ordre e« & 0. En posant (LC =F+,

P =7 - C, on a une solution du probléme de découpage.

Dans ce cas C peut €tre étendu de facon unique en une
forme linéaire continue sur l'espace des fonctions ¥ w fois conti-
nfiment différentiables sur R N, et M' fois continlment différen-
tiables sur RN - {O; y, M' = max{ w +1, M }, qui vérifient, pour
au moins un €3> 0 (dépendant de P )

<P
[DYFx)l< eomsé. (14+0x0)  pour fed< @

-+
4 - — o+ &
| D ‘f’(:d\( const. (1 + 1x W) Wx U pour < laclg M’
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Soit Ye f ’ /g un multi-indice tel que I/S’? «w+1 ;3 Dposons

(’0(‘) = xﬁ Lid (=) ‘P(x)

Alors Y appartient a 1l'espace fonctionnel précédent et on voit

facilement que

-+
P lod | —co~E)
Z Swp (1+ nxi) /lel( “ ID¥Pcee)| g
llig ™M x
Prew+d 1A=t +iY|=-E
< Const . Z Sup (1+((xll) HXHIS )D“‘PC:)\,
I¥ie M’ x

On peut donc définir WIxPRC = Fﬁ+ (pour [/3 [? w+1)
comme distribution tempérée, singuliére d'ordre —[/el +w a o0,
par la formule
-+~
< FR ¥ > = KC, WAy
On définit aussi
FA™ = FA* _ «A¢C (23)

qui est aussi d'ordre —[/3] + .
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On peut démontrer facilement que (xR C ne dépend pas
du choix particulier de L&/ : on obtient le méme résultat avec une
autre fonction auxiliaire /', pourvu que celle-ci satisfasse aux

conditions i), ii), iii), iv) données précédemment pour LLJ .

Choisissons maintenant une fonction auxiliaire w e UO(R )

telle que

w-(0)z 1 D% (0) = O pour 1giwigw

Pour tout fe Da(k“) on pose

|x

(W“P)(x) = Plx)y =~ wWx) Z :D““F(o)

ji=O (24)

8

On a
WP o= 2. x'B‘Pﬁ (25)
lﬂ\:w-rj
4/45(,‘): wcn)fs(x)- ‘P(x)‘w;(’()
1 w A
Ly o= Wt o ey (DY) (¢
! A
wur (x) = w+1 f oE (1-\‘.‘)” (D W) (L‘x)
/3 I o
Posons
+ - W = 2 By
LT ¢ = LC, WY > Jor= vt <C, W=l

T~ :—C+T+
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+ - . .
Alors (T", T ) est une solution du probléme de découpage et on vérifie

3\

facilement que T et T  sont singuliéres d'ordre e« & O.

La solution la plus générale (S¥, S7) du probléme de dé-
+ —
coupage telle que S et S soient d'ordre w a O est donnée

par

S*-T*= ST-TT = I g, DV (27)

Il e

et dépend donc d'un polyndme arbitraire de degré c¢o .

Notons que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une solution (87, §7) soit singuliére d'ordre @« & 0 est que,

pour tout /g tel que [PI = «w+1, on ait

P SE o FAE (28)

car on a alors x/~(sT - 1") = 0 donc ST - 1" est de 1a forme (27).

Pour résumer ceci on peut dire que : le découpage est

toujours possible avec conservation de l'ordre de singularité a oO.

Notre but est d'appliquer la discussion précédente au cas
oi C est l'une des distributions (L2, D(r)(1,2,...;n).n.). Or il
suit de la formule (15) que la transformée de Fourier de 1l'une quelconque
de ces distributions tempérées s'annule dans un voisinage ouvert de
l'origine, étoilé par rapport & O. Ajoutons donc aux hypothéses du

début de ce paragraphe la suivante :
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~

Nouvelle hzgothése : la transformée de Fourier C de C s'annule

dans un voisinage & ouvert étoilé (par rapport & 0) de O.

La distribution tempérée FR ™ (resp. F’g_) a son support
dans /77 (reSp./_"') et, d'apreés un théoréme bien connu, sa transformée
de Fourier rﬁp+ (resp. FA-) est la valeur au bord d'une fonction
AT (resp. H'a—) analytique dans le tube RY s pot (resp. R N
-1 f"+) Les fonctions H/Si ne croissent pas plus vite qu'un
polynSme 4 1'infini, ni, 4 distance finie, qu'une puissance inverse
de la distance & la frontiére de leur domaine de définition. Par le
théoréme "edge-of-the-wedge" (plusieurs fois cité a Strasbourg dans
le passé !) HPE sont les restrictions aux tubes & Yo/t
d'une fonction HP holomorphe dans un certain domaine A 1C CN.

Ce domaine est étoilé par rapport &4 0 ; c'est 1l'enveloppe d'holo-
morphie de (R N, i/: i) U(?RN - YUP . Dans ce domaine on a

DIP o (¥ gy (29)

pour tout ¥ et tout A8 tel que |/3 |>w+?. Les conditions d'inté-

grabilité du systéme "aux différentielles totales"

.Dﬁ/'/ = ¢ nl HA (30)

pour tout A tel que |/6| = w+1, sont donc satisfaites ; par

exemple on a la solution :

i
Ht) = 2 et e oo 0™ HY(e 1) (51)
£ 2

ot = w+ g o)
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Cette formule définit évidemment une fonction holomorphe dans 431 et
on vérifie facilement (30) en utilisant (29). Cette solution est la

seule qui vérifie :

¥
D Hco) = © pown Y| &

Soit maintenant (S+, S”) une solution du probléme de
découpage singuliére d'ordre «w & O (on a vu qu'il existe). La
transformée de Fourier §' (resp. §°) de s* (resp. S ) est la valeur
au bord de la restriction & RY 4+ 1 At (resp. R N i) d'une

fonction G, holomorphe dans 131, qui vérifie [a'aprés (2821
D G = /t.,’ﬂl /‘//g

pour tout /3 tel que l/s | 2 w +1. On a donc

Hity= Get)- 2 B Do) (32)

Iod | € o o!

Donc la restriction de H au tube RY it (resp. RN -if~f

est la transformée de Laplace d'une distribution tempérée P’ (resp. P )
de support r * (reSp.f"-) H F+ - S+ =F -8S a son support & l'ori-
gine. Donc (F+, F ) est aussi une solution du probléme de découpage.
oma: x? Fi = F'ai, donc cette solution est singuliére d'ordre «w &
0. Soit @i les transformées de Fourier de Fi. Il est facile de vé-

rifier que

1

~ @ Cwet) o« WA
Cep) = .(Z fa/&(!-t) - prDC (¢p) (33)
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4
F2 (p) = ; /a/t(1~t) (i:-:-%—)/b“/?“t(tp) (34)
A .

|z Wesde

au sens des distributions. ILa validité de ces formules provient de

~ ~ :*:
ce que C et F sont gcn au voisinage de O.

(¥, F~) sera désignée dans la suite (faute d'une
meilleure dénomination) comme : la solution centrale d'ordre <« du

probléme de découpage.



VIi.

- SOLUTIONS MINIMALES DU PROBLEME RECURSIF

..4_1..

; "COMPTAGE DES PUISSANCES"

1. — Comptage des puissances dans 1l'espace de configuration

La théorie du '"comptage des puissances" a pour but de
montrer qu'on peut trouver des solutions du probléme récursif telles
que les ordres de singularité & O des distributions de la forme
(oL, 17(X)L) soient aussi petits que possible ; ces solutions sont
dites minimales ; elles comportent aussi peu de paramétres arbitraires
que possible. Pour simplifier 1l'exposé, nous allons restreindre notre

attention & un cas simple. On fait maintenant abstraction du paragra-

phe IV et on prend :
(o)
& xy = AT 2 &L T
1

(1)
2.’ (x) = ¥, ACX)V-‘: = o <)

Z
' v? v-n - n) .
&2 (x) = * AW s = (=) avec = -1
J w-2)!
’ (¥-1)
«f’(x) = »/ Awx) 8 & (x)

et ce qui était précédemment noté Ti1,...,iq(x1”"’xq> Sera mainte-

nant noté Tr1""’rQ(x1,...,xq). A cette modification prés on suppose
vérifiée l'hypothése de récurrence telle qu'elle est exposée au para-

graphe III et on ajoute :

a) par convention on introduit des Tr7""’rq(x1,...,xq) pour lesquels

0 g_rj < » avec i
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Y N I,
7- J 7 (Xs,...,x"...,x7) p—-3

d

N\
— v’ 7-)!‘ ees . cee T
’ Jd

(1e signe N\ = omission).

b) pour tout q < n-1 et tout r = (r1,...,rq) ot r ,...,r  sont

des entiers compris entre O et » , on a

e
T M T (x

. r~-:“q‘) =

e 8 . A‘ ‘1
= Z (L, A Ma Oy 5enr %y )-Q)'Acx') ox Aly) *(35)
bl L SRS Al 4!
OcA; £ Y- 1

ce qu'on notera en abrégé

R . 77‘**‘()( :/\()()‘:
THX) 2, ) =5 (56)

et de méme pour les T.

[C'est donc encore la formule (22). Mais ici, et dans
toute la suite, on se restreint & des multi-indices r = {r1,...,rq} )
s = {s1,...,sq}, etc., qui sont des suites d'entiers positifs et
compris entre 0 et ¥ . Notons aussi que :A(X)S: désigne ici et
dans toute la suite un produit de Wick de puissances du champ libre,

et ne contient aucune dérivée de A(x):l
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c) on suppose maintenant la condition "Linv." :

UL) T(X)U(L.)-‘ = 7T (LX) pour tout 4L < 934? (37)

(valable sur DO) pour tout |X| < n-1.

d) condition "Herm."

7-()()2 7—*()() sur D_ = pour tout x| < n-1 (38)

cecl veut dire que si é et f‘ sont dans Do on g

(Tx)B, %) = (F, T(X)F)

Pour passer de n-1 & n, comme on l'a vu dans les

paragraphes précédents, on forme les opérateurs

2
D (1,...,m-2;n) =

. Z )T [T ren (1)), Tor o)
TouT’=§1,...,m-1}
IﬂI': -4
I #&

dont le support est / TU/[".

On note alors

(] r
A, (g, %) ) T (xg jeeey %)
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la paire de distributions tempérées de supports respectifs rt et /7
qui forme la "solution centrale" du probléme de découpage de
(11,D£(1,...,n—1;n)51) (considérée comme une distribution dans les
variables X, = X je-e0X _, - xn) et qui ont le méme ordre co de
singularité & 0 que (&N, D?{l). Le nombre ¢o sera calculé plus
bas. Etant donné 1l'indépendance de cette solution centrale par rapport
au choix de L/ (voir paragraphe V) et l'invariance de Lorentz de Dr,

ces distributions sont aussi invariantes de Lorentz.

On pose alors

A Rea * AOQ*:
An (%g oy Xpg i%n) = 42 Q  (x,,...,x.) J’OO 5 X-’{“,:"-/"n})
4
n Ava JACX)
R" (2gseees Xnag i®n) = AZ. 2 (2, x) Y ,
n
Ta(xa,...,x‘)z A.” - A}: )
A/: ('1. »-'-;"nqi"n) =
1] —
- 2 ™ T om0 T2 (1)
Iul'={1,..,n-1}
IN’= <&
I+

et on vérifie facilement que ces Tr(1,...,n) vérifient toutes les

conditions de 1'hypothése de récurrence étendue de n-1 & n.
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) . r
On va maintenant montrer par récurrence que les T et ET

peuvent étre construits de fagon que leurs valeurs moyennes dans le vide
soient singulieres d'ordre < & l'origine ; ¢ est calculé, pour
(n’ Tr1,...,rq(x1

,...,xq)i)), considérée comme distribution dans les
(quadri) variables xj - Xq, par la formule

1
wz?(ﬂ-q)—é’-f-‘f , E= 2. 2 (39)
J:‘! J

et de méme pour T.

Remarquons que (4L, T°€)) correspond & ce qu'on représen-
terait, dans la formulation habituelle, par une somme de graphes
(connexes ou nog) ayant chacun q sommets, rj lignes externes étant
attachées au jeme sommet pour tout Jj. La formule (39) donne alors ce

gu'on appelle "indice de divergence superficielle" de ces graphes.

Pour la démonstration, on suppose évidemment la propriété
vraie pour q < n-1 ; puisque le découpage peut se faire avec conser-
vation de l'ordre de singularité a 0O, on voit tout de suite qu'il

suffit de démontrer que la formule (39) donne bien 1l'ordre de singula-

rité de
(o, THF™ 2 gy T ¥ an s s )
/ 1777 7 Xay, 0o LAY (40)
“* . =
pour tout r <€ n~-1 et tout s<n-1 ; T veut dire T ou T.

Avant cette vérification 11 est utile de noter quelgues
propriétés remarguables de l'ordre de singularité d'une distribution

tempérée a 0.
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A) ~ La différentiation augmente 1'ordre de singularité

Soit P& F'(RY) singulitre d'ordre P~ a o,

KOAF, w5 = I<F, DPP>| ¢

570+/w/-£)+

< ~Kee) Sup (1+ W )T " i ID=*A wexy] <
= ig ™M x

—po-lafr/ef-£)7
< K(:)Z.. Swfo (/+llx//)7’ ﬂ»e//(/d plwIl-2) /1)“’90(,‘)[_
h NI$M+9¢/ x

donc DAF est singuliére & O d'ordre /o+ lﬁl

B) -~ Régle du produit tensoriel

Soit F € :?'(7RN7) et G & 3"(RN2) singuliéres
. N.+N,)
1 Y 1
d'ordres /01 et Lo @ 0. Alors P®Gce ¥ (R 2 est
singuliere a 0 d'ordre {D1 + /02.

Démonstration

Pour tout P& j(lkNﬁNZ),

<F®G) ‘P>=<€; <Gal Lp(x‘3)>>

donc
S (-p, + 1ot 1= £)F
[(F@G/‘S’>|g Ki(f_.)z swp Ciettxtl) ™ oy fa 20,
le”, x
af
'!22, <:<;3) ‘f(xzb):>‘
et comme

(4 of
D <6, oo, gy = < G, , D, P, > L
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>
Z Sap (24 10x1) ’(/+//al/)73' x

KFeG, ¥ > < K, (s) K (£)
P 2 /g My 3
Ais Mg

£ + & \+
(-1.”-“—') + (- +lﬁl-;_~)
f 2 f3 {,DXU_D’A w(x'a)‘

X Ihex, goil
X _ 2 2\ 2
ou. ” (x,y) H = (“ x” + ” y“ ) . Comme on a pour tout (a,b)é— R ’
a® + 1" 3 (a+b)’, il existe Q >0 tel que
K F®6, 51«
+
() (.,o‘./o‘-blul—i)
< K (5)K, (2) 2 swp (14 e, 1) HGc, 9 1D~ Pex, )|
2l g, %y 3
Exemples importants
o) Une constante non nulle, considérée comme élément de f'(RN)
En effet,

est singuliére &4 O d'ordre -N.

<2, ®>1= | [Ponde|g
N
d 'y

N-E€ +£
Swp x|l (I-I-I/x/l)? [ecx)] f
< [ g J II\C.‘}H'J"i (1+u\3u)7+£

pour tout 1 »€& >0 et tout 7L>O.

IA) Dans l'espace de Minkowski, les distributions

¢ /c".” Ep®) & (p* m*) d%

+
AGx;m) = =
@r)?
Alx;m) = e P eept) S (pr- M) A
(2)3
(£¢p°) = Fpe) - OC-p°)
| - px dq,b
A (x;m) = - |e z - 5(::‘)A(x)'m)
)" (p°ei0)?- PLomt
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A (27r)"

o x ¢
A, (x;m) = 1 fe-"b ar = 9(-~°)A(x;m)

-1 'y

(po-co)t- pr-m

- px o
A _(x;m) = 1 e L
@r)! ,b"- mt-s0O

= G Ak m) + B-x) AT x;m)

sont singuliéres d'ordre -2 & l'origine (on laisse la vérification

au lecteur).

Revenons maintenant & 1'expression (40). La formule (35)

et le théoréme de Wick permettent de mettre cette expression sous la
forme d'une somme de termes de la forme

wr Y
Cons?, {‘Q‘)T 1* % ‘,a"(*,.)“')"a. )y LL) X

X(..ﬂ., 7’#"«“""’: "4.4"‘54 ( .,x,“_‘)_ﬂ_ ) X

> .
Reg ?

+ .
X T-E :1' a (xugv - “a-nr(J') ;o)
J:

Dans cette formule, si £ > 1, u est une application J — u(j) de

l'ensemble {1,---,L } des 4 1©TS entiers dans {1,...,r} et
est une application de {1,...,5 } dans

v
{1,...,s}. L'entier a,
est le nombre de fois que u(j) prend la valeur k (k = 1,...,r) et

b, est (pour 1 < k < s) le nombre de fois que v(j)
k

prend la valeur

2, = le &3], by =Tk,
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Pour le cas ¢ = 0 l'expression se réduit au produit des deux premiers

facteurs, avec a = 0, bk = 0 pour tout k.

Adoptons les variables suivantes :

?ft:x&-"’- ) 1< kg n-1
/
E‘ = Xn.+1' Xnea 15&5,4
Y. = X, =X,
et notons

#/l‘ 4.1... QQ+ "
FE g, )= (o, T*™ AR W 1)
’ # 2 b ... 2
6(;;’).“)54-‘) = (_Q_,T es ™ Oy 4*‘4.6“()%,-“))‘4)‘(1')'

On a & étudier (dans le cas 2‘21)

4

+
F_(f)G(E')77 A(E ,-§‘_+7;m) (42)
= wey) V(J)
J=1 d
(avec la convention : Er = Eé = 0). Cette expression a bien un sens
comme distribution tempérée car :

£
-+~
Z7r A (s.+-?)

J:!
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. . , e . s ) ®
est une distribution tempérée en 72 a valeurs dans les fonctions %9

de t,y¢ce,yt

y C'est en effet la valeur au bord de la fonction

’
+ C
;r,r AlG e

zo

holomorphe quand Im ?L' eV

Supposons maintenant que F (resp. G) est singuliére &
l'origine d'ordre e, (resp. wz) en tant que distribution tempérée
dans les variables 51,..., £, (resp. E;,..., fé). On veut montrer

que (42), en tant que distribution tempérée dans les variables

E1""’Er’ 'g%,...,gé, v(, est singuliére d'ordre o, te, +20-4

Dans le cas 4 = 1 il suffit d'appliquer la régle du produit
tensoriel &4 F, G et A+, cette derniére étant singuliére a O
d'ordre -2. De méme, dans le cas 4 = 0, (42) se réduita F @ G® 1
et, comme 1 est d'ordre -4, on trouve bien L, + e, = 4.

Dans le cas £ 22, posons

Rt q) = TT AT (e, +7)

J:i
-5'7’.7 - ¢ f’ 4
= f,(‘P e i =N S(P- 21/:,) 77'S(,b -m*) Bep’ g
Jﬂ J”

46

(¢=(t,.,¢,)€ R »ZeP")-

Pour tout multi-indice o4

M
J;( R(t,n) = (L—-+1)( ) B, ()
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avec M = 24 + |o| et

B (¢,q0) =

¢ -¢ il _CP ..LZ/b [
=/ AP <p) e 4 S(P_'Z/;.)X
(Po)H (P°+ 1) J=1

x I 5 (51 mt 80572 oI

En tenant compte de 1l'inégalité |1 - ele[ < |9[ pour tout 6 rdel
et du fait que, dans le domaine d'intégration, P& F—,
5 <9<, (1£i<1), ona pour tout 4> 0

P fice, )l

| B (¢ 7)=B (0,0)] < conet, / (P)
of /7 L4 ) o (p°+z)(P.)M-IdI-1 J4
P< A
of P
+ Const. f (P)
Pav* (P 2)(P°) 7" /2
P°> A
ou
'3
(7’):/8(7’ Z.,b)77—8(/, ‘)a’"/b.
/? J:i 7

é
Iee, 0 = ;Z'« Nt + ayl®
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et les constantes ne dépendent que de 4 et « . Pour /pz
est une fonction continue, de support {P : > 0, p? 2 P n }

bornée par const.(Po)2£—4 e (P°- [_I?I) (la constante dépend de 4).

Donc
[B (¢,7)-B,(0,0)| & const. / _AP” Mee, bl
ogPoc A (P 1)
+ Const, dP°
o €
P> A (P°)

g const [MCe, )l by case) + AT ]

En prenant A = || (t, 7)I|‘1 pour || (t, 7)“ <1 et A=1 pour
” (t,"()H > 1, on obtient la borne

/‘B« (a-),z) - B_((o,o)[< Consé //(t,y)//[i + /fee II(t,»Z)ll\]

Pour tout O < £ < 1, 1l existe une constante c(e) telle que ceci

soit borné par

Cie) u(t,yﬂl“ (2+ 00e,I)

Notons que, M étant > 1, on a

« M
D Ry = (¢ -—+1)(.;%°) [.B,,(f,()-.'B.((o,o)]
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Soit maintenant ¥ (¥, ¥',y) une fonction de F(R 4(r+s)-4y

WeE, §7) = /R(t, ?) Pcg ;',7)4/.

/

J' Eucﬂ,’)‘_ ch‘)
D'aprés la regle du produit tensoriel

I = /f‘F(r)G‘(;:) R, q) P, v, q) a6 4F dy | <

-+

P (-w, -w, +lt|~8)

g const. 2 sup (1 +8CE ¥O0) BCE, ¥ ‘ [DY s ;')]
wigw €% 7 '

Or :

l:Dd'P(( f’)l < Z. Coﬂsf-fll(f,z)ﬂi-‘(wuct-,pﬂ) >
e T PE™

jt)-1%l+2f

%o Py, e, )l dy

Y
. P .
5( ‘D!“’ (_tz—io +‘1)(-—

a P wp (1 + NCE, 7 ) ettt g4 e ¥ PG e
< u’t‘txlguwzhi 57P + ALY ll(,’rz)ll IIYI ‘:D”"l ,,?,
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Donc :

-
I < const, Z Sep (14 II(E,E:’Z)“) X
1¥lg+28+1 £l

Wy - W, + IXl-zf--ﬂ)"' + 5-2¢

(-
X ll(!,s',vz)l! L’DY‘P(f,s’,Z)lg

scohs*z Sup (1 + ”(§,§:Z)“)(p)<
181€ K +2044 5,87

(~w, - ,+t~(l-z£+q-3a*
> u(s,s',rz)n “am ) IDY%f,s;z)l

Cette derniere inégalité montre que

¢
Flg) Geg? * - ¥’ _
£) Gk )JI ATCS gy = Shgy v i)

est une distribution tempérée, singuliére a l'origine d'ordre

&)1 + cdg + 24 - 4. D'aprés 1l'hypothése de récurrence on a

R+4 n o
a)1+w'_+.2€-‘l = A(»- Q)+4(V—4)-J%l /ZJ' ‘}“aj"ﬁz"tbi +8 2L -4
N+ aq
T (Red)(veq) - 2 oo+ 4
J:I

puisgue

éf.cz- = .ZZ L = £.

J J i:—! &

Ceci achéve la démonstration récursive.
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Conclusion

On vient de voir que si, 4 chaque ordre, le découpage de
distributions est fait de manitre 4 conserver leur ordre de singularité

\

a 0O, on obtient des distributions tempérées

Ry,

(L, (,“,...,x,\y_n.)
singuliéres & l'origine d'ordre
R
w:n(v-q)-Zz.+4
J':1 J

Les solutions de ce type seront dites "minimales" ; celle qui corres-
pond & la "solution centrale" du probléme de découpage sera appelée
"solution centrale" du probléme récursif. (Ces noms légérement pompeux
ne sont utilisés que comme abréviations. Que le lecteur veuille bien

les excuser et ne pas les prendre trop au sérieux.)

L'existence des solutions minimales et la théorie du
"comptage des puissances" permet la classification bien connue des
théories Lagrangiennes en théories "renormalisables" et '"non renormali-
sables". On a vu qu'au T(x1,...,xn) donné par une solution minimale,
on peut ajouter des combinaisons linéaires (finies !) arbitraires de

termes d= la forme

CA(X)Y

A1

D™ S (x, %) 8

nwed "‘-)
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ou |°(| < w = n(v-4) - ]sl + 4 ; un tel terme sera appelé : contre-

o¢

terme d'ordre n, & lsl lignes externes, singulier d'ordre

L'inégalité |eo¢| + |s| < n(¥ -4) + 4 permet de distinguer deux cas :

(i) ¥ -4 < 0. Le nombre de lignes externes des contre-termes
ne peut dépasser quatre : théories renormalisables. IL'addition
de ces contre-termes peut étre interprétée comme une "renormali-
sation" d'un nombre fini de paramétres de la théorie possédant
une signification physique (voir 3)’5)’6)). Si ¥-4<0 on
a une théorie "super-renormalisable", pour laquelle le nombre

des contre-termes possibles est fini.

(ii) » -4 >»0. Pour tout nombre de lignes externes, possibilité
d'ajouter des contre~termes d'ordres arbitrairement élevés, en
général non interprétables physiquemsut : théories "non renorma-

lisables".

2. - Remarque technique : comptage des puissances dans l'espace des

impulsions

La connaissance de l'ordre de singularité & 0O d'une
distribution tempérée ne donne gque peu de renseignements sur elle.
Il est remarquable que cette classification trés grossiére suffise
pour la théorie du "comptage des puissances" étudié plus haut. Mais

on peut aussi procéder d'une fagon différente, et étudier plutlt

\ . . s » . #
le comportement & 1'infini des transformées de Fourier des (1,7 "£1).

On peut utiliser dans ce but la définition suivante :

Définition 2

Soit F une distribution tempérée sur R Y. on dit que

F est de degré w s'il existe un entier 4 =0 ety

pour tout € > O assez petit, une constante K(€ ),
tels que, pour toute Ye Jf’(ﬂZN) on ait

N+cw+ ol + &
ke $> € +ie) 2o sup Crep) i 1D% Pprl

wigt peRY
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On montre alors, par récurrence, que les solutions minimales

définissent des T® T1r°°: ’rn(x1 yous ,xn) tels que les distributions
tempérées

m
¢ 2 po(x;-x
/e d=! PJ 4 ~ (S\_IT#Q’ t"’(xi,---,’f,‘)ﬂ_)dqﬂ,-‘n)--. .,l"(x,‘_a-x"\

[:considérées comme éléments da J'(R4(n_1>)j soient de degré

L'instrument essentiel de la démonstration est la proprié€té suivante

~~
de L/ , transformée de Fourier de la fonction &/ sur RN intro-

duite au paragraphe V : pour tout /o tel que O < P < N-1, pour
tout entier lo{| =2 0 et tout & > 0 assez petit, il existe une

constante K(&€ ,|e¢]) >0 telle que, pour tout fe :f(hN), on
ait

ptlx|+E of N
Civsitpl) | DL 2L (p)| <
+/81+3¢
< 2. Kie, Ix1) sup Cr+ //p’//)/o 7~ /.’D’s‘F(P’){
BIE Il +1 p'e R '

Ceci sera exposé en détail dans 1>.
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Bien que beaucoup plus précise que celle de 1'"ordre de
singularité a 0", la caractérisation par le "degré" n'est pas aussi
fine qu'on le voudrait pour approfondir la question de la "limite

adiabatique" ; voir le paragraphe VIII.

3. - Remarque : une classe particuliére de solutions

Il est facile de constater, par récurrence, qu'on peut
trouver des solutions, et notamment des solutions minimales, telles

que

(s, T 78 (kg )y 2n ) L) =
s
= »! .Zz iAF_(xﬁ-xJ.; m)(_ﬂ_' T'f-,,...rﬁ.+1...n.,‘ (x1,---,x“_)ﬂ)
JS
(43)

C'est en particulier le cas pour la solution minimale que nous avons

appelée "centrale'.

4. - Remarque : cas de la masse nulle

Presque tout ce qui a €té dit jusqu'ici s'applique au
cas de la masse nulle. Toutefois la région SEL ou s'annule la
transformée de Fourier de (£,D(1,2,...,n-1)fL) ne contient plus
l'origine. Néanmoins, on montre que le domaine 131 du paragraphe V
est invariant par le groupe de Lorentz complexe L+((:). Ceci permet

de définir, avec les notations du paragraphe V,

G (AR ) JdA
A e 004)

oi 0(4) est un sous-groupe compact maximal de L+(d:) et dA 1la
mesure invariante sur 0(4) telle que jd/\ = 1. Cette formule fournit

une solution minimale et invariante de Lorentz du probléme de découpage.
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Les difficultés de la masse nulle apparaissent quand on
essaie de prendre la limite adiabatique dont il est question au para-

graphe VIII. Nous nous limiterons dans toute la suite au cas m > O.
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LE POINT DE VUE DE LA SQUSTRACTION DES DIVERGENCES PAR DES CONTRE~-
TERMES INFINIS ; EQUIVALENCE AVEC LE FORMALISME HABITUEL

(Ce paragraphe ne contient que des esquisses de démonstrations. Il
peut étre omis sans dommage pour la suite. Les notations sont celles

du paragraphe VI.)

Comme on 1l'a vu plus haut, la "solution" formelle du

probléme récursif par les formules

2

... 2, ° ° o - ny) (A,)
Tt ('z""’x'\) = 'PZ 9(XP1-X )... Bx -%) "‘1)---°Z: (x.)

PL Pin-1)

(44)

n'a pas de sens car les distributions tempérées (& valeurs opérateurs)
Ji(r1)(x1)... (rn)(xn) ne sont pas assez réguliéres pour €tre
multipliables par des fonctions 6. Ceci se manifeste en particulier
par la divergence des intégrales de Feynman (diagrammes) que 1'on
obtient en essayant de calculer la transformée de Fourier de la valeur
moyenne dans le vide de (44). Mais la formule (44) prend un sens si

on a, au préalable, régularisé les L\ T de fagon convenable.

La régularisation de Pauli-Villars (la mieux adaptée & la

méthode de renormalisation décrite ici) consiste & remplacer, dans

/

(¢

P 4 )(x) =

s A
(v-n)! /

le champ libre A(x) par un autre champ B(x) obtenu de la fagon
suivante. On plonge 1l'espace de Fock F qu champ libre A(x)

(de masse m) dans 1'espace de Fock &% d'une suite finie de champs
libres V1(x), V2(x),...,VN(x), de masses respectives M ,...,My ;
certains de ces champs sont quantifiés avec la métrique négative, de

sorte que H est un espace & métrique indéfinie. On a [én posant

A(x) = Vo (x), M = m]
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[-5(‘)/%(3)]: 3., € L Alx-y; MJ)

Jk 4 <
ou E& =1 ou -1,
J
‘tv = . . _'_ +‘- ; . -
(o, VerVieia) =38, & LA (xyi M) =

- | -(plx-y) ° ,‘_ "
"SJQEJ'(;— fe ab’(p)S(p-/‘Z,z)‘(ﬁ

)3

On pose
N

.B(x) :Jgo CJ- \J/.(x) avec €, =1

d'ou
. N
. . —tplx-4y) Z zs 'Y Ty U

x) B L) = e d E.¢.a(p- M.

(S, Bex) Bey)SL) Gops e 3(P)J=° € P J)O‘P

Si les cj et ej ont €été bien choisis, cette distribution est en
fait une fonction continue ou méme un certain nombre de fois continiment

différentiable. Quand on fait tendre les Mj(1<_j<_N) vers +o ,

elle tend vers (fa(x) A(y)SL) au sens des distributions tempérées.
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Aprés la substitution de B & A dans les dﬂ(r), les
formules (44) ont un sens mais fournissent des CIZ,T<r)(X)Sl) qui
n'ont pas de limite lorsque les Mj (j = 1) tendent vers o ; les
transformées de Fourier de ces distributions sont les intégrales de

Feynman régularisées mais non renormalisées.

r)

la construction récurrente décrite au paragraphe VI ; notons par

On peut d'autre part appliquer aux d:( régularisés
exemple Tr1"°"rn(X) les opérateurs obtenus en adoptant & chaque
ordre la "solution centrale" du probléme de découpage, c'est-a-dire
telle que la transformée de Fourier de (Jl,T(r)(X)£7) s'annule w +1
fois & l'origine, e = n(» -4) - 2: ¥ 4 ; on peut montrer gque
ces distributions tempérées tendent blen vers la "solution centrale”

du probléme non régularisé gquand les Mj - ® (1§_J§DH.

On voit facilement, par récurrence, que les

T(r17-~-7rn)(x1,...,xn) sont donnés par

oo
= (e)n
S(g) - ,%o -—1:—-;- fdx. ...a/x,‘ g(xz’...ECK'L)T(x’.’..."Y.‘.)-_'
oD
- ( o
= ,:Zo ;l' . j(x ).-- ‘70‘,‘)2 5(;: - cee 5{: ”-xpn)x

(45)

s Rote, 53) - Fotny, 53)

Cette formule doit €tre construite au sens des séries formelles en g ;

1'opérateur (série formelle) 5ZL(x;g) est de la forme

fﬂ(x;:)%rx)dx = f-g(x)gtx)dx +

>
4*;‘.‘. 4
-.«-“Z2 ;/;Q(x)- ,(x)/o e TCxy s ¥a) X

L] " L]
. AC*.‘) ‘... A(xﬂ) "0 Jr
AV L4

1 n

e o

X

”
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ou, pour n g 2,

"G‘... 'I."

/O (x‘,...,x‘) = é /0: -D.(S(x’- D JE S(x"-'-x‘) (46)

Ii+inl € Niv-q) + 4

En effet supposons que 5(g) coincide jusqu'au (n-1)i®me
ordre avec l'expression écrite au second membre de (45). Alors le
ieme

terme du n ordre de

f"": Jx" —3 Cx,)--. 3(x,‘_) ; 5(x;1 -x_;z)... Ecx’ ° )

PCrn-1) P

Nel

ﬂn-/ ("pi Jg) cee d%(“,n ,‘3 )

que nous notons C:>(X1’°"’Xn) fou Cﬁzh_1(x;§) est obtenue en
éliminant les termes d'ordre 2> o dans g&(x;gi] fournit une solu-
tion du probléme de découpage qui se pose pour passer de la (n-1)itme
4 1a nieme étape du probleme de récurrence. La solution centrale

en différe par

Q2 2 ] . 4.
7_ (x‘)"‘))‘,‘_)— @ (“1 :"-l"n) = AZ./O +A(X1,..-l X") 'A(X) .
Al

ol T est de la forme (46). Ce sont ces /o que l'on utilise pour

définir & n(x;g) .

Les opérateurs CELn(x;g) n'ont pas de limite quand les
M. (j =>1) tendent vers +m® : on dit qu'a la limite ils contiennent
des contre-termes infinis. La liste des contre-termes, donnée par
1'inégalité [o([ +|s| < n(»-4) + 4, est la méme que dans le for-
malisme de Bogoliubov-Parasiuk-Hepp ; ils sont completement déterminés

si on impose (par exemple) l'annulation d'ordre < +1
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n
[}a = n(1'—4) - ;E% rj + 41 4 1l'origine des transformées de Fourier
des (L,77(x)LL). Donc la théorie que nous avons décrite coincide

avec celle de Bogoliubov -Parasiuk-~Hepp.

[ﬁotons que le nombre de régulateurs Vj 4 utiliser dépend

de la théorie et méme, pour les théories non renormalisables, de l'ordre

auquel on veut poursuivre les considérations ci-dessus]
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~ PROPRIETES DES SOLUTIONS OBTENUES. PROBLEMES DE LA LIMITE ADIABATIQUE

Toute cette partie de la théorie est fortement abrégéde

dans cet exposé. DPour plus de détails, voir 1

1. - Généralités

Les paragraphes précédents ont permis de construire une
série formelle S(§) dont les dérivées fonctionnelles & O par rap-
port & g, c'est-a-dire les T(X), ont toutes les propriétés énoncées
aux paragraphes II et IV ; en particulier néus ne considérons plus

que les solutions qui ont la propriété (43) de VI.3.

Il est facile de vérifier qu'une telle série formelle S(g)
vérifie (au sens des séries formelles) toutes les conditions énoncées
au paragraphe I. La seule vérification non complétement triviale est
celle de (5). Posons

Vig, k) = 3(2)-15(3*.@) ,  We, k)= Sc ..Q)Sc;)'i,

La condition (5) équivaut & la suivante :

——

Vieged, o800 = Vieg, by ot supp By 3 osupp. £y (47)
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d'oll, en multipliant par S(g)_1s(g+g2) 4 gauche,

553)-' 5‘2"'5’;"51) = 3(3).‘ 5(24—51) S(é)-i SC§+5.,.)

c'est-a-dire (5) pour V, et aussi pour W(gh) = S(g) V(g,h) S(g) .
Notons

K):

) -

& nem
- ( !
= 2. O R,

n,m=z0 N‘M!

e 4m ) 300 9050 Regy Ry )
0(‘1 vee dx“ d;’ ...dym
La condition (47) s'exprime par :

supp. R(X;Y)eix, ¥ [x]e [Y]+V "] =

/- 48
= {";a--'a"nagu"': p L XJ -3&‘ v pour tout j et tout k } (48)
C'est ce qu'il faut vérifier sur la formule
1T
R(x;¥) =2 (-0 T(I)T(X~I,Y) (49)

TcX

Supposons que (X,Y) ne soit pas dans.l'ensemble ci-dessus. Ce
point est situé dans une région ou X = PU Q, P # 4, EP:[ N [:Y] +V =g,

EQ:[C [:YJ +V et ou :
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(I Ji+ Il -
R(x;v) = 2. (M T(Tux) T(PNT, @\, VY)
JeP
KCQ

Z. 1T+ 1rc] —
= =) T(R)T(T) T(PNIVTQASK,Y)
JcP

Ke @

La sommation sur J, pour chaque K fixé, donne O puisque P # g.
C.Q.F.D.

On peut maintenant définir les champs renormalisés

A(x;g) par

Auip= L 2V, = ST Sq)

R, £:0 Y = 533, 2% (50)

o

Plus généralement,

-~ -1 S

(" Sgex,) - 390x,) g (52)
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En d'autres termes,

o>
PN *”n
T Xy ey p s ;) = ,'z:o ::—; fR(Uz 7y 7’.5'4"""'4)§c31.”"§<3'\-)

d’l vee ":" ) ( )
53

= 'p’ka 75-)

La propriété (5) de factorisation de V montre que, si X = P U Q,

PN Q=0, on a, dans la région [Pj ?EQ],

A A
T(X ; 9) = TP, 3 ) T(Q, q)

dn voit que T(x;g) a toutes les propriétés d'un produit chronologique

tes &€ (x;g)-

La limite adiabatique est celle ou la fonction & &~ compo-
santes g(x) = .{go(x),...,g ’_1(x)§ tend, dans un sens convenable,
vers { 2,0,..,,0}, A étant une constante. Les problémes & résoudre
sont de déterminer si : (i) S(g) tend vers une limite S(X\), série
formelle en A opérant dans & et si cette limite est unitaire au
sens des séries formelles, et, (ii) dans quelle mesure les champs
interagissants renormalisés et leurs fonctions de Green ont des limites,
séries formelles en A . Ces problémes n'ont regu pour l'instant qu'un
début de solution, la seule propriété bien établie étant l'existence de

limites pour les fonctions de Green et certains éléments de matrice de
s(g)-
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Les fonctions de Green sont intimement liées aux produits
retardés généralisés (P.R.G.), dont nous ne parlerons que trés briéve-

ment.

Dans ce qui précéde on a construit des produits chronolo-
giques T(x1,...,xn) pour les champs 'if(x1),...;df(xn), qul sont des
polynlmes de Wick ; on s'en est servi pour construire les produits
gPronologiques Af(x1,...,xn;g) des champs interagissants
&f(x1;g),..., éf(xn;g). A chaque étape de la construction récurrente

) s

des T on peut en méme temps construire des P.R.G. pour -Zf(XT),...,&f(xn

un cas particulier est celuil des "produit avancé" et "produit retardé”

An(x1,...,x ) et Rn(x1,..-,xn_1;xn) qui ont été introduits aux

;X
n-1’"n
paragraphes III et IV. La construction récurrente fournit automatiquement
tous les P.R.G. de Ruelle ; les plus faciles & obtenir sont les P.R.G. de

Steinmann (P.R.G.S.). En fait on aurait pu fonder toute la théorie récur-

12)

sive sur les P.R.G.S. et en tirer les T(X) (voir ou cette méthode

est résumée).

Si on est en possession des T(X) c'est-a-dire de la série
formelle S(g) on peut procéder de la fagon suivante : on définit deux

opérations applicables & toute série formelle en g 3 Dpar exemple

éb(ﬁ) :

A
x(:r,':){@(g) 4 S @(3), en abrégé :{@

4 = ¢ Sé(x) (54)
-1 A -
.é\(x,-a)t@c;)z S (3)[*&3(;)@(3_)5(3)1.]5(;)'
en abrégé PEN) (55)

On écrira aussi, en abrégé, X au lieu de & (x;g) défini par (51).

Par exemple



) A A~ ) S‘“-') >
HNedxgdoobx U X, = ¢ )"("" aZ’(x '%)
")
S%(x,_) oo 83“‘,.-.) -
-~ A S
= oz.‘(x,,-gn...&ez,‘cx,‘.,;g)tez—‘(x,‘;g) (56)

Les mémes expressions sans chapeau veulent dire qu'on a partout pris
g = 0. Par exemple x sera 1l'abréviation de o (x). Les produits
retardés généralisés de Steinmann des oZ (x;g) sont les expressions

de la forme

o $ veut dire 1 ou ¢ . Les P.R.G.S. des x(x) sont les mémes

objets sans chapeau. On les note soit par

cZ’Cxé y m eos 3:2.‘(;:6“)

1

soit

. ~
S0it meme

Par la définition méme des fléches on voit que les fléches de méme

direction commutent
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-y

e?f(x;g)lc"g(g;g\vb@fg): aZf(g;g).Laé?(:;g)J@(;_) (57)

'2?‘*537‘?263;3)1‘co<33 = 2(3;3)1‘20;3)1@@)

(58)
De plus
2140 Ry 2 S (RLSOST L S(2L0)187H)S
. ST ((Rer s - SOSTH(Rys)STY)S
= [Oé\(x;%), CO(;)]
ce gque nous noterons en abrégé :
$ro-Ry0 = [£, 0] (59)

Le fait que les fléches de méme sens commutent nous permet

d'utiliser la notation encore plus abrégée :

- A A
.Z;L.Tz‘f‘... I,"J pour

(1T Leng5304) (1T «-z‘?or','g)T)--- (TTeE (x saN)eLni s a) .
ke 1, = kel * = ieIr k0= 2
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On peut alors trouver, en partant des définitions, une
formule explicite donnant les °?f(x1) II"C’(xn) 4 partir des T(X)
et T(x) (avec |X| < n)

1;‘ Iz 1‘...1‘1‘/"{,7\. =

= 2 T(IYT )T (I ... T¢
) TITT ). T(J;ﬁ ' )7‘(3;/.)

v —
ou T(J) = (—1)IJ‘T(J) et ou la sommation porte sur les Iyseenyd
tel %ue Jrf1 Iy = g pour r £ s, J U J2ﬂ-+1- < 23113’
et LrJ=1Jr=I1u...u1/“u_in}.

2>
Pt

Ces formules permettent de montrer facilement que les
I 7. $ j ont toutes les propriétés que doivent posséder des

P, R G.S. pour les aﬁ( ). Nous ne les rappellerons pas ici :  voir
13),14)

dans des conférences précédentes.

13))

les exposés de Bros et Stora
De la connaissance des P.R.G.S. destQ:(r) on tire (voir y bar
de simples combinaisons linéaires, les P.R.G. les plus généraux (ceux

de Ruelle), gque nous noterons

S
" (o My, 2 )

S parcourt l'ensemble des "cellules" définies ainsi : dans ﬁall s0it

En = {4 3(‘;)"'1“n)ekn: /'az' JJ' = O}J'

le complémentaire dans E;rl de l'union des hyperplans de la forme
is : s; =0 } (ou est un sous-ensemble de  §1,2,...,n}
non v1de et de complémentaire non vide) est formé de cdnes convexes
polyédraux ouverts disjoints : ce sont les cellules. Une cellule 35
est donc une région de ZE?n ou chacune des sommes partielles de la

.= . . c . S
forme S; = je1 sj a un signe bien déterminé & I



_73_

Le support de (Il,dﬁs(éf(r1)(x1),---,dc(rn)(x ))LL) est

n
tel que sg transformée de Fourier est de la forme

4‘9(73 IRV - g(}h SRR Y )

(n-1)

valeur au bord d'une fonction analytique dans le tube CZ:S s

. ) e . : ) . . . 4
ou r consideree comme distribution tempérée sur ZQ est

S+,+
?S‘: {ﬁ :(g‘,"') é“)’ ZQJ:O ) Im ﬁI &€ éI V Pour Eeul’I}(6o)

o k., = ;Z K et &7 est le signe de s dans J.
I el 1 I
-
Lorsque © parcourt l'ensemble des cellules de L—an, les
fonctions holomorphes dont on vient de parler parcourent 1'ensemble
des restrictions aux %z - d'une fonction analytique unique, notée

H celle~ci est définie et holomorphe

;5(F1),_,ac(fn)(k1’""kn) i

ddns un domaine de k: Zk. =0 l gqul contient, outre les ogb,
J 4
certains ouverts qui font communiquer ces tubes prés des réels. La
fonction
/
(R, (£ ) ﬁn ) Py

o2 M) g Ra) T Ta

. TT (& - m%) H (£, ,.,2)

Ic{i,-m} z LM ()
I = &
[r#& ~

est holomorphe dans un domaine naturel Z}n invariant par le groupe

~

de Lorentz complexe et contenant (outre les tubes og‘J) tous les

points réels de la forme
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{’-‘-(/bgl"')/.n)) ZPJ=OI /bzz'<4m1 flonr t.«!If

~J
De plus An est €toilé par rapport a O.

si |I|] #1 ou n-1, 1le résidu du pSle simple de H le
long de zk : k% = mz} est donné par

£ mr)* H . .
( I m*) .z"'i’)_“ _Z{Q"P) A (f(i LR i;, > = i'r) X
6
x HA ot('l"P*'),,.é(,t‘.n) (iz ) i‘ib¢: )rc") i‘”) ( 1)
oh I = {11,...',\'ip}, [:I = {ip+1""’in.§ (cette fonction est

holomorphe dans An). La fonction H est (1e prolon-

2(t1) ... lry)
gement analytique de) la fonction H rencontrée au paragraphe V dans
le découpage de (.Q,D(r1""’rn)ﬂ). On l'appelle : fonction de

Green des champs °(<r1>,...,°f(rn).

2. = Fonctions de Green des champs interagissants

D'aprés leur définition, les P.R.G.S. des & (x;g) sont

donnés par

o
Llxy ; g) 8l TZ0x, 5 9) = nZw -:TT f,/,z...a/g" g Jqu)

Llye) b b2y, 0¥ Zex18 ... TTxy)
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les fléches accompagnant les df(xi) étant les mémes que pour les
.zf(xi;g). Prenons désormais g = (g,0y...,0). On obtient

o
Of (’h)[‘i’. g ) t . 1 [ (QA)(K‘). g) = Z. ‘;.’ fd" . ee a’a,' 3(31)...;(3")

- "l:o

o) (o (2,)
g1 4 bRy 3h o Tl ) 8 Lo M)

Lorsqu'on fait tendre g vers une constante A , la transformée de

Fourier & de g tend vers A8 (p). Pour étudier la limite de la

valeur moyenne dans le vide de l'expression ci-dessus oxn doit donc

chercher si

A
L.ZX'P' ¢ Z
fd;‘ ey du e e, @ v I g T Te

('QJ 'Z(O)(Jz)“'" ""?—‘(a)f »)é -me’)(* 3 ... \Z‘f’gm")x

a une limite comme distribution tempérée en p1,. s Pg quand on

essaye de la restreindre a : S 0.

~
Or le domaine d'holomorphie A n+s de

Hl
L ) )

n ,.I.’

(?‘)"‘) 7-n ) Ps ""’PA)

est tel que son intersection par la variété q = -0 = Q= 0 est

précisément celui d'une fonction de Green de s champs [@ultipliée

par 77.(P§ - mQZI. De plus les restrictions de H' aux divers tubes
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de cette sous-variété ont les propriétés de croissance (polynomiales)

voulues pour étre des transformées de Laplace de distributions tempérées
. . iéme
4 supports cdniques. On peut donc prendre comme n terme de la

série formelle en A pour la fonction de Green des <& (r) |

'Lié‘m,)“_ -Z.:M“) CPyaea Py)

n® ordre

2 L) o) & ta) (S,--+, 2, Pz s Py)

s

» )coit

[

Les fonctions retardées généralisées obtenues par ce moyen ont toutes
les propriétés algeébriques et de supports requises. Mais si on veut

qu'elles puissent correspondre a4 une théorie dont le spectre de masse
est celul du champ libre A(x), c'est-a-dire si on veut que les
77

A(x;g) aient une chance de tendre vers des opérateurs dans quand

g~ (A ,0y...,0), il est indispensable d'effectuer la renormalisation

de masse. Celle-ci consiste a faire la construction récurrente de

telle maniére que

T Tt
i % ) Moz Ao )

#¢€ ordre

n'ait pas de p8le le long de {p : p? - } (quel que soit j).
a

{p,q=q1=---=qn=0}

Or cette fonction est la restriction

de

A
77-()52- m*) H

£:1 £ A...A oL@ oo (Pz 12 Pyg ) F1000 7,,_)
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Celle-ci a des pSles le long de .{p, q : (pj+qI)2 = n° } pour chaque
j et chaque I # g. Le résidu correspondant est fourni par (61).
Pour qu'il s'annule toujours quand Qy = +ee = q = 0, on voit qu'il

est nécessa.re que

2
(P’-_ M~-)(Qz‘~ m?) A//ﬁ {lo)..'x(O)A‘ (/b/ F10:00 9zt Q)

L
&g Fois
' 2 2 2
s'annule quand q1 = ... = Il = O et p =r =m . Quand on pose
Ay = +-v = qul = 0 dans l'expression ci-dessus, on obtient une

fonc‘gion de p = -r holomorphe pour p2¢ 4m2 + R+ et qui ne dépend
que de p2, On peut donc la faire annuler a p2 = m~ par simple
soustraction d'une constante au cours de ia construction récurrente.
I1 est aussi commode d'assurer l'annulation au méme point de sa déri-
vée premilre par rapport & p° : ceci permet d'avoir (0 ,A(x)P) =

= (Q,A(x)@) pour tout état @ 4 une particule (renormalisation

de la fonction d'onde).

“Lorsque ces précautions ont été prises au cours de la
construction récurrente, les fonctions de Green obtenues pour les
-
champs A ont toutes les propriétés voulues pour qu'on puisse les
restreindre & la "couche de masse" (du moins aux points "non coli-

15)

néaires") d'aprés les théorémes de Hepp On peut ainsi obtenir
les éléments de la matrice de diffusion S(X ) entre des paires de

vecteurs bien choisis (4 impulsions non colinéaires).

Ceci n'est malheureusement pas suffisant pour démontrer
l'existence de S(A ) comme série formelle en A opérant dans

1l'espace de Fock A , ni l'unitarité dans cette limite adiabatique

T —— T —— i - — o - T — T — — T ————— - —— —— - ———— " " = o 4" o S T T — -

*
) Pour l'existence de cette limite il est indispensable d'avoir fait la
construction récurrente de maniére que lim(£1,S(g)fL) = 1, c'est-a-
. \ . . o
dire de fagon que %g:(o)--.dc(o)(k> s'annule au moins cing fois a

0 [i.e., soit de la forme lﬁ_sk«Gd(kﬂ.
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I1 faut pour cela des renseignements plus détaillés sur la structure
locale des fonctions de Green au voisinage de la "couche de massel'.
Il y a de bonnes raisons de croire que la construction récurrente

décrite dans cet exposé puisse fournir ces renseignements.

En conclusion, on peut donc dire que la méthode exposée
ici fournit une démonstration simple de la localité des solutions ;
celle-ci s'exprime soit par la propriété de factorisation des T(X),
soit par les propriétés correctes de support des ag(r1)¢ ...¢df rn)’
soit (de fagon équivalente) par l'analyticité, dans le domaine

"gxiomatique" des fonctions de Green H (r.) d'ou suit celle
n

x(rT).z
des HK K. Notons que ce résultat a €té atteint indépendamment par
Bros (& parattre) par une méthode tout & fait différente. La dé=-

monstration de l'unitarité des solutions aprés le passage & la limite

adiabatique reste & faire.
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