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NOTATIONS ET NOTIONS D'ORDRE GENERAL

Nous noterons :

OMb(P,Qv G)

: 1l'espace vectoriel sur € des matrices
a p 1lignes et q colonnes & coefficients

complexes.

UKXP7 G) = U%(P,,p, C) °

Gz(Pv G)

: le groupe linéaire complexe.

Pour toute variété analytique complexe V , nous noterons :

vy
Vv

m (V)
TP ()

pPXq

b )
Wﬂgxq(v)

QPXP(v)

P

et tout g

le revétement universel de V ,

la projection canonique de QRQ(V) sur V ,

le groupe fondamental de V ,

1l'espace vectoriel sur € des applications

holomorphes de V dans th(p,q, c) .

1'ensemble des éléments inversibles
X .
de Y P(V)

1'espace vectoriel sur € des applications

23

méromorphes de V dans b(p,q, C)

1l'ensemble des formes différentielles

oo

de degré 1 holomorphes sur V et a valeurs

matricielles carrées d'ordre p .

1'ensemble des systémes de Pfaff complétement

X
intégrable de la forme df=wf ou w€QP"P(V) ,

A 7
Le groupe ﬂd(V) opére A gauche sur'g%(v) ; pour tout Q€ VU(V)

€ﬂ1(V) , nous noterons g.Q , le résultat de 1'action de g
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sur Q . On appellera représentation canonique de T (V) dans le groupe
. x / .
sut (P P(O?EJ(V)) ) des automorphismes de %po(%(V)) y 1'application

qui, a tout g€n1 (V) associe 1'élément g* de Aut(‘]’épxP(%(V)) )
défini par :

(s*2)(Q) = ¢(g”". Q)

pourtant Qé%pxP(%(V)) et tout Qég{G(V) .
Dans toute la suite D désignera un disque du plan complexe
et :
D=D- {o}
T (B)n x D", (Ek désignant le produit carté-

sien de k exemplaires de l'ensemble E ) .
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INTRODUCTION

Soient V wune variété analytique complexe connexe de dimension
finie m et A un sous-ensemble analytique de V de codimension 1 en
chacun de ses points dont les composantes irréductibles sont sans sin-
gularité et posons § = V-A . Nous désignerons par QPXP(V,A) le sous-

X .
ensemble de &F p(V—A) des formes différentielles coéfficients des

systémes de Pfaff du type de Fuchs (c.f. [1], chapitre II).

Soit Xg=X une représentation de ﬂ1(V) dans G1l(p,C) ,
4 o
nous dirons qu'une application §€ik€xP(gﬁ(V)) réalise la représentation X

si pour tout g ETT1(V) ;

gt e =2%x (q) .

Nous nous proposons essentiellement dans la suite d'étudier les problémes

suivants :

Probléme I ,

Déterminer 1l'ensemble SI(X ) des applications @ GQEEXPG;E(V))

réalisant la représentation X . Nous verrons (§ 2) que SI(X ) s'identifie

a l'ensemble des sections holomorphes d'un fibré analytique principal

N
sur V de groupe Gl(p,C) .

Probléme 1T,

L,X -~
Déterminer 1'ensemble SII(X ) des applications ¢ Eﬂjg P(ﬁb(v))
1

- X
réalisant la représentation y et vérifiant de plus 4 %,¢ Efﬁ)p(V,A) .
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Nous verrons (§6) qu'un certain sous-ensemble de SII(X ) s'identifie
. . . .. oyl
aux sections holomorphes d'un fibré analytique principal J#f sur V de

groupe G1(p,C) .

Probléme III.

Trouver un systéme de Pfaff du type de Fuchs appartenant

A

X : . . .
a xp p(V,A) et dont une matrice fondamentale réalise la représentation ¥ .

et réciproquement toute solution du probléme III donne des solutions du
probléme IT .,

Remarque 2 . Par une modification de Hopf on peut toujours se ramener

au cas ou les composantes irréductibles de A sont en position générale car
une telle modification ne change ni le groupe fondamental ni le rev€tement
universel de ; .

Nous supposerons dans la suite, sauf aux §1 et 2 , que les
composantes irréductibles de A sont en position générale et sans
singularité. Les problémes analogues pour une variable sont connus sous le
nom de Probléme de Riemann-Hilbert et H. RErhl en a donné la solution
compléte sur une surface de Riemann. [3] . Nous montrerons en particulier
que le probléme II a toujours une solution sur une variété de Stein
contractile. Nous introduirons également dans la suite la notion de classe
de Riemann, cette notion est intimement liée aux problémes énoncés ci-dessus.

Pour une surface de Riemann S, cette notion a été étudiée dans [4] par

H.J.Nastold qui a obtenu des résultats analogues en ce qui concerne les
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relations entre classe de Riemann et sections de fibrés vectoriels holo-
morphes sur S . Dans ce cas, 1l'étude est plus facile du fait que les

points de 1'ensemble analytique A sont tous isclés.

Les résultats de ce mémoire ont été annoncés dans [2] o
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§ 1 . LA NOTION DE CLASSE DE RIEMANN SUR UNE VARIETE ANALYTIQUE COMPLEXE.

Dans toute la suite d@désignera Lf@(p,&) ou bien G1(p,a).

Définition 1.

On appelle donnée de Riemann sur une variété analytique complexe V,

a valeur dans akb, la donnée d'un sous-ensemble analytique A de V de co-

dimension 1 en chacun de ses points et d'une représentation X{ de

W1(V) dans ofb. Dire que x{ est une représentation de ﬁ1(V) dans OKQ

veut dire que :
X'\?(g1g2‘) = X (g—‘) @ X(gz) .

y (id.) = I . (matrice unité d'ordre p)

Il en résulte que si x§(g) est inversible, on a :
-1 -1
x 5(g ) = (x4(9) .
Une donnée de Riemann sera notée R(¥ G’A’d@> ou simplement R(x %

lorsqu'aucune confusion n'est possible., La représentation )(€ et 'ensemble

analytique A seront respectivement appelés la monodromie et 1'ensemble

de ramification de la donnée de Riemann R(¥ Q,A,M@D .

Définition 2.

XD /0 o0, ; ,
Nous dirons qu'un élément ¢ € HoP p(&%(V)) réalise la repré-

sentation X ¢, si pour tout o 6171(V)

o= ¢ Xv(&) .
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Définition 3.

On appelle classe de Riemann associée & la donnée de Riemann

R(X Q,A,J@ﬁ , l'ensemble des éléments @& E?@pxP(g%XV)) réalisant la

monodromie X { de R(>(§,A,JG» o
Une telle classe de Riemann sera notée %%(x G,A,Jéﬂ ou plus

simplement 4%(X Q) - On appellera également monodromie (resp. ensemble

de ramification) de cette classe de Riemann la représentation X.Q (resp.

l'ensemble analytique A ) o

Définition 4.

On appelle classe de Riemann d'ordre fini au point M (resp.

sur A ) associé & la donnée de Riemann R(X v,A,o@D le sous-ensemble

b (g (uds(x9)) (respe (X granl) (u £o(X D)) des

éléments de 4% (x Q,A,J@) qui sont d'ordre fini au point M (resp. sur A).

Pour la notion d'ordre fini voir [1] .

Proposition 1.

Les matrices d'une classe de Riemann d'ordre fini ou non

forment un module sur 1l'anneau des fonctions holomorphes sur V . La vé-

rification de cette proposition est immédiate.

Définition 5,

On appelle classe de Riemann inversible associée a la donnée de

Z ;
Riemann R(X Q,A,d@ﬁ , l'ensemble X%i(>(G,A,Jﬁﬂ (ou simplement 4£i(x Q))
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~
des éléments ¢ E?@PXP (CRa( v réalisant la monodromie X 4 .
1 J )

La notation 4@? (X,%,A¢ﬁ@) (ou i%? (X§>) désigne donc la
classe de Riemann des éléments inversibles et d'ordre fini sur A . On a

évidemment les inclusions

Hix ) < ﬁi(xg < B xq) -

Proposition 2.

‘ii ¢ et ®' sont deux éléments de Jgi(x.G,A,Gl(p/G)) y i1

A\
existe q>€m§§xp(v) tel que :
-1
@oé' =(p01]!’\
v

Démonstration.

Si ééflgi(x §,A,Gl(p,®)) alors pour tout g’€ﬁ1(V),

*
g% = 8x (9)
et la relation ¢ 371 2 I entratne

g (27") = x 5(g)7 &7

et par suite

Fe ey ce et |

Ce qui prouve la proposition 2.
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Corollaire 1.
Si Qo € '@l( XQ,A,(J’@) alors pour tout ¢ G’é(x §,A,£}(9), il

existe <P€7@pxP(V) tel que :

¢ = (¢ O\i!\?) 2,

En effet &€ /@i(x \'}) entrafne que X\’/‘.(g) est inversible,

Définition 6.

y !
Deux classes de Riemann @(X {[‘,A,OKQ) et ,g( X‘II:,A,J{Q) sont

dites équivalentes si les deux représentations X'\,} et X§ sont sembiables.

Pour toute représentation X ¢ de I, (V) dans (/"(9, notons % 3
la classe d'équivalence de cette représentation pour la relation d'équiva-
lence qu'est la similitude. Enfin notons ,@(XQ,A,J@ 1'ensemble des

classes de Riemann équivalente & la classe )@(Xﬁ,A,d’(‘)) .

Théoréme 1 . Tout systéme de Pfaff

af = w £ (s)

w
appartenant & JPXP(VOA) défini une classe de représentation 'x.‘,;_ dong

—~

w
une classe /@i(XA,A,Gl(p,(E)) .
i

Ce théoréme est une conséquence immédiate de la :

Proposition 3.

Toute matrice fondamentale ¢ du systéme de Pfaff (s)
]

définit une classe de Riemann ;6i(%A,A,Gl(p,G) et deux classes
Vv
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de Riemann associées & deux matrices fondamentales de (s) sont équi-

valentes,
B

Démonstration,

Soit ¢ une matrice fondamentale de (s) ; pour tout
g’€ﬂ1(V), g¥® est encore une matrice fondamentale de (s) , c'est-a-

dire qu'il existe une matrice Dg€ Gil(p,C) telle que

¥ _-0op .

g g
¢ ~

L'tapplication X A ¢ ﬂ1(V) ——> G1(p,T) définie par
v

8
g -——-—-——-}XA(Q)=DQ
Vi

. o ]
est une représentation de ;I1(V) dans Gl(p,&) . Notons ,gi()(A,A,Gl(p,E)
Vv
la classe de Riemann inversible qu'elle définit. Soit @' wune autre

matrice fondamentale de (s) s NOUS avons

$ =3%'c ol CE€GL(p,C)
et par suite pour tout gGTT1 vy ,

g = (g*¢")C

3 8
ex (g9) = 2'x (g) C
v v
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et donc X f(g) =C XE{Q) c 5
Vv

/

: @ 8 - 7, @ .
ce qui prouve que i()(A,A,Gl(p,m)) et ”51<X§*A'G1(P’G))
Vv

sont équivalentes.

Définition 7.

2 3 Nw s 2 A
La classe de la représentation X. associée & (s) est
v

appelée la monodromie du systéme (s) .

Proposition 4.

Tout élément ¢ Ezéi(xﬁ,A,ohb) définit un systéme de Pfaff

df=wf appartenant & J PXP(y) et

Ll e @
~) o~ .
Xéi(xh ,A,Gl(p,@) = /éi(X ,A,Gl(p,@) )

V ~

v

La vérification de cette proposition est immédate.

w=aé, s et wEQPXP (V)

Proposition 5,

Etant donnée une classe de Riemann i(xV,A,Gl(p,C) ), alors

chaque élément ¢€ A@&(XQ,A,Gl(p,G)) possédant la propriété :

"Les colonnes de ¢ engendrent un espace vectoriel faiblement

singulier sur V " est la matrice fondamentale d'un systéme de Pfaff du type

de Fuchs.
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Ce théoréme est une conséquence immédiate de la proposition 4 et de la

définition des systémes de Pfaff du type de Fuchs [1] .

§ 2 . ETUDE DU PROBLEME I .

Concernant le probléme I nous démontrons les résultats

suivants :
A

C A
Théoréme A; o I1 existe un fibré analytique principal ff sur V de

groupe G1(p,€) et une bijection naturelle entre SI(x) et 1l'ensemble
A

. 779
des sections holomorphes de H

Théoréme B, . Le module XQ(XG,A, o (p,€) est isomorphe & celui des
~

A
sections holomorphes d'un fibré vectoriel analytique gﬁ'ggp V de

fibre akb(p,m) et de groupe Gl(p,G) o

En langage de classe de Riemann le théoréme AI peut

s'énoncer sous la forme :
A

. Veant VaS
Théoréme C; » Il existe un fibré analytique principal Jf sur V de groupe

Gl(p,€) et une bijection naturelle entre Jigi(XQ,A,Gl(p,C)) et 1'en-

A

semble des sections holomorphes de g? .

Démonstration du théoréme AI . C'est une démonstration classique de la

théorie des fibrés [5] et [6] , rappelons rapidement son déroulement.

A
Le groupe 171(6) opére a gauche sur QRQ(V) par

g: X ———> g.X
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(g.X désignant la composition des chemins).
. A A
A l'aide de cette opération le revétement universel £E§(v) de V
~ . 2 2 . 2 . . . o
peut €tre considéré comme fibré analytique principal de groupe ﬂ1(V) 0
De 1l'opération ci-dessus on déduit une opératicn a gauche sur les

A
applications holomorphes de gQD(V) dans Gl(p,&) par

g.8(x) = ‘5(904)7) pour tout '}‘(’E%(G)
et gETH(§) .

D'autre part, par l'intermédiaire de la représentation xg ,ﬂ1(V)
opére a droite sur Gl(p,@) y en effet nous posons pour tout AéfGl(p,G)
/\ "
et tout gETH(V) t A.g = A.XG(Q) .

A
Ces opérations permettent de faire opérer le groupe ﬂ1(V) a

gauche sur le produit g%9(§) X G1(p,t) par :
~ -1
g. (%,4) = (g.X,4x(9)" ) o

Nous savons alors d'aprés des résultats classiques de la théorie des
~,
fibrés [6] que le quotient de ce produit par les opérations de ﬂ1(V)
~
N -
nous donne, un fibré S;F de fibre Gl(p,m) et de groupe ﬁ1(V) que

1l'on peut considérer comme fibré principal de groupe Gl(p,@) . Comme
A

a ~
le fibré ofl est associé a QKQ(V) considéré comme fibré principal de
A A
groupe ﬂ1(V) s 11 résulte que le fibré i est a transformations coor-

dornées localement constantes. Le théoréme suivant, classique dans la

théorie des fibrés [6] nous donne immédiatement le théoréme A1 .
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Théoréme F .

Soit H wun fibré analytique principal de groupe G et 5§Jun

fibré associé & H tel que G opére & droite sur la fibre F de ¢/ '

. ‘/-‘4 - ) -
alors les sections holomorphes de ‘}f sont en correspondance bijective

avec les applications holomorphes ¢ de H dans F vérifiant :

8(sex) = @(x).s“1 pour tout x€H et s€G .

Pour obtenir le théoréme BI y 11 suffit dans ce qui précéde de considérer
,f) A e
le fibré associé a (JYV) de fibre /o(p,@) , au lieu de prendre le

£ibré associé de fibre G1(p,e) .

Soient a un point de 1'ensemble analytique A et U(a) wun
voisinage de coordonnée de a pour A . (cf. [1], chap III, §1) o
AL A

Notons {F?a la restriction de Jf a G(a)=§f7U(a) « La représentation
X 2 T (V) ——— el(p,0)
induit une représentation
A
x, = ™ (U(a)) — GL(p,€) ,
par l'intermédiaire de l'application
. A A
i (0(2)) —— (D)

A A
induite par l'injection de U(a) dans V .
A
/

Désignons par gt A le fibré construit & 1'aide du théoréme A1,

A
a partir de JO(U(a)) et X, -
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Proposition 6.

A
Les fibrés g¥; et S A sont analytiquement isomorphes.

Démonstration.

Nous avons :

5 P xa

;j’f m (v') avec G=Gl(p,@) H
1

la relation d'équivalence utilisée étant : (X,M) et (g',M') sont

. . . o
équivalents s'il existe g‘EﬂH(V) tel que

(;'1M') = (g°;1M)X (9)—1) ’

et

2, Gola)) x e
F'a= TR !

la relation d'équivalence utilisée étant : (X,M) et (X',M') sont

A .
équivalents s'il existe g<5ﬂ1(U(a)) tel que :

(%r,10) = (9,54 « x (9)7) .

D'autre part :

5}4 _Ro@ | 6(a) x &

a ™ (V)

la relation d'équivalence utilisée étant : "(§,M} et (%',M') sont équi-

A
valents s'il existe gffﬂ1(V) tel que

) = (g.5%8 x(g)™H)

N
mais cette fois ci on se limite aux x tel que ¢ (X) €U(a) .



] C=1 A A
Soit ¢ wune composante connexe par arc de ¥ (U(a))CZéRS(V) . Cette com-
AN
posante est un revétement connexe de U(a) , il existe donc une appli-

cation analytique p telle que le diagramme suivant soit commutatif :

{%(G(a)) —_— c
l ¥ =vle
)S(a)
/i'\'l")

Le diagramme suivant définit une application analytique T de Jf
A

2

a ?

9&{%<a)) X G ————— cXG —¥ &'1(G(a)) X G
(%8)  _(psia)y (p(3),8) — = (p(%),4)

L'application T est injective,

En effet, supposons que
m(y) = 1(2) (1)
ou y=q'(§2A) et z=q'(;,B) .

L'égalité (1) entratne

a(p(¥),4) = q(p(z),B)
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A
donc il existe QETH(V) tel que

p(%) = gop(?)

et

=1
A B x (g) .

~ VA
Mais p(y) €c et p(;) €c , il existe donc un élément YETI1(U(a))

tel que :

i}

~ . A
p(y) = 3(V)p(2) .
N ~
Comme ﬂ1(V) opére sans point fixe dansiﬂb(v) nous avons ,
9=j(Y) et par suite

p(¥)

A

Y p(2)

Bxéjv)'1

c'est a dire que

y=z et que T est injective,

L'application T est surjective.
524
z € H
a

. N, ~, A
Comme  (¥,A) E%(v)l(u) X Gl(ga:) , 1l existe gETT,](V) tel que g7y€ c.

Soit alors z=q(¥,A) avec ¢(;3=P(Z) =X .

e A' ~, e
Alors si XZGG{XU) est tel que p(x) = gy on vérifie que :
~ -
z = T(a(x,A X (g9) )

Il est facile de vérifier 1l'analyticité de 7—1 , ce qui entralne la

proposition 6.
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§ 3 . ETUDE DES RAMIFICATIONS D'UNE CLASSE DE RIEMANN,

Dans ce paragraphe, les composantes irréductibles de A sont
supposées en position générale. SoitAfg(xG,A,oMb) une classe de Riemann
associée a la donnée de Riemann R(xG,A,oMb) . Nous allons étudier 1le
comportement des éléments deAXé(x€,A,cA20 au voisinage de A .

Soient M un point de A (par exemple ME ﬁ Ay (nsm)) et
k=1

W(M) un voisinage de coordonnée de M pour A , c'est-a-dire qu'il

existe un isomorphisme analytique £ de " sur W(M) tel que :

o~ () (0,0y5400,0) € D"

o™ (a1 () {(xy2%p00e0,x )€ T x, =0 ]

pour tout k=1,2,..4y0 &

-1 .0 A,

Pour toute composante connexe c de ¥ 1(W(M))C:g%D(V), il
existe une application p_ de‘ﬂ{)(@}) sur c réalisantfja(gi>) comme
revétement de c . Comme ﬁ1(V) opére transitivement sur les feuilles

f&"
de J (V) , 11 suffit d'étudier la restriction de chaque &lément
) 1A,
Q‘E{g(xQ,A,OK?) 4 une seule composante connexe c de ¥ (W(M)) .
~ ~n
Notons j 1l'application de W1(W(M)) dans ﬂ1(V) induite par 1l'in-
A ~
jection canonique de W(M) dans V ; remarquons que cette application
n'est en général ni injective ni surjective., La représentation
XA e ﬂ1(V) _ induit une représentation xj de ﬂ1(W(M))

v

dans C/K9 de la maniére suivante :



Xﬁ(aﬁ) = xg(j(aﬁ)) pour tout aﬁffﬂ1(§(M)) .

A

Le groupe fondamental de W(M) est isomorphe & celui deéi) qui lui est
abélien libre de type fini. Soient Jq19p900es9, des générateurs de
ﬂ1( ) possédant les propriétés suivantes 3
* .
g (1og.Qj) = log.Qj pour tout j £ k
k
avec J=1325ee09n1 €t k=1,2400040 &

* .

g (log.Qk) = log, Qk + 271 pour tout k=1,2,.00,0 ,
k

ot 9=(0,,0y0+-+10,) ETO@D) .

I1 en résulte que la représentation Xﬁ est entiérement déterminée
par la donnée de n matrices deux & deux permutables,

M M M
G1 b} G2 28 ey Gn

appartenant é(%G: Résumons la situation ainsi décrite dans la

Proposition 7.

Pour tout M€A , il existe un voisinage W(M) tel gue

pour tout ¢¢€ Zé(xG,A,o“b) et toute composante connexe c¢ de $—1(W(M))

on ait :
M d/ pX .
M - sor €l PP )
_e—i: g* él\;[ = @12 GII\(’I Bour tout k=1,2,aoe,n .



Définition 8 .

Le sous-ensemble drs éléments éc de {g(xﬁ,AIWW ,c/@?)

pour lesquels, il existe ¢€ 4@(x9,A,0«9) tel que

@[C =8

est appelé classe de Riemann locale au point M relative a ¢

associée a %%(XG,A,ohb) .

Entreprenons maintenant 1'étude d'une classe de Riemann locale
associée a l; (xG,A,uk5) ; pour ce faire, nous allons étudier la classe
de Riemann K% (x&,Af7W(M),Ckb) qui contient toute classe de Riemann locale au
point M associée & & (x§,A,oKb) . En d'autres termes, il suffit

' s 46 =1/ . X .

d'étudier la classe rv(xga, o7 (8),0) ou Xg) est la représentation
déduite de xﬁ par l'isomorphisme P ., Pour simplifier 1l'écriture cette

classe de Riemann sera notée %5(5[)) .

La représentation %i) est définie par les images Gk
(k=1,2,404,n) des n générateurs de ﬂ1éi> ) choisis comme nous

1'avons indiqué ci-dessus.

Proposition 8 .,

L'ensemble (%? (i) ) n'est pas vide car il contient 1'élément
e 1

ST I log,Gk
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Démonstration.

I1 suffit évidemment de prouver que Qo appartient

19, (%(@)) et qu'elle est d'ordre fini au point O€D . Il est
dair que QO est holomorphe sur QRQ(EZ)) » D'autre part, les matrices

Gk étant deux a deux permutables nous avons :

e -0
g’k o = on pour tout k = 1’2'...,n °

Par ailleurs il est également évident que Qo est inversible sur

§R9(€i>) et qu'elle est d'ordre fini & l'origine.(c.f. démonstration

de la proposition 3 du § 6 du chapitre I de [1]).

Proposition 9.

si ¢€ @i(@) et Q'E@i(@), alors il existe
P €HPP(D) | telle que

-1 1
(1) g1, ¢ =90 ¥ Qu ¢=#@
Cette proposition est la proposition 2 du §1 appliquée & la classe

locale-considérée.

Corollaire 2..

Etant donnée @G‘gi(@) , ltapplication ) de ,@l(@)
dans ngxP(iD ) qui a &'€ fgi(gi>) associe la matrice ,¢'€‘ﬁ§pXP(éi))

définie par (1) est une bijection,
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Proposition 10,

2 2 d . o
Pour qu'un élément A »él(@) appartienne & @l(@)

il faut et il suffit que la restriction de 1l'application ¢ a @?(gD )

soit A valeurs dans nﬁprp(gb) .

Démonstration.

Supposons que @€ (9(1)(@) , et soit @'€ @o@) alors

T (21) =@
est telle que

@ = (9'o¥).¢
done (b ¥ )= g6

Comme @'.¢-1 est holomorphe sur€i> elle est d'ordre fini a l'origine,
(car ¢ et ®' 1le sont) la matrice ¢'a donc au plus une singularité

polaire sur A .

Réciprogque.

n
Supposons que ¢ soitune application de 1%°(§Z>) dans

[nq)PxP(EZ)) . Nous avons donc pour tout &'¢€ 4@‘3(§D)

Ben) = eemPP(D)

¢ (pro¥) .2

i

en particulier on a ce résultat pour la matrice Qo de la proposition 8,

c'est~a-dire :
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? = (<900¢)'1« ¢ .

Ce qui prouve que ¢ est d'ordre fini & 1'origine.

Remarque 3.
~
si ¢€ 6 2(@) alors & est un isomorphisme de éo(@)

sur po(@ ) .

Corollaire 3.

Pour qu'une matrice ¢¢€ @ (SD) appartienne a éo@) '

il faut et il suffit qu'il existe wEOﬂ?xP(OCD) telle que :

- y
Q—((Pov).éo

Définition 9.

Deux matrices @1 et §2 appartenant & ,@1(@) sont dites

~ ~J
équivalentes si @1(@2) (donc également @2@1)) est holomorphe inver-

sible dans Dm .

Définition 10.

Soit ¢¢ /@1(@), nous dirons qu'un élément ¢'€ /@l(@)

) / )
est &-holomorphe (resp. €-holomorphe inversible) au point QOE % (9)),

s'il existe '€ %po(Dm) (respgj{QEXp(Dm)) telle que
v = (9o ) 8.

Proposition 11.

si @ et @2 sont deux éléments équivalents alors toute

— 1
matrice &€ /6 (@) qui_est §1—holomorghg (resp. @1-holomorphe in-
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versible) au point Q, est également §2—holomorphe (resp. €,-holomorphe

2

inversible) au point Q, et inversement,

Démenstratione.

Soit $€ b (EZ>) et supposons que ¢ soit §1—holomorphe

(resp. §1—holomorphe inversible) au point Q, - I1 existe donc

q>€§%§pxP(Dm) (resp. i&;EXp(Dm)) telle que :

¢ = (CPOW)e@1

comme §1 et @2 sont équivalentes nous avons

8. = (poy).d, avec p€IPIPIY.

Mais alors

¢ = ((9.p Jo¥).8,

avec @.p€ o}@po(Dm) (resp. %EXP(Dm))

Ce qui prouve que 2 est @2—holomorphe (resp. Qz—holomorphe inversible)

au point Q_ . Donc : pour tout ¢ € 1@ i(gD ) la notion de $-holomorphe

ne dépend que de la classe d'équivalence de & ,

Proposition 12,

Si &, et @2 sont deux éléments de Xﬂi(§2>) et s'il

—_ 1

existe un élément §€E*g(g{>) nolomorphe inversible par rapport &

@1 et &, alors % et ¢, sont équivalentes.

La vérification de cette proposition est immédiate.
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§ 4 . FAMILLE COHERENTE DE SOLUTIONS LOCALES DU PROBLEME II.

Soit a un point de A et U(a) un voisinage coordonnée
de a pour A ; la représentation X induit une représentation
o .
Xﬁ(a) de ﬂ1(U(a)) dans Gi(p,C) par 1'intermédiaire de l'application

naturelle

jm(0(2)) = m, (V)

Lemme 1.

Pour tout a€A , il existe un voisinage U(a) de a dans V

tel que SII<Xﬁ(a))’£ 7 .
En effet la matrice @o définie dans le proposition 8

du § 3 est un élément de SII(Xﬁ(a)) .

Remarque 4.

AY C A & A °
Comme SI(XU) SII(XU nous avons également SI(XU)%'ﬁ

Définition 11.

Tout couple formé par un ouvert U(a) et un élément de

SII(XﬁIa)) est appelé une solution locale au point a du probléme II.

Nous parlerons également de solutions locales au point a
du probléme I,
_‘lA A,
Soit alors Cﬁ(a) une composante connexe de ¢§‘ (U)CI(?D(V),
o (0 -
1l existe une application p , de (U) sur ch telle que si WG

~, N .
désigne la projection canonique de giD(U) sur U , 1l'on ait :
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De plus, si JE{EGSII(X{I\) y 1l existe une application %J, de CG‘ dans

Gl(p,(ﬂ) telle que :

Les résultats du § 3 entrafnent immédiatement les résultats suivants :

Proposition 13.

Si_ QESI(X') et si J%%GSII(XG) alors
o, (0T eFo P (@)
< i

U

-1,A, j@) A,
pour toute composante connexe c¢A de \Lr\’/: (u)c< (v) .

si @ESII(x) alors éc.(rjéjc,\)"1 admet au plus une singularité polaire
U

au point a .

§1_§%%\ et Ug’ﬁ sont deux éléments de SII(XG) y 1l existe

- A
WU € 2{3 EXP(U) telle que 3

o < b

U U U

Définition 12,

Nous dirons que fgﬁesu(xa) (resp. SI(XG)) e_t*dhéesn(x{}‘)

A
(resp. SI(xG)) sont équivalents si W, est la restriction & U d'un

U
élément de %EXP(U) .

Définition 13,

On appelle famille cohérente de solutions locales du pro-

N
& A t \ =
bléeme IT, la donnée d'un recouvrement l7_ {Ua}aGA de A par des
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ouverts de V et d'une famille {gﬁ&i}aej\ d'applications ayant les
et ettt Y

propriétés suivantes :

0 € A
1°) Pour tout a€A ’6%11€SII(XUa)

2°) si u_Nu £ &

ﬁ)c ((7%90 >—1 G%I;XP (UanUb)
a b

pour toutes composantes connexes ca et cb respectivement de

-1, “T A L
¥ (Ua) et ¢ (Ub) vérifiant Ca(wcb A .

Définition 14,

Deux familles cohérentes de solutions locales

(ﬂf={ﬂ7tﬁa}aEA gg(ﬂ)' ={(7%7'a}a€A sur le méme

recouvrement ‘U = { } sont dites équivalentes si Cﬁ%a est
a’a€A a ==L

I'4
équivalente a %fa pour tout a€A .

Lemme 2.

Il existe une famille cohérente de solutions locales du

probléme II.

Démonstration.

Pour tout a€A , désignons par U(a) wun voisinage coordonnée
A
de a pour A , nous savons (§3) que ﬂ1(Ua) est abélien libre et qu'il

~
. ., a a !
existe un nombre fini de générateurs g1,92,..°,gi de ﬂ1(Ua) tels que:
a
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a\®
log.qQ. = 1log.G. i j k.
avec k = 1,2,...,na et J = 1,2,oooyna
ay* .
(gk) log,Qk = log.Qk + 271

Ofl k = 1,2,-009naa

: o e - gi)
(Nous identifions implicitement U, avec: ).

La représentation xG est entiérement déterminée par la donnée
a

. a _a a , a _a a "
LI e 0 TT e
des images G,y G, , Gna des générateurs 9 1951000,9,  de 1(Ua)
Les matrices (3$,Gg,,..,G§ sont inversibles et deux & deux permutables,
a

On peut supposer que dans Ua les composantes irréductibles
Ai (k=1,2,,..,na) de AIWUa sont définies respectivement par les

équations @

£, =0,

ol les fi (k=1,2,n..,na) sont des fonctions holomorphes dans Ua ’

. a .
irréductibles et tel que pour tout k , le germe de fk en tout point

de Ai engendre 1'idéal associé au germe d'ensemble analytique défini par
a .
Ak en ce point,
Pour tout k = 1,2,.0.,11a la foncticn matricielle

a

1
log.Gk

21l
a

Fo = (fi)

A,
est holomorphe inversible sur gRﬂ (Ua) .

Pour tout k=1,2,....,na et j=1,2,...,na s nous avons @
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¥ _a a L
(%) = B s g4 x
ay¥* _a a .a
et (@) P = F G
Tl en résulte que :

Pa

Jg5 = 1 §?

¢ k
a k=1

réalise la représentation Xﬁ o
a
On vérifie alors facilement que

; =1
10 4 N
a(JG ) LG €@ PPy ,anu)
a Cc
a

c'est a dire que

€
: €5 ALY,
c 1 )
a a
. . —1«%'\
Considérons maintenant une composante connexe c¢_  de ¥ (Ua)C:J (V).
. (,?9/\- R o .
La variété J '(Ua) est un revétement de c, i comme éﬁf; réalise
- a
XG , On voit facilement que &%2 se factorise par ¢C (projection
a A . a a
de ﬂ%XUa) sur ca) . On peut donc considérer 6%5; comme étant
a
définie sur c_ c'est ce que nous ferons dans la suite sans intro-
duire d'inutiles complications de notations. Montrons maintenant que
la donnée :
1°) du recouvrement W= {v } de A par
aa€A

des ouverts de V choisis comme ci-dessus.

2°) de la famille de solutions locales du
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probléme IT : 0%1 {6%3 1 constitue une famille cohérente de
a a€A

solutions locales du probléne II,.

Soient : a et b deux points de A tels que UafWUb £
c_ et y des composantes connexes respectivement de ¢_1(Ua) et de
-1,.0
11I1(Ub) vérifiant cﬁﬂcb;é 7 .

Nous avons avec les notations indiquées ci-dessus :

n a
6*9 ) a 20T logeGk
o = [l (f'k)
a k=1
1 b
I’Jb . oT log.Gk
gft?c = II (fk ) .
a k=1

Et en supposant par exemple que n sna s hous savons, vu le choix des

b

b

£ X ?

et f qu'il existe une application H définie sur une partie L

a
k
de {1,2,°.°,nb} dans {1,2,°.¢,na} telle que :

oo Q) 2 G vy
J a J a b

ol J;“(J) est une fonction holomorphe inversible sur UafWUb .

I1 en résulte :
1°) que G? = G2, . car les représentations X5 et XA
i Tw(d) . U, U,
sont induites par la méme représentation X de H1(V) dans G1(p,C).

2°) que la matrice

-1
a b
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est holomorphe inversible sur UafWUb y car les familles de matrices

ar . : b,. ;
Gj(J=1'2'°°°’na) et Gj(3=1,2,,°,,nb) sont deux familles de
matrices deux a deux permutables,

Le lemme 2 est ainsi démontré.

Définition 15,

Une solution ¢ du probléme I est dite holomorphe inversible

<)
sur A pour la famille cohérente éﬁi {dtz}affA de solutions locales

du probléme II sur le recouvrement |},= (Ua) si pour tout a€A

a€A

Y -
et toute composante connexe <, de ¥ 1(Ua) 9 éa(&?f ) ! est la res-
a

A
triction a Ua d'une matrice holomorphe inversible sur Ua .

Remarque 5,

Si on a la propriété ci-dessus pour une composante connexe de
_1 A
¥ 1(U ) y onn 1'a pour toutes les autres. Les propositions 11 et 12
a

du §3 entrafnent :

Proposition 14,

S'il existe @ ESI(X) holomorphe inversible par rapport

4 deux familles cohérentes de sdutions locales du probléme II :

/ /
cﬁf et &%? relatives au méme recouvrement, alors cﬁg et 0€7sont équi-

)
valentes. Si &% etcﬂf sont équivalentes alors toute matrice Q‘ESI()()

qui est holomorphe par rapport & l'une l'est par rapport a 1l'autre.

Les considérations ci-dessus nous conduisent a 1l'étude du :
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. 7
Probléme II.

Déterminer le sous-ensemble SiI(X’C%?) de SII(X) des appli-
cations holomorphes inversibles sur A pour une famille cohérente de
solutions localesej%%

Nous verrons dans le paragraphe 6 que cet ensemble SiI(x,C7éﬁ)
stidentifie aux sections holomorphes d'un certain fibré vectoriel

A
sur V prolongeant 5370

N

\/\J
§ 5 . ETUDE DES PROLONGEMENTS A V DU FIBRE ¥ .

Rappelons que les composantes irréductibles de A sont en

position générale et sans singularité.
A

Pour tout point M de A , nous appelerons voisinage épointé de

M tout ensemble G(M) de la forme U(M)-U(M)NA ob U(M) est un voi-
sinage de M dans V et nous noterons XG(M) la représentation
induite par X sur G(M) .

Soit a %n point de A,W(a) un voisinage de coordonnée de a

o AL .
pour A . Notons J* ﬁ(a) le fibré induit parﬂff sur W(a) . Ce fibré est

analytique principal de groupe Gl(p,E) .
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Dans toute la suite nous noterons

N

A A
W= {Ui}iEI[ et h

A

hi,j}i €1,5€1

A
respectivement le recouvrement de V et le cocycle associé définissant

g%@(v) comme fibré principal localement trivial. Enfin

A ~
-1 ier, jer

A
désignera l'image par X du cocycle h ,

fa)
A
Rappelons que c'est le cocycle g qui définitﬁg? « Enfin pour

simplifier 1l'écriture nous écrirons :

U. . & la place de U, NU.
1,J 1 J
et
: al u. Nu.NUu,_ .

Ui,g,k a la place de 5 UJ Uk

Lemme 3. N
A toute section holomorphe du fibré principal de(a? 4 Sur

un voisinage épointé de a est associé un prolongement C‘{a de {Fﬂa

au point a . Réciproquement tout prolongementijza de {ﬁ#a au _point a

A .

Y

s'obtient & partir d'une section holomorphe de SFa sur un voisinage

A
épointé U(a) du point a . De plus,

4}
A1

Iy
1°) si o et Gi sont deux sections holomorphes de H a
2 Y, &=

A A 2 X A
sur U(a) , il existe 'TE(XQE Pu(a)) tel que
AL
sur U(a) .
\ X
2°) s'il existe TG%E P(u(a)) telle que

2) T=r7]0(a),
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A

N 1 2
les deux prolongements de‘gja associés a Oa et © sont équivalents
a

et réciproquement.,

Démonstration,

A

. A 3 -
Soit Ga une section holomorphe de ‘A 5 Sur un voisinage

N
épointé U(a) de a , cette section est définie dans le recouvrement
A

A
Qi) par la donnée des matrices (Oa i)i.GI holomorphes inversibles
b4
sur UifWU(a) vérifiant :
A AA no
o . = 0_.g. . sur U, .Nu(a) .
a, ] Ayl 1,] 1,J

A

Pour obtenir un prolongement de {;? au voisinage de a , il suffit
a

N
n
de prolonger l'atlas { QJJ,gi j} , ceci se fait de la maniére suivante
/A AL " .
Au recouvrement 1Lg = {Uif7U(a)}i cp de U(a) , on ajoute l'ouvert

- - W = {u, NG .
U(a) = U(a) pour obtenir un recouvrement JJa = {Ui U(a)}:iE I uta}
A A

de U{a) . Aux transformations coordonnées g. .=9,. .‘U. .Nu(a) , on
1] "1sJd1 1,3

ajoute les matrices

A Ao
g . = 0O_ . holomorphes inversilies sur U(a) NU. et
a,i a,l i

=1
] 1té ¢ = g . . °
identité ; g, ( ) sur Ul,a

[(a}
]

On vérifie alors facilement que pour tout i,j,k appartenant

a Iuifal
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A

A 7
Ce qui prouve qu'a la section holomorphe o, de LH)a est associée
~

—1
un prolongement du fibré &H s voisinage du point a .
A

A

, TS .
Réciproquement soit J{a un prolongement de LH . M voisinage
Y
du point a . Comme le fibré principal Z}fa est localement trivial, il
. . -1 et
existe un voisinage U(a) de a dans V tel que p (U(a))< ﬁ?a
. . . . ! § - . Co R
(p désignant la projection de Jfa sur U(a)) soit trivial c'est-a-

dire qu'il existe une section holomorphe o, sur U(a) du fibré

A N .
principal iyaa . Mais alors o, = Oa U(a) est une section holomorphe
N

A
de {Fﬂa sur U(a) .
. . A1 r2 .
Soient maintenant Ga et Ga deux sections holomorphes
A

A N1
sur le voisinage épointé U(a) de a . La section S

de qgfa

/\2' 2. . . ” . ,\1
(resp. 0_) est définie par la donnée des matrices O . »
a a,i

~n2 . . N
(resp. °, i) holomorphes inversibles sur UifﬁU(a) et nous
?

avons : sur l'ouvert U, ; (i€1 et j€1)
?

%1 = %1 (res 82 = 82 g. .)
a5 " Cayi %i,] Pe %2, T Tayi V1,57

Ce qui entraine :

Ao (-1 no A1 - "1
Oa,i) ° (Ga’j) - gi,j - (Ga,i> © Oa,j ) °

Nous avons donc pour tout i et tout Jj appartenant a I :
4 =1 1 2 -1
- o )

ol .. (02 L) = O (o
,i a,i ay ] ayJ

a
A PXP A
obh TE J(Qi (u(a)) »

Nous utiliserons le résultat suivant de la théorie des

N
= T

fibrés.
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Proposition F.

Soient &@ 1 et:B)Z deux fibrés holomorphes, de méme tase,

de méme fibre, de méme groupe Gl(p,E) et ayant de plus les mémes

ouverts de trivialisation locale et dont les transformations coordon-

. . 1 2
nées sont respectivement g. . et g. . . Alors ces deux fibrés sont

1,J i,3

équivalents si et seulement s'il existe pour tout j€I wune application

holomorphe kj : Uj ——> G1(p,6) telle que pour tout i€I et jE€I

2 1
1}y A.g. . = . . A, sur U, .
( ) ngyJ gJ’l 1 = 1y]

o .
Supposons qu'il existe TE &SPXP(U(a)) tel que :

i
l,\ A
TﬁU(a) =T ,
(71 Gl
Alors pour montrer 1l'équivalence des degf fibrés “Jf . ot S a
r 1 ne

associés aux sections c, et S de J*’a nous utilisons la propo-

H

sition F en posant : pour tout 1i€I A, identité et

1

>\='T°
a

L T 2 .
Réciproquement supposons que les deux Fibrés M ; et{ﬁ a sont équi-

. N
. A N Lo e s
valents, les sections Oa et Ga ayant servi a les définir vérifient

A [ A .
1a -7 82 on 1 b EXP(U(a)) .

X .
I1 reste & montrer qu'il existe TE€ j{Q? P (u(a)) tel que

Tl G(a) = ;

. dp px .
Nous savons que pour tout 1i€I il existe Xi appartenant a j{g? Pu(a))
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2 4

tel que pour tout 1i€I et jFj€I A.g =g sur U, . ,

J73s1 Jei 1 1,

Mais si i et j appartienne & I 1'é4galité

g2 3 1
ii T 95,4

entrafne que pour tout i€I , Ki = identité, Sur Ui 5 Dous avons :
?

2 1 . . p X
A 9.5 =9, A, on A€ 4{95 P(u(a))

a a,i ay
Comme
2 N 1 Al
g' = C g’ =
a,1i a,i a,i a,i

et vu la relation qui existe entre ces deux sections :
N
A_ =T sur U .
a a,i
. X 3
En d'autres termes, il existe TE€ j{QE p(U(a)) tel que :
A A
T U(a) =T ,
Ce qui prouve le lemme 3 .

Lemme 4.,

A . .
Pour tout voisinage épointé U(a) de a , il existe une

bijection entre jgi(xﬁ(a) , ANU(a) , G1(p,€)) et l'ensemble des
4

sections holomorphes de ‘j a®
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Ce lemme est une conséquence immédiate du théoréme F et du fait
A
que J(? A est isomorphe &

l

G P x )

° o (0(2))

Corollaire 4,

Comme /@i (Xﬁ<a),AﬂU(a) , G1(p,C)) %g , il existe

en tout point a€A un prolongement local de K en ce point,
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B). Recollement des prolongements locaux.

Pour assurer le recollement des prolongements locaux définis
ci-dessus, il suffit de montrer que pour tout a€A et DbE€A tels
que les voisinages associés vérifient UaﬂUb ;452( y 11 existe une
matrice ga,b holomorphe inversible sur UanUb telle que

= g. sur U,

91,395, T 91,k i,3,k

pour tout i,j,k appartenant a IUA .

Lemme 5,

Si Ua n Ub 7_1 ;zf y alors pour que les deux prolongements

locaux gja et \?’bb se reccllent il faut et il suffit qu'il existe

. -1/ pXp }
une matrice 9,b € '}@i (Ua telle que pour tout i€I

,b)

"
.= g . sur U .
a,1 ga,b b;i —— “a,b,1

A ~ A
ol o (resp. cb) désigne la section sur U_ de gfa (resp. sur b

=3¢

de £+ b) ayant permis de définir ¢/ A (resp. ‘;‘ff b)e Ce lemme est

une simple vérification.

O )
Désignons par U%LZ (resp {fb) 1'image de 0O (resp. ob)

par la bijection donnée dans le lemme 4 .
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Lemme 6.
. . ' pX . . o
Pour qu'il existe gaﬂae T%QE p(Ua,b) vérifiant pour tout
i€1
A A
o . = c. .
ay1 ga,b b,i

Il faut et il suffit qu'il existe 9.y € }@)?Xp(Ua b) tel que :
’ y

Ce lemme se vérifie facilement en utilisant la bijection du lemme 4
et le théoréme F ,
Mais alors l'existence d'une famille cohérente de solutions

locales du probléme II entralne

Théoréme 2,

. - ars
Il existe un flbréc}? sur V tel que

N

Fe -

<
Donc a toute famille cohérente c?b de solutions locales du probléme IT

~ 48,
est associé un fibré holomorphe off (L) sur V tel que

A

Z*f(a&% J\?:ﬂ

D'autre part les considérations sur les familles cohérentes de so-

lutions locales et les résultats ci-dessus entrainent :
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Corollaire 5,

!

e -
si JGet d%jsont deux familles cohérentes de solutions locales

G, 45 oo
équivalentes du probléme II , les deux fibrés o/ (d%f) et S (&ﬁ3

sont équivalents.,

\:%1/
Nous avons un résultat anmalogue concernant le fibré U’ ,

Théoréme 2%,

Tl existe un fibré ' osur V  tel que
— 1A oy
s %V =z

Ce théoréme se démontre comme le théoréme 2 , en utilisant cette,

/
fois au voisinage de tout point a de A 1le fibré principal Cj
oy

F‘f

associé a Q*fa . On a également le corcllaire ci-dessus pour le

A
g
flbre<Jf et ses prolongements.

§ 6 . ETUDE DU PROBLEME II'.

Les notations de ce paragraphe sont celles des deux paragraphes

précédents. On se propose ici d'étudier le :

Probléme II'.

Déterminer le sous-ensemble SiI(Xyéﬁjp) de SI(X) des

applications holomorphes inversibles sur A pour la famille cohérente

de solutions locales &ﬁgo
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Remarque 6.

Comme la notion d'holomorphie pour un élément de SI(X) par
rapport a une famille cohérente de solutions locales J%gne dépend pas
~
que de sa classe d'équivalence 6%?, 1'ensemble SiI(X,C]gs ne dépend
que de Jﬁ?et pour cette raison il sera noté Sil(x,dﬁf) » Nous

avons :

Théoréme A
I1!

Il existe un fibré ff (/&) sur V et un seul & une isomorphie

prés tel que :

~ o

o R
1) () | v
b ~
. 'ﬁl"‘
2°) il existe une bijection naturelle entre SiI(x,oﬂz) et
j A\

¥

1l'ensemble des sections holomorphes du fibré /1,

Existence.
N o~ )
A 1'élément (b€ JF est associé un Fibré (cf&% sur V
/ﬁj 40, oA /:a!
tel que % (%) (V =€;Jc

Montrons que ce fibré posséde la propriété 2 du théoréme AII,a

~d
Soit ¢ wun élément de SEI(x,dif) . Pour tout a€A et

-1 )
toute composante connexe c_ de (Ua), nous avons :

) A2 47 px .
¢ = /(9 ¥ e s} p P
c, =W b ou W, ,K, 1 (Ua)

Comme ¢ est solution du probléme I , il lui est associé une section
A

A 7 A . )

o de ﬂ{ définie par la collection (Oi)i ¢p ©Ou pour tout i,

A )

Gi est une application holomorphe de Ui dans Gl(p,C) telle

que pour tout i€I et Jj<€I 1l'on ait :
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A N
o) g.g

SR R B

7~
. N o) 2 ~ A
Montrons maintenant que 1'hypothése @ € SiI(X’J&]) entraline cue C
A

. ~, 44,
se prolonge en une section holomorphe de'f (a@;)n La section ©

ey

Ja) A ~
définit une section Ua de A L Sur Ua s celle ci est bien définie

par la restriction de 2 2 ¢, car on passe d'une composante

- A A
connexe de ¥ 1(Ua) a une autre par une opération de ﬂ1(V) o

Posons, pour tout 1€I et a€A

5

o} = 0. sur U,
a 1 isa
a

o} = W sur U o
a a a

—~
Ces matrices définissent une section Oa de A a SUr Ua s €n

effet pour tout 1 et j appartenant a ILJ{a} nous avons :

(1) ¢ = o' g, . sur U, .
a a “i,] iy jsa

car
1°) si i€I et jEI la relation (1) est évidente

2°) si i=a et JE€I , 1'égalité (1) se réduit a

= o = _ vy
o Oa 9a,3 ]aga,j a a

. 4 €
ou Ti est la section définie par (7§; (celle qui permet le pro-

longement local au point a cf. §5). Mais alors comme

@‘c =wr7t9
| a a

a

1t4galité ci-dessus est vérifiée,
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3°) Si j=a€A et i€I 1la vérification se fait comme
dans le 2°),

4°) Si i=j=a€A 1la relation (1) se réduit a

O =0_ car ¢ = identité.
a a asa

La donnée de la collection {Gi} et du recouvrement

W= (v}

En effet pour qu'il en soit ainsi, il suffit de vérifier que pour

i€wa

F A
sepya Gfinit une section holomorphe du fibré St (51;3,

tout 1i€IUA et tout FJEIUA nous avons :

0. =0. g. . sur U. .
J 1 71,) N

Mais vu les considérations ci-dessus, il suffit de vérifier cette
relation pour i=b€A et j=a€A .
Avec ces rnotations nous avons a vérifier que

C. =0
a ga,b sur Ua,b

C'est-a-dire que l'on doit avoir

W. =W sur U ou sur
b a

a ga,b s D

-1 , -1 ,

l N = n

Y (Ua,b) €a v (Ua,b) “p

Or celle ci est vérifiée vu la définition de g_ (c£.85)
’

et la relation

W= /f; ()

Donc toute solution du probléme II' donne une section holomorphe du

[ 40
fibre M ((/CD) .
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Réciprogue.

- 7
Soit O une section holomorphe de 7 ( ) , alors
A A

N~ ) o .

C =0 V est une section holomorphe de‘JP, a cette section est

associée une solution ¢ du probléme I . Il reste & vérifier que

cette solution € est holomorphe inversible sur A pour la famille
<

cohérente de solutions locales dﬁ?f Pour tout a€A , la section O

est définie sur Ua par une matrice holomorphe inversible C_ .

1,0 a,\
Mais comme pour toute composante connexe c_ de ¥ (Ua)C:gﬁb(V) .

On a :

vy A oo A PXP (T 3
c _wajﬂ-)a ol wae%i (u,)

A

.
N

~
A i . { .,
I1 résulte que Ga = Oa an est la section de J* a associée a
A
. - . 2 L
l'application Wa(7% a et cette section se prolonge au fibré Jf . @

l'aide de la matrice holomorphe inversible Ga sur Ua o
Nous avons pour tout i€I et a€A :
. =0_9g . sur U_ .
i a “a,i a,i

clest-a-dire que :
1o -1 : Ao, -1
. X - / 1 n
wa\jtja \$ (Ua .)(7ca Ga(’ba] v (Ua,i) €a

9 1

En d'autres termes, pour tout 1 €1
W =0 sur U
a

En particulier

W =0 sur U
a a
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A
Ce qui prouve que Wa est la restriction a Ua d'une matrice

holomorphe inversible sur Ua‘ y ceci étant valable pour tout a€A
l'application ¢ est holomorphe inversible sur A pour la
famille cohérente de solutions 1ocalesg7f2

L'unicité du fibré a une isomorphie prés résulte du fait que
deux familles cohérentes de solutions locales équivalentes donnent
des fibrés isomorphes et que la notion d'holomorphie ne dépend que
des classes d'équivalence de familles cohérentes de solutions
locales,

A c6té du théoréme AII , on peut également énoncer un

'
L

el
o, ! . .
théoréme concernant le fibré J* o Notonscﬁjla famille cohérente de
solutions locales du probléme II construite dans le lemme 2 du

paragraphe 4 .

Théoreme BII'

L/\—{} ’\JO
Il existe un fibré J*(O%?) sur V et un seul a une isomorphie

prés tel que :

AN
I P
v

1) F (&)

2°) Il existe un isomorphisme entre le module

~

ééA(X,A,U%b(p,C) et le module des sections méromorphes de 5?'(cﬁ%°)

ayant au plus une singularité polaire sur A .

3°) 11 existe une bijection entre le sous-ensemble de

(éA(X,A,Q%Q(p,C) des éléments holomorphes inversibles sur A

,;\) Y’/NO.
pour &%9 et les sections holomorphes de{;i(uﬁf ) .
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Ce théoréme donne donc une interprétation trés simple de la notion

de classes de Riemann, 1l est bien entendu possible d'énoncer des

résultats analogues concernant fé(x,A,ci@) et {gA(x,A,LAb(p, c))e
i

§ 7 . ETUDE DU PROBLEME II.

Rappelons 1l'énoncé de ce probléme :

Probléme II . Déterminer l'ensemble SII(X) des applications

i\ X t/) N " . ’ . . r . .
¢ e‘yﬁz p(dMQ(V)) réalisant la représentation X et qui vérifie

de plus d 36~ GSQPXP(V,A) .

1

La condition ¢~ GflpxP(V,A) peut &tre remplacé

par la suivante :

"Les colonnes de ¢ engendrent un sous-espace vectoriel

/‘Dpxo]

< ) 3 . . .
de dimension finie p de } (Jlo(V)) faiblement singulier

sur A "
Notons ¢A5°la famille cohérente de solutions locales du probléme II

e
construite dans le lemme 2 du § 4 et ¢f ((f) 1le fibré sur V qui

lui est associé., Nous avons :

Théoréme AII'

I1 existe une injection de SII(x) dans 1'ensemble des

A 1
sections méromorphes sans singularité sur V du fibréﬁ}f(cf& ) .

Ce théoréme résulte du théoréme B du § 6 car toute

ITe
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matrice ¢ vérifiant d @§_1€§7pxp(V,A) est d'ordre fini sur A .
Soit a wun peint de A et U(a)=Ua le voisinage de a choisi
comme nous 1'avons indiqué dans le paragraphe 6 . Nous noterons

(SG 1'ensemble des applications holomorphes de Ua dans

a
G1(p,C) de la forme :

ou

A x .
W E i P P 18]
L€ ot (u(a))
Ka est une matrice complexe réguliére

a . .
Aj est pour tout J=1,2,o°°,na une matrice

diagonale a coefficients entiers, telle que

o]

a n
A

. L e
RSURS CIRICHIEN X (£ I € PP

|| == AV

J
{/\.‘[
Enfin notons § 1'ensemble des sections de d* telle que pour tout

af A, il existe un voisinage U(a) de a dans V tel que
0(a) € &
olU o
\ (a) U(a)
Gore B_._e
Théoréme T

I1 existe une bijection entre SII(X) et 1l'ensemble des

o~

) s .
sections de M () appartenant & & .

Démonstration,

Dans cette démonstration nous utiliserons les résultats
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de [1] (Chap. T).
Soit ¢ un élément de SII(x) , nous savons que 2 est une
solution du probléme I , il lui est donc associéeune section o
A
A
du fibre it
Comme ¢ engendre un sous-espace vectoriel E de
Af PXT 00 o . . . . . .
jﬂg (J9(V)) de dimension finie p et faiblement singulier sur A ,

il existe pour tout a€A un voisinage U(a) dans V tel que pour

IN
toute composante connexe c_ de ! (u(a)) de‘J{D(V) l'on ait :

n a n a
a Aj a Fj
8 - . : ) € ’
c, =V, ‘H QJ 'H QJ K, oo K G1(p,C)
J=1 J=1
(cf. I , nous utilisons une base adaptée pour engendrer E ).

Nous supposerons dans la suite que le voisinage U(a) est choisi
tel qu'il joue le rd8le du voisinage Ua des paragraphes précédants.
Pour simplifier 1'écriture nous poserons dans la suite pour tout

Bi1Bsyeoo,B

n
a n
B a B.
¢° = m oo,
j=1
Nous savons que la matrice
a a
A F
Q . Q

y s , . A
e Ol’l K °
réalise la representati XU(a)

D'autre part, pour tout i=1,2,°,,,na s hous avons :

+ A?
J

~J
AY =

a
J J
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N a . . , P
on Aj est une matrice diagonale décomposée en blocs dont chacun
est un multiple de 1l'identité.
a . . . . .
Aj est une matrice diagonale a coefficients entiers ayant

certaines propriétés (cf. [1], Chap.I) . Nous savons que :

~a a _ 1 a
Aj + Fj = ~om log. Dj
donc 1 a
~va -é—r-r—-logoD
$ic =W . 0Q X Q
a a

Du fait que ¢ réalise XG(a) g on en déduit que pour tout

j:192,ooa,na

D%k = x G°

Dtautre part, comme ¢ est solution du probléme II en se référant

a ce qui a été fait dans [1] (Chap. I) , on voit gue pour tout

j=1,2,o'0,na

est holomorphe sur U(a).
Mais alors en revoyant la décomposition en blocs de ces
matrices telle qu'elle a été utilisée dans [1](Chap.I,§3), on en

déduit que

est holomorphe sur U(a) .
Donc :
a a a a

A a -1, -A A Ay =1 —A
X - X K X xA (gTIxx” 'x
Q" X kX Gj X XX Q Q X XU(a)(gJ) o, XQ

est holomorphe sur U(a) .
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Nous avons donc 3

1 a
~a s log.D,
¢ | c =wa><QAx<32Trl ]

Y]

i

~ g .
vt x_ JE
a a a

2
. . . , . LU 2
Mais, alors si on revoit comment on a prolongé a iH (0t ) la
) A
section C , on constate que pour faire ce prolongement on prend

~a

A
Oa = Wa Q Ka

Ce qui prouve la partie directe du théoréme BII°

G Ao
La réciproque est facile. Soit ¢ wune section de et (O%f)

appartenant & & , alors

, v
(1) o, ‘a Q K, sur U

et reprenant les calculs ci-dessus, on voit que si ¢ est/}a

N

A p A TS
solution du probléme I associée & la section © =0V de J4 » celle-
ci vérifie pour tout a€A et toute composante connexe c. de

1. (P A,
"ilf (Ua) Cv @(V) °
. | =1 pPXp A
a(e [ e )8 |c )" € PP ,anu )
et donc 3
a 8,87 e QP P(y,a)

Remarquons que nous avons supposé implicitement que 1'ouvert Ua
A

A
est celuli que l'on ajoute au recouvrement QL?de V pour faire
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A

~—

le prolongement de v* au point a et que sur cet ouvert l'on a

également (1) s on peut toujours supposer qu'il en est ainsi.

§ 8 . CONCLUSIONS SUR LE PROBLEME DE RIEMANN HILBERT SUR UNE

VARIETE ANALYTIQUE COMPLEXE.

Dans le cas ou V est une surface de Riemann, H. R8hrl a
donné une solution compléte de ce probléme.
Si V est une variété de Stein contractile alors chaque
i 2
fibré ﬂ* (cﬂ§§ admet une section continue et donc une section
holomorphe d'aprés un théoréme de H. Grauert [7] .« I1 en résulte
que SiI(X) %'¢ ¢ ce qui veut dire que le probléme de Riemann
Hilbert admet toujours une solution sur une variété de Stein
contractile,
I1 en est de méme si V n'est plus contractile mais si un
e , _
des fibrés‘d‘((ﬁf) admet une section continue.
I1 reste un cas intéressant a4 étudier c'est celui ou V
est un espace projectif complexe ; on a quelques résultats dans ce
sens concernant le plan projectif complexe et le probléme de

Riemann Hilbert 1ié aux fonctions hypergéométriqueso[8] o
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