R. GERARD

Chapitre I11

Les rencontres physiciens-mathématiciens de Strasbourg - RCP25, 1968, tome 5
« Théorie de Fuchs sur une variété analytique complexe », , exp. n°4, p. 60-84

<http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1968 5 A5 0>

© Université Louis Pasteur (Strasbourg), 1968, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Recherche Coopérative sur Programme n° 25 » implique 1’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1968__5__A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

111.1.860

CHAPITRE III

§ 1. SYSTEME DE PFAFF DU TYPE DE FUCHS.

a) Les composantes irréductibles (Ai)ie I de A sont en position
générale.
Soit M .un point de A , il existe :

.

n
- un entier n strictement positif tel que MEN A s

- un voisinage Wde M dans V , un isomorphisﬁ§1analytique ¢ de

D" sur W, (D désignant le disque unité centré a l'origine du

~ plan complexe C), tel que :

(M) = (0,0 ,..., 0) €D"

et
Q (A HW) = {(X ,X ,...,X ) e D |X. = 0} ']

pour tout i = 1,2,...,n .

Un voisinage W de cette nature sera appelé voisinage de coordonnée
pour A au point M . Posons W= W-WNA . Pour toute composante connexe ¢
de w"(w) c R (V) , il existe une application ¢, de R (L) sur c réa-

lisant R (@ ) comme revétement de c .

Définition 1.

Un élément f€ j%ipx1 (R(V) est dit d'ordre fini au point M ,

si pour toute composante connexe ¢ de ¢-1 (W) <® (v) , la fonction

@‘c) o Qc est d'ordre fini a 1'origine de D".
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Définition 2.

Un élément f£€ 3 px1 (R(v)) est dit d'ordre fini sur A , si f est

d'ordre fini en tout point de A.

<o pX1

Pour tout sous espace vectoriel E de .~ (R(Vv)), nous noterons,

~

EC (W) l'espace vectoriel des restrictions des éléments de E & la composante

connexe c de ¢_1(W)C:R (v) et

E ()= {eot_ecs (W) .

Définition 3.

Un sous espace vectoriel E de fAEPX1 (R(V)) , de dimension finie p est

dit faiblement singulier au point M&A , s'il existe un voisinage W de coor-

donnée pour A au point M , tel que : pour toute composante connexe c de

t-1 (w)cr (V) , l'espace vectoriel E. (rga) soit faiblement singulier a 1'ori-

gine de Dm .

Remarque 1.
Les définitions 1, 2 et 3 sont indépendantes du choix de W et de

1l'isomorphisme & .

Définition 4.

1}
V2]
t

Un sous espace vectoriel E de dimension finie p de "+, PX| (R(v))

dit faiblement singulier au point MEV , s'il existe un voisinage W de ce

=}

[

point dans V tel que pour toute composante connexe c de ¢°1(W)CZR (v) .

restriction de E a ¢ admette une base dont la matrice associée soit inversi-

ble au point t—q(M)f7c .

Définition 5. ) -
Un sous espace vectoriel E de dimension finie p de ‘QJfPX1 (R(V))
est dit faiblement singulier sur V si :

1°) E est stable par les opérations de T, (V) »

2°) E egt faiblement sinqulier en tout point de V .
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et
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.

Définition 6.

Un systéme de Pfaff appartenant a j pXp (V-A) est dit du type de

Fuchs si l'espace vectoriel de ses solutions est faiblement singulier sur V

Remarque 2.

L'espace vectoriel des solutions d'un systéme de Pfaff appartenant 2
PP (v- A) est évidemment un sous espace vectorlel de dimension finie p
de i, PXP (R(V)) stable par les opérations de ™ (V) et faiblement singulier
en tout point de V . La seule condition supplementalre imposée a un tel systéme,
pour qu'il soit de Fuchs est donc que son espace vectoriel de solutions soit

faiblement singulier sur A .

3]

b) Les composantes irréductibles de A ne sont plus en position générale.

Désignons par S(A) le sous ensemble analytique de V constitué par les
points en lesquels les composantes irréductibles (Ai)iEI de A ne sont plus en
position générale. Rappelons que les composantes irréductibles de A sont sans

singulariteé,

Définition 7.

Nous appellerons modification élémentaire de (V s, A) un éclatement

de Hopf (v',0,vV) le long d'une composante irréductible de S(A)

Définition 8.

k k

Nous appellerons modification de Hopf de (Vv ,A) une donnée (Vv,A7, 2,V ,

telle que :
L 20, o0 0 444 00

ol (VJ,cj ,VJ~1) est une modification élémentaire de (VJ—1,AJ~1) . Soit
/Y>d. (V,A) 1'ensemble des modifications de Hopf de (V,A) telles que les

composantes irréductibles de ! (A) soit en position générale.

Proposition 1.
L'ensemble ode.(V,A) n'est pas vide.

L)
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Soit I wurecomposante irréductible de S(A) , et soient (Ai)1Sisq
les composantes irréductibles de A qui ne sont pas en position générale

le long de L . D'aprés les propriétés des éclatements de Hopf [10] , 1'ordre
d'intersection de deux composantes irréductibles diminue lorsqu'on fait un
éciatement le long de I . Il en résulte qu'a 1l'aide d'un nombre fini
d'éclatement de Hopf O419, yeeey O nOUS obtenons une variété V' et une
application ¥ =0, © O, 6eee0 or de V' sur V telle que les composantes

1 2
irréductibles de

-1 d
T (U A)cv
i=1
soient en position générale le long de L—1(Z) . La proposition 1 résulte
immédiatement de ces considérations.

D'une maniére plus générale, désignons par £ un sous ensemble ana-
lytique de V , supposons qu'il existe une variété V' et une application
analytique t¢ de V' sur V telle que ¢ soit un isomorphisme analytique
de V=g (Z) sur V- et telle que l'ensemble analytique 6—1(A) = A' ait
toutes ses composantes irréductibles de codimension 1 en tout point, sans
singularité et en position générale. Par exemple X peut-8tre 1l'ensemble
analytique des points en lesquels les composantes irréductibles de A ne
sont pas en position générale, ou encore ¥ peut contenir les points sin-
gquliers des composantes irréductibles de A en supposant bien entendu
l'existence de tels points singuliers ; dans ces cas l'application ¢ pour-
rait &tre une composition d'éclatement de Hopf le long des composantes ir-
réductibles de I ..

Remarquons que ¢ définit un isomorphisme analytique de R(G) sur

R(V) (V' = V' - A') grice auquel nous identifierons ces deux variétés,

Définition 9.
" »};tpm o . . o
Un élément £ appartenant a /. (R(V) est dit d'ordre fini

au point M de A pour la projection ¢ s'il est d'ordre fini en tout point
-1
de 7 (M) .

Définition 10.

oo -~
Un sous espace vectoriel E de dimension finie p de “VPX1(R(V))

est dit faiblement singulier sur V pour la projection ¢ s'il est faiblement

singulier sur V' .
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Définition 11.

Un systéme de Pfaff appartenant a fngp (V-A) est dit du type de

Fuchs pour la projection t¢ si l'espace vectoriel de ses solutions est fai-

blement singulier sur V' .

Remarque 3.

La notion de faiblement singulier pour un sous espace vectoriel de
dimension finie p de f}JPX1(R(§)) dépend a priori de la projection T , nous
verrons dans le paragraphe suivant que dans le cas ot ¢ est une modification
de Hopf, cette notion, donc également celle du systéme de Pfaff du type de

Fuchs ne dépend pas de la projection ¢ .

LE THEQOREME DE FUCHS SUR UNE VARIETE ANALYTIQUE COMPLEXE.

Théoréme 1.

Pour qu'un systéme de Pfaff df = wf appartenant a ﬁ‘PxP(V-A) soit
de Fuchs, il faut et il suffit que w€P*P (v,a) .

Démonstration.

a) Les composantes irréductibles de A sont en position générale.

Soit (s) : df = wf un systéme de Pfaff du type de Fuchs appartenant
a ? PXP (V-A)s 1'espace vectoriel E de ses solutions est un sous espace

vectoriel de dimension finie p de 1PX1 (R(v)) faiblement singulier sur V .

Comme wé€ QFPXP (V~-A) , pour montrer que we PXP (v,A) , il suffit
d'étudier ® au voisinage des points de A. n

Soit M wun point de A , supposons par exemple que M€ f\ Ai ol
les Ai sont les composantes irréductibles de A passant par M%=1Désignons
par W(M) un voisinage de coordonrfedeM pour A , nous savons qu'il existe
un isomorphisme analytique ¢ de D" sur W(M) tel que :

§—1 (I"’i) = (0,0,...,O)Gbm

)
rt

-1 - m
87 (Ani(m)) = {(x, 4%y, 00x )ED Ixi =0}

H

pour tout i =1,2,...,0 .
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En utilisant les notations du paragraphe 1 de ce chapitre, nous savons que

pour toute composante connexe ¢ de ¢-1 (w)eR (V) , 1'espace vectoriel

Ec ( @) est faiblement singulier a 1l'origine de %) . Notons Hc (,9 ) la

w N

matrice associée a une base adaptée de E_ (& )., nous savons que (thés:dm
chag . T)

aE (D)) . (5 (D)) €™ e anw(m))) .
D'autre part il existe une matrice Hc(w) définie et holomorphe sur c¢ telle que

B () = 1_(W) . .

La forme différentielle

~ ~ ~
w, = dH_ (W) o Hc(w)

est invariante par les opérations de TT1(W) , car E est invariant par les
opérations de T, (v) , donc en particulier EC(W) est invariant par les
opérations de 1'71 (w). Il existe donc une forme différentielle wc holomorphe

sur W et appartenant a QP (W,WNA) telle que :

Si c¢' désigne une autre composante connexe de ﬂ;'ﬂ(W)CR(V) , le fait que E
est invariant par les opérations de 111 (V) entraine que si HC,( o) est

une base adaptée a E_, (% ) nous avons_:

1}

H (D) =8 (D)s ,

(1)

ou

L1}

., (W) B (w)a ,

ot A est une matrice constante carrée d'ordre p inversible, En effet , il

existe un élément chn1(V) tel que :

* X 1 ~ “Upx o
o« 2 W (r(v)) P (R(V))
induise un isomorphisme de j‘ﬁpm(c) sur ‘_({;éi;px1(c') . I1 en résulte que
* N . N
o Hc( % ) est une matrice dont les colonnes engendrent 1'espace vectoriel EC,($ }

et ryus avons les égalités /1),
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Ces considérations entrainent que

3] =wc'=w W ]

et donc que

o | wead®®? (w,wna) .
Ce résultat étant vrai pour tout point M de A nous avons :
we™P (v, a) .

Réciproque.

Nous nous donnons cette fois un systéme (s) de la forme df = wf ol
w€ OPXP (V,A) et il s'agit de prouver maintenant que (s) est du type de
Fuchs., C'est a dire que l'espace vectoriel de ses solutions est faiblement sin-
gulier sur A , car comme nous l'avons déja fait remarquer (§ 1 remarque 2) E
est faiblement singulier sur V-A , C'est une propriété locale, plagons nous
donc & nouveau en un point M de A , par‘exemple Aéiiﬁ1 Ai , et soit W(M)
un voisinage de coordonnéedeM pour A . Nous utilisons ici les notations de la
partie directe de la démonstration. Il existe une forme différentielle s
définie et holomorphe sur & telle que :

* ~

¢ w I W= w e

it

Comme w€QP*P (v, A) , nous avons wecQ™P (& ,@_1 (ANW)) et par suite comme

. m
Dm est un ouvert de Stein dans C

dx.
i

n
W 1&9 =X P. + ® 3
) i x.
i=1 i
ou
PiE j?Lpo (Dm) pour tout i = 1,2,...,0 ,
et T e PP (oM.

Mais alors le théoreéme 1 § 5 du chapitre I entraine que pour toute composante

connexe c de ¢°1 (w) € ® (V) 1l'espace vectoriel Ec(§9 ) est faiblement
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singulier & l'origine de D™ . Ceci étant vrai en tout point M de A , le

systéme de Pfaff considéré est du type de Fuchs.

b) Les composantes irréductibles de A ne sont pas en position générale,

Nous savons qu'il existe une variété V' et une application analytique
¢ de V' sur V tel que: ¢ | V' - ol (A) soit un isomorphisme analytigue
sur V-A et tel que les composantes irréductibles de A' = L—1(A) soient en
position générale. Soit alors (s) : df = wf , un systéme de Pfaff du type de
Fuchs appartenant a | PXP (V-A) . Comme les deux rev@tements R (G) et R(GV)
sont analytiquement isomorphes, on peut considérer l'espace vectoriel E des

solutions de (s) comme solution du systéme:

*
(s) df =2 wf
appartenant a j:pxP (V'-—A') . L'espace vectoriel E étant faiblement singulier
*
sur V' , il en résulte d'aprés a) que ¢ wéEprp (v* ,A') et d'aprés le théo-
réme 1 du §3 du chapitre II , nous avons wenP*P (v,a) .

Réciproque.
Soit :
(S) df = wf

un systéme de Pfaff appartenant a PXp (V-A) et tel que we QPXP (V,A).
Alors @
* *
(s )df =1 wf

¥* * '
et tel que z weQP*P (v ,A') . Le systéme (s ) est donc de Fuchs c'est a dire

que le systéme (s) est du type de Fuchs.

Remarque 1.

Le théoréme 1 nous montre dans le cas b) que la notion de faiblement
singulier pour un sous espace vectoriel de dimension finie p de ZerX1(R(V)}

est indépendante du choix de la modification de Hopf ¢ .,
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Théoréme 2,

: . X .. . px1 o
Tout sous espace vectoriel E de dimension finie p de pX R(V))

faiblement singulier sur V est l'espace vectoriel des solutions d'un systéme

de Pfaff du type de Fuchs.

Démonstration.

———— e s 10 A o . 2 s

Le fait que E est faiblement singulier sur V-A entraine l'existence
d'une base de E dont la matrice associée H vérifie dét(H(M)) # O pour tout

~

point M de V .

I1 reste donc & vérifier que dH g e oPXP (v,A) . Pour cela, il suffit

de reprendre ce qui a été fait au cours de la démonstration du théoréme 1 .

Remarque 2.
Les exemples étudiés dans le paragraphe 2 du chapitre II ainsi que

le théoréme 1 ,nous donne les systémes de Pfaff du type de Fuchs dans de nombreux

cas utiles.

Remargue 3.

Nos résultats s'appliquent en particulier si V est une surface de
Riemann et A un ensemble de points isolés de V , Ils se réduisent alors a
la théorie classique de Fuchs telle qu'elle a &té rappelée dans [15] compte
tenu des résultats (théorsdme 2.9. et théoréme 2,10. de [13]) de
Monsieur A.H.M, Levelt, généralisés par le théoréme 1 et ses corollaires du §5

du chapitre T .

§ 3. DES EXEMPLES.

A) Un exemple local. Un des buts de cet exemple est, comme nous l'avons

indiqué dans 1l'introduction, de montrer, que dans le cas ou les composantes ir-
réductibles de A ne sont pas en position générale,il est possible de définir les
notions d'ordre fini et de faiblement singulier indépendemment de toute modifica-
tion. Par ailleurs, l'étude de cet exemple nous montrera que dans de nombreux
autres cas concrets, on peut obtenir un résultat analogue & celui qui sera énoncé
dans la proposition 1. Mais c'est surtout le procédé de l'éclatement, qu'il faut

retenir pour l'étude de cas particuliers ou l'ensemble analytique A a des



composantes irréductibles avec singularités,

Pour tout nombre réel strictement positif r , notons :
Dr le disque du plan complexe € centré a l'origine et de rayon r et
D, =D - {o} .
- Dans ce paragraphe, nous prenons pour variété V 1le produit (Dp)z(p>0)
et pour sous ensemble analytique A de V , la réunion des sous ensembles analy-
tiques Ai (i = 1,2,3) définis respectivement par les équations :

X, = 0, X, = 0, x1 = x2 s OU (x1 ’ x2) est un systéme de coordonnées dans tE2 .

Pour tout élément uécC U {‘”} y et tout nombre réel positif r<p , nous

noterons @ (u,r) (resp. € (u,r)) le sous ensemble de V défini par :

1°) si u€c ,

o< fx|<r
(resp. O<|x1l<r , )
X
et os|2 -ul<r ,
X
1
x
(resp. O<|—>-c2-~u|<r).
1
2°) si u = @ ,
O$|x2|<r
(resp. 0 < lxel <r)
et os|—>51-|<r
X
2
(resp. O<|-)—;l[ <r ) .

Pour tout u€cU {=} , notons 9, l1'isomorphisme analytique de G (u, r) sur
(Dr)2 défini par : x
2 .
(X ' X,) ———> (X v('_—"u)) S1 u%“v
1772 1 x1

X
1 .
(x1,x2) > (x2, ) si u=®,
2

et

Pour tout u€CU {e} , et toute composante connexe c(u) de v{r_1( € (u,r))cR(V) ,
il existe une application Qc(u) de R((Dr)Q) sur c(u) qui réalise R((Dr)z) comme

revétement de c(u) .



IT11.3.70

Définition 1.

Px1

Un élément f£€ . (R(V)) est dit d'ordre fini a l'origine de V

s'il existe un nombre réel positif r < p tel que, pour tout u€CU {=} et

-1 n . .
toute composante connexe c(u) de ¥ ( ¥ (u,r)), la fonction vectorielle

- 2
e o
(£ ] c(u)) o Qc(u) soit d'ordre fini a 1'origine de (Dr) .

Remarque 1.

Désignons par V' , la variété obtenue a partir de V en faisant un
éclatement de Hopf ¢ a l'origine. Les composantes irréductibles de A'=LW?(A)
sont en position générale et la définition 1 exprime que 1'élément f€ i%JPX1(R(;))
est d'ordre fini sur AO= ol (0) conformément a la définition 9 du § 1 de

ce chapitre,

Proposition 1.

Soit E un sous espace vectoriel de dimension finie m de J%;PX1(R(V))

possédant les propriétés suivantes :

A) E est stable par les opérationsg de ﬂ1(V) .

B) Tous les éléments de E sont d'ordre fini a 1l'origine.

Alors pour tout t€CU{»} , il existe un nombre réel positif r(t) tel que la

restriction de E A chaque composante connexe c(t) de ww1(‘@ (t,r(t)))cR(V)

admette une base dont la matrice associée Y vérifie

N S pe

(Y o 8 0 ))(@) = U (4(@)) x 9" x 0,7 X' x 9,°

0 = (9, +9,) €R(,)%)

. t t ) ) ;
et ol les matrices Ai et Fi sont respectivement diagonale et nilpotente sous

forme triangulaire et ol U, est une matrice holomorphe dans (Dr(t))d .

4+

L

Cette proposition est une conséquence immédiate du théoréme 1 § 3 du

chapitre I et des considérations ci-dessus.

Remarque 2.
Pour tout t différent de 0,1 et <« nous avons :

t t
A2 = F2 = »
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Remarque 3.

En introduisant la variété V' et l'éclatement indiqué dans la re-
marque 1 , on voit facilement- que cette proposition n'est rien d'autre que

le théoréme 1 § 3 du chapitre I appliqué a chaque point de A = L-1(0) .

Définition 2.

Les valeurs propres de la matrice A: (resp. Ag) sont appelées les
exposants de E 2 l'origine sur (resp. relatif a ) la sous variété X, =tx1(t;§m\
=0 (t = o),

i

ou - X,
Cette notion d'exposants pour E peut 8tre définie indépendemment de
la proposition 1 et uniquement a 1l'aide des propriétés A et B . En effet, il
suffit d'appliquer la théorie développée dans le chapitrel . D'autre part en
utilisant a nouveau l'éclatement ¢ et la variété V' , on voit que les expo-
sants de E a l'origine sur la sous variété x, = tx, (t £ =) ou x,=0 (t = =)
ne sont rien d'autre que les exposants de E considéré comme sous espace vec-
toriel de jﬁpx1 (R(;')) au point de coordonnées homogéne (1,t) (si t # =)
et (0,1) si t =® de la sous variété AO , qui est une droite projective com-

plexe. Alofs vu 1l'ensemble de ramification des éléments de E , on voit aisé-
t

ment l'explication de A2

= 0 pour tout ¢t différent de 0,1,® .

Nous supposons dans la suite que la dimension de E est égale a p .

Définition 3.

L'espace vectoriel E est dit faiblement singulier & l'origine si pour

tout t€¢U {»} , la matrice Ut(o) est inversible.

L

Cette définition concorde avec la définition donnée dans un chapitre
antérieur et exprime que E , considéré comme sous espace vectoriel de

H, Px1 (R(V)) est faiblement singulier en tout point de L~1(0) c v,

Supposons maintenant que E est l'espace vectoriel des solutions d'un
sytéme de Pfaff du type de Fuchs:
af = o f
appartenant 2 j PXP (v,a) .
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Proposition 2.

i

Les exposants de E 2 l'origine relatif a la sous variété Ai sont le
valeurs propres de la matrice {résv wl Ai} (0) tandis que les exposants de E

a l'origine sur la sous variété x, = tx, (t£A«) ou x, =0 (t ==) sont

1
iacépandants de t et sont les valeurs propres de la matrice

3
T (rés, w | A.) (0)
. Vv 1
1=1

Cette proposition s'obtient aisément en écrivant explicitement a l'aide des coor-

données 1'éclatement ¢ .

Cette derniére proposition permet de définir la notion d‘'exposants dans
le cas général. En effet dans le cas ou les composantes irréductibles de A sont
en position générale, cette notion peut-&tre définie a l'aide de la théorie déve-
loppée dans le chapitre I ; dans l'autre cas, il suffit d'introduire cette notion

3 l'aide des résidus comme le suggére la proposition 3 .

Il est également immédiat que la proposition 2 se généralise a des

situations plus complexes que celle qui & é&té étudiée dans ce paragraphe.

B) Un exemple global sur Pn(G) . Désignons : par xo’XT"'°’xn y un

systéme de coordonnées homogénes de l'espace projectif complexe TH(G) ; pour

tout i = 0,1,...,n,par Ai la sous variété hyperplane définie par X, = 0.

Soient les ouverts de coordonnées de Fn(c) définis respective-

(Ui )oci<n

, ‘s .y n , )
ment par xi‘# 0 . L'ouvert U, s'identifie a € (yo,y1,...,yi_j,yi+1,,.°,/ﬁ)

par l'isomorphisme analytique défini par les égalités :

yk= kzo,'l,»..,n et k)éic

P {a=U_ 2]
Nous poserons P () = @, (c) - {a =U A

Nous nous proposons ici, d'étudier les sous espaces vectoriels E de

dimension finie p de }ﬂpX1 (R (Pn(m))) possédant les propriétés suivantes .

1°) E est stable par les opérations de n1(@n(®)).
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2°) Tous les éléments de E sont d'ordre fini aux points

aionnATH...nAi»‘.n&l.{.'} e e An (l=0’1,‘c|'n) 0

3°) E admet une base (e) vérifiant

(cet. Te)(Q)‘f 0 pour tout GER (én (¢))

Dé51gnons, pour tout i = Q,1,...,n et toute composante connexe Ci
-1 . . .
de ¥ ’b )CIR(P (G/) par E|c. , l'espace vectoriel, également de dimension
1
p , des restrlctlons des eléments de E a c; . Comme El cy o 7{ pX (R(U )), on
peut parler des exposants de El <. au p01nt a, . Mais comme d' autre part

m (Pn(m)) opére transitivement sur a(?n(m)) et que, a chaque élément de
n1 (Pn(m)) est associé un automorphisme de E , les exposants de E| SH sont
égaux a ceux de EI cli pour toute autre composante connexe di de ¢‘1(Ui). o

est donc légitime de parler des exposants de E aux points a; .

Notons B; ’ B? yes ey BE les exposants de E au point a; chacun de

ces exposants étant répété autant de folis que l'indigue son ordre de multipli-
% ] ] !

cité. Nous savons que pour tout i et tout
Jo_ J J ] J
Bi - (si’o H B —i""’Bl 1 118 i‘*"; A Bi’n)
Posons :
P j _
B ""31 Bi1 141
n
Ye,n =1§o Bt *Bnx
174k
Z =% 8, '
i1 bt
i1
Alors :
Proposition 3.
Pour tout couple (i,l) avec i %'1 s les nombres Bi . sont entiers
_— —_—— -l
et pour tout couple (k,h) avec k # h nous avons Y <c .

k,h
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Corollaire 1. <0 .

Démonstration.

Soit T, € "M PXP (R(én(¢})) la matrice assoEiée 3 une base (e}
de E telle que (dét T,) (Q) # 0 pour tout QJER (@n(C)) . Pour tout
i=0,7,...,0 et toute composante connexe c de W“7 (ﬁi) s+ l'espace vec-
toriel E <, vérifie les conditions d'application du théoréme 1 du §3 chap. 1.
Cet espace vectoriel est donc engendré par les colonnes d'une matrice Ti

vérifiant :

*o i1 X X, B Ay iR Fy
Tl(o) = wi( yoeory - 1---1;(—') i QJ I QJ & 4
i i i i 3=0 j=0
A A
ot v, € W PPy -
i i
Nous avons :
n 8. .
det. T.(Q) =det. w, I q.**J9 .,
i i,
J=0
Jj#1

La fonction dét. Wi étant holomorphe sur Ui , elle peut s'écrire

n X, Xi j
. - J ’
dét. W, -‘H (x.) 0. !
J=0 i

#i

ol les nombres Ki j sont entiers positifs ou nuis et ou 9. egt une fonction
1
holomorphe sur Ui ne s'annulant plus identiquement sur xj = 0,(j=0,1,...,n et

A1) .

Comme les colonnes d= Te Ici cornstituent également une base de E ci

nous avons :

ou Ki est une matrice complexe réguliére. Il en résulte que pour tout couple

de composantes connexe c, et c, (h £ x) vérifiant ¢, N ck,£ ¢ nous avons :

Th = Tk Kh,k ’
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ol Kh X est une matrice complexe réguliére, C'est a dire que :
?

dét., Th(Q) = det.Tk(Q) det.Kh’k

ﬁlors/en posant :

n %3 xk j n B j
L { ’ a My /
A hd n \x ) C‘Ph H \(_-‘
J:O k g= ~
i#n i#h
n D W n
=1 1 k,J : k,] \t,
B (xk) ¢&;E 9. dét Kh’k y)

j=0
ik ik

nous avons @

i
es]
-

(1) A

5i 9; (j=0,1,...,n et j # i) désigne les générateurs de ﬂ1(Ui) choisi

comme dans le § 3 du chapitre I page 12, nous avons :

I
o
-

g (8) =

it

* .
9y (A) = A exp. 2n18h’ .

k

Ce qui entraine que pour tout couple (h,k) avec h % X , les nombres 8

h,k
sont entiers, L'égalité (1) donne alors :
A
n X, .+ B, n x. A, .+ B, .
I (-dy Bl h,J - _dy Ky Ky 3 ,
(2) =O (xh) (Ph "JI} (xk) (pk det' Kh,k ’

i#n it

C'est a dire que :

pour tout Jj = 0,7,...,n avec j %'h et 3 f'k ; car ¢h et wk ne s'annullent

pas identiquement sur les hyperplans de coordonnées x,. = O (3 #h et ji£ kj.
o

Pcsons aj =\, . +B ., l'tgalite (2) donne alors :
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n o, n y. a. o
* l1,'h =* y
(3) By g =01 GHIGH" g arox o
j=0 j=0 k k ' T
i#n Ak
3fn

ol 3

= CPh (Y°|y1v--~vyh_1 ' yh+1 geeey Yn) ?

=B

o = (Z_q_Zl o-1 1 Yhad Ti-1 Yxa "'n)
’ yrevy ) ) . pevey 1T ey T
ko Tk Ty Ty Yy Vv o Yx Yy  Yx Yy
(si n<k).
En d'autres termes :
n
-z v
% . 1 »*
- =0 J :
(4) ?, = (yk) J ¢, det. Kh,k ’

* ¥*
Comme ¢h et mk sont holomorphes cette &galité entraine que

n
a.s0 .
=0 Y
Les nombres Ah j étant positifs ol nuls, on a :
?
n
Yeon =Z By v Bpso .
J=0
3k
Alors
(n+1) T B = T ¥ S0
X,h k,h n,k k,h
k#h h#ék

Ce qui implique que I S 0 . La proposition et son corollaire sont donc entié-

rement démontrés.



ITI.3.77

Théoréme 1.

Si Z =0, E est 1l'espace vectoriel des sclutions d'un systéme de

Pfaff complétement intégrable de Fuchs de la forme :

n dx
; 2
(s) df = (T A i ) £ on A e (p,€) spour towur
' = .

Réciproquement 1'espace vectoriel E des solutions d'un systéme de la forme (s)

vérifient les conditions 1°), 2°), 3°) et I =0 .

Corollaire 2.

Si Z =0, les composantes de rang k des exposants de E aux points

a; (i.% k) sont toutes égales et sont les valeurs propres de la matrice czék .

Ce corollaire est une conséquence immédiate de la définition des expo-

sants et du corollaire 1 du théoréme 1 du §4 du chapitre 1.

Corollaire 3.

Les solutions d'un systéme (s) s'expriment a l'aide des fonctions élé-

mentaires.

Démonstration du théoreéme 1.

a) La condition Z = Q entraine

n
z B = 0 et z A% = 0
k,h k,h h%k h
k#¢h
o encore
n
h?k (ji Bk,j + Bh,k) = 0
nék g

Un calcul élémentaire nous dornne

n n
£ T A . o+ A =z (£ a,),
h,k j=0 k!J h’k h,k j=0 J

nfk 3k n#£k

le second membre de cette égalité étant négatif ou nul et les nombres Ai 5

3ot
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positifs ou nuls, nous avons pour tout couple {i,i) avec i % j 4 A, . =0
ainsi que :
n
Z a, = 0 -
j=0 7
Il en résulte alors de l'égalité (4) que les Ffonctions @, sont constantes,
en d'autres termes, pour tout i = 0,1,..., N 9la fonction dét. wi ne
s'annule pas sur Ui , Clest & dire que V Ici est faiblement singulier au point

a; . Il est par suite solution d'un systéme de PFaff complétement intégrable de

la forme df =Q. £ ou : X.
' (=)
n X X X. X. X Xi
Q =7 P (_g 1 i-1 141 n
i, i, ", Tx. 'Y x. T ox. 't tTx. X,
Jj=0 1 1 J 1 1 (_l)
i# %

i pXp
avec Pi,j € T&U (Ui) .

-1
Considérons la forme différentielle Q = d T(Q) T(Q)™ , elle est holomorphe sur

® (C) et on a pour tout i= 0,1,. .,n
Qlu =0 (u,anuv) .
i i i i

Donc x
aea”? (p (€),4)

c'est a dire

n dx,
Q=3 J% -;i ou pour tout j , J%jéoﬁé(p,C} .
J=0 J

Ce qui prouve la partie directe du théoréme 1. -

b) La restriction de la forme différentielle Q & l'ouvert de coordon-

née Ui s'écrit :

X.
d(—l—)

n y, ‘Xi

Q = T aé‘j -
J=C ) (_l\
£ xif

et le théordme 1 du § 5 du chapitre I entrafne que l'espace vectoriel V des solutions

d'un systéme de la forme (s) est stable par les opérations de m, (Pn (€)) et
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que tous ces éléments sont d'ordre fini aux points a; D'autre part, pour
1

I4

tout 1 et toute composarnte cornexe <, de ¥ \Ui)CZR(@n(G) 1l'espace
vectoriel des restrictions de V a c. est faiblement singulier au point
a; . I1 en résulte que V <, est encendré par les colonnes d'une matrice

i. {3} de la forme :
L

n A, .n F,o.
g, T g.tin gLt
Yi=0 J j=0 Y
A i1
oQ vy Mi(yo,y1,...,yi_1,yi+1,...,yn) est une matrice holcomorphe sur Ui .

La fonction dét. Ti(Q) est solution du systéme différentiel

dg = (trace Q.) g
ou n  trace ¢/t
trace Qi = > dyj M
J=0 J

Or pour tout 1 = 0,1,¢es,n , Ai i et (j%i ont méme valeurs propres donc

b A
i

trace Ai . = trace ij , ce qui entraine que pour tout i , dwi 0 donc

0 et

i

W= ct€ ., I1 en résulte que pour tout couple (i,3j) (i#j) Ay ;
H

n
z aj = 0 et par suite ¥ =0 . La réciproque du théoréme 1 est donc démontrée.

N o 2o o P T o " o o S S e T . T e S P S 000 S

La condition de compléte intégrabilité d'un systéme (s) entraine la
rermutabilité deux a deux des matrices d%} (i = 0,1,++4,0) . Pour étudier l'espace
vectoriel des solutions d'un systéme (s) , considérons le systéme (so) obtenu

par restriction & l'ouvert de coordonnée UO :

n dy
(s ) af =(2 Jé. -_Al_) £ .
° =1 075

ne changement de variables défini par

[t}

yj = exXp. tioy

Oy 1y, 25000y 0§



2
<

ITT.3.

transforme (so) en

(S') daf =(§ o

Cat)
=1 3 £

qui est un systéme complétement intégrahle a coefficients constants dont on

connait explicitement les solutions [14] .

Le corollaire 2 est alors une conséquence immédiate de la forme expli-

cite des solutions du systéme (s') .

C) Systéme de Pfaff de Fuchs associé a la fonction hypergéométrique FT'

Nous savons que les fonctions hypergéométriques a deux variables sont
définies sur le revétement universel du plan projectif complexe auquel on a en-
levé un certain nombre de sous variétés algébriques. Dans le cas des fonctions
hypergéométriques & deux variables générales, la détermination des sous variétés
de ramification est compliquée. Nous nous limiterons ici au cas de la fonctior
hypergéométrique F1 , Ce que nous allons énoncer peut 1l'@tre en changeant
1'ensemble de ramification pour les fonctions hypergéométriques F‘2 et F3 .
Pour la théorie clasciaue des fonctions hypergéométriques nous renvoyons le

lecteur a 1'ouvrage [13 .

Soient :

<
t

= FQ(C) le plan projectif complexe muni des coordonnées homogénes

(X,‘,XZ,X:}) .

6
A=U A ou les Ai sont les sous variétés de V définies respec-

tivement par les équations x1 = O,x2=0,x3=0,
x2=x3 , x3=x1 y X=Xy .
v =ch(€) = avz(c) - A .

Le systéme d'équations aux dérivées partielles vérifié par la fonction

2 . .
F. , s'écrit dans € muni des coordonnées x et y sous la forme :
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f a?‘z

s (1-x) {x~y) 5+ (v(x-y) - (@+B+1) 2 + (+B-B'+1) xy+B'y)g—i- - By(l—y)g—i-

d x

-oB(x-y)z =0

2

7 {1-y) (y-x) 9 =+ (Y(y-x) = (@+B'+1) 3’2+ (0+8%F 1) xy + Bx)g-;z,— - x(1-x) %}E{
dy

: -aB(y-x)z =0
2
(x-y)az_a, dz dz

dx dy ax dy
.
Proposition 4.

L'application : z
w 02

~ T ax
~ : 2 — > 2z = i !
|, 2z !
\‘J’ayil

3 f

transforme le systéme {5 )

1 en un systéme de Pfaff du type de Fuchs, prolon-
geable en un systéme de m&me nature appartenant a U 3%3 ({P2 (¢) - A) .

Démons tration :

“n posant @

.

TE=a,pra,q+a,z
L=>_p+b2q+b3z
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ot
A - —3Y .\ (@+B+1)x  (@+B-B'+1)y B'y
1 x (=x) T (1-x){x=y) T (T-x)(x-y) x(1-x)(x-y)
a2=5y1—y azza'B '
x(1-x) (x~y) x(1-x)
*»
p o Bx{l-x) b = 2B
T y(-y)(y-x) ' 37 y(1-y) ’
b = - Y . (@B'+1)y  (a-B+8'+1)x B x
2 y(1-y) 7 (-y)y-x) 7 (O-y)y—x) " y(-y){y-=x) '
- B - B -
c1'x—y’ c2"'°x-y ,c3-0 .
dz dz
En notant 91Z= X —— et 92 z =y —— , nous obtenons 3
o x y
z
d% =d ®, 2
92 z
3 "’1’ ,
L 1 -~ e
! 0 X ;‘: O O y ; :
a, x { :
= 1 2 X | 8.z
x a, PR ™ dx+ / Xc, <, c:2y dygz 1
c Y<q ' b yb]_ —+Db 8,z
Y 3 X 2 3y X 2 ‘ 2
En utilisant les ¢galités suivantes :
_aB 1 1 , a+B+1-Y _ B!
X8y =t = (M-yaB) s = X~y
azx“ B B c, =0 yc]-—gla--g—'—- c, = - B H
y 1-X X~y ' y 3 ' X X X-y o2 X-y



et

- _ B x __ 8 _B_
xc3 =0 , <, = Xy s ng =Ty T xy y
o, B b 8
M PRI x T iy toyxov
1 1 2 0 B A
y+1b =3 U—Y+B)+1_y(a+8 +1"Y)"w« :
nous obtenons :
> dx dy ., dlxy) ay ax
§)) a2 = (A, 55 +a, S5 o R LA S0 e a5
ot
/o 1 0- 0 1
A, = (o 1-y+B' 0 ! 1 A, = 0 -8 '
‘ 2 .
0 -8 o,/ 0 0 1-Y+8B,
o o0 0\ /o o o \
= -8 l, ¥ :;"
A4 0 B B : AS i 0 0 0 9
0 B! Bt -Br Y-a-Br-1/
70 0 o\
Ag = -aB ya-g-1 -B .
\
0 0 0

Si nous désignons par Xy 0 %5 x3 des coordonnées homogénes sur {PQ(C) y Le
systéme 651) se transforme en posant ¢

X X

Xz — = —
p y ¥

2
W

en le systédme de Pfaff du type de Fuchs sur ‘PZ(G):

~ ~ z dx, d(x ~X, ) d(x -X d(x X -
(51) s dz = ( z Al -';-} + A4 w:-:——l::_.x,,_._ + Aq - x2-x3 A6 - lx 3 )
1=1 i 1772 7™ 1773
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Soit 371 le sous-~espace vecteriel de ¢V (W{V) des soluftions de (Si} .

Corollaire 4.

(\):'.' SUr un sous-espace

¢/]
jal
It

L'applicaticn ~ définit un isomorphism

P
vectoriel 7 &

, faiblement singuller

—
S—
L

: : A N - a3ty
; de dimension 3 sur ¢ de SR

sur V.

L'espace vectoriel f@"1 sur € des solutions du systéme de Pfaff
du type de Fuchs (81) est de dimenzicon 3 et faiblement singulier sur V
1
(i1 est solution d‘un systéme de Fuchsj. DPautre part 1'indépendance linéaire

est counservée par l'application -~ c¢2 qui entraine gue e est isomorphe a

- 1
S

Remarques.

11 est possible de donner une démenstration directe du corollaire,

la prcposition 4 devenant alors une consequence imm@diate de celui-ci.

Les résultats du chapitre 1 2ainsi cue ceux de A permettent de
donner la description des matriges fondamentales de solutions du systéme de Pfaff
(gk) , en particulier. on a explicitemeant les exposants (ce sont les valeurs
propres des mairices Aﬁ(i = 1,2,..0,6). Ces résultats améliorent caux que
M. Erdelyi a obtenu dans [3] .

L'étude générale des sous-espaces vectoriels de 22£3X3 (ﬁ(&})(%:PQ(G}~A)
faiblement singulier sur V qui utilise également les résultets de ce travail

fera l‘*objet dfune publication ultérieure en cormun avec Monsieur A.H.M. Levelt.



