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IT1.1.45
DEUXIEME PARTIE : THEORIE GLOBALE
CHAPITRE II
Dans cette partie, nous nous donnons une variété analytique complexe V
de dimension finie m et un sous-ensemble analytique A de V , de codimension

un en chacun de ses points dont les composantes irréductibles ainsi que 1'ensemble

S(A) de ses singularités sont sans éingularité. La variété V-A est notée V ,

§ 1. DEFINITION DE L'ENSEMBLE QP*P (v, A). RESIDU D'UN ELEMENT DE OP*P (v, a).

a) L'ensemble analytique A est sans singularité. Notons OPXP (v,A)

l'ensemble des formes différentielles w de degré un appartenant a prp (v-a)
et telles que : pour tut point M€A , il existe un quadruplet (U, FU’ PU, HU)
vérifiant les conditions I suivantes :

-
1°) U est un voisinage ouvert de M dans V tel que ANU soit

irréductible dans U .
2°) FU est une fonction holomorphe sur U telle que
ANU = { peu | Fy (P) = 0}

(1)4
et (dﬂﬂ(P)éO pour tout PEANU .

| 3°) p, € Wexe gy | ne QP*P () et verifient :

dF

U
- = Il
w|U-ANU Py F « I

Exemple.
La variété V est une surface de Riemann et alors A = U {pi} ou les
1€1

P; sont des points isolés. On réalisera les conditions I en choisissant un

ouvert Ui de V telle que Uiﬂlx = {p;} et en prenant pour fonction FU une

coordonnée locale z de V dans Ui s'annulant au point P, - *

Proposition 1.

Pour tout € QP P (Vv,A) , il existe une matrice RY définie et holo-

morphe sur A ne dépendant que de w telle que :
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R* | anu ==+ _{anu

vl
quels que soient U, F ,TU et PU satisfaisant aux conditions I de la
définition de 0F*P (v, A).

Lémonstration.

i . s e i o e i s

Considérons deux quadruplets (U PPy Ty ,Dﬁ) et (U' ’VG"”U' ,IU,}

satisfaisant aux conditions I . Sur  UNU'N{A (supposé non vide) nous avons :

d Fip
P —U. +T7_ = r ,=U" 410 .
: U Ul p U
U U
30it Q un point de UNU'NA ; comme FU et Fﬁ, sont des générateurs de

i'idéal de A au point Q (ce sont des e¢léments irréductibles de l'anneau
local) , il existe un voisinage v (Q) € UNU' du point Q tel que sur ce

voisinage l'on ait

F ,=XKF
u' U

ot X est une fonction holomorphe inversible sur v (Q). Nous avons sur v(Q)N{4a

a
. Ty fy , Ty = Fyo ¢x Fyv = U +T
F F
U € U
c'est a dire :
d X
- ar, =F (U, - P, —=
(Fy = Fyo) aFy = Fy (T = Tyt Py =5 )

et conme (d F )(Q) # 0 , nous avons :

Ze qui prouve la proposition 1 .

Définition 1.

La fonction Y sera notse résv w et appelée le résidu de w .

Proposition 2.

3Si le résidu d'un élément w de OP*P (v ,A) est nul, alors est




I

il
i

restriction 2 V-A d'un &iément de QP (v)

[3

Démonstration.

Soit ® un élément de QFXP (v,a) vérifiant rés_ w=0 . I1 suffit
de prouver qu'il se prolonge localement au voisinage de tout peint M de A

en une forme différentielle holomerphe.

ik Loexiste ur volsinaze vooSo Lonelomie 2
PU = K FU sur v,

ot X est une matrice holomorphe dans v . Nous avons donc :

w| vnla=xar,+ 1 .
Le second membre 2st holomorphe sur v , c.q.f.d.

admet des singularités,.

L . Seit A¥ ,uj 12 wo

. -5 .. XD ;. .

zns S¥ = i3% . Jous noterong getrte foiz D777 (V,A) 1

/‘EXP - o - O om I W T ey . K A B

9; =3 ,A-8 des * - formes différentielles matricielles
w

'

il existe une foncticn matricielle F d&finle et holomorphe

w- o s (. g e
R o= \resv_s(nguu Sur A% - 3%

Cette fcnction RY sera encore appeiées le résidu de w et notée

res,, w .

Proposition 3.
Sgit ® un élément de QPXP (V-5,A-38)

Si résv_s w=0 alecrs

w est la restriction @ V - S5 d'un_élément de QP*P (v) .

Démonstration.
La condition 1rés w = 0 entraine que w est la restriction 3

V-5
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Vv -5 ~ (A-—S) d'une forme différentielle w' holomorphe sur V-5 . Comme

la codimension de £ est supérieure cu égale a

A9

, @' est elle-méme la res-
triction & V-8 d'une forme différentielle holomorphe sur V , ce qui prouve

ia proposition 3«

Corollaire 1.

X . . . -
weaPP (v a) et rés, w =0, alors « gst la restriction a

V-A d'une forme différentielle holomorphe sur 7V .

(€3]
[

Si M est un point de l'ensemble analytique A , nous appellerons

voisinage privilégié de M par rapport & A , tout voisinage U de M dans V

tel gque toutes les composantes irréductibles de ANYU contiennent M .

)

~ Cpox s . XD/,
Pour toute forme différentielle de degré un @ appartenant a Qp p(J-A),
nous désignerons par (P) 1la propriété suivante :

"Pour tout MEA , il existe un voisinage privilégie U(M) de M dans V tel gque

si {Ai)?s i<q. désignent les composantes irréductibles de ANU 1l'on ait :
it
ar
i=1 i ‘

o-.‘~

a) Pié jﬂpo(U} peur tout i = 1,2 ,..., QG

b) nUeczPXP (U) »

c) Fl | Ai =0 pour tout 1 = 1,2 ,..., q. "o,

3

[
4

oposition 4.

si weQP? (V-A) possdde la propriété (P) alors we QPP (v,a) .

Nous avons évidemment w€QP*P (v-5,A-3) et alors ré w est bien

Sv-8

s . . N . o W . .
défini et nolomorphe sur A-3 . La foaction 3! =(res, ,)u:ou est holomorphe
9

V-
sur A% - $% , I1 suffit donc de montrer que Rt se prolonge en une fonction
holomorphe sur A% , Soit M* un point de S* et M = u(M*) , désignons par

(AJ1Siqu
sinage privilégié U(M) de M nous avons

les composantes irréductibles de A passant par M , dans un voi-



[

Iy aF.

w | u(M) - anu(M) =< P, —F—L +

i=1 i

Pour tout i=1,2 yee ey qu

1]

P ol

A.NU -SNUNA,
i i

= r"Y | u-1(AiﬂU - SﬂUﬂAi)

Lo m Dok

Comme Pi est holomorphe sur U , il résulte que R{w se prolonge en une fono-

tion holomorphe sur

-1
n (AiﬂU- sna, Nu) .

. . s \ w
Ce qui entraine que Rﬁw est la restriction & A¥ - 5% d'une fonction R¥

holomorphe sur A* .

SXEMPLES ,

Dans ce paragraphe, A sera réunion d'un nombre fini

irréductibles Ai sans singularité,

q de composantes

a) Supposons que V est une variété de Stein et que chaque Ai est dé-

fini par l'annulation d'une seule fonction Fi holomorphe dans V vérifiant

(dFi)(M) £ 0 pour tout M appartenant a Ai .

Proposition 5.

Tout &lément o de QPP (V,A) vérifie dans V-A

q dF‘i
w=2 P + @

. 1 F,

1=1 b
ou PERPP (v) er @€PP (v) .
Démonstration, "

La fonction holomorphe R = résv @ est la donnée de

fonctions R? (i = 1,2 4000y q) holomorphes respectivement

A (i=1,2,..., q) . Coome V est une variété de Stein, il existe pour tout

i une fonction Pi holomorphe sur V telle que :



Montrons que la forme diffé: entielle

q
-w-3 p LT

i=1 Fi
qui appartient a prP (V,A) se prolonge en une forme différentielle holomcrphe
sur V. Soit M un point quelconque de A - S , ce point appartient a une com~
posante irréductible Ai de A et a une seule. Il existe un voisinage U(M) de
M dans V et des matrices QiET{S{PXp (v) , n.€Q PXP (y) telles que :

d F,

1
o| U-ANU=Q; . :

Comme (dFi) (N) # 0 pour tout NEA; nous avons :
(o, -P)| una, =0

et donc

ol K est une matrice carrée d'ordre p dont tous les é€léments sont holomorphes

inversibles., Ce résultat entraine que pour tout i =1,2 ,..., q

résv_S &

A. -5 =0
1

et donc ré ® = 0, ce qui signifie que ® est la restriction a V-A

s
V-S
d'une forme différentielle holomorphe sur V et comme sur V - A nous avonsg

w=c p, £ L@
. i F.
1=1 1

la proposition 4 est démontrée,

Remarque 1.

Cette proposition nous permet de donner une réciproque a la proposition
4 du J 1, En effet, il suffit de choisir le voisinage suffisamment petit et de

plus de Stein, ce qui est toujours possible,

b) Supposons que V est l'espace projectif complexe, quotient de




m+1 . . . . A . oz
1) - {O} par l'application 1 qui identifie les points situés sur une méme

. . « - m+1 A - . . P
droite complexe issue <2 l'origine de C . 5oit F, une équation polyndmiale

irréductible de n-1(gi) et soit 7 la restriction de m a €™ - (ﬂ-1(A)LJ{?})¢

Fronosition 6.

Pour tout wEprP (v,A) onai

q d F.
w:Z ﬁ L
. 1
1=1

F.
i

ou les matrices cfﬁi sont des PX p - matrices constantes liées par la relation

q
L {degre F.) cfﬁ. = G
i=1 -

Témonstration .

Désignons par X , X, ,.e0y X, oun systéme de coordcnnées homogénes
i it

m -
dans P (€) et par ‘IL:{uj}ostm

les ouverts de coordonnées définis respectivement par x, £ 0 et poson
J

. . m
le recouvrement canonique de [P (C) par

K “x
yj = X J=0,1,2 4000y, m 3 k=0,1,40es,m et k‘% J e
J

Pour tout 1 ,Fi est un polyndme mais au voisinage de tout point de Ai ce
polynfme est équivalent 3 un polyndme distingué du premier degré ce qui en-
traine que (dF}) (M) £ 0 pour tout M appartenant a LY Sur l'ouvert de
Stein Uj nous avons

i 9%
o| U, -anu, =2 PL — .

P} 2, G CI ®ea™ (u,) ,

et ou les fonctions fi (i=1,2 ,..., q) sont définies par :

p.
1 o
precy Xm)=(x) f(}’-

F. (x_,x ; ey

1 m,
i o 1 ,yJ yoesey Y.J .

J

La fonction résv ®w est constituée de q fonctions L respectivement
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nolomorphe sur Ai ; comme Ai est compact, la fonction &fz est constante. Con-

sidérons la forme différentielle

et mentrons qu'il existe une forme différentielle ¢z sur IPm (€) - A telle que

Pour cela il suffit de prouver que

q
(degré F.) & =0 .
. i i
i=1
Nous avons :
-p.
i
q q , d(x, ")
~% N -_—
m (w]vu,-vu.Na)=¢ Pl.—‘-iF—EJ-+ZPl. —l— 4+ T,
J J i=1 9 i i=1 9 x, t J
J
; _ O dx,
= Pt 5%51 +2 P (—pi) -;—J + W, e
i=1 3 i =1 Y j J

On peut supposer sans nuire a la généralité du raisonnement qui va suivre
que pour un j donné la sous variété définie par xj = 0 n'appartient pas a A .
Soit D wune droite projective complexe quelconque de th(m) . Le théoréme des

résidus appliqué a la forme différentielle

U, -U.NA)ND
| (uy-u;na)

nous donne immédiatement

q .
T (degré F.) P | a.ND=0 ,
i=1 R

c'est & dire :

™M.a

(degré Fi)c7£i =0

i=1

it

En d'autres termes, il existe une forme différentiel’leg dé’inie et holomorphe sur
?

® (C) - A telle que
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Mais alors vu la définition de ¢ la forme différentielle w-t est holomorphe
sSur (Pm (¢) , comme il n'y a pas d'autres formes différentielles nolomorphes sur

® (f) que la forme différentielle nulle, la proposition 5 se trouve démon-

1)
m

trée,
TADTT m qup T £ kel TIYRT b B Esind
3. STABILITE DE (V ,A) PAR MODIFICATIOK LE HOPF .
Soit £  un sous ensemble analytique de V , sans sin-
cularité et de codimension supérieure ou égale 2 2 . On peut supposer sans

P

srire & la généralité que I est irréductible. Désignons par V' la variété
sbtenue 3 partir de V en faisant un éclatement de Hopf [I0] o 1le long de I ,

car A' le sous ensemble analytique 0-1(A) de V' et par I' = o () .

Théoréme 1.
*
L'application «© est un isomorphisme de QPXP (V,A) sur prp (V',a'Y,

Ce thécrdme va 8tre une conséquence des lemmes suivants.

Lemme 1.
. . * . s PXP 4. PXP .
L'application o  est un isomorpaismes de QP ° (V) sur Q°°F (v') .
Démonstration.
. . . . N . ) oo . XP..,
L'applicatioan © étant zznalytique, 1l o3t Avident que si we QP pﬁ;)

* PXD . s s X
ona o0 WwEQ Y (V') . Inversement soit w' un 2lément de oPXP (v') , comme
O est un isomorphisme analytique de V' - X' sur V-I , il existe une forme

. ~ _ _PXp . N
diffarentielle w€QT T {(V-Z) telle que :

D'autre part l'ensemble analytique I étant de codimension supérieure ou égale

2 2, 11 existe une forme différentielle w appartenant a QPP (v) telle que :
w|Vv-Z-= o

mais alors l'égalité %
cw| Vv -Z=w |y -2



DXp

*
et de plus w'€l’ (v') et © we OPXP (V') entrainent que

*
O w=w' sur V',

2 gui démontre le lemme 1.

*
si wePP (v,a) alors o weaP*P (vr,av).

Soit w un élément de Qpo(V,A), Lous avons o*uﬂEprp(VL-A') et méme
o*uNEprp (V'=2'NA", A"-Z'NA'). Le fait d'appartenir 2a QPXP(V',A') étant une
propriété locale, il suffit pour faire la démonstration de se placer au voisinage d'un
point P' de Z'NA'. Notons P la projection de P' sur V et utilisons la déefi-

nition locale de l'éclatement o .

I1 existe un voisinage U(P) de P dans V et des fonctions coordon-

nées x1,x2 yeeaesy Xm telles que :

a) U(P) soit un ouvert de Stein privilégié pour A .

b) UNE = {x€U I x1=x2=...=xk=0 } ox k est la codimension de ¥

De plus U(P) peut &tre choisi de maniére a décrire localement o ,
c'est a dire tel qu'il existe un isomorphisme analytique p de 0-1(U) sur le

¥*
sous ensemble analytique sans singularité U de Uxﬂ’k_1 () défini par

U‘:{(x,t},t peesr ) EUX B () | x ¢ = x t, pour tout u , v = 1,2,40,k}

2 w v =%

vérifiant

-

a) tl’t forment un systéme de coordonnées homqgénes sur [P, ()
k-

2,'00"\.1( 1

b) ™ est la projection canonique de U X [P, _, (¢) sur U .

* N .
La variété U peut-&tre recouverte par les ouverts de coordonnées suil-

* . A . .
vants U, (j=1,2,.0.,k ) défini par tj £ 0 et muni des fonctions coordonnées

t, ot t, t. t
12 =1 i Tk .

= T e e . e e X ]
t,o e 7 L S R S "t " k1 ? ' m



-
-
"
a2
.
L
\.

Posons :
§]T=x si 12k ousi 1= j
J 1
15
= — i 123 .
§j T s 1<k et 1 %'J
J
Alors
x~§l si 1>k 1l =3
1= 55 ou = J

x, = g gg si 1<k et 1 4] -

Notons Ai (i = 1,2,.4.,r) 1les composantes irréductibles de ANU , elles
passent toutes par P car U est privilégié pour A . En restreignant éventuel-
lement l'ouvert U , nous avons sur UN( A , la formule (1) (p. II.7.48.)

r dF.
w=ZL P. —F + W .

i=1 . Fi

Dans la suite nous éviterons d'écrire 1l'application p intervenant dans la défi-

nition locale de 1l'éclatement o .

Si I désigne le sous-ensemble de {1,2,...,r} des incices i tels que
A.NUDZNU ; nous avons pour tout 1€ 1I
pj
x iPii o 2 m
(Fl © U) ‘UJ - (gj) Gl (gj ’ gJ $eeey gj ) )
et la condition (dFi)(M) £ 0 pour tout MEIJﬂAi entraine pi =1 et
i j-1 J+1 m
o . o, EY v . o .
r b EJ H ’ -J ’ 14 gJ )?/

* *
Mais alors nous avons sur Uj - A'ﬂIJj

g gd 4Gl r dF,
¥* * * * —
o w=2X Pi __,l + Z Pi 2 + Z Pi 7 1 +0o w
i€1 g’ €1 G‘i] i=1 i
J ifl

. . »
Oﬁ POUI‘ tout i ’ P. = P, (g. gJ- ¥ g§ gg ,co-,) =Pi o O l Uj )

~ette formule nous montre que la forme différentielle

* * *
c wi| U, ~-A'NU,
J d
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1
.
(W]
»
WX
;

. * )
appartient a QPXP (U , A'NU,) . Ce résultat étant valable pour tout j nocuz
avons par la demontrg que O uﬂEQpXP (v',a') (cf. prop. 4 S 1) .

h'=mc>n>tra1‘.3.on du théoréme 1,

o . * . -
Vu les lemmes ci-dessus, 1l reste a prouver que O est surjective carv

elle est évidemment injective., Soit w' wune forme différentielle appartenant a
ST 4. .
ok (V',A') , 0 étant un isomorphisme analytique de V' - Z' sur V-L , il
~ X
existe une forme w€QY P (V-£NA,A - £NA) telle que :

i

*N
w ' ARSED w' .

¥otons R' (w') 1le résidu de w' sur V' , cette fonction est définie et holo-

merphe sur A' et

=

(w') ° 0—1 IA-—Z(WA = Cm) = ré

v ~Zf\Am .
Lésignons par (Ai)ie I les composantes irréductibles de A et posons

R =Rr (w) | A, -TNaA. .

i i 1
\ s . _ ~ . ~  APXP . -

Tl est évident que si L NA -,d alors w appartient a Q (V,A) et le théo-

rime se trouve démontré. Le seul cas a étudier est donc le cas ou LNA £ g . Pour

les indices 1 telles que ZFWAi = ﬁ ,'ﬁg est une fonction définie et holomorphe

n

ur Ai . Par ailleurs si la codimension de ZF\Ai est supérieure a 2 , il est
. - ~ .
clair que la fonction Ri se prolonge en une fonction Ri holomorphe sur Aﬁ .

n peut donc supposer que la codimension de ¥ est égale a 2 et le seul cas

b

restant & étudier est celui des composantes irréductibles Ai contenant T .
Zappelons que nous avons supposer L irréductible. L'fapplication o© est un

isomorphisme analytique de o -1 (Ai—ZrﬁAi) sur Al - ZfWAi , nous avons donc

~

-1 -1
Riodlc (Ai—ZﬂAi)=R']0 (A, -E04,)

N -1 . .
om R'  est holomorphe sur < (Ai) . Montrons que Ri est la restriction &
A - Zf?Ai d'une fonction Ri sur Ai holomorphe. Pour cela plagons nous au

voiginage d'un point I’EZf\Ai . Soit U(P) wun voisinage coordonné de P privi-

ignant lez

U )

l£z1é pour Ai possédant les propriétés suilvantes ; X1,X2,.o.,XT aé
il
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U :
UnZ'—‘-{ (X,],Xz,...,xm) GU‘ X_i =X2=O} ?
r = <0’0,o.s,O)EU L4
ai"’Uz { {x1,x2,...,xm) €vu | Fi(x1,x2 peser X ) =0 }

ok &, est une fonction holomorphe dans U vérifiant (d‘f‘i)(}f} Fae

pour tout ME UﬂAi .

Ltouvert U décrit localement l'2clatement ¢ , c'est a dire qu'ill

. . . . e ~i ey
existe un isomorphisme araljytique p de o {(U) sur la sous varié-

£

X
té U de UxP, (T) définie par :
U= {(x,t_,t )euxe, (¢) | x.t, = xt
e 1 172 21
avee Mop =0
Cii
1°) *t,(‘,t2 sont des coordornées homogénes sur [P, (&) )
20} M est la projection canonique de UXE (C) sur U .

cuite nous n'édcrirons pas explicitement l'isomorprisme p . La

¥* ¥* ..
rikte U a3t recouverte par les deux ouverts de coordonnées U1 défini par
. ,él ¢ =t munl des fonctions coordonnées
t.
E1 X 51 = == 51 = X §1 = X ¢
- - ? ) = ? S T e y ey =
1 1 2 t1‘ 3 3 m
P g o - j I8 + 5 41 - A A Ao
par I, # 0 et muni des fonctions coordonrnées
2 Y 0 > 2
51‘?’52:"2'5" = %3 ""'gmzxm°
5 5
S1%2VOoNS 5 . .
| ol =gl 6 (8, ¢ £')
S .0 = . T peeeg
i°9 1 1 P o ELT ey
1 1 1 -
avnc G C B yeesy S 1 E O
i ( 2 .,2 ¥ ? m/ 7 o
* 2 2 .2 2 2
I‘i o l Y\,? = g) ‘-‘1. \%1 y g, goeey gm)
2 o 5 3
e e S = S
ovec [ ‘g ,O, s yoesy § ) ?/ ] .
1 1 5 m
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Désignons par A; le sous ensemble analiytigue de Y o

™
ke

ot

1 ; *
G, = 0 dans U,
et 2 Lo»
. = 0 dans UL -

A 3 ~
A est un

H
jO)
r..]
]
a
[¥e)
<
1]
Q

Le fait que Ai soit sans singularité entr

1
icomorphisme de Ag sur A,NU , mais comme R'| A" est holomorche 2t compe
A
ANU-SNANU = R'%0 | A" - TrMaY ;
i i
~
iz fonction R. se prolonge en une fonction Ri nolomorphe sur A, U. La
famille (Ri)iGI défini donc une fonction sur A holomorphe, il en résulte
~
que la forme différentielle w appartient 2 QPXP(V,A) et par suite l'appli-

. * . . . N -
cation © est surjective ce quli prouve le théoréme 1.

Du théoréme 1 nous déduisons un autre résultat intéressant concer-
rant les résidus. Soient J l'ensemble des éléments 1€I1 tels que AiDZ , et.

A

1'adnérence de G_l(Ai - ZfTAi) dans V' .

1
e

Froposition 1.

D

Si J,{lﬁ, nous avons pour tout w'GQ‘xP (V',4')

rés_, w' | £t =2 rés_, o' | arngy .
v . v i
i€J
- . P /.. . . oXD 4., .
S effet soit w’é&lpx' (Vv',av) , il existe w€Q777 {V,A) tells wae
*

i U est un voisinage d'un point FEL cholsi comme dans la démonstra-

Citor du lemme 2 dont nous utiliseons les notations, nous avons

r .-
) g F -
w|U-ANU =% P, == ;7 ,
. ik
1=1 1
2t pour 3 = 1,2 J i .
< J ! * * * d g\_} % d GY % [a} f"_;
cwlu, -anNy, =L TP, —= +Z . =",z TP -2
i€yt oEd qer P 6 i ¢ F
Y “
ou P. =P, o0 ¢ U .



Alors
* *
rés_, w' |ZNU° =L p, |’
' . i
i€J
or A% est défini dans Uj par
¢] = o -

I1 en résulte que

* * *
] ] - 1 \j
rés ., w' | AINE nuy = P, lAINE nu;

ce qui prouve la proposition 6.

IT.3.8%



