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I.0.1

rREMIERE PARTIE : THEORIE LOCALE

CHAPITRE I

[Eop]
(@)
-

NOTATTONS

Dans ce chapitre nous utiliserons les notations simplifiées suivantes :

le revé@tement universel de D .,

R :

R' : le rev8tement ramifié minimal prolongeant R au-~dessus de
l'origine de C .

qa = gx phR

o IS ¢ m-n

¢ (resp. ¥') : la projection canonique de R (resp. R') sur <& = (B)n)(Dm—n
. m
Q = ¢ (o). (resp. D).

o}

Nous supposerons avoir choisi un point de base X dans D ,tout point
J€R est alors la classe d'homotopie d'un lacet i;& d'origine X, et d'extrémité
x =¥ (Q) . La fonction logarithme est définie par la formule :

I dz
~ z
X X

o)

1

log. Q

et pour toute matrice complexe A

A

Q exp. (A log. Q) .

I}

Nous avons :

aQd = % P Tax on x=%(Q) .

51 A est une matrice triangulaire ayant une seule valeur propre a#(), on

appelle détermination principale du logarithme de A et on note 1log. A la matrice

définie par :

® 3-1 .
loge A =2mipI + I (-1) (% -,
=1

p étant le nombre complexe défini par :

exp. (2mip) =a avec 0<Re.p<1 , i =1,



I.1o2

- I) étant nilpotente, log. A est un polynéme en A vérifiant
A .

Si A est une matrice complexe réguliére, il existe une matrice inversible

La matrice (

TR E

exp. (log. A)

S telle que

les matrices Ai étant triangulaires A valeur propre unique et non nulle. On

pose alors :

n
.
.
3

O . . . * log.Ar

on vérifie encore que exp. (log. A) = A et que cette définition est indépendante

de la représentation de A sous la forme S-1 A' S,

§ 1 . PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES .

A - Soit E un espace vectoriel de dimension finie q sur € .

. _ . , .
1. a) Soit G = (gj)1s‘jsn une famille d'endomorphismes de E .

Définition 1.

Un sous espace vectoriel F de E est dit stable par la famille G si F
stable par gj pour tout Jj = 1,2,.c.,n

Notons . * 2
‘ o
1y 3,1 2y%5,2 "3y '
Pj (X) = (X - aj) (X -— aj) R (X - aj )

le polyndme minimal de 1'endomorphisme gj .

est



Y
k j .
- Bj = Ker (gj - a? I) 3k T : identité ,

- E; : 1'ensemble des applications s de { 17,2500eyn } dans N telies

a) 1£s(j) Srj = 1,2,e00,yn

b) ES=Ef(1)ﬂ 325(2) oo N Ei(n) # {0}

Définition 2.

La famille (Es)se S sera appelée famille de sous espaces vectoriels adap-

n
tée t z i .
a G et chaque ES sera appelé sous espace vectoriel adapté & G

b) Supposons les endomorphismes de la famille G deux a deux permutables,

Proposition 1.

L'espace vectoriel E est somme directe de la famille de sous espaces vec-

toriels (ES)Se s - Chaque sous espace vectoriel Es est stable par G et
—_— n -
pour tout j = 1,2,...,n , la restriction de gj a Es admet a§(3) pour seule

valeur propre.

Pour la démonstration voir par exemple [12] chap. IV .

Proposition 2.

Il existe une suite strictement croissante

= E = se e = =
EO 1 52 Eq E

de scus espaces vecteriels de E stables par G .

Elle se fait par récurrence sur la dimension q de E ., Pour q=0, la
proposition est évidente ; supposons la vraie pour tout espace vectoriel de dimension
inférieure ou égale & q - 1 . Soient (g§)1S,erl’ les endomorphismes trans-

posés des g'j
g* (x*) (x) = x* (g,(x))
J

pour tout x€E et tout x€E* (dual de E ).
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Les endomorphismes gg sont deux & deux permutables, ils ont donc un vecteur

*
propre commun e . Désignons par N 1le noyau de e* ., Le sous espace vectoriel
N est de dimension q - 1 et de plus stable par G ; il existe donc une suite

strictement croissante

« < -nocE =
E CE CE, 1 =¥

de sous espaces vectoriels de N qui satisfait aux conditions de 1'énoncé
pour N . Si 1l'on pose EG = E la nouvelle famille ainsi obtenue répond i la

question pour E .,

2. Définition 3.

On appelle valuation sur E , toute application ¢ de E dans un ensemble

totalement ordonné I posséaant les propriétés suivantes :

a) ¢ (x+y)2min, (¢ (x) , © (y)) pour tout x€E et tout y€E.
b) ¢ (A\x) = (x) pour tout x€E et tout A€C* = ¢- {0} .

Remarque 1.

Les propriétés a) et b) entrainent

® (x) < ¢ (0) pour tout x€E .

Proposition 3.

Toute valuation ¢ sur E ne prend qu'un nombre fini de valeurs

et les sous espaces vectoriels

s {x€E ] o (x) 2 95 )

forment une filtration strictement croissante de E,

Démonstration.

—— - - o g —

Pour tout xE€E posons

BE(x) = L ye€E | ¢ (y) 20 (x) };

™

E (x) est un sous espace vectoriel de E et E (x) €E (y) équivaut &
¢ (x) 2 9 (y) . Par suite E (x) = E (y) équivaut & ¢ (x) = @ (y) et comme

il y a au plus gq + 1 sous espaces vectoriels E (x) distincts, la valuation ¢
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prend un nombre fini de valeurs :
> > . o0 > L]
® (x) > 9 (x,) ? (x,)
Pour tout x€E nous avons :
9 (x) 2o (x)2e (x).
Donc

(
E \xs)

E et E(x1)=E(O).

En résumé la valuation ¢ prend un nombre fini de valeurs

1 2
9 (0) =09 >¢ ... o

et les sous espaces vectoriels de E définis par
k .
E-=1{ x€B | ¢ (x) 2 ¢k }

forment une filtration strictement croissante de BE .

Définition 4.

La valuation @ est dite invariante par une famille G = (gj),'s‘an

d'endomorphismes de E si :

<P(9j (x)) =9 (x) .

pour tout x€E et j = 1,2,...,n .

Proposition 4.

La filtration strictement croissante de E associée & la valuation

¢ est alors invariante par la famille G .

Soit E1 C3E2 < ... CZEt une filtration strictement croissante de E .

Définition 5.

Une base (ei)ﬁﬁ D€ de E est dite adaptée i cette filtration si

on a eJ.EEl pour tout j=dim. B et 1sist,

Lemme 1.

Si cette filtration est invariante par une famille G = (gj)

1S jSn
d'endomorphismes deux A deux permutables, il existe une base de E adaptée A&

cette filtration et triangulant simultanément les matrices des endomorphismes

gj .
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Démonstration,

- -

Elle se fait par récurrence sur le nombre de sous espaces vectoriels
de la filtration. Lorsque la filtration se réduit & un seul sous espace vecto-
. 1 L . .
riel E = E , c'est la proposition 2, Supposcons donc qu'il existe une base

. . i 2 r r . ,
. adaptée & la filtration E CE ..., CE de T triangulant sirultané-

-

. . . J I .
ment les matrices des restrictions des éléments de G & E et montrons qu'il

existe une base de Er+1 ayant les mémes prcpriétés, Pour cela considérons
Er+1/Er et désignons par G = *54}1< <, La famille d'endomorphismes deux
a4 deux permutables induzite par G su; ér+n/Er. I1 existe une base e;+1 de
Er+u/Er triangulant simultanément les matrices des endomorphismes de la fa-
mille G . Soit e;+j ur relévement dans Br+7 de la base e;+1 . De la sta-
bilité de Er+1 par la familie G , résultes que er+1 =e, U e;+1 est une base
de Er+1 répondant a4 la question .
Seit © une valuation sur £ invariante par une famille G = (gj)q‘s ign

d’endomorphismes deux & deux permutables de E .

Définition 6.

On appelle base adaptis de T {a la famille G et 3 la valuation ¢ )

™~

tout ensemble ordonné (e) de vecteurs de E tel que :

a) {e) est une base de T .

b) Tout vecteur de (e} &appartient 3 un sous espace vectoriel adapté

& la famille G .

¢) Tous les vecteurs de (e} appartenant 3 un méme s0us espace vec-

toriel 24apté & G sont consécutifs et La suite de leurs valuations

est décroissante.

d) Les matrices des endomorphismes gj sont triangulaires dans la bas2

(e) .

Lemme fondamental.

L'espace vectoriel E admet une base adaptée.

Démonstration.

e ——
Dans chaque sous espace vectoriel adapté & G , prenons une base adap-

tée 3 la filtration associée & la valuation induite par @ sur ce sous espace
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vectoriel (lemme 1). La réunion de ces bases convenablement ordomnée satisfait

au lemme fondamental.

Corollaire 1,

k . k

2 ou la famille (E )1$k5r
espaces vectoriels de E est adaptée 4 la famille G , Alors si
r 7 k 1\

(e) = (e’ }1gksr’1515d T 1.5 ar
l'ordre des E- est choisi, l'ensemble (@ (e''' ), (€ '), «e., 0 (7))}

On peut écrire E = k£91 E de sous

k (dk = dim. Ek) est une base adaptée, et si

ne dépend pas du choix de cette base.

Corollaire 2.

Soient (Dj)1 <js<n des matgices carrées deux i deux pemmt.ables,

i1l existe une matrice inversible S telle que, pour tout j = 1,2, ... ,n

[N

w
o

(&N
wn
i

raa

ol pour tout k= 1,2, ... ,r et tout j = 1,2, ... ,n, DI; est une matrice

triangulaire A valeur propre unigque.

Corollaire 2,

-

21 (Aj)q <isn
iLiéres et deux & deux permutables, la famille de matrices (log, Aj)1 <js<n est

est une famille de matrices carrées complexes régu-

également permutable.

5. Soient :

a) /é1 o . .. . 0



une matrice diagonale possédant les propriétés suivantes :

1°) Les nombres aj sont entiers positifs,

2°) aiZai+1 pour tout i = 1,2, ... ,r=1,

b) F = (fi J.) une matrice nilpotente triangulaire c'est & dire que
4

£, . =0 si i2j

Proposition 5.

>
T3
>
I
i
—~
0
.
~—
1
I<
e
N
2}
[¥N
it
o
V]
+
=
v
s

La démonstration de cette proposition est immédiate., On en déduit que
la fonction xA F x"A est un polynSme de degré positif ou nul & coefficients
matriciels constants,

B - Désignons par € [X] = C [X1 y X yeeey Xn] , 1'algébre des polynSmes

2
A n indéterminées et A coefficients complexes.

Soit @ [¥] , le scus espace vectoriel de € [X] des polyndmes homo-

génes de degré r. Notons :

- d sa dimension.

|
N

r )
e (x) %k=1,2 ey @) sa base canonique
r

%) = (e] (%) 4 ey (X) 4eun, egr x)) -

|
14

r
Pour tout t = (t1 s £ yeeey tn) € ¢ , nous noterons e (t) la valeur de

2
e’ (X) au point t .

Proposition €,

Il existe dr points t1 ' t2 gesey td Qg En tels que :



" 2. LA NOTION D'ORDRE FINI A L'ORIGINE. L'ESPACE VECTORIEL '}ﬁg"q (R)

- 4,

Définition 1.
Un cuvert U de Q? est dit distingué s'il posséde les deux propriétés

suivantes :

8, wa projection e U sur le plan de coordonnée de rang j est

17,2 5400y n un ouvert de € contenu dans

1°) Pour tout j =
ur secteur anaulaire différent du plan tout entier et

contenant © dans son adhérence.

j=n+l , ne2 ,..., m un ouvert de C conte-

2°) Pour tout

nant 0 dans son adhérence.

b) Il existe deux constantes strictement positives H et K telles que

pour tout point (x1 v Xy ees xm) €U 1l'on ait,

X.
hrer
k

pour tout couple (j,k) avec j<k .

Définition 2.

est dit distingué, si la restriction de ¢ & U

Un ouvert U de R

est un homdomorphisme sur un ouvert distingus de £ .

Définition 3.

. X
Un &lément £€ .. 1 (R) est dit d'ordre fini & 1l'origine, s'il exis-

te un &lément » = {A1 ,k2 resey kn) ¢R”  tel que :

m o _£QL Lo, 9=1(0,,0, seeer Q) €R,

0O
!
L
ol
>

pour tout ouvert distingué i de R .

rp X .
Désignons par ;V PX4q (R) 1le sous ensemble de :ﬂﬁp T (R} des &léments

qui sont d'ordre fini A 1° orlglqe. 11 est évident que M p 9 (R) est un sous

espace vectoriel de j{p (R)




Proposition 1.
Le seul élément de jﬁ gx 9 (R) vérifiant (1) pour tout n-uple
(7\1 ,12 yeeey )\n) de R" est 1'élément zéro.

Démonstration,

Soit £ wun élément ;}'{,gxq (R) vérifiant (1) pour tout n-uple de &"
et soit 4 la droite complexe issue de l'origine de ¢ définie par les équa-
tions x. txJ (J=1 12 yeeey m) avec x # 0 . La trace de A sur$ est un
disque A centré A l'origine auquel on a enlevé le centre, Désignons par R(A)
le revétement universel de A . Pour toute composante connexe cCV§ (A)CR ,
il existe une application surjective P. de R (K) sur ¢ qui réalise R (5)
comme revétement de c . Considérons l'application fc = fc ° P ou fc dé-
signe la restriction de f A ¢ . La fonction fc est d'ordre fini A l'origine

0€A et vérifie

: T (Q) .
i —— oo QER (2)
geu °© ¢

pour but A réel et tout ouvert distingué U de R (A).

I1 en résulte que T =0 et par suite f =0 pour toute composante
connexe c¢ de t (A) . Comme le raisonnement que nous venons de faire est va-

lable pour toute droite A issue de 0 dans Cm s la fonction £ est nulle,

- Considérons le sous ensemble J de 2~ défini par :
J={(11,12 reves 1n)ez“ tel que 0< i -1i s1

pour tout couple (k,r) vérifiant er.}

Sur l'ensemble I = JU {“} nous mettons la relation d'ordre totale définie

par : ~

1°) dans J , (11 1iy geees ln) (k1 1Ky geeey kn) si i €i

pour I‘=1,2 gecey N o

2°) 1'élément = est plus grand que tout élément de J .

Pour tout f€ ‘JJ@ gx 9 (R) - {0} daésignons par I(£f) 1'ensemble des éléments



(N1 PNy g Nn) de J tel que (1) soit vérifié pour tout n-uple (h1,k2 yeossh )

n
de RB vérifiant )\i<Ni pour tout i =1,2 ,..e., n .

-~

Proposition 2.

Pour tout f€ i%g §)<q (R) - {0} , I(f) admet un élément maximal.

Soit f un élément non nul de 96 gx 4 (R). Il existe un n-uple
\ n
(A1,K2 ,...,ln) de R

tout n-uple (M1 B Mn) vérifiant H; $ Xi pour tout i =1,2 ,ee., n
[¢

tel que (1) soit réalisé pour cet n-uple. Mais pour

on a également (1) . En particulier nous avons (1) pour le n-uple (3(11) ,E(kal...,ﬁ(kn)
ot E(Xi) désigne la partie entiére de Xi , donc également pour 1'élément de

I, p=(pypP,seesy p) avec p=inf. (EQ;)) .
1€isn

Ce qui précéde entraine que I(f) n'est pas vide et que ce n'est pas I tout
entier. Alors si I(f) n'avait pas d'élsment plus grand que tous les autres, on
pourrait construire une suite strictement croissante non majorée d'éléments de
I(f) et la relation (1) serait vérifiée pour tout n-uple de RY ce qui contredit

1'hypothése f non nul.

Proposition 3.

L'application ¢ définie par

¢ (£) =sup. I(£) si £#0

v (0)

it

-]

i}

est une valuation sur jﬁig’<q R) .

D'autre part il est facile de vérifier la :

Proposition 4.
) DX <
Pour tout o€m, (D) et tout fE€ :’%o 1 (r)

o (@ f) =@ (£)

X
3. ETUDT DES SOUS ESPACES VECTORIELS DE DIMENSICX FINIE DE j{fg ' (R) STABLE PAR
LES_OPERATIONS DE T, (&) . 50U5 ESPACES VECTORIELS FAIBLEMENT SINGULIERS A

LOHIGIEE.

. - . . . Lo X 1
b 50it % un sous espace vectoriel de dimension finie q de ;sz G



Lede i

pd

o
10

stable par les opérations de w (o@ } . Désignons par Iy 9y 1eeer 9

]
générateurs de I, (P ) vérifiant

n

Ly ivg) (3) = log. 5 + 2mi zour tout QER

1- )
2, la wvaleur propre de la restriction de ltautomorphisme g

<a.

= v

Lalre typags Yo 7 .

£ ey oAl &4 1'ordre pras indépendants du
cholx e la ibase
Nomm n Ll Lilvip malonenant ur. certain rowbre de matrices lides
0 alwoade da ie} , ces matrices ionerons un r8le important
a 0 v v v e
kyz
‘_., :} . ] *
A
. K
P =
j
. » L] - * - » . Ll
A e
A . K
o qx,d _
\ Woe e e e e et



avec B =0+ 9,

Le3.13

{ - . - L] - (\
[ P
s .
. d { H
1 ‘ L3 * » - )
. T
. (‘ - - Ll 1 8y .
AN /
.. X , : s * k 5
b) Soient ¢ D) , la matrice de la restriction d= 9. am dans la hase
rakr 1y " {cette matrice est rTrianqulaire et 3 valeur propre
L2 iy g 1% dk  Cett marrmese est U 1JULALTE 2% P P
unigqua; e Bj ia matrice
1
D. 0. ... .0 \\\
J \
2
[ 0.9, 0.. .0
( J
‘]“ L] L 4 » . * . . L] L] }
r /
O ® . . . . . . D /"l
AN J//,
I3 * \
(c'est la matrice de gj dans la base adaptée (e) J.

c) P =-0" 1 . X o
i J zrmi 3
F],O..,_.O
J
O.Fz..'..o
J
F. = .. .
J < . .
0 v oo doo.Ft
J
Soit T_ = (T1 ’T2
€ e

est la matrice unité d'ordre dk

o Uy TZ ) 1la matrice associée & la base adpatée

{e) de F ou T§ est pour tout k = 1,2 ,..., r la matrice associée A la

base (&

I kvl‘x
/181 € gk

hécréme 1.

La matrice T

k
de E .

. {Q) est de la forme :

n
Te(Q) = U (M)‘H

n
n
Jj=1 =

.
p
J=i

A
9

i d
3
J



.1y . . m
ou U est une (p,q) - matrice nolomorphe dans tout W .

Remarque 7.

o

Pour toute base (e') de E , nous avens :

er e ere
2] K €6l {q,0) .
— ere *

sothéoréme 1 résulte de la proposition que nous allons démaontrer maintenant et

‘de la raqgle de mulviplication dez matrices par blocs.

Proposition 1.

Kous avons, pour tout r
. n
T, (@) = n
=1
k { dk
o8 2= (3405000000 ) 0 M =4 (Q) efon U e HPXL o™ .

SEmonstration.

Pour szimplifier l'écriture, nous supprimerons dans cette démonstrajion
1'indice k et 1tindice e .
Considérons la matrice @

n , n
W (Q) =T (yx I g, Y xn ¢,

i=1 J=1
— K. =4 I
e LOENNS A T . OGe. et A. = - .
g7 oemy 37870
comme Fi = -0, I+ B, , 11 vient :
N N N -~
) . n -E_n "Aj
(Y =Tdcynl C, 0 7 o

..

La démonstration se fait en deux étapes

-

o

Y 11 existe une matrice U holomorphe sur & telle que

‘.»’i':UOW .

N,

Comme est une matrice diagonale a coefficients entiers, il suffit de montrer



que la matrice H holomorphe sur R définie par :

n -E.
H@Q) =T (Q)n q,"’
j=1

] . 3 . * 3
se factorise par ¢ , clest & dire est iavariante par g, Ppour tout

h=1,2,...,n. Mais pour tout h nous avons

* h -B. n -E.
(9, #) (@) =T (Q) D, x I Qijexp. (-2miE )x T QJ-J ;
j=1 J=h+1

car, pour tout couple (h,J) ’ D et Dj permutent, Ej est un polyndme en
Dj , et exp. (-2mi E, ) J1 .

2°) La matrice U se prolonge holomorphiquement & 1'origine,

Dans¢5> U est développable en série de Laurent matricielle en les
coordonnées X, ,x2 peeey Xoo Dans ce développement, il n'y a aucune puissance
négative des variables x

n+1 * T+
que U est holomorphe dans DM , il suffit de montrer que pour une suite de

o 1oy X I1 en résulte que, pour prouver

nombres réels positifs €165 seeey € vérifiant :

OSRep., +2¢.<1
, PJ i '
n p +2¢€.
Lim. U(M) T Q,° o0 .
- =1
e=e,
Cette limite &tant a prendre au sens de la définition 3 du § 2. Or :

n .+ 2€,
P J

uMn Q)
j=1 -

n -E. n -A, n p.+2¢e

=T(Q) N Q,dxm QJx0 gJ
T Y S
n ~F A, n 2¢

(@) T 0. dixT .9x1 Q.
g=1 3 = = J -

n X n A.
(T(Q) 1 q, JxﬁQJ )x(nQ xno ano JxHQJ)y
J=1 3 j=1 9 J=1 j=1 3 j=1 J j=11

[}
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Mais ~
n —A% n €,
a) T(Q)x0 Q. "x0O g
j=1 9 5= Y
1 2 d n €
- ( e e . . e e x n Q J
n ¢ ' qn @2 TR od A AN
n q.J o qJd I QJ J=
j=1 J .:1 J J=1 J
o $1 e2 ed )
= n e , n vz' poeoey n d.-e.
m Qg 01 QJd =% CENEI
j=1 9 j=1 9 j=1 x
qui tend vers zéro car
h h
iP(e)-(<P1 1<P2 yeoes @) ® .
b) La fonction - -
n A, n -F. n -A .
I QJdxn Qj Jxm g,
j=1 3 j=1 j=1 9

est un polyndme de degré positif ou nul en les variables Qj et log.Qj (j=1,2,...n),

en effet :

1°) La matrice Fj étant nilpotente,
QTFj = exﬁ. (-F. log. Q.)

J J J
est un polynéme de degré positif ou nul en FJ a4 coefficients polynomes de degré
positif ou nul en les variables log. Q (J =1,2 y.0., n) . Donc i Q F est un
polyn8me de degré positif ou nul en les var1ab1es F‘1 ,F2 yeesy g~ ’ dont les

coefficients sont des polyndmes de degré positif ou nul en les varlables

log. Q1 s log. Q2 seeey lOG. Qn .

2°) La fonction
n A. n p. n -A. .
n qJx0 rdx0O g, (p. entier pour tout j)
j=1 J j=1 J j=1 J J \
est un polynSme de degré positif ou nul en les variables Q1 ’ Q2 goeay Qn a
coefficients matriciels constants. (Application répétée de la proposition 5,81,

pag: 8 I.
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n e,
Donc aprés multiplication par I QjJ , la fonction
J=1
n A. n -F n -A
nogJd o o, Iy 1 2
j=1 9 et 5=1

tend vers zéro au sens de la définition 3 du § 2 . Les résultats de a) et b)

entrainent que

Et par suite- U est holomorphe dans " .

s5i (e) et (e') sont deux bases adaptées de E , nous avons :

n A. n F, X n
T (@ =v () I Qx0T o on veP*e (o™
j=1 J=1
n A n F' « m
T, @=0' (00 %I o oa vred P9 (")
J=1 j=1 ‘
Mais : (e') = (e)s od S€GL (q,C) ;
donc,
Ter (@ =7, (Q)8
et pour tout j = 1,2 ..., n
bt =87 D, s A3=s“1A S .

Ce qui entraine aprés un calcul immédiat que

u'(M) = U (4)S , donc :

Proposition 2.
Les deux matrices U(M) et U'(M) ont méme rang.

Définition 2.

Un sous espace vectoriel de dimension finie q _g_g_% §X1 (R) est

dit faiblement singulier & 1l'origine si :




b

19} B est stable par les opérations de N, { &)}
i

2°) Pour une base adaptée de = , la matrice U(C} est de rang maxi-

mum.

la filtration stric-

n rsus ub}
1. b .
tement croizsante do scus espace vectoriel a2dapnéd L7 asseciée & la restriction
k. Lk ) . N
® a & le la valuation ¢ . Posons @
X , . . k v«
- & = dimension de ¥ TEufu,
12 u X
Xk . . k k-1
- m. = dimension E /E 185usy y
u wou k
k P k
- 8 = 0 et m = C
o to] o *
Nous avons u
x . k X
47 = 4 = dim. E et I m =4 .
u S u

¥
k,1. PR YN
¢ (e = letu ]
+ oo S E e k “(1(1 1 ~
eur tout 1 wérifiant 4 + 751lsd et tout kK = 1,2 ,..04 T .

zllons introduire une notation gui nous sera utile dans la suite.

310 est la matrice d'un endonorphisme de I dans la base adaptée (e) , celle

. ) - , S < .
ci se présente sous la forme de biocs (B, ), . < T & d lignes et
K,t'1 % r, "stsr

T _ - . . - !
a d rAlgvrece, Chasun de ces tlocs étant lui-méme & nouveau sous forme de blocs
/ k k
¥ " lign ‘ es, o i1fusu, et 1SsvsSy, .
‘Sk,t'mﬁ 'm& & m  lignes et m  colonnes, ou 5 X
Nous noterons alcrs BO la matrice

» 5

.
b

o AN
B a 0 o x PR .
1 H |
Yy .
N 0 . \
{ B A o . . U 3
} Zyd
f a
P '
‘ . - L] - . - E ] L] - * !
- L0
U o o ¢ o s @ )
r,r
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avec

2 ) & .. C
‘“k,k’mg ,mg C
s o . o o .(Bk’k)mk ’mk
Yx

Nous avons é&videmment

(A + B)O

(aB)° et 1° =1

Ao + Bo

[}

AO B0

Posons pour tout j = 1,2 ,¢e4, 1

~ ~ 1 O
L,=4a_, + =~ log. DT
3 .o 2mi1 3
Lemme 1.
Les matrices Lj {j = 1,2 y..., n; sont déux A deux permutables.
Pour démontrer c2 lemme il suffit de regarder la décomposition en blocs de ces

matrices, donc de vérifier que les matrices

ry o log. (D?}O

J j  emi
v 3= 1,2 ;... n et ol k est fixé, sont deux a4 deux permutables. Or dans

. k L
l2 sous espace vecteriel E  , nous avons la nouvelle décomposition en blocs

A&"] 0 - - . L
o A%2 o,
~ J
roge

k
k -
avec X?,u 18y Ii 1Susu
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ol It est la matrice unité d'ordre mﬁ .

D'autre part :

log.(DI;)o = .

k
O ¢ e s 6 ¢ 8 ¢ & s s -109~<DJ)m1]§ ,mllj
k k

Ces décompositions entrainent que pour tout k fixé et tout couple

(j,1) (1£3jSsn , 1$1<n), les matrices Klj et log. (DI{') sont permutables.

I1 en résulte que pour tout k , la famille de matrices (Z?) est permutable

et donc également la famille de matrices (55)1s‘js11 . Désignons par

T& (j=1,2 ,+.., n) 1les endomorphismes de E (rapporté i la base adaptée (e) )
définis par les matrices deux a deux permutables E& (j = 1,2 4.44y ) . Soit

N 1le noyau de l'application linéaire u de E dans c® défini par la matrice

U (o) .

Théoréme 2.

Si gSp et si N est invariant par les endomorphismes ﬁij (3=1,2400.,n)

l'espace vectoriel E est faiblement singulier i 1l'origine.

Comme qSp , il suffit de montrer que N .= {0} . Supposons'le contrai-
re, N étant invariant par les endomorphismes 33 (32 1,2 yeuey n) , ceux-ci
ont un vecteur propre commun Ww appartenant a N .

Si on désigne, pour tout k (k = 1,2 ,..., r) et tout u (u =1,...,uk)
par Eﬁ le sous espace vectoriel de Ek engendré par les vecteurs

k k
k k,d +2
(ek,du_1’ . " u-1 k,4,

,-..,e .

Nous avons :
E=0 (® E_) .
=1 =1 u



I.3.21

.. ¥
£t la famille de i 2
sous espaces victorlels (Eu)1 Sx<r , 1Susu, . est adaptée
a la famille d'endomorphismes 1, . Il en résulte, l'existence g'un couple

d'indice (k,u) tel que wé'ﬁt‘t donc :

k
11
W = kZ wk’t <-:k"c .
t=d +1
u-1
Les valeurs propres de w pour les endomorphismes T1 ,TQ gevey Tn sont donc
respectivement
k,u k,u k,u
B1’ !Bz’ o ey Bn’
avec

k
gkrd - pl; + QPI;’d“

. . k,1
Désignons par v la matrice colonne des composantes de w dans la base (e ')

de E . Nous avons :

k,u
-A n -Bj 0
Q "v=1 Q. v et F. v =0 avec
j=1 3 J
O =%, - A, + —— log. D°
§T TR T amE 8
k,u
- lsyu n —B.'
donc : n Q"BJ w=1 Q. J Te (Q) v
j=1 j=1 7

v () a®of Py

i

1

A - -A
u(M) (Q° exp. (Z F, 10g.Q.) Q ) v
j=1 9 J

A A

u(M) v + (U() Q" F Q0 log.Qj)t)v .

t

it

n Mg

1
?!(.
1 J

P ™M

1

La somme étendue A l'indice t est finie car les matrices Fj (3=1,2 yeee, n)
sont nilpotenteé et deux A deux permutables.
_Bk,u

) n
9 v w=u)v+UM(E %—, (2 (F° + w, (Q))log.Q.)t)v
1 t=1 * j=1 J J J

s

J

ou wj (Q) est un polyndme en les variables x,l ’ x2 gevey xn y & coefficients
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matriciels et sans terme constant. On peut alors écrire :

k,u
n -f, © n
I Q. b vt v+u M) E - (I

t
; FQ log. Q.)" +H (Q) ) v ,
j=1 j=1 1 g=1 Y ’

1

et comme Fg v = 0 pour tout j , nous avons :
k,u
-B?

Q; Jow=u(Mv+u M EQV ,
1

R=F-]

J

od H(Q) est un polyndme en les variables Xy 0 Xp g aes -

log. 02 s +esy lOg. Qn dont les monBmes ont un degré strictement positif par

’ xn , log. Q

rapport aux variables x1 ' x2 y soe xn .
*
Posons U (M) = U (M) - U (0) , alors comme U (0O)v =0
k,u
n . x
w= 1 Q9 (U (Myv+u M H@QV).

Nous avons fait 1'hypothése N # {0} et nous avons introduit le vecteurk "
si nous montrons que la valuation ¢ (w) de w est différente de wk’du ’
nous aurons la contradiction cherchée.

k

k,du
Le n-uple ¢ est de la forme

(q’q seeey G 5, q+1 5, q+1 yeeey Q+1J)
A (.

J

t fois n-t fois
K, d
avec 1stsSn et q = ¢j si 18jst .
Considérons un n-uple = (X1 , 12 yooey Kn) de R vérifiant :

Xj <gq pour j <t
Kj < g+l pour j <t

q < At < q+1

et montrons que :

limn n A. = 0 ’
Q—.QO n Q ‘J
Q€U j=1 Y



k,dk

ce qui entrainera que ¢ (w) # ¢ ©° . Pour établir ce résultat, nous allons

étudier les deux expressions :

k,u
n . - . %
A =1 .9 Jutan v
=1
- n g,u A,
= (m g SyumE @V .
L, g
j=1
1°) Btude de ¢ .
k,u k,u
n BT -k, 3717 -
} g t e
A = (1 QJ.J J)x(Qt" yu (M) v,
j=1
it
k
X,u x,d, k X
or g = q.! . avec OSRe, p. < 1
P wJ + pJ \'4 DJ
x
et A, < (Pk’du ’

il en résulte que la premiére parenthése figurant dansoﬁ% tend vers zéro lors-
que Q tend vers Qo en restant dans un ouvert distingué de R . Nous allons

montrer maintenant qu'il en est de méme du deuxiéme facteur.

Posons ¢ . s1 sé Sm
X =x1 Xy veeen X ol sjEN pour tout j .
s s s
s 1 2 £ m
%1% = D, 17 Ixyl 2 ees I |
a = a .
s S

1,52 ,...,S

La série U (M) =§Z:: as xs
ssGNm

converge normalement dans un voisinage d'un polydisque fermé A" c D" avec
A={zec | lzl s8 3 .

Comme 1les limites sont & prendre pour Q variant dans un ouvert distingué de

f® , il existe deux constantes strictement positives h et k telles que :
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xX.
hs 15l < k si j<t

|
15..‘3_(1'_5 1 i t< is
- - si t<j%m ,
k |x | h
t
Posons : K= Sup {k , X , 13 -
h

I1 en résulte que :

Bk,u Y sk,u _ o

e f ot | s o, L Ix D)

LS ‘ t tt/
ol at est un entier strictement positif et ol L est une fonction bornée au
voisinage de l'origine.

k,di k,dﬁ

: <

Comme P, Xt < mt + 1

OSRepf<1 ,

nous avons :  Re. (Bk’u -A, +_)>0
t t t
et par suite : ; Bk’u -A, +O
. i t t t
Lim. ‘Qt =0 .

Ce qui entraine que &7 tend vers zéro lorsque Q tend vers Qo en restant

dans un ouvert distingué de R .

2°) Etude de &
k,u k,u
n B -, BT - A
® =1 g9 I, x (o, Yy E@v).
#

Le premier facteur tend vers zéro, nous l'avons vu dans le 1°) . Le deuxidme

facteur peut s'écrire :
Bl'c(’m'>‘t
U (M) Q H(Q) v .

La matrice colonne v étant A coefficient constants, il suffit d4d'étudier
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2 1(Q)

or cette matrice est combinaison linéaire finie 3 coefficients matriciels cons-

tants d'expressions de la forme

ou les nombres aj , Yj sont des entiers, l'un au moins des aj n'étant pas nul.
Or une telle expression tend vers zéro lorsque & tend vers QO en restant dans

un ouvert distingué de R ; en effet il suffit de voir qu'une expression de la forme

B 7= ¥ n 1
t t h ]
. >
Qt X, 'ﬂ log. Qj %1 0
3=1
tend vers zéro, Mais si K a la méme signification que ci-dessus nous avons :
k
Bt’u-lt ¥, n Y. @ Re.(pt + ¢§’du-—lt+ah) n .
‘Q x ' 1 log.d g, l<x?|x | | i1 1og.JQ.'
t . J t . J
Jj=1 , J=1
avec . k’di
I's
P . - >
e AP+ Py Xt + ah) 0

et cette expression tend vers zéro lorsque Q tend vers QO en restant dans un

cuvert distingué de ® . Ce qui montre le théorime 2.

SYSTEMZ DE PFAFF ASSOCIE A UN SOUS ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE p DE

i g’” (R) FAIBLEMENT SINGULIER A L'ORIGINE.

Théoréme 1.

. oo px 1 . . - .
Tout sous espace vectoriel E de fhggx (R) de dimension finie p , fai-

blement singulier a l'origine est 1'espace vectoriel des solutions d'un systéme

de Pfaff complidtement intégrable de la forme :

t
&g

Pj (x1,x2,...,xm)

g s

ae = (

~
&

m
1 - dxj + T P, (x1,x2,...,xm) dxj) £
! J J=n+1

i

J:
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ou pour tout j = 1,2,.4.,m ; Pj est une matrice carrée 4d'ordre p méromorphe

sur D" et holomorphe & l'origine de ¢ .

Corollaire 1,

Les exposants de E sont donnés par les valeurs propres des matrices

Pj (0) (j = 1,2y...4n), de maniére plus précise, on a pour tout j = 1,2,...,n :

Pj(O) = u(0) (Xg + 2;:i log. D? ) u(o)™

(Les notations sont celles des paragraphes 2 et 3) .

Démonstration du théoréme 1.

Si (e) est une base adaptée de E nous avons :

=
O
[
x
s
O
[

T (Q) = u(y)
j=1 j

avec UE'IEPXP (0™) et aét. u(0) £ o0 .

Désignons par B , le sous ensemble analytique de D" défini par
dét. U(M) =0 , il existe un polydisque D'm CZDm tel que Bf\D'm =¢ .

La forme différentielle

w= (a1, ) (1)

est uniforme et nous avons sur

A,

; AL,
J

n F. n j
(£ —l-ax,) T q,3)vu .
=1 %5 3 j=1 I

w(Q)

[}

1 n dx . n
dUxU ' +U(Z A, —L-4+1 q
. J X, .
J=1 3 J=1

Comme

a) La forme différentielle dU U"1 est méromorphe sur D" et

holomorphe sur D™ ;



b) La fonction matricielle
’ n A, n -A,
A, (@ =4 +0 QJdxF x1 q, 7
h h =1 J h j=1 J

est pour tout h = 1,2 ,..., n , holomorphe sur p™ ; en effet, utilisant la

décomposition en blocs des matrices Aj et Fh (Cuf.page 1.3.73), 11 suffit

de prouver que les matrices
n .
k J

X F H Q. ? h=1,2 ,...,n;k=1,2 geeeyl

sont holomorphes sur Dm . Mais (cf. page I.3.%) ces fonctions matricielles

sont des polyndmes en les variables x, , X

1 pesey X a coefficients matri-

2
ciels constants.

I1 en résulte que les fonctions matricielles

-x, 2V gt a
Pj (x1,x2 reees X ) = X5 3%, U +U c72j(Q) ) U )

[ 9]

(J = 152 .00y n)

et
ou -1
Pj(x1,x2 yeoos xm} = 3% U y

(]

(j = n+1, n42 ,.0v, m)
m ]
sont méromorphes sur D et holomorphes sur D .

Démonstration du corollaire.

——— ———— A — o s T T — 420 o S

Nous avons pour J = 1,2 ,..., 1

d _ n A n -8 _
P.(x1 b Xy eees xm) = X, 24 U ! +U (A4 1 Qtt x F.x Il Qt t)U !
J Jaxj J a1 I a1
donc - n A n ~A
P.(0)=U(0) (A, + (T Q"xF.x1 q ) (0))u (o).
3 3 t ] t

t=1 t=1

Si on considére la décomposition en blocs des matrices Aj et F., associfes aux
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. k . .
sous espaces vectoriels adaptés E , nous sommes anenés A étudier les matrices :

kK 5 At X _n 'A];
(AJ.+H Q ijxn Q ) (0) .
t=1 t=1

Si on utilise maintenant la décomposition en blocs des matrices A? et F? ,
associée pour tout k , a la filtration de Ek déduite de la valuation ¢k ’

nous avons :

a¥ = | !
J ) e e & o * & e s * e » ' /
k,u /
X
O e e o e e & e oA /’
rr/
. k k
(Fj)mk mk (Fj)mk ymE ottt (Fj)mk mk
17 1772 Uy
k k \
/ O (F.) k k * o o e (F.) k k ‘\
Jj'mE, m J My, m
PE = | 27 2 )
J /
14
O . . » . . . . . . . . . - . . O (Fj)mlli ,mlkl
¥ 'k

D'ol résulte vu 1l'expression des A?'u (multiple de la matrice unité de méme

ordre, le facteur étant un exposant de E) que

k k
n A n ~-A
t _k t k,o0
(n o F I Q9 ") (o)=(F.) .
t=1 J t=1 J
Comme
k k¥ _k ok
(F) e x=-°5 Iy +3m3 (og. Dy ) o
m ,m m ,m
u’'u u’u

Ii désignant la matrice unité d'ordre mﬁ .
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Nous avons :

" Ak %k
kK o k -
AS+ (n o fxFix@ o ) (0)
< t=1 N - t=1
~K 1 k.o ~k k k _k
= - N .D. = { S : .
T (log J) avec AJ AJ pJ Iu

Mais vu la définition du logarithme d'une matrice et leg propriétés de 1l'opé-

ration o ;

P, (0) = U (0) (KJ. + 2;1 log.(Dj)o) u(o)” .

Ce qui prcuve le corcllaire.

cTUDE DES SQUS ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE DE ;% ;X1(R) FATBLEMENT

SINGULIERS A L'ORIGINE.

Considérons l'algébre sur € qu'engendrent les opérateurs

j=1,2 ,...,1’1

Cette algébre est identique a 1l'algébre des polyndmes € [8] = ¢ [61,62 yevey en].

jous notons (cf. page I.1. 8) :

a) ®,  1l'application de J@g1x1(ﬂ) dans ;QgGTX1 (R) définie par :
r
YOROEN
; 1 )
\\
r i
e, (8) £ \
o ) > = (]
o, f-= . )511- 0 et O, f£=¢
“ . o
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q .
b) Ch l'application de §£1x1 (R) dans ?{;dqx1 (R)

q
(¢ =% d.) définie par :

1=0
®d
/=

i d

P
!

Définition 1.

q
On zppelle opérateur d'ordre s extrait de @d y toute application

s XA . SX1 .
@ de . (R) dans (}L (R) obtenue en prenant seulement s lignes de
1'opérateur ©49 |

Définiticn 2.

q
Un opérateur d'ordre s extrait de @d est dit privilégié, s'il

contient la premidre ligne de ®dq .

Proposition 1.

. . ad ) *
Tout opérateur extrait de 8 , permute avec les endomorphismes g

pour tout gEn1(r)).

Proposition 2.

Si E est un sous espace vectoriel de dimension finie p de 3%21X1(R),

alors tout opérateur privilégié ©° extrait de ed? , réalise un isomorphisme

. . . - sX1
de E sur un sous espace vectoriel de dimension finie p de j@ X (R).

. . s . S
Le fait que 60 est une ligne de © entraine immédiatement cette

proposition.

Remarque 1.
Si l'opérateur extrait n'est pas privilégié, il ne réalise pas en géné-
ral un isomorphisme ; en effet considérons l'espace vectoriel E sur € engen-

dré par les deux fonctions f1 =X, - X et f2 =X, X, . L'opérateur non pri-



R 3 s .
vilégié 6 = x rg” ne réalise pas un isomorphisme de E sur 82 (E)

2

car 62(3) est engen&%é par les deux fonctions 9, =X, et 9, = %, qui ne

sont pas C~linfairement indépendantes.

Soit X wun sous espace vectoriel de dimension finie p de (ﬂs1X1 (/)

faiblement singulier & 1'origine.

-1
s dP .
Ltapplicaticon © réalise v‘ %aomorphlsme de E sur un sous espace
v - .. . P4
vectoriel E' de dimension jﬂ) (R) possédant les propriétés

0
-
"
[l
<
=
tt
5]
Uy
.o

J B' ezt faiblement singulier & l'origine ,

a
b} E et Z' ont méme ensemble d'exposants.

Corollaire 1,

Il existe au moins un opérateur privilégié eP , d'ordre p , extrait

1P . . . .
de @d y réalisant un isomorphisme de E sur un sous espace vectoriel de

dimension p gg_i{ §XQ (R) , possédant les propriétés a) et b)

% est l'espace vectoriel des solutions d'un systéme d'équations aux

dérivées partielles compladtement intégrable de ia forme :

a (8° £) = w (6° £)

= B OP{X, 3 X, yeeeyx ) m+1
J- 1 2 m ,
W = dx. +Z P. (X 4X,peee,x ) dx,
2o J s 1 2 m I
G=1 X, J=n+1
J
. . . P X .
eT O3 POUT IoUT  § = 1,2 ,eee, M, }ep P (D ), et € est un opérateur
orivilégis d'ordre p , extrait de @p .
Remarque 2.
L)

Le systéme cbtenu, est formé par un certain nombre d'équations aux
dérivées partielles qui ne sont pas en général indépendantes. C'est a dire que

trds souvent il est possible d'en supprimer quelques unes sans pour autant



[an]
.
A
.

(@8]

changer l'espace vectoriel des solutions. La détermination du nombre minimum

d'équations nécessaires est dans le cas général un probléme difficile.

Soit (e) une base adaptée de E

(e) = (61,82 geeey ep)

avec

Calculons :

eJ ((e)) = (eJ e»’iej e27”'99je )

i

P
ol v (1) € JXP (o™
et Uj(O) = U(0) I} avec

nous avons

.
.

v Qtot

0, (u()) QP QF+U(M)(Aj+QAFjQ’A

UJ.(M) Q

T,
j

A,

J

A q

-+

F

’

211

o
log.D. .
I J

eacd

~ -
Hous savons que les matrices Lj sont deux a deux permutables. Montrons main-

tenant, que pour tout n-uple d'entiers positifs ou nuls (01,0

[0 [0°4 oo 0¥
existe une fonction U 17 2" ''ng 2E61Xp (0™) telle que :

01 02 Qn o
(2) (e1 62 ...an )((e)) =vU
avec

o ,Q’ ,...,CY
(3) y 2 B (0)=U(0)T

Ces formules se démontrent par récurrence

’

1'021"’,0

2

n(M) QA QF

,...,an) y 1l

sachant que les- opérateurs

ej permutent, il suffit de montrer (2) et-(3) en supposant que :

d1—1

o4
(27) (6,7 6% ...0% ((e)) =

@ -1,0, ...

o, -1,0
U 1

oo
By of oF

2

vl 2 Pape WP oM



o -1, .o e ¥ o -1 o o
(%) U " (0) = U (0) L11 L22 Ln’“ .

Te (2') on déduit :

0, 0,2 e 0T =0, 1 2R (et o '012""dn(m)(A1+Q‘“I~‘«,G'A)o""é’”
) U°'1’°’2""’°'n(r_1) Ao
avec o S 1Xp
v 2 P e o,
et a 1l'aide de (3') ,
Ud1,0'2,...,01n (O) ) Ua',l—‘l,Q/Z,.,,,arn (O) L1
ST LR
= U (0) LC:1 L22 ’tc:ln .

Ce qui prouve les fornules (2) et (3) . Ces formules entrainent alors

-1

P
T (e)) = 1) P QF

(4) ®

. p-1
ot U(m) e ,"f'{‘dp XP (p™y,

I1 reste a prouver que le rang de @4(0) est maximum c'est a dire p .
Pour cela nous allons montrer que le no&au de l'application linéaire u de
E dans de-q définie par la matrice U (0) se réauit a {0} . si
33 (j=1,2,...,n) désignent les endomorphismes de E définis par les matrices

~
Lj , hous avons :

Lemme 1.

N I3 . . ' 3 ~. . .
est invariant par la famille d4'endomorphismes (lJ)1S j<n

Le résultat a) du théoréme 1 est une conséquence immédiate de ce lemme et

du théoréme 2 du § 3 (pager1.3.20).

La formule (4) et le fait que si (e) est une base adaptée de E ,

p-1
ed ((e)) est une base adaptée de E' entrainent que E et E' ont méme



-
e

g
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ensembile dlexposa

Démonstration du lemmed.

2oit v un &lément nor nul de K , nous désignerons également par v
iz ratrice coleonne des composantes de v dans ia base f(e) , nous avons :
(o) v=0.
n d'autres termes, si zour tout n-uple d'entiers positifs ocu nuls d},da.-«»e@r
on pose
d-‘ 'a—:bi.a [’l N:i
H™ © {(v) =u {0} (1 LY }v
= J=1 J
4!
cu s =X o, ,
ien J
[¥
nous avens alors, pour tout s = 1,2,..., p=7 €f tout n-uple 01,a9,...,ap
. . s s s a - )
d'entiers peositifs ou nuls vérifiant ;é1 @, =< 3
a,,} ,u’,\'.c-,’y
w = nogoy o~
Jo (Vo= U .
Pour mentrer que ¥ est invariant par la famille d'endomorphismes deux & deux
Pt
permutables (l;ﬁms igp ! il suffit ce montrer cue l'on a également
3 il

aqva7’~--y”

H
P

n

s~
Nt

n
irifiant T o .

sour tout n-uple d'entiers positifs ou nuls aﬂ,aﬁ,...,an v =P .
: Z " -
. ’ . " J::
S5 1t5}1g R disignent »n nombres complexes guelconques, le
[ R n ~
tnéoréme de Cayley-Hamilton appligué 2 1'endomorphisme & ot L? epniraine que
J=1 ~ ~
n
P . ™ \P
ule){z =, T)v=0
J=1 J (%}
C'est a dire que
— o4 o o, o
PR 1 2 L0 a2 > -
Loy t, tp ees T U LGy L1 Ly esol v =C
f— i o IS <
n
La somme Stal i O Jo B CouS les n-usliis O, WO ,...,@  vérifiant L. @, =7
H s % jRe) b
Yeus supposerens que les mondmes en t,,T,,...,t  dans la somme ci-dessus,
sont rangss dans 1'ordre indiqué pour la base canonigue de mU {i?,ﬁﬂ,.,f,tvﬁ .
I o ie



D'aprés la proposition ¢ du § 1 (page 8) il existe dp points de ¢ '

1 2 D
t , T 4044, T tels que

Et en écrivant la formule (5) pour tous ces points, on obtient un systime

tinéaire & d_ 7 équations a coefficients dans @ , en les inconnues matricielles
N PN P N

-+

U (0) L41 L,7 «se L % v . Le déterminant de ce systéme n'étant pas nul on en

i

conclut que @

~?1 ~92 ~?n
J(o)L1 L," «ee L v =0

pour tout n-uples 01 ,a2 yes ey On de an vérifiant j§1 01 = p . En dtautres

termes le noyau N de u est invariant par la famille d'endomorphismes

(lj)1sj$n .

Démonstration du corollaire 1.

Comme £ est faiblement singulier a l'origine, la premiére ligne de
“1(0) n'=st pas nulle, il est donc possible d'extraire de U (0) une mairice
carréee U _(0) d'ordre et de rang p , contenant la premidre ligne de W0,
50it @F 1'opérateur privilégié extrait de @dp“1 et obtenu en prenant les

wn
o)

. s . s . s 4 . .
Lignes canoniquement associfes aux lignes de U {0). L'espace vectoriel

=

; v , . . o . s
engendré par ©{({e)) répond & la question, en effet,®P(le) est une base acaptée

de E" et comme :

tAl

e ((e)) = up(M)Q""" T,

Liesnace vectoriel E"  est faiblement singulier 4 1'origine et a méme ensemble

NE RIS A

d'texposants que £ .



L

Ch
.

Le corollaire 2 est une conséquence immsdiate du ccroliaire 1

et du théordme 1 du ° 4 (page 25'.

TEMES DE PFAIF COMPLETEMENT INTEGRABLES.

avec

ol pour tout j=1

positifs ou nuls.

Nous avons :

Proposition 1.

(s) df = wf

m P (X, )y X yennyX )
J o1, 2 m . >
E 3 3 3 dxj (m 2z n)

(x,) 1 ()™ e )

12 yesey M, Pjézﬁ;pxP (™) et ok les nombres ki sont entiers

L'ensemble des solutions de (s) forment un sous espace vectoriel

. . . { o pX1 . ) . .
E de dimension finie p de Y P*" (R) invariant par les opérations de

<D ) .
TT1 ( LR )

Par le changement de variables :

le systéme {s)

avec

et o0 &' désigne

st j = 1,2,..4yn

et

X
[

"
€

exp. tj S1 J = 142 yueeey N,

se transforme en le systéme complétement intégrable (s') df' =w'f?

. "PX o
(t1 1y peeey tm) dtj ou , PJ'. (t1,t2,...,tm)eﬂp P (&)

le produit A1 X A2 XowoX Am avec,

?

&>
I

{tj=uj+ivjEC|uj<log.r} (r rayon de D)

A. =D si J=n4+41 , n42 ,44e, M
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.
[2Y
.
[

o . e o g s Y 20be e e ——— - —

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre des variables.

Désignons par :

- A ie produlﬁ Ak+1 X Ak+2 eee X Am ’

le point ,...,tm) de A,

(tpe* Tez

et considérons le systéme linéaire
dyY
(sy) —2¥-p

[ n
l\t ,11 ) Y .
dt1 1 1 1

Mous savons que @

1°) S1 a est un vecteur de Ep sy 11 existe une solution et une seule

o

(o, , . ,a, du systéme (s;) qui pour t_ = t? prend la wvaleur
1 i i H

a , et cette solution est holomorphe en a.

2°) La sclution déterminée au 1°) est pour ., fixé, holomorphe sur

1
A,' »

3¢} La solution déterminée au 1°) est holomorphe en M1 sur Z} .

~

11 en résuite que si e (M1) est un vecteur holomorphe sur A1 , 11

existe une solution Y(t1 ,M1 ,e(M1)) de (s;) et une seule, prenant la
5 o]

valeur e(M1} pour t1 = t1 et de plus cette solution est holomorphe sur A4,
> : - 3 e '\ .
= la variabiz t, et sur A1 en la variable R elle est donc holomorphe

~

sur D' = A1 X A

1

Soi intenan M) = (e.( : : vecter

Soit ma{f}enant e(.1) (PJ(M1))1S~3S1>’ un systéme de p vecteurs
nolomcrphes sur A, et linéairement indépendants, (un tel systéme existe) ;
désignons par :

1) v, (t1 ,M1)(1S;j$p) la solution de (s;) nolomorphe sur A.
J t

e}
1

-e

prenant la valeur e, (M1) pour t. =t

2°) £ {t,,M,) le systéme de vecteurs (Yj(t1 VM) < igp et

t,,d,) 1la matrice associée A ce systéme de vecteurs ,
- . s PX 3%
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Alors T1 est une matrice fondamentale de solutions du systéme (s;) , Ce

qui entraine que les solutions de (si) forment un sous espace vectoriel
de dimension p de FPXP (D).

Supposons maintenant que “e systéme :

(s1) 12X

q =P'Y k:1,2,onc’q 3

X
3 tk

admette une matrice fondamentale de solutions Tq (t1 1Ty reees tq, Mq)

appartenant 2 S PXP ( éa'),montrons que le systéme (s&+1) admet également

e t ] 1 LK 2N ]
une matrice fondamentale de solutions Tq+1(t1 ,t2, ,tq+1 s M ) appartenant

. q+1
a QHQPXP ( é@') . La démonstration qui va suivre n'est rien d'autre que celle

du théoréme de Frobénius dans le cas linéaire. Toute solution de (sé) est

)

) . ,
de la forme Tq(t1,...,tq,Mq) . C(Mq) , pour avoir les solutions de (sq+1

il suffit d'écrire que cette matrice vérifie le systéme

0¥ = P* Y .
3t q+1
q+1

Nous obtenons ainsi

, 3T
o -
..c.\Mql = (T ) 1 (_ — + P! T ) C(M ) .
q a+1 q q
3t d t
q+1 q+1
La condition de compléte intégrabilité du systéme (s') (dw'=w' A w') , en-

traine comme on le voit facilement que

AT
_ -1 —_a
K = (Tq) (- 5 tq+1 + P&+1 Tq )

v . PXP
est une matrice K(‘cq+1 ,Mq+1) appartenant 2 jﬁ (Aq+1 Xyosay Am) .

La matrice C(Mq) est solution du systéme :

d7Z
i r————— - KZ
C tq+1

et ce systéme admet une matrice fondamentale de solutions Rq+1éfjm?xP(AQ+1x..Am).

Il en résulte que ’I‘q+1 = Tq . Rq+1 est une matrice fondamentale de solutions



1.6.35%

de ( ) appartenant a :ﬁ&po ( é@’).

L
sq+1
Vu les hypothéses de récurrence et le changement de variables que nous

avons fait, la premiére partie de la proposition 1 est démontrée, La deuxiéme

partie de la proposition est évidente.

Proposition 2.

Pour toute matrice fondamentale & de solutions de (s) , nous

avons 3 S .

3 (Q) = H(M) QJ.J
1

J

s

ot pour tout j=1,2 ,..., n , SjEyZ(p,C) et HG%pxP (®).

Démonstration.

Soit ¢ wune matrice fondamentale de solutions de (s) , pour tout

j=1,2 ,.4e.y, n , nous avons :

8 =% D, i D.€a1 (p,C
9; j ou ; (p,C)

*
Posons : C. = S log. Dj , les endomorphismes gj (j=1,2,...,n) étant
deux a deux 2mi rermutables, il en est de méme des matrices Dj , par suite

il existe une matrice inversible S telle que pour tout Jj = 1,2,...y0

Lo N

Les matrices D? étant triangulaires a valeur propre unique (cf.§ 1) . Nous

avons évidemment pour tout k et tout couple (j,1)

C. C, =¢C Cj pour tout couple (j,1) .



La matrice :

=
2
2

B (Q) =2 Q)
est donc holomorphe sur §D .

Définition 1.

Nous dirons que l'origine est un point singulier régulier pour (s)

si pour une matrice fondamentale & , la matrice H est méromorphe sur Dm .

Remargue 1.

Cette notion est indépendante du choix de la matrice fondamentale.

Proposition 3.

Si l'origine est un point singulier régulier de (s) alors E est

un sous espace vectoriel de j@ §X1 f) .

Démonstration.

La matrice H étant méromorphes dans Dm , 11 existe des entiers
positifs Qg 09y reeer 9 telle que
n qj
H (x1,x2,...,xm)j311 X,

soit holomorphe dans D™ . La matrice & (Q) s'écrit alors
n Ci—q.I

- \J v

Q(Q) = H (x1'x2’°"7xm)j1—11 Qj

on H'E€ WP (M) .

Pour obtenir le résultat annoncé, il reste 3 vérifier qu'il existe un élément

(A, ,...,)\n)GERn tel que :

172
Lim, Tf;(XQ'L =0 ’
Q=q, T QJ
QeU” j=1

pour tout ouvert distingué U de R .
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Et pour cela, il suffit de montrer que pour toute matrice constante B, il existe un

nombre réel \ tel que :

B
lim Qk = 0 pour tout ouvert ditingué U .
Q-Q Q
Q€u ©

Ce résultat restant vrai pour toute matrice semblable 3 B (avec la
méme valeur de A ) ; il suffit de le montrer dans les cas ol B est diagonale
ou nilpotente sans forme triangulaire. Or, dans ces deux cas le résultat est

évident.

2. Définition 2.

Nous dirons que l'origine est un point singulier de premiére espéce

pour (s) , si pour tout i = 1;2,...,n et tout j = 1,2,...,m oOn a :

0 < kq S 1.
1

Proposition 4.

Si l'origine est un point singulier de premiére espéce pour (s)

alors c'est un point singulier régulier.

Nous avons
n C.

¢ () =n ()01 Q7 ,
j=1

d 2 théoréme 2.1 page 111 de (2), il résulte que si on fixe n-1 des variables

ve ey X et les variables x X ceeyX 3
2'°°° "™ n+1' " n+2’ "m’

comme fonction de la variable restante a au plus une gularité polaire a

X 9% la matrice H(Q) considérée

l'origine. La fonction H(Q) est dans 9) développable en série de Laurent a

coefficients matriciels :

a. . .
i JarJaresey]
2
H(Q) = H(X1,X2,...,x ) = 1 n

m j120 j220 go0e ajnzo xJ1 X32...XJn
n

+h (x1,x2..xm)

o PX m
ol h(x1,x2,...,xm) c‘}ﬂ? P

Ecrivons ' N, (X, 3X,pe00yX )
2::; Iq 273 n

j J
J12° %1

H(x1,x2,-.0xm) = + h(x1’x2’.'.’xm)
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e e fra

. PXp /7 \n-1
ol pour tout j, , hj1E j&& (L) .

Alors d'aprés le théoréme rappelé ci-dessus, pour tout M-EdﬁkaDm“ny

il existe uwn entier q(M1) tel qur pour tout q2q (M1) ,hq(M1) =0 . Sup-
pesons qu'une infinité de fonctions (ha rie solent pas identicuemsal

nulles et posons pour tout JEI

2n-1_ _m-n
vj = {M1E (D) 'xp |hJ.(M1) =0 }
et A.n-1 n
W=uU Vv, , we(@®" 'xo"" .
JEI e

141 existe 3,€T

L'ensemble I étant infini, pour tout point M€ (D)n—1xD
tel que j, 2 g (M1) c'est a dire que M1€Vj et par suite
1

A e - 1
v= (D) x "™,

L'ensemble V¥ admet donc un point intérieur, comme il est réunion de la
famille dénombrable de fermés (Vj)jE I? d'aprés le théoréme de Baire un au

moins de ces fermés, par exemple V. admet un peint intérieur. Ce qui entrai-

ne que h, =0 sur (D)n-1x D™ Ccar h, est holomorphe sur (D)nqum-n

J .
et ceci coftredit la définition. de l'ersemalg (hj )j €1 * I1 y a donc qu'un

’
rombre fini de fonctions hj qui ne sont pas identiquement nulles. Ce résul-
tat étant vrai quelque soit ia variable choisie parmi les variables Xy1XypeeeX

(nous avons pris xl) s, il résulte que H est méromorphe sur p™ .

Définition 3.

Nous dirons que l'origine est un point singulier du type de Fuchs

pour le systéme (s) si:

o . . < i<
ki = 0 pour i %'J 1 1<n
K, = 1 1< jsnm.
i

Proposition 5.

Si l'origine est un point singulier du type de Fuchs pbur (s) alors

l'espace vectoriel E de ses solutions est faiblement singulier & 1l'origine,
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Démonstration.

——— - o i oy B it e

La proposition 3, entraine que E est engendré par les colonnes d'une

atrice
m ic P
Q.Y
1 J

n Aj
Te(Q) =u(m) 1 Q7
J:] J:

=s

ot (e) est une base adaptée.

I1 suffit donc de prouver que U(0) est inversible.

Nous avons pour tout J = 1,2,.e4,n ¢

d U A _F A _F A, F A F

= A, . = P,

xJaxj 0 0+ U0 9 +QFQ) =PUQQ
avec n A. n -A . n F.
Fanmod ,o*-nm o 3, -1 o,
=1 5=1 =17
Donc
22U +U(A.+QAF.Q‘A)=PU
iy g J J
J

et en faisant tendre le point Q vers le point Qo y 11 vient

u(o) (Kj + 2;1 log. D‘J?) = Pj (o) u(o) »

Cette formule entraine que le noyau de U(O) est invariant par les endomorphis-

mes E} (j = 1,2,...,n) associés aux matrices

T. =4, +
J

0
log. D,
J I J

1
21mi

Donc d'aprés le théoréme 2 du § 3 (page 20 ), l'espace vectoriel E est faiblement

singulier A l'origine,

soit S ™XP ( D ) , le sous ensemble de | *XP (D) des systémes

de Pfaff pour lesquels l'origine est un point singulier du type de Fuchs.

Définition 4.

Deux systémes de Pfaff




=

(51)d£

1]

=
—

H

(32) dg =w, f

X N . .
assartenant & 3 °XP (D) seront dits équivalents sur @), s'il existe une

il ey

application holomorphe U de p" dans Gl (p,C) telle que la transformation

f = Ug transforme le systéme (51) en le systéme (52) .

La relation d'équivalence ainsi définie s'étend aux germes de systdmes

de Pfaff appartenant a ‘j PXP (D).

Froposition 6.

Dans chaque classe d'équivalence de germes de systémes de Pfaff défini

par un élément de EF‘DXP (H), il v a un germe défini par un systéme de la

Pj(x1‘ 1Kgpeen ,xn)
dx.
j=1 X J
~J

M

df =

ot les P, (3=1,2,...,n) son* des polyndmes.

“

Démonstration.

5i {e) est une base adaptée de l'espace vectoriel des solutions du

systéme considéré, nous avons :

/ 4 =
() =u sy a3 .

~3

Il existe un disque D'CD , tel que U (¥) soit inversible dans D' ;

la transformation £ = U {}{) ¢ nous donne le résultat annoncé.

Cette proposition est une autre forme du théoréme de Floquet [9] ,
et présente un grand intérét dans l'étude de la classification des germes de

systeéme de Pfaff appartenant a {S;' PXP (2))



