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INT?ODUCTIGN

Une équavion différentielle iinéaire et homogéne ect dite de Fuchs
au voisinage de l'origine du plan complexe, si elle s'écrit dans un voisinace

de ce point, sous la forme ¢

dny . dn‘a L y

1Y A o= N -

() X = X a (s —— +... +a(x)y=0 .
dx dx

ou les coefficients a, lx) sont holomorphes.

Supposons que les cosfficients aﬁ{x) (i 21,2 ¢con) de (1
soient holomorphes dans un discue D du plan complexe centré a 1'crigine,

Notons R 1le revétement universel de D - {0} et ¥ 1la projection canonigus
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de R sur sa base, Toute sciution # de (1) est holomorphe sur R et i1

existe un nombre A(f} réel tel que

(2) um B g . QER . x = ¥(Q) ¢
x®*0 A
€y ¢

pour tout ouvert U de ¢ contenanz l%origine dans son adhérence et contenu
dans un secteur angulaive de sommet 1'crigine différent du plan tout entier,
Nous résumerons ceci en disant gque f est d'ordre fini & 1'origine,

Le théoréme classique de Fuchs affirme que cette propriété des
solutions caractérise les équations du type de Fuchs,

Dans une parrie de sa these (13] AH.M. LEVELT a montré que
1%étude de ces équations s2 raméne (pages 19-20, th, 2.9, et th. 2,70.} &
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celle des systémes dféqustions différentieiles de ia forme s
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ou P(x) est une marrice carvée holomorpne dordre n , La notion dlordre fin:
se généralise évidemmen: aux fonctions & valevrs vectorielles et AH M. Leveid
a caractérisé l'espace vectoriel des solutions d'un systéme d'équations difge-

rentielles du type (%) par ia propriété d'stre"faiblement singulier & L'origine

ot

. . e &
7oir la notion généraiisée {page de cette introduction).



La premiére partie de ce travail dont les résultats ont été annoncés
dans [5] et [6] généralise ces résultats de A,H.M. Levelt & plusieurs varia-
bles. Considérons par exemple un polydisque centré A 1'origine de m2 (muni des
coordonnées x1 et x2) « Notons cette fois R 1le revBtement universel de

= (D - {0}) . Dans ce cas nous généralisons la notion d'ordre fini (chap. I,
page 9, déf. 3) en utilisant des limites suivant des ouverts distingués (chap. I,
page 9, déf. 2). Cela nous permet d'introduire 1'espace vectoriel 5szq(R) des
(p,q)-matrices holomorphes sur R et d'ordre fini a l'origine. A l'aide des pré-
liminaires algébriques (chap. I, § 1, A) nous montrons, (chap. I, § 3) que tout
sous~espace vectoriel E de dimension finie q de gQEX1(R) s stable par les
opérations du groupe fondamental de admet une base dont la matrice associée est

de la forme :

2 A, 2 F.
uM) T Q. dx m o,
j=1 3 j=1 9
ol A, et F, (i =1, 2) sont des matrices constantes ayant des propriétés

J J
remarquables (chap. I, § 3 , page 13) et od U est une (p,q)-matrice holo-

morphe dans D2 .
L'espace vectoriel E est dit faiblement singulier 4 1l'origine si le rang de la
matrice U(O) est maximum. Dans le cas od q = p , nous montrons (chap. I, § 4)
que E est alors l'espace vectoriel des solutions d'un systéme de Pfaff complé-
tement intégrable de la forme :

Pj(x1,x2)

2
df = (T

j=1 .
J XJ

dxj ) £ ’

ol pour tout j , les (p,q)-matrices Pj(x1 » X,) sont méromorphes dans p° et
holomorphes & l'origine de C2 . La réciproque de ce résultat est établie dans
le § 6 du chapitre I .

Dans le § 5 du chapitre I , nous étudions les sous-espaces vectoriels
de dimension finie p de SC1X1(R) faiblement singulier A l'origine, pour
cela nous définissons une application @ de &&X1(R) dans prx (R) . Un tel
espace vectoriel est alors l'espace vectoriel des solutions d'un systéme d'équa-
tions aux dérivées partielles transformé pa ® d'un systéme de Pfaff compléte-

ment intégrable.

- Cette théorie ne s'applique pas au cas o), la sous-

variété singuliére est :



111

{x1 =0} U {x2 =0} U {x1 = x2} (au 1lieu de {x1 =0} U {x2 = 0}

comme précédemment),

car elle utilise escentiellement la commutativité du groupe fondamental de & .
Pour étudier ce cas nous effectuons un éclatement de Hopf A l'origine. Dans

la variété "modifiée", les sous-variétés singuliéres sont en position générale,
mais pour avoir la théorie locale & lYorigine dans la variété de base, il faut
faire une théorie globale dans la variété "modifiée" ou du moins sur certains

ouverts de coordonnées qui sont de Stein.

Ceci nous améne tout naturellement & la deuxiéme partie de ce travail
qui développe la théorie globale., Dans cette deuxiéme partie, on se donne une
variété analytique complexe V de dimension finie, et un sous-ensemble analy-
tique A de codimension un en chacun de ses points, dont les composantes irréduc-
tibles sont sans singularité, Le chapitre II est destiné A la définition et A
1'6tude d'une classe (P P(V,A) de formes différentielles matricielles holo-
morphes dans V - A qui joueront le rfle de formes coefficients dans les systémes
de Pfaff du type de Fuchs, Nous montrons en particulier la stabilité de
Qpo(V,A) par les modifications de Hopf introduites dans ce chapitre, résultat
essentiel pour développer la théorie globale dans le cas ol les composantes
irréductibles de A ne sont pas en position générale, Nous déterminons expli-
citement QPXP(V,A) lorsque V est une variété de Stein ou un espace projectif
complexe, A n'ayant qu’un nombre fini de composantes irréductibles toutes dé-
finies par des équations globales, Dans le chapitre III, nous définissons la
classe des systémes de Pfaff complétement intégrable du type de Fuchs, un é1é-
ment de cette classe étant caractérisé par la propriété de son espace vectoriel
d'€tre "faiblement singulier" en tout point de A , Nous donnons alors la dé-
monstration du résultat suiveant :

" Pour qulun systéme de Pfaff complétement intégrable :
df = Wf

ol W est holomorphe sur V - A , soit du type de Fuchs, il faut et il suffit
que W € QP*P(v,n) v

Compte tenu du chapitre II, ce théoréme nous donne les systémes de
Pfaff du type de Fuchs sur une variété de Stein et sur un espace projectif
complexe,

Dans le cas ol les composantes irréductibles de A ne sont pas en
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position générale, notre définition des systémes de Pfaff du type de Fuchs uti-
lise certaines modifications, nous montrons sur un exemple (§ 3, exemple A)
que cette notion peut &tre définie, avec toutefois moins de simplicité, sans
avoir recourt a ces modifications, D'autres exemples sont donnés dans ce § 3 .
L'exemple B nous montre un cas ou, pour définir les systémes de Pfaff du type
de Fuchs, il suffit de poser la condition d'@tre faiblement singulier pour l'es.-
pace vectoriel des solutions en certains points de A qui sont les points sin-
guliers de A ,

La fonction hypergéométrique F1 vérifie le systéme d'équations aux
dérivées partielles :
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x(1 - x)(x - y)E;TrA-('K(x -y)-(e¢ + B + 1)x2 + (¢ +B-B"4+ Nxy

+ B"y)éi - By(1 - Y)-ai-dﬂ(x—y)z =0
dx oy

2
y(1 - y)(y - x)-g—;+ (8 (y - x)-(a + B*+ 1)y2 + (@ + B - B+ 1xy
Yy

+ B 2% x(1-x) 22 By - x) z =0

oy ox
2
(x..y)_a___z_-ﬂ"é_z__-q.a.a_?_:o .
dx 3y ax oy

Nous montrons {(exemple C), que 1*application

transforme ce systéme diéquations aux dérivées partielles en un systéme de Pfaff
du type de Fuchs sur le plan projectif complexe., Ce résultat généralise des ré-
cultats de Monsieur A.H.M. Levelt [13] et de Monsieur Erdélyi [3] .



