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On se place dans le cadre d'une théorie de Wightman (cf. J. Bros ,
ce volume). On considére les distributions de Wightman

Wo(xgeeax ) = COfA5 3050097 Ap1yp(y) »on ApnyCpenyl0?
ol les Ai(x) sont des champs de Wightman et [0) 1'état du vide.

Dans le papier précédent, on a supposé l'existence de distributions
tempérées F;(Po...Pn) vérifiant les conditions (R) . L*'objet de cette note
est la démonstration de 1'existence des r, pour m =1,2 , le cas général
n'&tant pas résolu. Si les distributions de Wightman sont des fonctiomns conti-

[s]
nues des composantes de temps X, 0<1<n des quadrivecteurs =x

solution est donnée par[1]:

r (x eeax)) = Z )E: 0, <x;(o) ~ x:(1)>:| [:: 0, <xg(1) - x;(2\>:|

P(o...n

g’ la

o o
e [% 6i <?5(nr1) - xf(n)>} % Wb(xo...xn) ’
ot 1*on prend

[+ Q
+o, <"p(1> 'xp(m)) 8l Spoyt ees #Spyy > 0 dens Y,

o] o
s <XP(1) ’33(1+1)> 8L Sp(oyt ere *Spgyy 0 dams ¥
avec {4. 1 t>0
() =
* 0 t<o
6 — 1-9
() =1 +(1:) ’

et Y est défini dana le papier précédent.



Aux conditions R , on ajoute une condition de covariance par rapport

au groupe de recouvrement du groupe de Poincaré : [T 4 X SL(Z,C)] .

Le cas n =1

On a deux distributions de Wightman

LA (o]Ao(xo) AI(x1)|0>

v, = <0|A1(x1)Ao(x°)l0> .

On construit le coomutateur

c = w, -, = <oflax)), ax)llo) .

A cause de 1'inveriance par translation, C est une distribution dans la seule

iab = -
variable ¢ X, TX e

A cause de la commutativité locale

support C(&) = £e€V' U £e¥ "
3

~ &

v :<§I§2: §°2-Z§f > 0 ,é°20> .
1

Le support de C é&tant "régulier" on peut trouver R(£) , A(¢) ,
tempérés si C 1l'est, de supports respectifs ¢ ¢ vt y £ €V telles que

C(&) = RE) - A .

719 R et ?P A sont prolongeables en fonctions holomorphes dansa
+
les tubes (p / Imp € V- ) et leurs valeurs au bord coTfncident 13 ol 7p c =0
(R 2) .



Si les champs Ai sont covariants sous l'action de SL(2,C) , selon
une représentation da dimension finie, on peut écrire C(¢£) comme un vecteur

dont la covariance est conséquence de la précédente

L
c,(x) = cB(L.x) @Ba(L) .

En raison de 1l'invariance du vide, on a
L
Ca(X) = Ca(x) ,
d'od
R (x) - RB(LX) %Ba(L) = A (x) - Ag(Lx) @Ba(L) = g (L)

*n v o= {0} . on peut donc écrire
N
o&(L) ZE: C (L) D 5(x) s

A
ol les D sont les opérateurs différentiels d'ordre < N .

ol o&(L) a pour support

On peut alors écrire @

Ra(L’X) - RB(LL’X) %Ba(L) = Aa(L'x) - AB(LL‘x) Q)BOC(L)

— - 1 - t ' ~1
= [lta(L’x) RB(x) %Ba(L )] + !:RB(X) RY(LL x) ?DYB(LL )] Q)Ba(L' )

— e vy ot
= Z{:Cax(A) %Xp(A ) D7 8(x)

-1 -1

U A
— Z BK(A )D d(x) %B (L ) + Z—JCB.)\(LL‘) D &(x) @BQ(L' ) ’

ol 9(L') est le résultat du changement de variable x - L'x sur les pt

?



d'od
c 3. @YD (LYY + c, (L) - ¢, (LL') = O
¢, (L) est donc un cocycle & valeur dans 1l'espace de la représentation 9 @ ?

Bu
de SL 2,C . D'aprés la compléte réductibilité d'une telle représentation de

dimension finie, on a

Ca.)\(L) = CBu [@BQ(L) ?DM(L) - 63:: 6“)] ’

od {c, ] est un vecteur fixe.

By

On en déduit @

- K _ Y u
R;(x) = Ra(x) + anp DT 8(x) = RB(Lx) ) a(L) ¥ CBX 9)Ba(L) 9JM(L) D" 6(x)

B
= (Bg + Z"eu p* 6> (1x) D (L)

et de m&8me 81 R est remplacé par A .

D'old un découpage covariant € —R' — A'

Application

Supposons qu'on ait des opérateurs de Wightman vectoriels j:(x)

conservés 3] (x= o -
pdut®

Alors CIJV = <OHJ(:L)(X) , 3(3)(;;2)]]0) est un tenseur qui vérifie de

plus 2 C = 9_¢C = O .
VTR v Tuy



On sait d'aprds ce qui précéde qu'il existe un découpage en tenseurs !

Cc = R - A -
uy 3524 uy

On peut de plus choisi R t
p p c r e e A“v de facon que

5} — 3 A = 0 — 3 — 9_A
N 24 Mooy uy v ouy
] = 3 R - 0 ,
uouy T 234 134
d'ol 2 R = 9_A = O .
TR TR v uy v

ol ob a pour support l'origine et se comporte comme un quadrivecteur :
o (x) = o x)A u
v v *
On en déduit GH(X) = Bp p(O) &(x) '

d'od
au ':va - g“v rP) 6(x)jl = ap [Ap.v - P(D 5(x)] = 0 ’

Rw = Rw - g, p@) 6(x) , Aw = AW -8, P(CY O(x)

fournissent le dé&coupage cherché.

L'utilisation des propriétés spectrales montre alors gue Rp.v s Al-l"
sont de la forme (Dg“v - a“ av) }: , par suite on a sussi Bv Ruv :av Apv =0 .
Cet exemple se présente en 8lectrodynamique quantique dans le calcul perturbatif
de la "polarisation du vide" et montre la possibilité de définir un courant in-

duit conservé.



Le cas n -2 .

A partir des six distributions de Wightman

WG xix,) = OAp 3Gy 0)) ApeyO0hy) Apy ()Mo

on construit les trois doubles commutateurs

Cp(a)p(1)P(2) =~ Cp(oypc2Ip(1) = <O]|:AP(0)(XP(0\) [Pecy @y Ap(z)"‘p(z)’illo>

qul satisfont 1'identité de Jacobi

Z %orpiip(zy = ° ‘
P

paires

Pendant un moment on fixera P 4 1'identité.

C012 a les propriétés suivantes :

soient & = X, "X, . n o= x "X, . En vertu de 1'invariance du
vide par translation, on peut considérer C comme uhe distribution en &,m o

En vertu de la commutativité locale et de 1'identité de Jacobi

support C =— <TI € {'—+ﬂ £ € §—> U <n evtn E-m € {’__>

u<nei7"m§eV">u<ne{r"mg-nex?+>

En vertu des propriétés spectrales, la transformée de Fourier partielle par
N ~ 2
rapport & ¢ !t C(p,m) s'annule pour p2 < Mi , p2 ¢§mo « La restriction
~ 2 2
de C & un voisinage de p =m, est une mesure d'ordre 1 concentrée sur

2 2 vt 2 2, ~ 2
p =m , de sorte que c'(p,m) = (p~ - mo) C(p,n) s'annule pour p2 <M.



[2]

tempérée TI'(&,x,m) , paire en x , de 1'équation de Klein Gordon

Un théoréme de Dyson, Girding et Wightman agssure qu'il existe une solution

keI = (A —2-2— +M2> I €3 ) = O
—_— § - aKz o 1K1T] —_ ?
telle que c'(¢m) = (E% + mi) ci,m = T'(,k,m) K= 0

et qu'inversement la restriction & « = O d'une telle solution est la trans-

2
formée de Fourier d'une distribution nulle pour p < Mi -

Le théoréme du couble c8ne montre que, &tant donné le support de C
indiqué plus haut,

support T(&,k,m) = support C X {—w < K < 4} .

Ce support est régulier de sorte qu'on peut décomposer I' selon

+ - + —+
T =TI -7 supp I''" = supp "N €V 7)Y ,
de sorte que
kK I't = k6T = o ,
ol o est une distribution tempérée avec
support o — supvort 't n support T'' — support I'' N (N = 0)

On peut donc & nouveau écrire o =— 0; + 0_

avec support o, = {¢ €« V-In{n =o0} .

-



On peut alors résoudre

I"i = §’+
= - . o + D * O
+ Dret * + av _ ’

ol Dpet sont les solutions &lémentaires retardée et avancée de 1'8quation de

av o 4+
KleinGordon, I'~ des solutions de 1'équation homogéne ayant m8me supports que
+

—¥

T* " car le support de la solution particuliére Dr * o‘+ + Dav * O_  appar-

et
tient & support mtn support I .

On a donc @

o 4
Par la réciproque du théordme de Dyson Garding Wightman, I''" ont des restric-
+

tions C'" , & ¥ =0 dont les transformées de Fourier s'annulent pour

2 2
P <M°,etona

¢t = ¢ - c .
Nous noterons
(O, +mg)
ctt = ° of[a (=) , atx) t A(x,)][0)
(3, + ;)
¢t = ° (o] A(x) 5 AGx) ¥ A(x) [0 .

On peut maintenant résoudre

+
(D + m2> cC- = C’t .
X [o]
o
+ + +
On découpe d'abord C?'~ suivant C’: - C'~ avec :

support C’: =(n ¢ vHn (¢ ev™hy



+ — ——
support C'7 =(n € VHN (¢ € ¥7)

support ¢' —(n € vn (émev™hH

m

support C'_ =M €V IN(E €V ) .

et on 8crit
+ o+ +
c™ = ¢~ + D gc'¥ - p s .
ret + av -
ou Drgt av sont les solutions &l&mentaires retardée ou avancée de 1'opérateur
2 + +
% +m_ o On voit facilement que C™ ont en ¢,m 1le méme support que C'~ et

2 2 2 2
que leurs transformées de Fourier s'annulent pour p < MO sauf sur p ::mo .

On é&crira
¢t = {o] A (x ), Alx) ! A(x,) o) .

La question de la covariance par rapport 4 l'action de SI(2,C) de
+
C~ , comme celle de C, se résoud comme dans le cas n =1 , pourvu que 1'on
montre que l'ambiguité de la solution se comporte, par l'action de SL(2,C)

camme un vecteur d'ur espace de représentation de dimension finie de SL 2,C .

Or, supposons connues deux décompositions satisfaisant aux propriétés

voulues de support en (&,m) et en p @

cC = C€C - ¢ = - C .

On a C+ ~ ¢t = ¢ - E_ =

avec support o = {(n :0)ﬂ(§€\7+)}U{(T} =0)nN (55\7—)}
olpym) = O s p? < Mi p2 g&mi
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~ 2_ 2.~ 2
o'(pm) = (P-m)olpm) = 0 , p <M .

On peut donc écrire

N
e = ZDN) 8(n) [féj— féi’] .

~

Mais on voit facilement, & cause des propriétés de spectire, au moyen
de 1l'argument de Dyson Garding Wightman et de la résolution d'un probléme de

Cauchy, qu'on a une représentation pour o du type

la|=n I8]=N
aip,n) — zg: Da(n) () j{: p[B] [}dﬁ ¢ (p%) 6(p2 - mi)
[al=0 [Bl=o
+ /. ax? paB (Kz) € (po) 5(p2 - Kzi] ’
M2
o

o p est une distribution en K -

»

On est alors amené&, comme précédemment, & considérer des cocycles
CaB(L) et paB(KZ,L) définis sur SL(2,C) . La seule difficulté provient de
la nécessité de saturer p par une fonction test 1 paB(¢,L) = <paﬁ( L))
— — §
et de montrer que paB(¢) défini par paﬁ(¢,L) = pa'B'(Q)(%a'B',aB(L) 6aa' "

peut &tre choisi continu en ¢ , ce qui est facile en intégrant sur le sous-

groupe compact SU2 de SL(2,C) .

+
C™ sont alors définis modulo une ambiguité du type ci-dessus, de

A

covariance identique & celle de C .,

Enfin on écrira t

.'.
Co,p = Ofif2 - od1t2 - of142 + 0j1i2
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o =+ _ =+
avec support 01112 — X" %y €V N X, X, €V
= x - €V - v
support 0}172 X" X v N X," X €V
=+ =+
support O0Ot1}2 = X~ X €EV' N x_ - X €YV
gupport 0J1l2 = X~ x2 eV N xl— xz €V
+
et les décompositions analogues pour 0120 ’ 0501 y et,utilisant 1'identité

de Jacobi, on montrera qu'on peut choisir ces décompositions de sorte que

oT112 - - 012}t = 1t0t2

0j1l2 = - 0l}211 = 1]l0{2 etc ...

de sorte gqu'on a définl les six distributions voulues avec les propriétés de
coTncidence cherchées en vertu du support en p des Et(p,n) . La possibilité
de les choisir covariantes est & nouveau due au fait que 1'ambiguité de cette
décomposition se transforme selon une représentation de dimension finie de

SL 2,C . L'ambiguité de cette décomposition est, dans l'espace transformé de

Fourier, de la forme :
Po(pl,pz) Co(po) + Pl(po,pz) Cl(pl) + Pz(pz’p1) Cz(pz)

avec p_+ P;+ P, = 0 , les P, polynBmes covariants selon 1l'action de SL(2,C) ,
2
Ci(pi) holomorphe pour Py £ M? +p, prél >0 & 1'exception de pi :rmi

o il y a un pdle du premier ordre.

Application

Supposons donné&s un courant conservé jH' a“;jle = 0 et deux opérateurs

+

®,% , et considérons

Cp = <O|[j“(xo) , [@(xl) , @+(x2)ﬂ]o> .
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On a un découpage covariant des C en R ...

Comme a“c“ = 0 , 8uRu a la forme de 1'ambiguité du découpage, & savoir

dans les transformées de Fourier

(pm + sz) Clp,) + (p1u - pZ“) ZD )

2 2
of les C , D sont holomorphes pour Py ¢§Mi + p avec &ventuellement des
pbles & pi ::mi « I1 n*est donc en général pas possible de trouver un décou-
page od les R vérifient O R = O « Un tel ph&noméne est cohérent avec

1'existence des "identités de Ward" de 1'électrodynamique quantique.

Remarque sur les cas n > 2 ,

La raison pour laquelle ces cas n'ont pas &t& résolus est que,
implicitement, le th&oréme de Dyson Garding Wightman ne permet de traiter des
propriétés de support que dans un quadrivectsur & la fois. L'extension de cette
mé&thode au cas ol plusieurs quadrivecteurs entrent en jeu semble nécessiter

1'étude de systémes surdétermin&s qui n'a pas &té menée & bien.
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