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IV
DISTRIBUTIONS ET VALEURS
£U BORD DE FONCTIONS HOLOMORPHES

Conférence de A. MARTINEAU (Montpellier )
donnée a Strasbourg en avril 1966 dans le cadre de la R, C. P, n° 25
rédigée par R. STORA (C. E. A. Gif sur Yvette)

Nous nous occuperons ici du genre de situations suivantes :

(1) On se donne une fonction f holomorphe dans un ouvert { de c” .
Sous des conditions assez larges qui seront précisées dans la suite,
sur f, 2, 00, on peut parler de valeur au bord de f sur 98, au

sens des distributions.

(2) f est remplacée par une forme éventuellement d - fermée a coef-

ficients distributions, définie sur Q

~
(3) f est remplacée par un cocycle de Cech a valeurs fonctions holomor-
phes ou formes d fermées, d'un recouvrement par des ouverts pseu-
n S qzesos
doconvexes Qi , d'un cuvert (& de € , et on cherchera i définir

la valeur au bord 90 de ce wcycle,

L'étude de ces situations est inspirée par le travail de Mikio Sato
sur les hyperfonctions[1:l . On va utiliser systématiquement les mécanismes
de la cohomologie et identifier les valeurs au bord aux éléments de certains
groupes de 1'homologie de complexes fabriqués avec des formes différentielles
a coefficients distributions, une part importante des résultats fondamentaux
de la cohomologie étant préservée : suites exactes, théoréme des recouvrements

acycliques,



I - DISTRIBUTIONS PRCLCNGEABLES, [2]

. . cer s ow 2n sz
Soit Q un ouvertde €7 identifi¢ 3 R pour sa structure de variété
[ee)

C

On dira qu'une distribution T , resp. une forme w a coefficients distri-

butions, définie sur O (TE @(Q)) est prolongeable & €™, et on notera

TE @,Yloc () , si elle est la restriction & l'ouvert 2 d'une distribution
T (non unique), définie sur C" (T€ D' (@™). Tout T jouissant de cette

propriété sera appelée prolongement de T. La notation oM (Q) est

Yloc
liée au fait que la propriété est de nature locale :

Te @’(Q) est prolongeable si et seulement si pour tout £, ouvert bor-

o
né appartenanta (O, T/Qo est prolongeable L2] . (Utiliser une partition de
‘s L5 ’ . n
1'unité subordonnée a un recouvrement localement fini de € par des ou-

verts bornés).

De la mé&me facon, on dira que TS ¥ (1) si T estprolongeable en
. . . .. n . L. < g
distribution tempérée sur &, ce quil est équivalant & dire que T estpro-
)

longeable par exemple dans P (€") , le compactifié projectif de C".

Lorsque {/ est un ouvert borné, on a les propriétés équivalentes suivantes :

a) TEP(Q) est nrolongeable a R

b) La distribution de l'ouvert (U §0 définie dans (0 0) par T dans

fony . I
ct par € dans i/ cst prolongeable 8 C,

c' Il existe une constante ¢~ 0 et un entier m tels que pour toute

P€3 () (de classe c” a support compact dans () on ait :

<1, 0o>1=cC Jiollm

ol = sup (D% ¢ (x) |

x€Q k

A 2




d) Il existe un mondme de dérivation I , et une fonction continue sur

(restriction d'une fonction continue dans un voisinage arbitraire de

0
0 ) telle quel‘3J T = If dans O,

Preuve :
a—-d:siT estprolongeable, soit ¥ un prolongement . Au voisinage de

T il existe g continue et un mondme de dérivation D tels que @ = Dg dans

ce voisinage,
Soit f la restrictionde g a & ., Ona Df=T dans Q.

d 7 b : La distribution é?le a Df dans (EN prolonge la distribution don-

née dans (30 par 0 dans (Q ctpar T dans G

b - a : évident,

a€s3c : En effet notons par )] _ ((EN) le sous cspace de @(CN) muni

() . .
de la topologie de la convergence uniforme des ¢ ainsi que de celle de toutes

.. = : . . N
leurs dérivées, sur {2 . C'est un sous-espace vectoriel topologique de Q@ (c ).
y P P g1q

Si T estprolongeable il existe Y€ @I(CN) de restriction T a o (). La

distribution @ a une restriction continuec a & ({) pour la topologie induite

par & _ (@N) donc a - c.

Récipr:quement si ¢} est rempli, par Hahn Banach on peut prolonger

T a & _ @€Yy puis a O (@M.
Q C.q.f.d.

Nous allons montrer que si l'hypothése (H) qui suit cst satisfaite

1) ;‘P'(Q) est le dual de UD_ (Cn) , sous-espace de 84 ((En) , des fonc-

3 o ~ ’ . . (‘) - By
tions C & décroissance rapide, & support dans (.,




(Q) estle dual du sous-espace fermé @ _(€) de @ ((\Jn),

2) &

= Yloc — —
des fonctions C & support compact dans {4

e

(1) s'obtient & partir de 2) par passage dc c® a son compactifié projectif (réel

ou complexe) par exemple).

(H) : f¢ (ﬂ_(@n) - f=0 ainsi que ses dérivées dans [,

Q

On va alors voir que lc prolongement d'un T€ @,'Yloc (€2) a:@_ (C™) est
. {)
unique, de facon équivalente, J) ((1) est densc dans ) (€1) pour la topologie
S - p poliog
n
) .

)

induite par ce dernier, héritée de & (¢

En effet soit TE€ @'
/ n — —
%@ (C), alors Tl et T2

- — ¥4
son support dans 0! et par suite <T,-T , f »>=0 pour f¢€ ((En) en ver-
PP p ) p -
¥

Vloc (€2) , T.l’ TZ deux prolongements de T a

ont méme restriction & ) _ ((En) car Tl-T2 a

tu de 1'hypothése K
Comme réciproquement toute fonctionnelle linéaire continue sur @_((En)

N ~ 71 2 B ’ s :
définit par restriction a S Q) un élément de @Yloc ({2) on a bien

{

. @ =1®

Yloc

L'hypothése (H) cst vérifiée si Ca=070

II - FONCTIONS 4 CRCOISSANCE LENTE -

- * - - . -
Cn dira que f € \& () (C  sur {1) est a croissance lentec dans (2, s'il

existe C, p, 0 (positifs) tels que:
. _ o
[t ] = C d (x50 (1+ |x]%)

pour tout x€{! et on notera f€ \'SY (2) (si Q est relativement compact on peut

prendre 9 = 0)



On dira que € é ({J) est localement a croissance lente dans (& si
pour tout ouvert U relativement compact f/"X‘U est & croissance lente ;

on écrira alors f€ g Vioc ()

Alors si TE€ &, y , f€g

Yloc

si TP , £ 6,0, 1)

III -« APPLICATION AUX CAS DES FCNCTIONS EFOLOMORPHES -

Pour que f holomorphe dans (I soit prolcngeable :

e @lyloc (4 - resp. f€ ¥’ (€2) - il faut et il suffit que

fe & (c2) .

ety

() - resp. ’5

Yloc Y

11 en est alors de méme de toutes ses dérivées partielles,

Isquisse de preuve :

On exprime f c¢n un point a 1'aide d'une intégrale de Cauchy et on

applique le critére c) page 3 Cf, 5).

IV- VALEURS AUX BORDS DE FONCTIONS HOLOMORPHES

a) Valeur au bord : cas d'unec hypersurface,

Soit f holomorphc dans {i proleongeable comme distribution.
Supposons o{l suffisamment réguliére {la régularité nécessaire au voisinage
d'un point frontiére dépend de l'ordre de croissance de f z2u voisinage de ce

point) d'équation ¢ = 0 telle que dy #0 si ¢= 0

Soit f un prolongement de f nul en dchors de & (il en existe au moins
un si f({@l\(loc (© );df estune (0, 1) forme de support 3% ; on peut donc

écrire dans un voisinage © d'un point M de 9Q

- wh 6[h] (©)



ou les 6[h] () sont les distributions introduites par Gelfand et Shilov [4]

et ot les ®w sontdes 1 - formes & coefficients suffisamment réguliers dé-
finies sur ©,

Ecrivons que dw = 0, Il vient

N - B [ -
54 o, 6lh] () = &l 6Lh+l](ﬂP) Ado=0
h=20
Soit
N - -
£ (@ oPtl _wh A G MBI (g - g
h =-1
(avec wl = 0)

Ce systeme devient en notant la restriction d'une fonction g ou d'une

forme @ & o0 par g/d0 ou w /5

N N
((Cl. €V \1)0 A 4 ® ) /aQ: 0
o 1

. o )
3% (d w - w Adcp)/aQ~O
~ h 1 _
(dw” - w AdCP)/aQ—O
_h
3 7 h h-1, =
— {(dw - A4 ) =0
acph /o0
\
N . -

Les équations se simplifient si les @ sont choisies, dans un voisinage



@ de 9Q , indépendantes de ¢ :

de® = 0
Ewl-woAacp=O

Il est alors possible de trouverdes distributions Xo *** AN suf-

fisamment différentiables en ¢ telles que

h-1_ 7 -
&w =d Xh + Xpho1 do

par résolution itérée a partir de la derniére égquation du systéme 1.

La premiére équation de I donne

donng:O

et, en tenant compte du systéeme II on obtient

h (k] N s[h-1]

8(9) dy+ T d (x (9) ).
1

OL"]Z
&
o
€
i
=

ou Xq satisfait aux conditions de Cauchy-Riemann tangentielles :

axo a QP

.21- = )\-5—2_:: (izl,..., n),

% ¢étant une distribution suffisamment différentiable en ¢ dans ©

Nous allons voir que X, est uniquement défini par f au voisinage d'un

point frontiére donné, «¢ étant donné, et, en conséquence, Xo/aQ ne dépend



que de f au voisinage de ce point,
Soit T=1f -1 la différence de prolongements de f, nuls en dehors
de Q@ . T a son support dans 3¢ d'od , localement, T =y Th é[h] ()
Y

Dire qgue d T est coho rmlogue a X 8(wp) Ticp , c'est dire qu'on a une
identité du type XO 5 () dtD = d( Z oh 6[ ]( ) ), soit d ©° = = Xq acp d @1 +
@Oacp=0..,a@h+®hldcp=0,OquJ-O ce gui entraine @N—ON‘I

= 6% = 0, et par conséquent

La globalisation de ce résultat se fait de la facon suivante : soit
{Qi} un recouvrement de C" par des ouverts relativement compacts ;

¢ = 0 1'équation globale de 90 ; on a

w/Qi = 0 si QiﬂaQ = 0

w/QiN X; 8(w) do si Qiﬂao )

d'aprés le raisonnement précédent, X; se recollent avec x] dans Q N Q.

si Q N Q N3 # ¢ de sorte que les X5 6 (w) dcp se recollent dans tout

J

n T
C sulvan‘r une distribution X de support 90 ; il en est de méme pour .

ja. " XJ. 8 (p) d 9 ; car d(ﬂi-ﬂj) =0

sur 'Qi N Qj , donc si T esfla forme recollée w-y = d T clest.

primitive 3 support dans Qi Noall de w
m

donc TTi =

a-dire que ¥ est d cohomologue & w,

L'objet naturellement attaché a f{ par cette opération est la classe de
1 - formes d fermées & coefficients distribution support dans 0 modulo
le d de distributions 2 support 92 ., Nous noterons ce groupe Hl, r(@n,ﬁ' }
Nous avons vu que dans toute classe de Hl@ 30 ((En, 0) on peut trbaukleer un
élément de la forme Xo - 5(p) dp ou X, satisfait aux équations de Riemann
tangentielles et est différentiable en ¢ . La question de savoir si tout élément
de Hi@'aﬂ (@n, & provient d'une fonction f par la construction ci-dessus se-

ra traitée dans ce qui suit, mais de toute fagon s'il en est ainsi le représentant



X, 6 (p) d ® ne dépend que de { , et méme X, Be dépend que de f, ¢ étant

donné.

b) Valeur au bord : cas d'unc intersection hypersurfaces,

Cn fait 1'hypothése que { est de la forme (/l n QZ , an , 8@2
étant suffisamment réguliers et cn position générale, Le procédé précédent

s'applique de facon itérée : on prolonge f en une distribution f{ définie dans
Q

1 L
est prolongeable & © QZ n Ql ; on en forme le d et on obtient un element c]Ie

Ho%, 30 N Q (€™ &), ce groupe étant défini de la fagon suivante :
) 1 2

1
; sa classe dans Ha?: 3000 (c" Két

, & support SL Ql et on forme g = =df

&%

Soit W une sous variété C  d'une variété complexe V, Q un ouvert de
V ; on peut considérer le groupe I-’o? O ﬂW(Q @P) quotient des (p, q)_‘f.ormes
a coefficients distributions définies dans Q 3 supportdans QN W et d fer-
mées, modulo le d de (p, g-1) formes a cocfficients du mé@me type. On
dira qu'un élément de H‘;D'Qﬂv\? (@, p) est prolongeable s'il admet un re-
présentant prolongeable ; alors si 0Q71W est assez régulier on définit la
valeur au bord de cet élément de la fagon suivante : soit @ un représentant
prolongeable, @ un prolongement a support dans Q0w ; on prend la classe

P : P - .

de d @ dans ho%, V\ﬁa? (VT ) . Il s'agit d'une opération cohomologique de

cobord,

Alors si f est définie dans QO n...n0 Qk les Qi étant & frontiéres

suffisamment régulieéres et en position générale on peut définir la valeur au
bord de f sur BQO A...nN an par itération successive : on prend la valeur
au bord dans 0, N ... NQ, sur 80 N N... £, puis la valeur au bord de

k o 1

celle-ci sur 90 N d8Q. NQ_ ... NQ dans 2, N ... Q et ainsi de suite, et
o 1 2 2 k

212 k+i o
on peut s'assurer que 1'élément de H _ | (V ,8P ) ainsi obtenu

2,90 ... 00

ne dépend que de f et non des prolongements effectués.



c) Représentation canoniques de ces valeurs au bord.

On va supposer les 9Q. en position générale définies globalement
par (pj = Re ‘bj =0 ou vgrj est holomorphe, d D A Ad P # 0 en tout
i N of
point de oG _0 ... Noq, .

flors , on a le

Théoreme :

Si g<k H%"BQ A N 30 (V, (fp) = 0 et dans toute classe de
k+l Cv‘\,/\l_ ...
T

In(@zaQ n N 30 (v, 09 ? il existe un représentant unique de la forme
) O . & A k

Xo. ..k 6(@0) R 6(ka) 5@0 AL A g@k Xo. Lk étant une distribution définie

dans un voisinage de BQO n...n BQ,{ , fonction différentiable de ¢ ... @,

qui satisfait aux conditions de Riemann tangentielles d Lo K A d P, A, 'E(Pk: 0

et dont la restriction Xo Lk /aQo n...n an est caractéristique de cette classe.

Preuve :
C'est une généralisation du calcul précédent une fois qu'on a constaté

q-1 Py . o /e )
que HO@,’BQO NN an N (w, 0F) =0 pour tout ouvert wde V entraine

que la relation d'équivalence de passage au quotient dans 74 (1'ensemble des

d ‘mées 3 st 30 h 30  definit B9,
formes d fermées & support dans (‘QO Lo Ook) qui définit IT;@}BQOO‘ .. ﬂan
(v, © Py est une relation de type local. On emploicalors une récurrence
décrite en 5) .,

d) Valeur au bord habituelle

Si f est holomorphe dans 530 n,..n Qk , sa valeur au bord relative-

ment aux coordonnées U @ décrite dans la

"k est Ko

a0 N...Nan
... k/ QO LY

formule précédente ; cette distribution coincide avec la distribution donnée par
un processus de passage & la limite employé usuellement : si on se place dans

un voisinage  d'un point de BQO N,..N3Q de sorte que pour Coe v+ €y suf-

k "k
fisamment petits {cpj = Cj} =1, .k définit une bonne variété _T':/I(co. .. Ck)

dans Qo n,.. an NQ, etqu'on considére la forme de Gelfand-Shilov
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W ((pO = Cos P = Cps Py - Oy ) sur cette variété définic par o (CPO - ¢,

Py = Oy ) dCPO - dCPk = dV mesure de Lebesgue sur &/ (cO cee O ), on voit

que la forme f/.‘/,(h ey ® admet une limite au sens des distributions si
Y \—Oo .. k

f est prolongeable - et réciproquement sila limite est atteinte uniformeé-

ment en Cj - cette limite étant obtenue par identification de }‘."E(CO e ck)

avec Mlo,..., o) au moyen de la famille des normales a >%(o,..., o) définie

par les coordonnées qﬂj .

11 faut vérifier, c'est un point capital de la théorie que cette méthode
B P q

donne le méme résultat que la méthode précédente, Et les deux définitions étant

de nature locale il suffit de le voir dans le cas ou f est continue jusqu'au bord,

le cas général s'en déduisant par dérivation,

e) Valeur au bord pour un systéme de fonctions holomorphes.

. . . . ~
L'objet qui s'introduira naturellement sera un cocycle de Cech;
la valeur au bord de ce cocycle sera définie en sorte qu'elle ne dépende pas de la
classe de cohomologie de Cech du cocycle et méme du changement de recou-

vrement, Ceci sera précisé plus loin dans un cas particulier,

V - PROBLE™MES DE REPRESENTATICON -

La définition des valeurs au bord pose les questions suivantes :
1) L'application f~ 3f est-elle surjective c'est-a-dire tout y sa-
tisfaisant aux conditions de Riemann tangentielles est-il valeur au

bord d'un { %

2) L'application f~3f est-elle injective c'est-d-dire, si X estnul,
f est-il nul ? (c'est une variante abstraite d'un théoréme de repré-

sentation intégrale).

On peut répondre par l'affirmative 4 ces questions dans des cas par-

ticuliers :
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a}) Valeur au bord d'ordre 0. {(*fartinelli)

. f€r° Q, 1§
On se donne f prolongeable : fC} Yloc (@, )

- - 1
df=uw (mod dx): ‘”E}i@;agz(@n , )

dénotons par K les complexes de formes munis de la différnetielles d ;

on a la suite exacte

n n

—_ . » — o - -3 Q -
i )
formes a i. e formes
coefficients a support définies
distributions dans Q sur (,a
a support coefficients
dans o2 distributions

prolongeables

D'ou la suite exacte de groupes (de cohomologie des complexes K

pour la différentielle d)

0o - H:@ (c®, 0 - r°,_(c", &) - H® Q,8)
/j s Q o , 0 Yloc
résolu- support
.tion del _ Nee———~————— \""""—-\/__‘__J
SN -
fonctions holomorphes i.e a support fonctions holomor-
a support 9Q : 0 0 si 0 £ g phes dans Q admet-
tant une valeur au
bord distribution
1 n 1 n g
3., H €,y - v, (€ f"
D30 2, Q
Par suite si Q # C° v &« l'injection :
o i 1 n /
- 0 i ~
o~ H® (@ 6 ">H<§D/’59(¢ , @)
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i. e si deux fonctions ont mé&me valeur au bord, clles coincident [Remarquer
que l'homomorphisme 0 = i défini précédemment est bien le composé

fof-df)

Supposons maintenant que { soit relativement compact ; pour que

le probléme de représentation 1)_ soit résolu par l'affirmative, il suffit que

o, — 0,1
Hle‘a’@ (c, 9 =0 ie. Y oW de support & .~ 4 & ) =0~ ¢,
o,1 ' _ —_—
w =d ¢, avec @ & support dans {, Or on sait qu'on peut trouver @
définie dans C" , & support compact, pour n 22 , de sorte que
0,1
’ - - 3 \ A
v =% A,dz,=do: =2 = 4y aune solution pourvu que ﬁéh = 24k ,
3 dz. dz 3z
h k h
par exemple , @ = L Ay K (‘—1'— 28 ... 6 ) quiaun sens puisque
I 1 2y z, z,
Al est & support compact.
o o 1
En effet, = [y % (/mm — z, 250 ® . 6 ) = A, % b=,
- 1 — ™ 1 z z 1 1
dz dz 2 n
1 1
a(«P af; af;
S O e QSR N
a}Zh Dzh n azl 1 Zn
_ 5] 1 1 5 _ - A
—f\hh* (—a-:--TT'E'— ‘?‘Q‘JZ )—Ah* 6—Ah
z 1 n

1

D'autre part le support de ¢ estlensemble des =z tels qu'il existe

z, de sorte que (z1 - zn) €0 ; @ étant holomorphe en dehors de ! est nulle

1 ,
en dehors de cet ensemble, par prolongement analytique en Zoees 2, si Ile

est assez grand on en déduit que ¢ est d support compact et primitive de

-9

w ., Side plus 6Q n'a pas de composante conhexe compacte /{)5 nulle

assez loin et holomorphe est nulle dans tout { Q.

Donc , pour n =z 2 dans les conditions énoncées sur (2 relative-

ment compact, { O sans composante connexe compacte) la donnée sur 90
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suffisamment réguliere (¢ = () d'une distribution T satisfaisant aux condi-
S n . .
T 6 (0) d € }f,&l/a( (C, &7 implique

, prolongcable, de valeur au bord

tions de Riemann tangentielles

l'existence d'une f holomorphe dans O

T.
b) Géndéralisation,
On considére la suite de complexes suivante :
U (c™) - K (c") UK, @) e
' ,00 N3t 62 D00 0 fa0, N o A0 Q 1
' )aﬂopazl"’ﬂo‘k C’Zy’a)o TR k-1 ?k G, ao"'ak--l b
loc k
formes a coefficients i, c. a support dans formes a support -
T . n = o
distribution 3 support BC,O N, JQk-ln € dans 02 ... o 45
prolongeables.

dans 0Q 7, .. N 3du
o k

munis de l'opérateur d

Cn en déduit une suite exacte de cohomologie :

. - e +
.- Hq .(Cn ) - - g4 (-“'kA C]Vn) . R =S Hqg\} : (C?g)
3 N2 (i Q Q 23N i
; d&).o n... BQk_l Qk yloc , 20 Loy Qk ;08 o [ees iy
~ B (@9 . -

2 5, . na. 0
4 7o k-1 k

La considération de 9 n'est intéressante que si q = k
L'injectivité résultera de

He o (g7¢) _
&y ¢ G C
oD‘; on. . .oQk_l n o

et la surjectivité de H;)/ 30 n dQ 0o



Si g=1 n=22 etsi { (BQO N Ql) n'a pas de composanteconnexe

compacte, on voit que l'application d est injective,
Or elle est aussi injective de

HC | (QQQI)—'HI, O )
2 loc'  ° Qaane  °
/ 771 7o
donc dans cette situation on trouve que l'application de f définie dans Qo N Ql
et prolongeable sur sa valeur au bord d'ordre 2 définie sur BQO N o€, est
in jective.

La surjectivité n'est en général pas assurée,

De méme sous les hypothéses du théoréme sur la représentation
canonique, l'application f -3 { (BQo ... N an ) est injective mais en général

il ne peut y avoir surjectivité.

c) Représentation des distributions :

Si T est une distribution T(z, v, ()} sur Q :(Qo+i1Rn) X Ql X QZ ,

nous écrirons qu'elle est holomorphe en { si elle satisfait & 1'équation dgT=O.

La distribution T (z, v, {, )} sera dite distribution en z dépendant des para =
metres v, {, de facon distribution en v, de facon holomorphe en C.O .
Nous considérons le complexe des d formes distributions en z dépendant des

parameétres v, {, distribution en v holomorphe en {

Si @ estun ouvertde Q% xim®", on peut considérer les distri-

butions définies dans © et prolongeables,
Cn ale
Théoréme

BP, o (@ +im™; 6 (09 (D @), =o

D Q 1 2

/0
Si p<n
e
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Le groupe HP estle quotient des formes de type (0, p) en dz & coef-

ficients dépendant des parameétres v, [, 3 support dans Qo s dZ fermées,

modulo les dZ de formes (0, p-1) en dz & coefficients de mé&me type.

La notation s'explique comme suit : les fonctions holomorphes dans
un ouvert {2, & valeurs dans espace vectoriel E sont notées &(E) (9, et
le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur un ouvert de ¢ a va-
leur dans un espace vectoriel F se note naturellement¥ (F) ; le g-idme
groupe de cohomologie & support dans un sous-ensemble fermé X dans

. . Ol - N .
Q +im"™, a valeur dans un faisceau ' est noté HY (¢™ ,3) ; nous rajou

tons 0 & coté de X puisqu'il nk s'agit pas d'un \'rai>§roupe de cohomologie

a support, et pour rappeler la nature de la résolution considérée,

)
Soit alors dans tout ce qui suit 0 = (09 (& ()a,)). Onala

suite exacte de complexes pour la différentielle ds

- o oy 13 — , 0O o n —_ -
oﬂhﬁrQ Q° +im™) KO(D Q7 +iR") K c (GQO) 0

Q) Ylo
d'ou
L 0, .0 1 .r (0 e g2
0 par Dolbeaut g¢néralisé
2ul, O3 e @ v im™, 0 3

3. @ 4 im?, 0) S
- "ﬁf oy oA
& |
0 par Dolbeaut généralisé
N - 1 o, .on
d'od HL, (0 , =" (©°+ir",0)
Yloc 0’ m KT T
2 o
a
en particulier, E™ (00, 8) =D (YD @N@,NE@ )
Yloc [ IRV 2 [¢]

n-l - © prolongement - d ¢ de support Qo

Yloc
d TS dz TED (IUL @M@ )]

lwerE
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P L.n-1 2
Les éléments de H (G QO, ,‘Q) sont de plus'représentables"
Yloc
N~
par des cocycles de Cech prolongeables d'un recouvrement de v UO dans

.1 . . . .
QO + iR par des ouverts pseudo convexes & frontiéres réguliére et en

position générale, Un tel cocycle est la donnée pour tout (io. .. in 1) tel que
1'ouvert Q'i ; = (\1 n...n Qi soit non vide d'un élément
o' "' 'n-1 o n-1
fi ; degj (Qi i ) prolongeable, en tant que distribution dépendant
R o' ' in.1

des parameétres u, {, de fagon holomorphe en { , distribution en u, a

Qo +iR", les f. ; étant de plus assujettis aux conditions :
0" " 'n-1
i/ (i ....1i )y - f. . est une fonction altérnée des indices
o n-1 1 ...1
o n-1
il/ 51 Q. i 4 % on a, dans cet cuvert
R
- I
T (-1)7 1, R . =0
h=0 lo"'lh"'ln
Un (n-1) cocycle est un (n-1) cobord, s'il existe o, j holo-
morphes du méme genre, prolongeables, définis dans Qj Oj n-Zsupposé
non vide tels que © n-2
fl i = (_l)k Q“i T 1
o' "' n-l k o] k* n-l1
. 3 —}ﬁ? z 9] P Tn_l - .
Si on note par 17 la donnée des (. et H (R) d) le quotient

Y loc
des n-l-cocycles prolongeables par les n-1 cobords prolongeables, l'isomor-

phisme classique de l.eray repris dans les nouvelles hypotyéses conduit

a un isomorphisme enire

gt (R 8 er v ((o L0

Yloc Yloc

Pour définir la valeur au bord d'un cocycle on prend sa classe dans

yo-l (K ,9:) puis on lui applique cet isomorphisme, on le coimpose avec

Yloc
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1'isomorphisme du cobord de H'y;. ($2°, 6) dans B” @+ im"”, 8) puis

)

A
< o}

. La valeur au bord est définie

o

avec l'isomorphisme de ce dernier avec & (Rr™M
en toute généralité et étend les définitions usuelles, L'existence de l'isomorphis-
me entre groupe de Céch et groupe défini par les formes distributions dépend
du fait que la cohomologie (définie par les formes distributions & croissance
localement lente dans un ouvert de Stein a frontiére réguliére ou d'une inter-
section finic de tels ouverts en position générale est nulle, Ce fait dépend

des résultats de L, Horminder, et peut &tre démontré pour des convexes (a
frontiére non nécessairement réguliére) par une méthode de transformation

[5]

de Fourier Borel .

Enfin si fEHY (. . ) sa valeur au bord 6fi

loc 1 ,...1
o

n-1 o n-1

existe au sens limite sur BQi n,..nNn aQi
o n-1

On peut montrer l'existence d'une fonction «@:

1

(i ...1 ) -o(i...i_ ;)avaleurs -1, 0, 1, alternée, indépendante de f{
o) n-1 o n-1 v ’ p

a smpport fini concentré sur les (io. - in-l) tels quc
|aQi ﬂ__,ﬂ&ﬁ?‘i |—I[Rnl , telle que
o n-1
G R . LN
21y = o'(lo"'ln-l) & fi o 3yf . Cf 5)
o n-1

Une telle formule relie la valeur au bord "cohomologique'' a la valeur au

bord ""usuelle',

De ces isomorphismes et de la derni¢re propriété invoquée on tire le

"Théoréme de 1'Edge of the wedge"

v
Si un cocycle de Cech localement a croissance lente a une valeur au bord usuelle

v
nulle, c'est un cobord de Cech localement & croissance lente et réciprocuement,
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Applications :

. . - .t
L'exploitation de ce résultat montre que si f— sont holomorphes dans

) + N ; . )
N tImz €l <} I cénes convexes, (! voisinage d'holomorphie de

o n - o .
{7 < R", et ont m@me valeur au bord sur O elles se prolongent analytiquement

l'une dans l'autre,

-~ P ”~ I 61 -
On a mé&me un résultat plus général : " soient fi holomorphes dans
{Imz¢ Fij , Ti cbnes convexes, alors sila somme des valeurs au bord

des f. sur Q_ est nulle, il existe des fij holomorphes dans {I m z € Ti.}

rij est enveloppe convexe de [, et Fj , de sorte que dans {Im z € f’i 5,
fl =z fi.
j J
ol on a posé par convention f - f, .
ij i

Ce sont ces théorédmes qui sont appelés par les physiciens, théorémes

d' Edge of the Wedge.

d) La transformation de Fouricr - Carleman,

. n
Soient v ... Vi k+1 vecteur non nuls de (R

T(vo. .. vk) 1'enveloppe convexe des demi-droites engendrées par les Vi

lorsqu'elle est strictement convexe,

’

Soit ®© & ‘;V(IRn) ; on peut écrire ® = Df f continuc d croissance lente ;
posons
S -1 <x, 2>
| f{x) < ’ dx = © v
v v o' 'n-l
o n-1
L'intégrale converge dans l'intersection T v des tubes Tj de la forme
n_ . N . o' "' 'n-l. ; . . e
R x1iF ou PV est le demi-espace ouvert polaire de la demi-droite défi-
v, 7.
J J
nie par v.. Si TV v # ¢ , c'est a dire, si T (vo vn) est strictement

O n
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convgxe , on a

- h .
hz:,;o(--l) IP(VO... h”’vn)_

<)

sauf au plus sur un cnsemble dc mesure nulle, ou 1, c¢st la fonction caracté-

.l

ristique de (. Par suite, on a

(-1)h ¢, o . =0 dans T
0 o """ h*"" n 0"'vn

q M3

h

N . n
Ainsi & f est attaché un cocyclc du rccouvrement de C\,’Rn dans €, par lcs
demi-espaces Pv

J

2z N

Par application de I , on c¢n déduit un cocyclc attéché a &

& = IP D (f 1 - ) L:-l <X, z> dz
V...V I
o n-1 V... V
o n-1
~
'—‘(5“ Do
V...V
o n-1
Cc cocycle est prolongcable, plus précisément chaquc <y v ¢st un
élément dc (@ n... N Pv ) donc dc ° n-1
Yo n-l1
N N
Hy (P . P, )
o n-1

Si on change de primitive pour © , lc cocyclc scra remplacé par un cocycle

qui lui cst cohomologuc parmi les cocycles a croissance lente. Pour le voir
C d . )
= g, — ¢tant un opeératcur &
. < du . du
coefficients constants, homogeéne, du premicr ordrc,

il suffit de l¢ voir pour f ¢t g , ou f =

d d
— (g1 ) =1~ f+—1(1 )
— r — r i g
du g oo ¥y 1! v Yn.1! du Wore s Vna))
ct le decuxieme termec c¢st sommc de couches &‘v o v portée par
les faces ' (v ...9....v_ ,) dépendant dc ° J n-t

o j""" 'n-1

fagon alternéc des indices.
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. . s i<
Par suite si v = | %_ g 1 r (v . ) ot Xz s o
Vo n-1 du o" " ‘n-1
on @ | - h
@ =y + 2 (1) w R
v v v v L v
o n-l1 (o] n—l [e] e} n_l
~ r"\" .
ou = M cst alterné, prolongeable.
V. ... V V .. V
[¢] n-2 o] n-2

Donc @ et ¥ différent d'un cobord dont chaque composante cst prolon-

geable cn élément de .

. ) . ~ .
Supposons maintenant que Y ait son support dans un cdne strictement convexe

', et d'intériecur non vide, Alors il existc unc primitive continue de ® i

b

support dans ', Pour cela, vu les hypothéses faites, on peut supposer que

20...x_ =20

[' contient, aprés choix convenable des coordonnées, le cdne X 0

Soit E unc solution élémentaire, a support le c¢dne des coordonnées po-
bt
.. onN .
sitives, de , ou N estasscz grand; alors E X € a son

support dans ! ¢t est continue,

Dans ces conditions, si [ (VO. ceVy 1) 2T , ona
- -ixom e -
= - 51 T (v ...V NI =y
Py L.V » ¢ > ( o] n-l) ;
o n-1
ona ¢ = 0, Si on dénote par T le tube IR+ il , ces propriétés
V...V
o n-1
se traduisent ainsi :
Si T s C T la valeur de 7, N cst constante donc ces compo-
o n-1 o n-1
santes du cocycle se prolongent toutes les unes dans les autres dans T ;
Si T, N_-T#¢@ lavaleur de o y est nulle ; nous disons
O- . s n-—l o' ¢ n_l

dans ces conditions quc le cocycle a son support dans( (-T).
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Ce fait se généralise. Si un cocycle non nécessairement d croissance lente
est & support dans ﬁ(—T) il lui correspond une fonction unique ¢ holomorphe
dans le tube T et ©® sera localement 3 croissance lente dans tout tube T'
de la forme {Rn + il * ol sz

s1 on est parti d'un cocycle localement & croissance lente,

est & basc relativement compacte dans [’

Réciproquement, toute fonction © peut-&tre définie par un cocycle, Si
@ est d croissance lente dans tout tube T' le cocycle secra a croissance lente,
si 9P estlocalement & croissance lente le cocycle sera localement & crois-

sance lente,

Cette situation se localise : soit {2 un ouvert d'holomorphie, anm™ = P,
Soit un recouvrement de Q - Q° par des ouverts Q%+ i PV NG, tout n-cocycle
y de ce recouvrement a support dans ang @° -1 r* ) deifinit une fonction
¢ holomorphe dans QN Q% +i T * et il vy a correspondance biunivoque entre
¢ et la valeur au bord de ¥ . Je n'ai pas étudié la réciproque dans le cas

local.

Post - scriptum (A. Martineau)

Je remercie chaleureusement mon collégue STORA pour toute la peine
P
qu'il 4 prise pour essayer de me comprendre, J'ai ainsi sous son influence

pu éclairer quelques points obscurs de mes idées.
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