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La situation décrite par Bros se résume comme suit

Champs A(x) Distributions de Wightman
Satisfaisant aux axiomes &> W, satisfaisant aux
de Wightman conditions W

Distributions retardées
c--> généralisées satisfaisant

aux conditions R.

Quelques commentaires sur la faiblesse actuelle de <-->
seront faits plus bas, mais on a bon espoir que <& --> de~

vienne & dans un temps fini.

LES CONDITIONS R

4m 4fr+1)
Pour tout n>0O on considére l'espace R C R des
vecteurs .P:(Po,.;., Pn) dont chaque composante P, est un

n
4 7
vecteur de R, satisfaisant Z p; =0 . Les carrés de
L=0

g
quadrivecteurs dans R seront des carrés de Mimkowsky :



(R 1)

. n n+t
On considere aussi R C IR. , espace des vecteurs

Se(4...,4,), s.e R" > 4. =0,

PETe)

On dénotera par I tout sous ensemble d'indices pris parmi

(O, IR 'n.) °
On trace dans l'espace des S l'ensemble des plans d'équations

dI = Z 4:=0
lex
On appellera ‘X; tout ouvert de l'espace des S , dont 1la

frontiére appartient & des plans 41-.-0 , 2 1'intérieur duquel
tous les <y cnt un signe déterminé. Les ‘X; sont des c8nes

polyédraux dont les ar8tes unidimensionnelles sont de la forme

4: AG , Azo 0’6?,8'}.

A tout ) est associée une distribution tempérée
o

~ . n ~ ~
’(,a (Po;"-‘ pn)zg(iz;op()e(:p)saest la valeur au bord sur les réels

~

d'une fonction holomorphe - que nous dénoterons encore ea -

dans le tube convexe Za % base imaginaire JIm P é‘.\é

L=ZPIP=Z HAO—A-HJ<V+}I

Gl:,aréke J
de ¥y,
~ o . .
. CBY= dim- £, (Paik)
Ke VY,

F, (P) est la transformée de Fourier d'une distribu-
=%

tion tempérée (X dont le support est le dual de vV,
o d



(RQ) si Y

etX(L‘ ont une frontiére commune de dimension n.4 ,
ol B

d'équation -4, -0 , alors, leurs valeurs au bord sur les réels
aussi bien que sur les complexes, o Im p, =0 cofncident

2 2 , g 2 2 2
lorsque (]ee PI) < M7 , (et éventuellenment (Re P.I)?t m; < M)

)]

-~ 2 7 . rd
m et MI_ sont des nombres réels positifs donnés par la

A
physique.
y ) bl 4
s " 3 ” 4 2
(R:")) Si quatre X\S contigus" dénotés par 'X'IJ ont deux a deux

deux frontizres communes ;=0 , -J; =0

) Tt : v
(drzol ;20 dans X;a’ ), telles que I¢ J, (1¢7, I(“[.LJ;
T4 | J alors, on a l'identité sur les valeurs aux bords & l'intersec-
7

tx
tion des frontiéres communes de CIJ t

N.+_ ~/ -+ ~N oo

GIJ - eIJ B GIJ * elJ =0

ol
(R4 - 1es e sont invariants de Lorentz) .

Commentaires .

LLes relations (—W')sont de deux sortes
WN;—WELIV@LOH les WVL sont lindaires, les W, sont non
linédaires. Les relations ('Q 1,2,3,4>décrites ici sont linéaires
En ce qui concerne ---s on a bon espoir de montrer que

{’DJP} satisfaisant WL <> 4){90(} satisfaisant
Ce travail a été fait pour ML= 2°; 1'échec enregistré pour
n > 2 provient principalement de 1'ignorance de la solution

du probléme d'enveloppe d'holomorphie posé par (R 4234),



La Solution de(R

Les identités lindaires (R3)se trouvent 8tre des iden-
tités entre éléments d'une algébre de Lie. Envisagées dans l'es-
pace des X , sur les ed', elles donnent lieu, en vertu des
conditions de régularité4)des supports des Qd (c{:.'R’l)
décomposition suivante trouvée par 3ros : Soient (LJ) les arétes
unidemensionelles définies par <, -0, /(:ﬁé,j}. on considére les

cBnes simpliciaux Sa définis parh telles arétes. A tout S&

~

on associe une fonction ‘ga dans le tube '60_‘.

b A
Im p:- l Ha <o HA€V+

\A:are}:c y
de S

a

Alors (PS)implique la décomposition de Bros

6= Z 1

SR

LE PROBLEME D'ENVELOPPE D'HOLOMORPHIE.

~J
En termes des ’ca , (RQ)devient pour le couple &'Yﬁ

voisinant le long de Iy =O

val .au hord (Z Z g‘E ) = ) C’R,e P;) < M:; (R:Z)

Im PI’O S DX

Sa’i’ﬁ% gﬁ¢§
ce qui, par le théoréme de 1" Edge of the wedge" permet d'é-
tendre Z L. et Z ? & un voisinage complexe de ﬂ'E ﬁ(\gy,
DY, 20 »‘ S Son

au dessus de (Re PI 5«'/’3? Ss?%x
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On va rapidement voir que la résolution des relations
linédaires (R?))de l'algébre de Lie sous jacente se propa-
gent dans le complexe en s'agrémentant de problémes d'enve=-

loppes d'holomorphie.

Exemple : n=3

On dessine l'espace des Sen coupant par un plan/.on

cbtient ainsi la moitié des cellules 3@ .

4

f,d 44;0
2. -t *- N

+[1

D

B
7
.
I
N



(R,Q,) par exemple : i/ LLJ - W -+ @

i/ VoA &

etc.

[Remarque : dans tout ce qui suit, chaque polyédre f, corres-

- A
pond a une fonction analytique dans le tube Im P; = Z Ha S:

A zarite ¢

e vt ] nE

La solution de vi/s'obtient soit par complétion analytique
soit par la méthode décrite pour i/ , qui résoud aussi n'im-

porte lequel des (RIQ,) La réponse est la suivante

AR P BN SRR N

J -}
w+\':j

< - O

avec la notation qu'un domaine représenté par un polyédreg

i

AN L

traversé d'une ligne ondulante est l'intersection du tube



e rd -~ 2
représentd par le poly2drePpar le domaine pﬁ*Mﬁe/e réel > O
ot < = 0 est 1'4quation du plan "ondulant".

4)
En général. 1a solution de (R'z) rst

‘t'a = Zgaa’ "’Z :?.0-5 +80~ . (szdﬁ)

Sa 2%, Sp2¥%
Sa':b?fp Sbix
~ )
ol ,f: y = - .F, est holomorphe dans l'union convexe
aa a'a .

~ ~
de Zo., za,’} £a5=‘£ba est holomorvhe dans l'union convexe de

2 '
/CQ et GB privée de la cououre sz MI +€, ¢ reel >0
et (SQ est vune somme de fonctions holomornhes

dang des tubes contenant Sa. .

I1 est alors clair qut'il faut recoller ensemble

~
les exvressions obtenues pour ‘Fo. 4 partir des edges of

the wedges correspondant aux M faces de Sg .

.

'
— Démonstration de R 2 dans le cas 1/.
——ot—

-

On passe aux transformées de Fourier : soieht

§,)§4,§4)1es variables conjuguées de )bo, PA, /L .
spprt F(LU)= | €] &6V, 67" 8T
supprt F(7) = § § | &cV* £eTV* §,-§,e\7‘}
spport F(<7) - [{ P&V £l & LeV]




On considere C (&, &, , & )= C):/(LJ)._ (F(V)- (FJ(Q)
support C = supp. F(1J) U »pp F(I7) Usupp F(Q)
CR/QQP> signifie ¢ (g‘o) £, pz)= 0, pi<M;

5)
Alors une extension de la méthode de Dyson montre qu'il existe

une solution r(fa/ gi,gzlkz), paire en K, , tempérée, de

1'équation de KieinGordon

KG C- (D%-gz ) I (&,8,8 % )=0

telle que

L (s & & uz)/k - C(e.5.8)

l:
Les propriétés de support de cette solution L' (théordme du

double c¢8ne, théordme d'Huygens), montrent que

supp r' ( §°/ g,/ §_2’ 7{;’): 8“)")"" c(§01§11 g.z) xéw<7(,¢ <+oo)

4)
La régularité de ce support permet d'écrire M= r;:(u)— T;:’(Q)—I:'F(V')

el R
oh les IT:(’?) ont pour supports : supp '}\:(?)x {-»wc¢ 76;.<+°0).

d'ou - K G (.F‘F,(u)— J.?,(V) - F?’(ﬂ)> = O



On peut donc écrire (régularité des supports)

Q l‘F(u) = Au,t? - AU,‘J
A (%)

G rﬂF(V)
RG F?(Q)= Au,q - Ay o

avec A?, tempérée de support supp T;(

U T AV,Q

?)ﬂsupp ,f;“) .

Soient alors D-,?L_ ,Davlles solutions élémentaires de
1'équation de Klein Gordon avec support dans §2f >0, §° <o

respectivement, et invariantes de lorentz,

On résoud facilement (*)

T T + Dmt*(ﬁuy*Auﬂ>

T =)
T—'.F(V) = T_:‘F(V) + DaV‘X (A v+ AV,Q)

T(F(Q): I—I’F(ﬂ) + Dow*(Au/q - A{%TI)

en observant que, en vertu des supports de D et des A?,

rek, av;
les convolutions sont des distributions tempérées, solutions
particulidres des équations (*) , de m8me supports que les
F auxquelles elles contribuent, et que les ﬁ
(1) ’ F(r)'
solutions de 1l'équation de Klein Gordon homogéne ont par
conséquent les m&mes supports que les r‘y(,)et sont nulles

car ces supports sont bornés soit vers les §:<o soit

vers les 52 20 .
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I1 s'en suit que

I' = Dx (‘Au,v*ﬁu,v)
ol :[): I)wg-EQN est la solution impaire invariante de Lorentz

de 1l'équation de Klein Gordon.

D 'ou, la restriction & k0étant licite pour une solution

de 1l'équation homogéne,

C (5%, 8)- [du dr Drs.ux):
[ALJ 4 (:%o, g,, ul,kL) + AU’V (§e,§/,b;,7<2).]

En passant aux transformées de Fourier :

C (Pespoobe)= |dre () B(ph-Mi-T)

x). yr (r’“’"'f’w‘l) + Nuv (Po, Pi,F’,z,Tz)X

(dans la suite on remplacera Li, 7 par L)

1,9 par U

pour rappeler que les A y s'étendent analytiquement dans les

tubes indigqués)
~ N Y
Comme les N sont tempérées, on peut les écrire <§:+(f) K
2 N
pour N entier suffisamment grand, et (L réel, de sorte que A

soit bornée en 7, et, en utilisant la décomposition

. m | A o 2
€ (P S (pmem- v)- am Nee LpeafiMiT o (p-ty)MiTr

e v
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o~

on obtient une décomposition de C en valeurs au bords de

fonctions analytiques

~ d 2 e
C(‘*)c‘ ba, ) (Pi- M + (1) [ éorc{_ gﬁf“; NL 22 ( qu u)

ch*
h- o

—val berd L »—Oﬁ—’i Au popet)
nev’ At 149"ML/(1

V]-»o
( T

vl bod L J__éf_/ AL w,sa.a)}
2|r( ]

OCV (}71 to) M2tk
)2

Transformant de Fourier cette décomposition dont les supports
en £ ont déji été vus et comparant avec CQ%,;,%);FYu)‘TﬂU:PQ

on voit facilement qu'il existe LJ'LJ/ E] telles que

A7 N A I
U (f’z M2, a)'\;'nj:j - KAU(}»U,)Z,F,.ZL)+ AL](PU,PUPJ‘D *‘u v LJ

Pz- Hl' 5%

7 (e b2 By o) « ) - [
- ()it [t Byl < U -

d'ou :

N R RNt

ol
\“A‘ U -r(}vi-HZfCh)” ;Q_i.n K pfa—:;l‘ ZU (po, b, e, T)
SN e [ B ()

©. €. D.
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REMARQUES

1) On aurait pu d'abord faire l'enveloppe d'holo-

morphie de L{ et T =Q+[7 » avec, pour résultat |__J)

puis rdsoudre le probleéme de décomposition

L<;J _ Y;7‘+ <:] dans <>

ce qui nous sauve dans la solution de ce probléme est la
possibilité de passer a l'espace des 3 ou les supports

starrangent bien,

2) Cette situation rappelle furieusement celle que
l'on trouve dans les notes de Martineau p. 92 (bien connues
ae nous depuis 1962=-1963, aprds les indications de B, Malgran-
ge, ainsi que sa démonstration du théordime de 1l'edge of the
wedge et des lemmes qui y contribuent 1), et que nous avions

envisagée comme symbolisant ce triple edge of the wedge :

> \:Lvra '\'f}
e
f'}\:-fﬂ fL ~ Vo ‘kora f\.\.f’z.‘_fS;O:j )

fll Fll ="'FEJ

ce qui nous avait fait penser qu'on avait décomposition en
fonctions holomorphes dans les enveloppes d'holomorphie
des domaines initisux pris deux & deux - et c'est bien 1le

cas !,
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LE RECOLLAGE DES EDGES OF THE WEDGE

Comme on 1'a signalé plus haut, de chague edge of the
wedge relatif & une face Sy =0 , on déduit une décomposi-
tion de tout -élayant cette face comme frontiére. On tombdbe
tout de suite sur des identités entre sommes de fonctions
analytiques pour lesquelles le passage aux transformées de

Fourier ne donne plus rien :

Exemple :
f

- ¥+ 11

B

Vo=
Q - T - 0O et

H
D

L_J (enveloppes

.
-4 -
d'ol [:} L)
d'holomorphie

- 0.y

i.e. t;j - ::3 - [:Jm

UN PROBLEME SIMPLIFIE

;4 . s
= inconnue s}

On envisage un probléme modile ol les quadrivecteurs
sont remplacés par des variables unidimensionnelles .
Le diagramme de l'espace E;correspond alors & la base
-~/

imaginaire des tubes de définition des I,

Les conditions spectrales doivent 8tre remplacées par

l/sl \ < i\41



Le probleme est alors exactement soluble.

La solution est donnée par la représentation

~ ? dd;‘) C/d/IJOP/ Cjﬂ{pj( Pn—/gj_(tf”_f»_l__'jt.f”")
e(’\jl;-- 'dn,): T’ ' '/f’ d
E[D' n‘) (/spo--'silc.) (‘dfbm‘ ro Pl) (‘ Po - Pn-1 ~ Pe - Pri-i )
ot P est une permutation de (0.4, - . n)
"
"jc - - 2 ’J‘_" ’dpo P T "J e T + v"jf’t,-
1
et 1l'intégrale est prise pour ‘4;%;>ﬂh%/ o A Y ﬁﬁb oo

(1es O sont des transformées de Fourier de distributions
de Wightman).
v

On vérifie sans peine que € est analytique dans les
tubes de départ dans des voisinages complexes des régions de
coIncidences impliquées nar les conditions spectrales, et
que ses valeurs au bord sur les réels. satisfont aux relations
linéaires.

Si on essaye de retrouver ce résultat directement on

rencontre déja une bonne partie des difficultés de recollement.

Exenple : =3 a4 nouveau :

ici [;7 + i:J . s ( est un probléme de Cousin
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pour le reccuvrement t;J, k:), O de l::j 3

l'étape suivante pose le probléme suivant :

aui est un probléme de Cousin pour le recouvrement

s DU P Bl

c'est 4 dire pour un tube & base conique de la forme

d'ur "angle" 3 (3 variables complexes)

Ay,

)

PROBLEMES DIVERS

N+t nel N4t
1) Dans 1l'espace C -R.tR on se donne N
hypersurfaces analytiques d'équations <EQ); J%vL;._B;=o
les I% étant des formes linédaires homogénes & coefficients
réels.
. nt+i
On suppose que dans L/ deux des plans, Pi, au plus

contiennent un 7 -2-plan. On considére les tubes 8;

b bases imaginaires _Eggles ensembles ou tous les

Prs ImiLo- b; ont un signe donné, et dans chaque tube,

une fonction kolomorphe admettant des wvaleurs av bord.
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Si 4 cellules sont en position de Sate Steinmann

) par rapport a Y. “:?; ; €lles satisfont a une

Alors il existe une décomposition commune de toutes ces
. N T2 . -~ X
fonctions : associons & chaque 1 deux fonctions 41
DE, - .
holomorphes dans les tubes L7 ! ImLl;_ b, > C respecti-

vement®

QUESTION

Quelle est l'interprétation en terme de cohomologie de ce re-

4 PR ) T D
collement des résultats locaux au voisinage des Lon LJ .

2) Supposons une situstion 2nalogue & la précdderte
a ceci preés que
soit a) il n'y ait de relations de Steinmann qu'a certaines
. . P,,‘\P.
des intersections : J
. ) - T o ma ?’\P . . .
soit h) certains mnw? pidno ¢ Iy aprartiennent aussi

3 un troisiéme T% (et éventuellerent d'autres) de telle

sorte qu'il n'y ait pas de relation sur les valeurs au bord .
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QUESTION Comment ces noeuds interviennent-ils comme
obstruction & la décomposition finale qui n'est pas connue de
l'auteur.
Remarque
Le probléme 1) a fourni pour le cas TN=4 un
schéma de décomposition qui a pu &tre démontré m&me dans le

cas réaliste.

3) Cohomologie de domaines "mordus"

A part le cas du lemme de Martineau sur le cube (p.61)
qui avait &té démontré par Epsteinm en 1963, on peut essayer

de dire plus proprement ce qui suit;

On part de la situation de Martineau (Séminaire Bourbaki

13&éme année 1960-61>

n
/' domaine d'holomorphie dans O

I compact d'holomorphie dans

28 hypersurface analytique (i.e. pseudoconvexe des 2 c8tés)

coupant J<

Soient

V,. V_XK

Voo VAZ"




K est encore un compact

d'holomorphie =
Alors on a

}{£<VL(&):O 4d <Lt n-2

(Martineau-Bourbaki)

_H,L (,\/2_,)(3,) _ 5 1., (théordme B)

H(vinV,, &)= 7

Mais d'apres la suite de Mayer Victoris

C > H(VGV, ) H(V,8) & H(V, &) — H* (V0 &) —
= (Vion, 8) o G K E) - (0, )
e HMV Om, 8) s K BYG O, B) — H (0, 8> it

on a ¢
2 .
H (v, »%, 8)-o0 444 n-3
; 2 Par excision on a le méme résultat pour PVL FC+;

{Remarqve
de And Y‘éoH«‘; J

W

mologie relative,

domaine d'holomorphie, en passant 3 1a coho-

sl/v-f

H* (W UVERY, VY \<*>““’

< H*('W, Wn(Vtk'*)=H*(W, w-K")
~ H*J( w- |’<+) .

H*('V'*— |<+)—-_~_f H*-}i ('Vﬁ _V—: K+)
VT W ou (V’*_N*) -



Remarque

I1 était essentiel que 2 soit pseudoconvexe des deux cbtés

UsSTION -

Peut-on arranger ce genre de démonstration s'il y a une
chance qu'elle soitwcorrecte.
Peut on gagner sur “h:SU(ceci ne résoud pas le cas <ff>

de tout & l'heure).

Si on ne peut pas gagner sur MN-3, peut on comprendre la
différence qu'il y a entre ce cas et celui du "lemme du cube"

de Martineau ol du résultat local d'Andréotti et Grauert ?

5) dans 0:2

On se donne 4;,2; distrivutions en %;[L)holomorphes en %4 (%)

pour Im!%&bq admettant des valeurs au bord telles que

valebord 47-47°-27427 -0
Alors il existe gir holomorphes dans Im%Z, 20 , ImZ, z0

admettant des valeurs auxbords; on & la décomposition

4t bod (F77-577)
4 = bod (§77-f7)
2 = Fovd (F++—)C_+)
27 - bed (§57-F77)



QUESTION = De quelle sorte de cohomologie s'agit-il ?
Généralisations ?
Ceci est-il implicitement contenu dans les notes de Martineau

ou seulement dans Sato sous forme des CS.,, ? (Saton p- 420-421)
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