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DAE WEYL'SCHE LENMMA IN DER THECRIE
DER EYFERFUNEKTIONEN

par

Gunter BENGEL

Einleitung

Sei F(D) ein elliptischer partieller Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten vom Grade m und f eine m-mal stetig diffcrenzierbare Funk-
tion, 'die L8sung der Gleichung P(D)f = 0 ist. Dann besagt das Wcyl'sche
Lemma in seiner klassischen Form, dass f reell-analytisch ist ., SCEHWARTZ
hat dies in [17], auf Lbsungen im Sinne der Distributionentheorie ausgedehnt ,
Aus Arbeiten von EORMANDER und MALGRANGE folgt, dass dieses Verhalten
fiir elliptische Gleichungen charakteristisch ist (vgl. [8], [1¢], [22]).

Im Anschluss an die Theorie der F.andverteilungen von KOTHE und
TILLMAMNN {217 hat SATC {16] einen noch allgemeineren Bereich von verall-
gemeinerten Funktionen betrachtet, die Hyperfunktionen, die nach Arbeiten
von MARTINEAU {14] , {15] und TILLMANN [21] die Schwartz'schen Distri-
butionen umfassen , Die Hyperfunktionen sind vor allem deshalb interessant,
weil jede Hyperfunktion, die auf einer offenen Menge definiert ist, sich auf den
ganzen Raum fortsetzen l&sst ; (die Garbe der Keime von Hyperfunktionen ist

welk) ,

In der vorliegenden Arbeit soll eine Verallgemeincrung des Weyl'schen
Lemmas flir den Bereich der Hyperfunktionen bewiesen werden , Nach ecinigen
Vorbereitungen stellen wir in § 2 einen Dualititssatz von GROTHENDIECK L5]
in der Form dar , wie er im folgenden bendtigt wird , In § 3 flihren wir die
P-Funktionale ein in Analogie zur Darstellung der Theorie der Hyperfunktionen,
wie sie in der Arbeit [141 von MARTINEAU zu finden ist, Die Beweise von (14]

konnten zum Teil w8rtlich auf unseren Fall libertragen werden , Wir betrachten
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dazu kompakte Teilmengen K in R"™ und in Rn+l offene Umgebungen {1 von
K, Wenn P(D) ein elliptischer particller Differentialoperator auf Rn+l ist,

bezecichnen wir mit HP ({1) den Raum der in {1 definierten Funktionen f , die
Lésung der Gleichung P(D) f = 0 sind, HP(

HP (1) , wenn {2 alle offenen Umgebungen von K durchliuft , Ein P-Funktional

K) ist der induktive Limes der

mit kompaktern Triger in K ist eine stetige Linearform auf Hp(K) . Die
P-Funktionale mit beliebigem Triger erhalten wir durch cinen Verheftungs-
prozess, indem wir lokal-endliche Reihen von P-Funktionalen mit kompaktem
Tr8ger betrachten , Dann wird gezeigt, dass man die P-Funktionale auch als
Elemente gewisser relativer Kohomologiegruppen verstehen kann (Satz 8) , und
daraus resultiert eine Darstellung durch Funktionen u(x, t) die flir t40
definiert sind und der transponierten Gleichung tP(D)u = 0 geniigen , Wir nennen

u(x,t) die Indikatrix des P-Funktionals ,

In § 4 stellen wir der Vollstfindigkeit halber die wichtigsten Eigenschaften
der Hyperfunktionen zusammen und zeigen, dass man jede Hyperfunktion als
F-Funktional auffassen kann , Damit haben wir auch eine Darstellung der Hyper-
funktionen durch die Indikatrizen der zugehdrigen P-Funktionzle ., Im Falle,
dass P(D) der Laplace-Operator ist, findet sich diese Darstellung bereits
bei TILLMANN [20] und MANTOVANI - SPAGNOLO (13] .

Im letzten Paragraphen geben wir eine Bedingung dafiir an, dass eine Funk-
tion u(x,t) die Indikatrix einer analytischen Funktion ist, u(x, t) muss einer
gewissen Fortsetzbarkeitsbedingung genligen, die auch schon bei den holomorphen

Indikatrizen auftauchte [_21] . Darauf folgt der Beweis des Weyl'schen Lemnnas:

Eine Hyperfunktion Y dic ciner elliptischen Differentialgleichung Q(D) Y= 0

geniigt ist eine analytische Funktion ,

Der Beweis verlBuft iiber die Indikatrix ., Wir stellen VY als P-Funktional

dar und beweisen, dass die Indikatrix von Y die Fortsctzungseigenschaft hat ,

Die Resultate dieser Arbeit wurden in zwei Noten [1] in den Comptes

Rendus Acad, Sc, Paris angekiindigt .
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Vor kurzem hat SEBASTIAO e SILVA [19] einen Beweis des Weyl'schen
Lemmas im Fealle des Laplace-Cperators von zwei Variablen und des Cauchy-
Riemann-Cperators angekiindigt , Der Beweis benutzt die Theorie der Silva'schen

Ultradistributionen .

Herrn Prof, G, KOTEE , dem ich die Anregung zu dieser Arbeit verdanke,
mdchte ich an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank abstatten , Ebenso gilt
mein Dank Herrn Prof, A, MARTINEAU , der mir wihrend meines Aufanthalts

in Montpellier in vielen Gespréchen wertvolle Hinweise gab ,

§ 1, Vorbereitungen

R™ sei der n-dimensionale relle Zahlenraum der x = (xl e Xn) . Wenn
{1 einc offene Teilmenge des rR" ist, sind die R&ume ) (€, Lg(ﬂ) s &'(Q)
und (8((2) definiert (vgl, Qrh; <, >Q bezeichne das Skalarprodukt
zwischen (L) und @(Q) bzw, %(Q) und '€(Q) . Wenn aus dem Zusammen-
hang ersichtlich ist um welche Menge {) es sich handelt, werden wir den Index
oft weglassen ,

Sei P(z ) ein Polynom in n Variablen £ = ( g reses ) vom Grade m ,
7 e | n

ANAAN

Pm( g ) sein Hauptteil, d,h, die homogenen Bestandteile von P (S5 ) vom Gradem,
Man ordnet P é) einen linearen partiellen Differentia\loperator mit konstanten

J -
D—Xk, (k—luonn>

ersetzt , P(D) heisst elliptisch, wenn Pm(5) nuri = 0 als einzige reeclle

(
Koeffizienten P (D), indem man die Sk durch 1

Nullstelle hat , Mit tP (D) bezeichneél wir den zu P (D) transponierten Cpera-
tor, den man aus dem Polynom P (-) erhslt; ‘P(D) ist wieder elliptisch ,
Im folgenden sei P (D) immer als elliptisch vorausgeseizt , Es ist bekannt, dass

jede Lésung T & &' der Gleichung

cine reell-analytigche Funktion ist und dass P (D) eine Elementarldsung E (x)

besitzt, die fir x % 0 reell-analytisch ist (vgl, [ 83 , {221).
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Lemme 1, Seien 5, T, X ¢ D' Distributionen von denen eine beliebig oft
differenzierbar ist und zwei kompakte Tr&ger haben , Dann gilt die Transposi-

tionsformel
(2} < 5 xT,Xy=<XT,3#X%X>

v
( % ist die Faltung , 8 istdie zu S symmetrische Distribution definicrt
v

durch < &,¥> = C,¢(-x)> ) . Beweis : siche Formel VI, 4, 11 wvon ri7},

Wenn E({x) eine Elementarldsung von P (D) ist folgt aus Lemma 1 dass
v

E(x) = E(-») eine Elementarldsung von F (D) ist, denn es gilt fir allc k? & ®

>

t

11

DIE, P ‘EDIE %O, P> =(E %S, P(D) W
, EXPD Q> =<0, ¥ >

<hp
= (O
¢ Y - D

d. h, PDE = und cbenso zeigt man dass E » P (D) =

. . - . n . . .
Sei {) cinc offene Teilmenge in R, wir bezeichnen mit HP(Q) den Faum

der f¢€ %(Q) , die L&sung der Gleichung (1) scind . Auf HD(Q-) fihren wir
die Topologic der gleichmissigen Konvergenz auf den kompakten Teilmengen
von {) ecin ; dadurch wir ¥

chauder zeigt

&)

P 2) zu einem (F)-Raum . Der Satz von Banach -
: T

opclogie mit der durch G(O) avf HP {2} indu-

. . . . . a0 o
ierten ibereinstirnmse , Hp(r/;) ist also nuklear , Sei X< R kompakt, dann
ctzen wir Ho (K} = lim H ({1}, wobei () alle offenen Umgebungen von K

A 3 iy

durchlfuit , Man kann sich nailirlich auf cine Fundamentalfolge von Umgebungen
ng beschrinken ., Daraus folgt, dass }-P(K) ein ultrabornologiccher (LF)-
Raum wird, der als abzBhlbarer induktiver Limes von nuklearen Riumen

vieder nuklcar ist .



§ 2 . Ein Duczlit8tssatz

Sei Kc R kompakt , U eine offene Umgcbung von K, Im folgenden

sei (x) eine Funktion, die die Bedingungen :

W (x) ist beliebig oft differenzicrbar

(3) W (x)
w (x) = 0 in einer Umgebung V, C (:‘K von CU

[H

1 in ciner Umgebung Vl cU von K

erfillt, Sei f € HP (K) und u € Ht (CK); f sci in einer Umgebung U von

K definiert und o erfille die Bedingungen (3}, Dann hat der Ausdruck

(4) <CPMD(Of), uw =(f, u)

Un (K

cinen Sinn , Dabei h#ingt W von der Umgebung U ab, in der { definiert ist,

Satz 1, 2) (4) definiert eine getrennt stetige Bilinearform auf HP(K)X Ht ((:K).
g

b) Dieses Skalarprodukt hingt nur von f und u, nicht aber von (O
ab,
3 e i { N = B - g )2
¢} Esgilt (f,u)={PD(wi), W) gk = O firelle feHRK)

dann und nur dann, wenn u€H, (R®) .
r

Beweis : a} ist klar . b)sei () cinc andere Funktion die (3) erfillt, dann ist
W ~ & eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit kompaktem Tréger in

Un (K und es gilt

{PDI(WI), u¥ - PO, uy

un (K un bk

= (P(D)[(w- w')f], u>UﬂCK = (-, tp(D)u>:0

de 'p (D) u=0 in der Umgcbung des Tr8gers von W - W',

c) Sei u € Ht (R™), der Triger von FP(D)(w f) ist enthalten in U N CK und
©
es gilt

=(PD)(Of),u > =

(f,u)=<POI(WIE),u” UﬂCK E , o0

=Cwf, PD@ud=0 da P(D)u=gq in R".
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N
Sei nun ué€ Ht (LK) mit (f,u) =0 fiir alle f € HP(K) . Sei (7} eine
relativ kompakte offene Teilmenge von R™ mit K C {0 und of (x) eine be-
liebig oft differenzierbare Funktion, die in einer Umgebung von £ identisch

eins ist , tP (D}{( ol u) ist definiert in C K und hat kompakten Triger in EQ :

wir kdnnen tP (D)( & u) auf ganz R" fortsetzen, indem wir sie in () iden-

tisch Null sctzen , Damit ist auch
Yoot
(5) E ¥ PD)(X uw=w

auf ganz R™ definiert und es gilt

Y
')v = () LE+®PD(a wl= PO (v
d,h, in L2 gilt tP(D)v = 0, Ausserdem stimmen u und v auf Q(\GK

iberein , Dazu geniigt es zu zeigen, dass
,
{v,w> = <u,¥> fliralleLGEb@(Qﬁ (_)K).

Betrachten wir eine beliebig oft differenzierbare Funktion (3 mit kompaktem
Triger in {2 0 C K, die in einer Umgebung des Trégers von £ identisch

eins ist , Damit haben wir

- <:%u'¢> =<P§*P(D)(&u),‘9>

u,¥>
[8%3 CK QQQK_

anbx

und es gilt wegen (5)

v t -
<v-u,q@> =<Ex-pm)[ux-&m],w§1ﬂh< .

an(k
Nun Zndert sich die rechte Seite nicht, wenn, wir die Skalarprodukte iber ganz

R" erstrecken und die Transpositionsformel (2) ergibt
v -
CE*PD [(o =B ul,¢>=C"PD [(N-Plu], Exyp>.

Bezeichnen wir mit U das Komplement des Trégers von f , so sieht man aus
der Definition von o und (3, dass gilt 'p (D) [( o - (3) u] = 0 in einer
Umgebung von EU und einer Umgebung von K, Wir kdnnen also die Skalar-
produkte auf U n CK beschrinken ; dort ist aber P (D)(E ¥ ‘f’) =0 d,h,

ExY € Hp(K) ist definiert in U, XY - (5 = L erflillt die Bedingungen (3),



und man erh8lt mit der Voraussetzung iber u

(tP(D) ((u -G3u , E-xk\o)=<tP(D)(a) w)], E %4> ={u, EXP=0,

un (K
u stimmt also auf {1 0 CK mit v {iberein, v istin einer Umgcbung von K
definiert und liefert daher die Fortsctzung von u auf K und damit auf den
ganzen Raum

Der Unterraum von Ht ( BK) , der aus den Einschrénkungen der Funk-

. P

tionen von Ht (R™) auf CK besteht , sei der Einfachheit halber wieder mit
P

Ht (R™ bezeichnet ,

P
Corollar , H, (R") ist abgeschlossen in H, ( CK) .
——l t t
P P
Beweis : H, (R") ist der Durchschnitt der NullrBume der stetigen Linearformen

tp
u — (f,u) 5, f EHP(K).

Satz 2, (GRCTHENDIECK (5] , Theorem 4):Der duale Raum zu HP(K) ist
der Quotientenraum Ht ( C K) . Die Dualitit ist gegeben durch die

P B, (R")
P
Bilinearform (4),

Beweis : Satz 1 besagt, dass jedes Element aus diesem (uotientenraum eine
stetige Linearform auf HP(K) erzeugt , Es bleibt zu zeigen, dass jede stetige
Linearform Y auf HP(K) auf diese Weise erhalten werden kann , Y ist

genau dann eine stetige Linearform auf HP(K) , wenn fiir jede offene Umgebung U
von K, die Einschrinkung von Y auf HP(U) stetig ist , Nach dem Satzzon
Hahn - Banach 14sst sich Y fortsetzen zu ciner stetigen Lincarform auf G (u).

Es gibt also einc Distribution T\t) mit kompaktem Tréger in U, sodass gilt
< T, f?> = W(f)
fir alle f € HP(U) . Wir setzen nun
v
(6) u=E X T
und es gilt

¢ - to o) (% )
(7} P(D)u = "P(D)(E » T\\’) T\Y .
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Im Komplement des Tr&gers von .T\‘) erfiillt alsoVdie Differentialgleichung
tp (D)u = 0, Wir zeigen nun, dass u nur von Y nicht aber von der gewshlten
Umgebung U von K und der Distribution TW abh&ngt . Seien U und U'
zwel offene Umgebungen von X, wir kbnnen annehmen U'¢ U, und scien T

und S Fortsetzungen von Y auf G (U) bzw, G (U'), Es geniigt zu zeigen, dass

Y
{E %(T-8), > =0 flir jede belicbig oft differenzierbare Funktion @ mit kom-
paktem Triger in (,U . Es gilt aber

'
{E %(T-8),%v>={T-5, E %>

E % '\—f- ist eine Funktion aus H(U) und auf diesen Funktionen stimmen T und S
e - N ¥

tiberein, d,h, ( E X (T-95),P> =0, Daraus folgtdass E # T und E ¥ 5

Y

) Y
in LU fibercinstimmen , E ¢ 5 gibt also cine Fortsctzung von E * T auf

CU' « W3hlt man U immer kleiner, so sieht man dass man u auf ganz CK

fortsetzen kann .

Es bleibt noch zu zeigen, dass die so bestimmte Funktion u die Linear-
form W erzeugt, S=i f € H_(K) in der Umgebung U von K definiert und
sei TW die Fortsetzung von Y auf + (U), (O sei eine Funktion, die (3) er-
fillt und in einer Umgebung des Tr&gers von T = identisch cins ist, Dann gilt

(WOHEf=E % P(D){W{) und weiter
w (f) = < Ty -2 =<TL\) 0f> =Ty, , ExPDI(WD>

(E % T, PO =<, PD) LS

,\‘\} s

d.h, (u, f) =W (f). Damit ist der Dualitétssatz vollsténdig bewiesen ,



£ 3 , P . Funktionzale

N n . . : .
Wir betrachten nun den R™ mit den Variablen x = (xl ceo xn) cingebettet

. n+l i s . n . .
in den R mit den Variablen (xz, t) = '(xl R t}, Auf R seci cin el-

liptischer Diffcrentizloperator C{D)} vom Grade m gegeben , Fiir den Haupt-
}- .

teil des zugehdrigen Polynoms Z{(C) gelte O ( é) > 0 fiur reeclle é . Daraus

folgt, dass m cine gerade Zahl secin muss (vgl, [22]pros, 20, 1}, also gilt

m

auch Pm( é , C) = "m(g) + ™ > 0 und P (5 , T) = 0 pgcnau donn wenn
definierte Cperator F (D) = O (D) + (i-a-(%) ist

(E,Z’)=O.Derauf

also wieder elliptisch , Im folgenden sei P (D} immer ven diescer Form ,

Sei nun K cine kompakte Teilmenge des rM s (K Iim¥E (Q dexr
——?

oben definierte Raum cder Funktionen f{ die in der Umgeoung on K die Glei-~

chung (1} erfillen, wobei L1 alle in Rl otfenen Umgebungen von X durch-
18uft,

—~
. n+l . .
Sei (L C R offen, dann bezcichnen wir mit 0 die Vereinipung von

&

€2 mit allen relativ komnakter Zusammenhangskomponenten von QQ . SList
wieder offen [ 1¢]

. n , e .
Lemma 2, Sei K CR Ikxompakt, dann existiert ecine Fundamentalfelge von

offenen Umgebungen Qp ¢ ”P yon K mit QD= Q))

. . . n+l . .
Beweis : Sei Q)) die Menge 2ller {¥,t) € R* ° die ven K einen &Abstand

< -%-) haben , Diesc Q)) erflillen offenbar dic Bedingung des Lemmas, denn
wenn ein Punkt (x, t} nicht in D. liegt, dann liegt cine ganze zur t-Achse
narallele I—’albgc”ade von (x,t) aus ecbenfalls nicht in (2 R CQU hat nuz

eine Zusammenhangskomponente, die nicht relativ kompakt ist,
£us dem Lemma folgt sofort

n+1\

Satz 3, HP(R } ist dicht in HP( Y,

Beweis : Es gentigt zu zeigen, dass jede stetige Linearform auf H (K}, deren
. . + . . < . P .

Einschrinkung auf Hp(Rn 1) verschwindet, identisch Null ist, Sei Y eine

derartige Linearform, Nach {1¢], Chap, III, pron, 8 ist H,':,(Rn+1) dicht in
N Q_ ) ftir alle QD der in Lemma 2 konstruierten Folge , Daraus folpgt, dass

die ,_,mschrun kung von y auf H.D( Q») verschwindet fir alle »V



- 10 -
Da HP(K) = 11_3:1 B (Q‘)) ist, folgt dass ’\{) auf H,(K) vercchwindet .,
Satz 3 gestattet ¢es, Linearformen auf HD(K.} fir verschiedene K 2zu identifi -

zieren ,

Definition 1 . Scien Kl und KZ kompakte Teilmengen des R™ und
\l’)i ¢ H (K , {i=1, 2), Die '\\)i heissen 8cuivalent, wenn ihre Einschrin-

kungen auf HD(Rn+1} ibereinstimmen , Eine Klascse #cuivalenter Linearformen Y
heisst ein FP-Funktional mit kompaktem Tr#ger in r™,
Lemma 3, Seien K1 und KZ kompakt in R™ mit Kl M K2 ¥ ¢ . Fir alle
fe€ I—IT.(K N K}

2 existieren fi € HP(Ki) (i=1,2), sodass f= fl - fz .

Beweis : Sei §© die Garbe der Keime von Lésungen der Gleichung (1), Fiir ein
offencs () ¢ R**! gilt EFO({L,®y=1H (ﬂ\ (vgl. [3] Theorem 4,4,1) und
falls {} P-konvex ist gilt nach {117, Th‘.orem 1 : H (Q. ¥’) = 0. Flr cinen
elliptischen Operator ist jedoch jede offene Menge FP-konvex ([8], Cor, 3,7.1 ),
Durch U‘oergang zum induktiven Limes erh#lt man F°(K,§ )= H (K) und
ui(x, ¥°) =0 fir jedes komnakte K C R"

Betrachten wir nun die exakte Scquenz ([37, 5,6)
T . .
0 »u%(K v K,, P %k, P x %K, P)—oEO (K, NK,, P15 0 .

Die Null arr rechten Ende rlihrt von der Tatsache her, dass HI(Kl U K2 , p? =
ist , Die Abbildung T ist gegeben durch (£,, £,) 5 f, - f, und da die Sequenz

exakt ist,ist T surjektiv ,

Bemerkung . Die /.bbildung T\ ist offenbar stetig, und aus der Verallgemeinerung
des Satzes von Banach - Schauder (vgl, die Einleitung von[ 7], oder[2]Chap,III,

§ 3 Exercise 13) folgt, dass T\ ein tonologischer Homomornhismus ist ,

Satz 4, Sei Y ein von Null verschiedenes FP-Funktional auf R™ , denn existiert
ein minimales kompaktes K ¢ R" mit W e H (K}, Dieses K heisst der Tréger
von W , und wir schreiben K = ¢ (V)
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Beweis : a) ’\121 € Hy (K ) und Y, € H'P(KZ) seien Hquivalent , Wir definieren

dann ein Y€ H'L (K, N K,) das zu WY, und '\PZ Bquivalent ist, Sei f C—LHD(KI(‘;KZ}
dann existieren nach Lemmeza 3 fl cH (K ) und f £ HD(KZ) derart , dass

f=1f -f,, und wir setzen W(f) = \V (f ) - H’Z(fz) Diese Definition ist sinn-

voll , wenn wir zeigen k8nnen, dass Y (f) = 0 falls fl - f2 = 0 in einer Umge~
bung von Kl N KZ . Unter dieser Bedingung sind aber f1 und fz Einschrénkun-

n+1

gen einer Funktion g ¢ HP(KI v K,), undda H ) dichtin Hy (K V K,)

p(R

ist, gilt wegen der :ﬁlquivalenz von Y, und Y,

= = =1 )

W6 =W (g) = W, g =, () .

Dzraus folgt auch, dess W =0 ist, falls K/NK, = ¢ . Die Stetigkeit von
folgt aus der Stetigkeit der Y, (i=1,2) und der Tatsache, dess die in Lemma 3
definierte Abbildung ein topologiecher Homomorphismus ist, W ist &quivalent

zu '\{)l und H}Z , denn sei g € ,HP(Rn.H) , dann stellen wir g in der Form

g =g~ 0 dar und erhalten Y (g) = Y, (g) .

1
b) Damit ist zun8chst gezeigt, dass wir uns beim Beweis auf )é;nander
enthaltene kompakte Mengen beschrinken kdnnen , Diese habken einen nichtleeren

Durchschnitt K, Dann geniigt es, eine Folpe von kompakten K =zu betrachten mit
00

Korl C K, und Q K,=K . Seien Y, € H'P(K;J) gegeben , die alle

untereinander &quivalent sind ; wir milissen zeigen, dass es ein Y € I—I'P(K) gibt,

das zu den \{)D 8quivalent ist , Sei 9 eine Umgebungsbasis von K mit

Q- Q— . Flir jedes 1 existiert dann ein K derart, dass Q Umgebung von
j g g g

K_Q ist, YY) definiert eine stetige Lmearform auf HP(Q ) und da alle ¥

i
Bquivalent sind, stimmt flir k2 i die Einschr&nkung von ‘-l’,) auf HP(Qi) mit

~Yp Uberein , Damit ist aber eine stetige Linearform auf dem induktiven Limes

der HP(Q_i) d,h, auf H (K} definiert, die nach Konstruktion #quivalent zu den
\()D ist ,
Bemerkung : Flir die Triger von P-Funktionalen gilt offenbar

T, +9,) C Tly) U TV, und G (AW CT (V) .
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——
——

Satz 5 ., Sei G (1{)\ = 1\_'__/1 K, , dann existieren \})i mit O"(W'i) C K, {(i=1.. k),

codass W = g.' 1: Voo
1:

k
Bewecis : Betrachten wir die Abbildung ];]. H (K ) — H,‘(K‘ gegeben durch

k

(‘\.\)1 cee '\-x)k ' ZT'\ Wi - Die dazu transpornierte .&‘Lbbildung I—IP(K).->:TI-I (Ki)

ist gegeben durch { —3 (f.1 ves f,}, f, die Einschrinkung von f auvf K, .

Diese Abbildung hat einen abgeschlossenen Bildraum und daher ist die urspriing-
liche Abbildung surjektiv ([ 2] , Chap. IV, §4 , prop. 5} . Sei eine Folge von
P.Funktionalen '\\)i gegeben ., Wir nennen die formale Reihe s '\\) lokal -
endlich, wenn die g~ ( \J(’i) eine lokal - endliche Uberdeckung von R™ bilden .

Eine lokel - endliche Reihe heisse lokal - trivial, wenn flir 2lle x € R" gilt :

Zwei lokal - endliche Reihen Z Y, und Z ei heissen Hquivalent, wenn
Z(’\Vi - Qi } lokal trivial ist , Dabei brauchen die \;Ji und 91 nicht von

vornherein dieselben Triger zu haben , Man kann dies jedoch immer erreichen,
indem man die k\t). und 9 nach Satz 5 zerlegt, Die so entstehenden neuen
Reihen sind dann zu den ursannahchen qu1va1ent . Die Accmvalen'rklasse einer

lokzl « endlichen Reihe nennen wir ihre Summe ,

Definition 2 ., Ein P-Funktional mit beliebigem Tr¥ger auf R ist die Summe

einer lokal - endlichen Reihe von P-Funktionalen mit kompaktem Tréger ,

Bemerkung : 2) Die Summe einer lokal - endlichen Reihe ist von der Reihenfolge

-

der Terme unabhingig ,

b) Diese Konstruktion 18sst sich auch flir eine beliebige lokal -

- n $1]
abgeschlossene Menge in R™ durchilthren,

c) Die lokale Trivielitat einer Reihe J. Y, ist eine lokale Figen-
schaft , Wir kdnnen daher sagen, wann zwei FP-Funktionale in der Umgebung
eines Punktes libereinstimmen Z Y, und 2 9 stimmen genau dann in der
Umgebung von x Uberein, wenn Z (\{) @i) lokal trivizal in der Umgebung

voen x ist .,
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d) Die Menge der Punkte, wo z\ \Vi = 0 ist, ist offen, denn wenn (8)

in cinem Punkte x erfiillt ist, dann gibt es eine ganze Umgcbung von x in

der (8) crfiillt ist, Das Komplement dicser Menge heisst der Tréger von
Z‘—\‘\)i .

Satz 6 , Sci U eine relativ kompakte offene Teilmenge des R™ und WY ein
P-Funkiional auf U, Donn existiert ein P-Funktional § mit kompaktem Tré#-
ger in U das mit  auf U {ibereinstimmt ,

~J
Beweis : Sei K C U kompakt, mit K bezeichnen wir wieder die Vereinigung

von K mit den bezliglich U relativ kompakten Zusammenhangskomponenten
) ~t -
von U - K. K ist wieder kompakt [10], Wenn K=K , ist H' (U - U)
dicht in H'P(U - K) ; (der Beweis ist w8rtlich derselbe wie der von Lemma 1
o

in {14] ). Es existiert eine Folge {KI% von kompakten Mengen »mit KiC K.

~ @
und K; = K; flir alle i derart, dass U= ()} K, . Sei Y ein P-Funktional

1

auf U, wegen Satz 5 knnen wir annehmen, dass v durch ecine lokal-endliche

<7 .
ihe ini is X i tal .1 . - K. ent-
Reihe Lo \(i definiert ist derart, deacs die Tr8ger der '\Vl in K1+1 K1 ent

halten sind . Sei dj eine Metrik auf H'P(U - Kj) ; (I—I'P(U - K.J.) ist ein (F)-

Raum), die Einbettung von H‘P(U - Ki) in H'p(l—l - Ki) fir j < i ist stetig.

Man kann nach dem oben gesagten cin kej € H'P(U - U) finden mit
di (\{’j - ].) £ -—l—ﬁ . Daraus folgt, dass die (nicht lokal-endliche) Reihe
- 2

2 " ('\;(‘i - ¢;) konvergiert gegen ecin Element O e H'P(U) . Nun zerlegen wir

© in der Form

5Ly >
Vs 4 I 4
O= Liw - L Y ¢+ Z» (Wy-) -
i=1 i=1 i=3j

Der letzte Term konvergiert in H'(U - Kj) , stellt also ein P-Funktional auf

U - Kj dor , dic zweite Summe ist ein P-Funktional auf U - Uj im Innern

von Kj bleibt nur der Beitrag der ersten Summe , 9 stimmt 2lso im Innern
von Kj mit Y ‘“Ghercin fir alle j, d,h. 9 stimmt in U mit \‘) fiberein ,
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Wir wollen nun eine zweite Definition fiir die P-Funktionzle herleiten .
Wir bezeichnen mit H‘P(Rn) den Raum zller P-Funktionale mit komnaktem
Tr8ger in rR™ . H'P(Rn) ist offenbar ein linearer Raum , Wir fassen H'p(Rn)
als konstante Garbe auf R” auf und betrachten die Untergarbe J dic durch

das G;xrbendatum
\ = - t n, . =
Fw =lyerg®M: ¢ (y) U= g}
gegeben ist ,

P

Keime von P-Funktionalen , Diese Definition wird gerechtfertigt durch

Definition 3 , Die Quotientengarbe H'P(Rn)/;_ = U heisst die Garbe der

Satz 7., 2) H'P(Rn) = ; (R® ,UCP) (Raum der Schnitte mit kompaktem Triger).

b) Der Raum der Schnitte mit beliecbigem Triger [ (R ,UZ/P) kann

mit dem Raum der FP-Funktionale im Sinne der Definition 2 identifiziert werden .,

c) Die Garbe Ol ist welk .

34

Beweis : Sei N_ der Unterraum von H'P(Rn) der aus allen Y besteht mit

x Q’F g (’\.‘)) . Der Halm von OLP im Punkt x ist dann gerade
Olp(x) = H'P(Rn)/ . Wir bezeichnen mit Px die kanonische Abbildung
N

n) k3nnen wir dann einen Schnitt

X
P_: HLR") —5(p(x) . Jedem € HL(R

s\( e O (R" ,ULD) zuordnen , indem wir setzen s\{}(x) = Px(q}) . Der Tr8ger

von § stimmt mit dem von 7y {berein , da s (x) = 0 genau dann wenn
W oe N_,d, h., wenn x ¢“ G~ () . Diese Zuordnung lisst sich auf die
P-Funktionale mit beliebigem Triger fortsetzen , indem wir der lokal-endlichen
. 57 . ’ . n .
Re1he2_\\;/i den Schnitt Z 5. zuordnen , denn in [ (R", Ulp) hat diese

1
Summe einen Sinn , Der Kern bei dieser Abbildung besteht genau aus den lokal-

trivialen Reihen , Die Ablildung ist surjektiv ; es genligt, dies lokal nach-
zuweisen , Sei s € [ (rR™, Ulp) , dann existiert nach Konstruction der Garbe
ULb zu jedem x eine Umgebung , sodass die Einschrﬁnkung von s auf U im
Bild der oben definierten Abbildung liegt ., Damit ist 2} und b) bewiesen .

c) folgt aus Satz 6 , indem man den auf der offenen Menge U definierten Schnitt s

zun¥chst auf E fortsetzt und dann ausserhalb von U Null setzt ,
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Im folgenden bendtigen wir relative Kohomologiegrunpen mit Koeffizien-
ten in einer Garbe , Sei ¥ ein topologischer Raum, Z eine lokal-abgeschlo s-
scne Teilmenge von X und J‘_eme Garbe auf X, Sei U cinein ¥ offene Menge,
in der Z abgeschlossen ist, U &) bezeichnet die Gruppe der Schnitte
von & tiber U mit Triger in 2 , Wenn Vv Q U eine andcre derartige Menge

ist, sieht man leicht, das Y“ (U, é—) = (v, &); (U,dt) hingt also

richt von U ab und wir setzen | (U 3:\ r‘ (X a: Die relativen Kohomo-
logiegruppen von X mod Z mit Koefﬁ“lenten in ;F sind die von dem Funktor
(B 7 (X, I) abgcleiteten Funktoren , Zur Berechnung der I—IlZ (X ,5: ) betrach-

tet man eine welke Auflésung € — 3: — go — }—1 — vse. VOR ;

und erhglt die H' (A , o) 2ls die Kohomologie des formalen Komplexes
\"Z(u , yo) _ PZ(X , ’gl) _ eees . Wenn Z in ¥ abgeschlossen ist,

ist flir eine welke Garbe 061 der Homomorphismus M (x, (.g — P( -2 ,(g,
surjektiv, da sich jeder Schnitt liber der offenen Menge 7 - Z zu einem Schnitt
auf ganz X fortsetzen l8sst, Der Kern dabei ist gerade r‘7(X , Cg,) und wir

erhalten die cxakte Sequenz
0 — Wz(ii,()(}>-—> F(X,%>——> r‘(X-Z,%) — 0 .

Wendet man dies auf eine wellte Aufldsung einer belicbigen Garbe ; an, so

erhZlt man eine exakte Kohomologiesequenz
0 5 HM,F) 5 uX, I — BO-2,F ) » HL X, &),

Sei 2 in X abgecchlocsen, dann definieren wir Garben 3{71 X,
durch die Garbendeten U —3 Hy | (U, &) . Fells dicse Garbendaten Null

sind fdr i=0,1, ... q - 1, ist das Garbendatum U —3 HI (U, &) bereits

1

unz
eine Garbe und die Gruppe der Schnitte ist H L (X, &),

Sei ’S" die Garbe der Keime von L&sungen der Gleichung t1-3(D)f =0

und U offen in R ik . Dann ist das Garbendatum U—HE° n (U, t@) ) pleich
R'OU '

L % ) bereits dic Garbe '2;{,1 n(Rn+1 , tﬁ‘) ) und
R

Null, z2lsoist U—s H
UAaR

die Schnittgruppe ist H' (R
o

t
(v,

n+1 t

%) -
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Satz 8

Beweis : Eg genligt zu zeigen, dass die beiden Garben dieselben Cchnitte mit

,

kompaktem Tr#ger haben, Secialso K K c R" , dann ist cin Schnitt von '3'(91 (R

iber K ein Element von 'IEI{(QH-H, tIP V. Betrachten wir die exaktc R
Kohomologiesequenz :
0 - YR, fp) - B @ ), See Rk, te)

— HE®R™, o) —ER™, TP L

Wir haben bereits geschen,das I—"0 (Rn+1 tﬁ") = 0 ist und nach [11]Thecorem 1

[0}

ist L@ ') =0 | Wir haben 2lso
n+1l

Nach Satz 2 ist dieser (Juotientawrcumisomornh zu H'D(K) , doh, jedes Element

n+1l

von H I,(R , 5‘7) ist cin F-Funktional mit kompaktem Triger in K,
N

Bemerkung . Betrachtet man dic exakte Kohomologiesecuenz mit R® anstatt K,

co crgibt sich, dass I*ln wn-i-l t?@ isomorph zu
il
AN
B (nH_Ra\
tr /
- EX

™

ist , Man kann also jedes P-Funktional auf R darstellen durch cine Klasse von

. . o . s . . . t
Funktionen u{x, t} die flir t 3= 0 definiert sind und die Gleichung P(D)u(x,t)= 0
erfliillen , Zweil solche Funktionen definieren dasselbe P-Funktional, wenn sie

sich um eine Funktion aus Ht (Rn+l) unterscheiden . Vir nennen u({x, t) cine
P

Indikatrix des P.Funktionals
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£ 4, Analytische Funktionale

Wir stellen hier die wichtipsten Eigenschaften der analytischen Funk-
tionale mit rcellem Tr¥ger zusammen , Eine genauere Darstellung findet sich
in der Arbeit [14] . Wir betten den R" in den komplexen n-dimensionalen
Raura C" cin, Sei {1 eine offenc Teilmenge des ch , dann bezcichnet man
tblicherweise mit H({l) den Raum der au (2 holomorphen Funktionen , H{{)
wird zu cinem (F)-Raum, wenn man ihn mit der Topologie der gleichm&ssigen
Konvergenz auf den kompakten Teilmengen von () versicht, Sei K C R™
kompekt, dann ist H{¥) = 1_{13; H({l), wobci 2 alle offenen (komplexen) Um-
gebungen von K durchl8uft , H(K) ist mit der Topologie des induktiven Limes
versehen ein (LF)-Raum , H(C") istin H(K) dicht flir alle K ¢ R" {14],
man kann also wieder Linearformen auf vercchiedenen K identifizieren, wenn
ihre Einschr8nkungen auf H(Cn) ibereinstimmen ., Ein analytisches Funktional
mit kompakterm Tr#ger in R" ist dann eine Klasse von Squivalenten stetigen
Linecarformen . Man kann dic Existenz cines Trigers beweiscn, und es gelten
die den S#tzen 4 und 5 contsprechenden Aussagen . Man kann ebenfalls lokzl-
endliche Reihen Z\.})l betrachten ; zwei solche Reihen Z '\Vi und 2—: 8i

?
heissen Bquivalent, wenn Z ( W, - 91) diec Bedingung (8) erflillt, und die

3}
Aquivalenzklasse ciner Reihe heisst thre Summe ,

Definition 4 . Eine Hynerfunktion (analytisches Funktional mit beliebigem Tr#ger

auf R ) ist die Summe ciner lokal-cndlichen Reihe von analytischen Funktionalen

mit kompaktem Triger ,

Analog zur Garbe U("P kann man eine Garbe (L der Kecime von Hyper-
funktionen definicren, und es gelten die den SBtzen 6 und 7 Rquivalenten
Sitze ([14], prop. 3 Thm, 1. ) .Dem Satz 8 entspricht dic Tatcache, dass
. n n ny . . n o, .
Ol isomorph zur Garbe 8{& n (€™, Q™ ist, wobei (L™ dic Garbe der Keime
R

von holomorphen Differentialformen vom Grade n ist ([14] , Theorem 2 ).

Wir kénnen jeder Funktion f(x,t) € Hi(K) die Einschrinkung f(x, 0)
2uf K zuordnen, f{x, 0) ist reell-analytisch und kann also in eindeutiger Weise
zu einer holomorphen Funktion in ecincr gewissen komplexen Umgebung von K

fortgesetzt werden . Damit ist eine Abbildung TV : H(K) — E(K) definiert
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Lemma 4, Die Abbildung 77 ist surjektiv, Sei fo(x) ¢ H(K) holomorph in
der komplexen Umgebung {2 von K, Dann betrachten wir folgendes Cauchy -

Problem :

(i) P(D) f (x,t) =0 in einer Umgebung U R yon K
(i) f(x,0) =f(x)
)

(iii) (x, 0)=0 far VY = 1,2,.. m-1 ,

oty

Fzlls ein solches f(x,t) existiert, muss es reell-analytisch sein und wir

kdnnen f(x, t) in jedem Punkt x & K in eine Potenzreihe entwickeln

N T R
’ T 53 Yy F .

Aus der Bedingung (i) erhalten wir dann

. v Y Yom
BD) £(x, ) = ). QD)e, (x Lr +§(i>m oy ) £
5 D Y:

Koeffizientenvergleich ergibt

(9) (-7 QD) ayx) = -2, (x) .

Bedingung (iii) ergibt aD(x) =0 fur YV = 1,2,,, m-1 und (9) zeigt, dass
a))(x) =0 fir Vv # km (k
Bedingung (ii)

H

1,2...). Schliesslich erhalten wir aus der

ao(x) = fo(x) und (9) ergibt
_ s Ekm k \
ay m(X) = (i) (D) fo(x;
sodass schliesslich bleibt

(k™

e 20wt 7

f(x,t) = Z
k=0

Legen wir um x ecinen kleinen in {) enthaltenen Polyzylinder
Z : { z & (2 lxl) - zQi <r} so gilt fir fo(z) in Z die Cauchy'sche Un-
gleichung

[DVfo(z)ls;g’n . M
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mit Moo= (Bpoappdsopts Pyl pgt RS Zlih
und M = ‘Csup u (ZI ) . Daraus kann man nun flir Q(D)k fo(x) die Abschitzung
€ Z
P

(k - m)!

k
| o) £ (x) |$ ¢ =m0

herleiten mit zwei Konstanten C und N, Dann gilt

km

| £x, t}] SZ\WD)k 00| femm € C>—§ ‘%‘q"’ .

Die Reihe fiir f(x, t) konvergiert also in einer Umgebung von x fiir [t]| <N,

Aus der Konstruktion sieht man, dass die L8sung f(x, t) des Cauchy-Problems
eindeutig von fo(x) abhf&ngt , Man hat also eine injektive Abbildung

@ : H(K) — HP(K) definiert durch (E (fo) = f ., Ausserdem ist T\_o@ die
Identitét auf H(K),

(E (H(K)) ist ecin Unterraum E1 von HP(K) , nimlich der Raum aller f(x, t),
die die Bedingungen (ii) und (iii) des Lemmas erfiillen, und @ o T ist eine
Projektion von HP(K) auf E, ,Man sieht leicht, dass E; in Hp(K) ab-
geschlossen ist, und dass E1 ist als Unterraum eines D'S-Raumes wieder
ein D § ~-Raum , und deshzalb ein { LF)-Raum ,

Lemma 5, 1| : HP(K) —> H(K) ist ein topologischer Homomorphismus ,

qs_ : H(K) — Ey ist ein topologischer Isomorphismus ,

Beweis : HP(K) , F{K) und El sind ultrzbornologische (LF)-R8ume, sodass
wir den Graphensatz und den Satz von Banach-Schauder anwenden k&nnen
(vgl.{7],[2] ). Da aus der Konvergenz im Sinne der Topologien von HP(K) ;

H(K) und E, jeweils dic punktweise Konvergenz folgt, ist der Graph der Ab-’

bildungen 11 und CP abgeschlossen, und da beide Abbildungen surjektiv sind,

folgt mit dem Satz von Banach-Schauder die Behauptung ,

Bemerkung , Daraus folgt nun dass CP o 1T cine stetige Projektion auf E, ist .
Sei E2 der Kern von '\ , dann stellt sich HP(K) dar als topologische

direkte Summe H_P(K) = E1 @ EZ .
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Jedes P-Funktional Y l8sst sich dann eindeutig in eine Summe Y= \’{1 +W2
zerlegen derart, dass die Einschrinkung von Y, auf E, (i=1, 2) verschwin-
det , Wir kdnnen, da El isomorph zu H{K) ist, jedem analytischen Funk-
tional \J( eineindeutig ecin P-Funktional © zuordnen durch © =0+ W . Ein
P-Funktional ist genau dann ein analytisches Funktional, wenn bei der obigen

Zerlegung seine erste Komponente verschwindet ,

Lemma 6, Sei Y cin analytisches Funktional , Dann stimmt der Tr#ger von Y

als analytisches Funktional mit dem Tr&gér von W als P-Funktional {iberein ,

Beweis , Sei K der TrHger von{ als analytisches Funktional, K' der Tr¥ger
von Y als P-Funktional ., Da fiir jedes K, H'(K) in H'P(K) eingebettet werden
kann, muss K' in K enthalten sein, Da andererscits K' der Triger von W
ale F-Funktional ist, ist die Einschrinkung von Y auf HP(K) stetig in der

von Hp(K') induzierten Topologie . Dann ist aber W auch stetig auf H(K) "in
der durch H(K') induzierten Topologie, da Tl ein topologischer Homomor-
phismﬁs war , Nun ist H(K) dicht in H(K') (da bereits H(CP) dicht ist) und
W 14sst sich wegen der Stetigkeit auf H(K') fortsetzen .

Satz 9 , Die Garbe (I der Keime von Hyperfunktionen ist eine Untergarbe von

Ao

Beweis : Eine Hyperfunktion wird dargestellt durch eine lokal-endliche Reihe

von analytischen Funktionalen mit kompaktem Trdger 2 \Y)i , wir ordnen

Z\Vi die Reihezei zu , wenn @i die durch die ’\Vi definierten P-
Funktionale sind , Aus Lemma 6 folgt dass Z 9i genau dann lokal-trivial

7 .
ist, wenn L_\\\)i lokal-trivial ist ,

Bemerkung, Da jede Hyperfunktion in cindeutiger Weise ein P-Funktional

bestimmt, k®nnen wir sie durch cine Indikatrix u(x, t) € Ht (RnH- Rn) dar-

P

stellen (s, Bemerkung nach Satz 8) .
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§ 5, Das Weyl'sche Lemma

Um das Weyl'sche Lemmea beweisen zu kdnnen miissen wir noch ein
Kriterium dafiir angeben, wann cine Hyperfunktion eine analytische Funktion
ist, und definieren was wir unter der Ableitung einer Hyperfunktion verstchen ,
Man weiss, dass jede Schwartz'sche Distribution eine Hyperfunktion definiert
({141 ,[157,(21]) und demit auch cin P-Funktional , Sei T zunichst eine
Distribution mit komnal\tem Triger in K, T definiert cine stetige Linearform

auf HP(K) . Sei E die Elementarldsung von P(D) dann ist u{x, t)= E*—(T@J

n+1}

cine Funktion aus Pt (R - K) ., Geht men den Beweis von Satz 2 durch so

g .
sieht man, dass dieses u(x, t) eine Indikatrix von T ist, und man erh&lt T

S

oder zumindest T @4, " aus u(x, t), indem man den Cperator tP(D) auf
u(x, t) anwendet (im Sinne der Distributionentheorie) . Sei umgekehrt

ulx, 1) ¢ H, (R™
©
fortsetzen lisst, Dann ist tP(D) u (x, t) eine Distribution mit Triger in K

L3

K

- K) eine Funktion, die sich als Distribution auf ganz Rn+1

’ )
und 1l8sst sich daher als endliche Summe Z T? ® 5t( ) darstellen, wobei
Y= 0

die T,y Distributionen auf R" mit Tréger in K sind, Man kann annchmen
dass k { m, denn sei Y > m, dann gilt fiir jede Funktion f € Hy (K)
am

< T, @ S ey = (-1 T, eiéi’)’m), S
t

t

Nun erfiillt f die Differentialgleichung
Nm
(i)™ M

P(D)f = Q(D) f+
ot

an 2f . ()™ QD) { und cs gilt weite
« 0, —é-?-n— = -1 ! und ¢s gilt weiter
Y
(TD ® Bt , £7 = -(i)m<TD e Bio'm), o) £y =
- (1™ (o) Ty e P g s
dh, T, 6(‘) = (™ Yoo T ®§i‘)'m) als P-Funktional ,

Wenn D-m < m ist, sind wir fertig, andernfalls wiedcrholen wir das Ver-

fahren , Betrachten wir nun das P-Funktional
m-1

m-1 v
\i)=§ﬁ) T))®5t) ;
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v
u(x, t) ist eine Indikatrix von Y, denn E Y kann sich von u(x, t) nur
um cine L&sung v der homogenen Gleichung tP(D) v = 0 unterscheidcen, die

in genz R™' definiert ist, d.h, v ¢ H, (R™)
P

sein soll, muss bei der Zerlegung Y=, + “*’2 (s, Bemerkung nach Lemma 5)

. Wenn Y eine Distribution

seine crste Komponente verschwinden , Man hat

me1l

v+ 1,88 .

V=i
In dicsem Fall stellt u(x, t) dann die Distribution TO dar, denn man hat
‘P ulx,t)= T & J,.

Diese ganzen ﬁberlegungen lassen sich auf den Fall beliebiger Triger iber-
tragen, denn jede Distribution ist lokal-endliche Summe von Distributionen mit

kompaktem Tréger ,

ntl R®) zerfillt in zwei Komponenten,

Eine Funktion u(x, t) € HtU(R
die flir t > 0 bzw, t < 0 decfiniert sind, Wir setzen nun voraus, dass sich
jede dicser beiden Komponenten rceell-analytisch in eine Umgebung von t =0
fortcetzen l8sst , Dabei brauchen die beiden Fortsetzungen flir t = 0 nicht

ibercinzustimmen , Wir setzen

(ulx,t) ftr ¢>0 ; i{u(x,t) fir t£ 0
u+hﬁt)=j ;ou(x,t) = |
| o fir t <0 L 0 fir t30

wobei u' und u” fir t=0 durch die Fortsetzung der jeweiligen Komponente

definiert sei, Es gilt u = ot +u” . Damit ist u(x, t) als Distribution auf ganz
Rn+1

man ecine Funktion auf ciner Menge vom Masse Null abZ&ndern kann, ohne die zu-

fortgesetzt , (Die spezielle Wahl der Fortsctzung spiclt keine Rolle, da

gechdrige Distribution zu . %ndern), Da ot ot ot # 0 die Gleichung tomyut =0
erflillt, erh®lt man fir tP(D) ot nur dic Antcile, diec von den Spriingen der

Funktion und ihrer Ableitungen flir ¢ = 0 herrithren

m-1 D 4

tpp) ut = (1) ) X ‘)‘; (X,o)\®5t(m‘1'g)
V=0 Dt :
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Wenn wir schon wissen, dass u({x, t) die Indikatrix eciner Hyperfunktion ist,

kann nur der Term mit (SL von Null verschicden sein und wir haben
L

m bm'1u+

+ . ;
tp(D) ' = (07 (x, 0) ® O,

Nm-l g
u+ ist also Indikatrix von (i)m %—-;-—;1- (x, 0)s da aber u+ fir t= 0 noch

ot ==

-1 4 - ‘
analytisch war ist auch b ] (z, 0) analytisch, Fiir u  verliuft die Sache
M-

analog und wir haben als Kriterium, dass die Indikatrix u(x, t) ciner Hyper-
funktion eine analytische Funktion darstellt, wenn sich dic beiden Komponenten

von u reell-analytisch in t = ¢ hinein fortsetzen lassen ,

Sei D eine der Ableitungen % , ¥ cin analytisches Funktional
mit kompaktem Tréger, dann definiercen wir k D Y durch
<D1\),f> = - <Y, Df ) fir alle £ & H(K) .
Da flir ecin f € H(K) gilt (13 (Df) =D q) (0, d) die im Beweis von Lemma 4
definierte Abbildung, kdnnen wir auch verlangen

<D‘\{),f> = -y ,Df> fir alle f € Hp(K).

Wenn u(x, t) die Indikatrix von % ist so gilt nach (4)

<Y, £> =<LPB(MD) (wf), u> . Wir erhalten dann fiir Dy
<D-¥, f> = -<wy, Dfx = - (P(D) (WD), ud =
= -<P() D (Wf), uy +<PD) (DD ), u >,
Nun hat D wegen (3) kompakten Triger, und wie im Beweis von Satz 1 siceht

man, dass < PDY{((Dw) £}, ud> = 0 ist, Wir kBnnen nun noch D mit P(D)

vertauschen und crhalten
<Dy ,f> = -<DPD)(f), ud> = < PDIWE), Du

d.h, die Indikatrix von D ist Du . Dies lisst sich auf Hyperfunktionen mit

beliebigem Tr#ger libertragen
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Definition 5 . Sei WY eine Hyperfunktion auf " , u(x, t) dic Indikatrix von 1*).
Die Ablcitung D W ist dann dic Hyperfunktion mit der Indikatrix Du,

Satz 10 , Jede Hyperfunktion auf r? , die L8sung eciner elliptischen partiellen
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten Q(D)y = 0 ist, ist cine

analytische Funktion ,

Beweis : Nechmen wir zunZchst an, dass fiir den Hauptteil Q (F) VQI;I}1 o (E,)

gelte Qm(g ) > 0 fur reeclles é . Dann sind P(D) = Q(D) + (i)™ b und

t atm
der transponicrte Operator P(D) auch clliptisch , Die Hyperfunktion Y sci
L5sung der Gleichung Q(D) W= 0, wir fassen Y als *P_Funktional mit dem
oben definierten ‘P(D) auf, Y hat also cine Indikatrix u(x, t) ¢ Ho®™ 1. R
(wegen %5(p) = P(D)) . Nach Vorcussetzung gilt Q(D) u(x, t) = f(x, t) , mit

+
nl)

fix,t) ¢ I—IP(R . Wir k8nnen es jedoch immer so einrichten, dass f(x,t) =0,

n+l

Dazu 18sen wir in R das System

Nach Theorem 3,2, von [12] existiert cine L&sung gz(x, t), wenn gilt
P(D)f =0, Wir setzen v(x,t)=u(x,t)-gl(x,t), v istnatlirlichzu u
n+1 , da gilt P(D) g = 0, und ist deshalb auch cinc Indi-
katrix von W . Auscerdem gilt jetzt O(D}v =0 und P(D)v =20 in Rn+1-Rn

&quivalent mod Hy (R

und wir haben

m bmv m Dmv n+1l n
P(D)v = C{D)v + (i) = = (i)~ S = 0 in R -RY
t ¢

Damit haben wir das Problem zurlickgefihrt auf die L3sung ciner Gleichung

O0MF

ot

Nach[lB], exposé 15 ist der Raum der Ldsungen dieser Gleichung (P( ® HQ(Rn
m

der Raum der skalaren Ldsungen von — LR 0, d.h, der Raum der

m
Ot :
Polynome in t vom Grade { m , Diec beiden Komponenten von v ‘sind also Po-

=0, F cine vektorwertige Funlktion von t mit Werten in H (Rn)

[P(m)

lynome in t mit Koeffizienten in HQ(D) und kdnnen deshalb rcell-analytisch
in t =0 hincin fortgesetzt werden , Nach dem oben abrxelexteten Kriterium ist
Y analytisch,
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a :
Im allgemeinen Fall betrachten wir das Polynom R({) = Of é) o é) .

Es gilt Rzm(;) > 0 ; R(D) erftllt also die Voraussetzung flir den crsten Teil
des Beweises , Damit ist jede L&sung W von R(D)H} = 0 analytisch, Sci V¥
nun L3sung von Q(D}*y = 0, dann ist auch R(D)Y =0, also "¢ analytisch,,
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