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LA CONVEXITE HOLOMORPHE DANS L'ESPACE ANALYTIQUE

DES CYCLES D'UNE VARIﬁTE,ALGﬁBRIQUE

par Aldo ANDREOTTII et Francois NORGUET

Introduction

X &tant un sous-espace algébrique (compact) de 1'espace projec-
tif P (€C) , la méthode classique de construction de la "variédté de
Chow" permet de doter d'une structure d'espace algébrique projectif
l'ensemble CE(X) de ses d-cycles analytiques positifs (combinaisons
linéaires & coefficients entiers positifs de sous-ensembles analytiques
de dimension d en chaque point) ; pour tout ouvert Y de X , l'en-
semble Cg (Y) des élénents de Cg(X) contenus dans Y est un ouvert
de CE(X) ; sa strueture analytique, mais non (Corollaire du théoréme 3)
celle de son normalisé faible - que nous désignerons encore par Cg(Y)-—

peut dépendre de la réalisation de Y eomme sous-espace de @n (@)

Normaliser faiblement un espace analytique, c'est enrichir son
faisceau structural en considérant encore domme "holomorphe" dans un
ouvert U +toute fonction continue dans U et holomorphe aux points
réguliers de U ; l'espace obtenu est encore analytique (théoreme 1)

Pour toute forme différentielle k? de type (d,d), continue dans
Y , la fonction & valeurs complexes F ,définie dans Cg(‘Y)par

¥
‘? (c) J N pour tout ¢ QOE(Y)

est continue theoreme 4) . 8i L€ est réelle et deux fois différentiable

et si le courant de'd"xeest positif, alors Efest plurisousharmonique.
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Si v est indéfiniment différentiable et vérifie d"kf= 0, alors F
(qui ne dépend que de la classe de d"-cohomologie de %’) est holo-
morphe (théoréme 5). Désignant par Ioke (resp.(?) le faisceau des
germes de formes différentielles holomorphes de degré d dans Y
(resp. de fonctions holomorphes dans CE(Y)) , on a ainsi, vu le thé-

oreme de Dolbeault, une application lindaire

el wlr, of) L, ®cim, )
dont 1l'image est contenue dans 1l'ensemble des éléments de HOUXKYL O»
qui vérifient
f(cf+c2) = f(c1)-+f(c2)

pour tous c, € Cg (y) , < € Cg (Y). Soit Ad(Y) 1'algtbre engendrée
dans HO(Cg(Yﬂ ,O ) par 1'image de Fio) et par les constantes .

Si Y (supposé & frontiére non vide et sans points singuliers)
est strictement d - pseudoconvexe (au sens de [3] , N° 5), alors
ng(Y) est Ad(Y)-convexe : c'est ce qu'exprime la Proposition 7

de [ 3] . Comme C;(Y) est faiblement normal, HO(CE(Y), J ) est

(vu le théoréme 2) la fermeture intdgrale faible de Ad(Y) , c'lest-
d-dire : HO(CJ(Y?, G') est constitué par les fonctions f , conti-
nues dans Y , telles que, pour tout compact XK de Y , il existe

une équation de la forme

wP p-1

+ a1(x)" W + oee. + ap(x) =0

satisfaite pour x € X et w = f(x), ou les a; sont des fonctions
sur K , limites uniformes de restrictions & K d'éléments de Ad(Y).

Si, de plus, Hd+1(Y,f}) = 0 pour tout faisceau analytique cohérent(}
dans Y (en particulier si Y est 4 -complet) , alors Ad(Y) sépare
les points de Cg_(Y) : c'est ce qu'exprime le théoreme 5 de (3] .

Un théoréme de Runge (théoréme 7) permet d'étudier aussi le cas de
variétés sans bord (théoréme 8) .

Enfin 1'étude d'exemples simples conduit & la définition d'une
application naturelle

1 d+1 dy

@( ) : HOUU(X, O

d . 7 - O
"dérivée'de e .

, #1 (ot , )
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§ 1 . Sur la normalisation faible d'un espace analytigue

1 . Construction de la normalisation faible

Théorsme 1 . Pour tout espace analytique X , il existe un es-

~

race analytique X et une application holomorphe bijective

A A

7 ¢+ X — X

ayant la propriété suivante

pour tout espace analytigue Y et toute application

g ¥ y X
holomorphe, ouverte et injective, il existe une application holomorphe

T AT (M) —

vérifiant A
G o ,7.: = 1 A _
T (e () .
* *
Preuve . Soit X le normalisé de X et soit 7T l'applica-

tion naturelle de X* sur X . Soit R 1la relation d!'éguivalence
*
sur X définie par

X Ny == W*(X)Zﬁ*(y) ’

A
c'est une relation d'équivalence propre. Soit X 1l'espace annelé
*
quotient (L71, § 2) de X par R, et soit p 1'application natu-
¥ /4
relle de X sur X ; 1l existe une application et une seule ;}
A * ~

de X sur X , vérifiant 4}-0 p= T 3 T7 est un homéomorphisme.

D'aprés un théoréme de H. Cartan ("¥ain Theorem" de {71, § 3 , et

la remarque p. 8, de [7]) , 1'espace annelé % est un espace analy-
tique. De la définition de la structure d'espace annelé de % , 11

résulte que Q%‘ est holomorphe.

Soit G une application holomorphe, ouverte et injective d'un
espace analytique Y dans X ; il n'est pas restrictif de supposer

G surjective ; c'est alors un homéumorphisme. L'application
A

"‘1 —— . ’ .
T=0"" 6 77 est donc aussi un homéomorphisme.
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L'application o

est holomorphe hors du sous-espace S(X)
des points singuliers de X et de 1l'image O (3(Y)) du sous-espace
S(Y) des points singuliers de Y ; donc 0”1 oTT* est holomorphe
hors du sous-espace (TT*)_1(S(X)@J ¢~ (8(Y))) , qui est au moins de
codimension 1 en chacun de seg points. Comme X* est normal,

- * .
g T T est holomorphe en vertu du théoréme de Riemann (L11]p.287> ;

donc T"o p est holomorphe ; alors 7= est holomorphe en vertu de la

~
définition de la structure d'espace annelé de X .

N
Remarque 1 . 5i l'espace analytique X' et l'application holo-
~ A

morphe Ti' : X' 5 X vérifient aussi les conditions du théoréme 1 ,

7~ ~
il existe un isomorphisme analytique € : X —s X! vérifiant
~ o~ A A
17 = Vo ¢ ;3 donc (X ,TT) est déterminé & un isomorphisme analytique

pres. Il existe une structure d'espace analytique et une seule sur
N\

l'ensemble X , telle que V' soit un isomorphisme d'espaces analytiques
~
désormais on désignera par X 1l'ensemble X muni de cette structure,
AN A A A
et par 77 l'application identité de X sur X ; le couple (X ,77)

sera appelé normalisation faible de X ; on dira que X est faiblement

normal si 71 est un isomorphisme analytique.

5

Remarque 2 . Rappelons qu'un sous-ensemble analytique E de X

est dit maigre si, pour tout point x de X , il existe un voisinage
ouvert U de x et un sous-ensemble analytique A dans U , de o7-
dimension % 1 en tout point de U , tels que E UCA . 8i f

est une fonction a valeurs complexes continue dans X et holomorphe

en dehors d'un sogs—ensemble maigre %S £, £ o'%’ est une fonction
holomorphe dans X . En effet, f o7 est holomorphe dans le normalisé
X* de X , donc f o{% est holomorphe dans % en vertu de la défi-
nition du faisceau structural de % .
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2 . Fermeture intégrale faible .

Soit X wun espace analytique ; soit G’]Janneau des germes de
fonctions holomorphes dans £ , et soit fﬂ<x,(7) 1'anneau des fonc-
tions holomorphes sur X . Soit C(X) 1l'anneau des fonctions conti-
nues a valeurs complexes sur K . Muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact de X , C(X) est un espace de Fréchet

U(x,8) est un sous-espece fermé de C(X) ({111, satz 28).

Si A est un sous-anncau de | (X,0) et K un compact de X ,
nous désignerons par Ay 1'anneau des restrictions des éléments de A

a K , et par KK le complété de AK pour la convergence uniforme
sur K .

Nous dirons qu'un élément f de C(X) est topologigquement

intégre sur A si , pour tout compact X de X , il existe une
équation de la forme

wt 4+ a1(x) oy oo +2 (x) =0

satisfaite pour x € X et w= f(x) , et ol les a, sont des é1lé~
ments de AK (c'est-a-dire des fonctions sur K , limites uniformes
de restrictions & K d'éléments de A ).

Les éléments de C(X) , topologiquement intégres sur A , cons-

~
tituent un sous-anneau A de C(X) , qu'on appellera fermeture inté-
Fas

grale faible de A ; si A = A , nous dirons que A est faiblement

intégralement fermé.

FaN
Proposition 1 . Soit A 1la fermeture intégrale faible d'un sous-

anneau A de [ (X ,0 ), et soit 7T : X — X la normalisation faible
N ”~ ”~ )
de X . Le relevement T K de & & X est un anneau de fonctions

”~

holomorphes sur X .

4
Preuve . Soit f€ A . D'aprés la remarque 2 de 1 , il suffit

de démontrer que f est holomorphe aux points non singuliers de X .

Soit X, un tel point ; 1l'anneau local ij est factoricsl et
0
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le germe de f en X, est integre sur C& . 11 existe donc une
0
équation

(*) Wt o+ a1(x) o vee + ap(x) =0

irréductible sur ij , 2 cocfficients holomorphes sur un voisinage U
0
de X et satisfaite par f(x) pour tout x & U . Le discriminant

£ (x) de cette équation n'est pas nul dans Cix car 1'équation est

_ 0

irréductible sur ‘6; . 81 U est suffisamment petit, L (x) =0
0

définit dans U wun sous-ensemble analytique L de codimension 1

en chaque point . Au voisinage de tout point x ¢ U - E, les racines

de (*) sont des fonctions holomorphes. Donc f est holomorphe dans
U - E et continue dans U ; d'aprés le théoreme de Riemann, f est

holomorphe dans U .

Corollaire . 51 X est faivlement normal, son anncau de fonctiong

holomorphes est faiblement intégralement fermé .

3 . Analogue d'un théoreme de wWelerstrass .

On dimontre, pour des annecaux de fonctions holomorphes, un théo-

reme analogue & celui de Weierstrass - Stone .

Lemme 1 . Soit f? un faisceau analytique cohérent sur un espace

de Stein X . Spit Y un ouvert de Stein, relativement compact,dans X.

J
Il existe une famille finie d'éléments de HO(X,@*) dont leg images

f

>
dans 5°(Y, &) engendrent 3°(v, &) comme module sur 1'anneau des

fonctions holomorphes dans T .

Preuve . Soit {7 le faiscecau des germes de fonctions holomorphes

dangs X . D'apres le théoréme A de H. Cartan généralisé aux espaces

de Stein [ 5], il existe une famille finie (si) d'éléments de
iel

HO(X,‘é) dont les images dans S?x , pour tout x €Y , engendrent

le G;-module - D'apreés le théoreme 5 de [6;}(dont la démons-

tration reste valable pour les espaces de Stein), les images des Sy

engendrent HO(Y,<}) comne HY(Y, J) - module .
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Lemme 2 . Soit 0 une application holomorphe propre d'un espace

analytique complexe X dang un egpace de Stein Y ; soit U un ow-

vert de Stein, relativement compact, dans Y . Pour toute fonction h

holomorphe dans (r'1(U) , il existe une famille (b.) . de forc-
i'1¢igp —

tions holomorphes dans U +telle que l'on alt
P
nP 4 A g Pt
i

0
dans (Y-1(U) , en posant a, =b, o o' pour 1<ig<p, g dési-

gnant la restriction de G & <$:1(U) .

g

Preuve . Soit & 1l'imege directe par G du faisceau des germes de

fonctions holomorphes dans X ; d'aprés un résultat de H.Grauert f9],
E? est un faisceau aznalytique cohérent sur Y . Vu le lemme 1 , il

existe une famille finie d'éléments de HO(U,g:) qui engen-

S.

( 1)i€I
dre HO(U; 35 comme modulc sur l'anneau des fonctions holomorphes
dans U .

Soit h unc fonction holomorphe dans (rJ(U) ; pour tout ie I,
s; et hs sont des fonctions holomorphes sur cr—1(U) , donc h s;

est un élément de HO(U,Eg) . Il existe une famille (bi j)iéiI de
b
) jel
fonctions holomorphes dans U , vérifiant, pour tout 1 &1 ,
T 7
5, = — Db, 8
b8y jel "1,J 73
En posant 85 5 = bi,j c G , on a donc (dans U )
T?
/
hg = ST al’J Sj ;
on en déduit
det (a, . - 5. . h) = 0
1,] 1,

qui est la relation annoncée.

Remarque .
Le nombre p est majoré par le cardinal de I , qui ne dépend pas

de h .
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Définition . Soit A wun anneau de fonctions holomorphes sur

un espace analytique complexe X . Pour tout compact K de X , on
appelle A- enveloppe de K l'ensemble

~

K, = {X s xeX , |f(x)) £ sup | f(y)| pour tout f € A} .

vyeK
On dipAgue X est A-convexe si, pour tout compact K de X ,

l'ensemble K est compact .

A
Si ﬁﬁ e;ﬁ 1'enneau de toutes les fonctions holomorphes dans X ,
on pose KX = KA .

On dit que A donne des coordonnées locales en un point x

de X s'il existe un nombre entier n > O et une application holo-

morphe f = (f.) , £, € A, d'un voisinage ouvert U de x

17 1¢1i¢n
n . . . . .
dans € , qui soit un isomorphisme analytique de U sur un sous-

enserble anslytique f(U) d'un ouvertde. CP

Lemme 3 . Soit X un espace analytique complexe. Soit A un

anneau_de fonctions holomorphes sur X , vérifiant les conditions :

o)

ii) X est A -convexe .

i) A contient

’

Pour tout compect K de X , il existe un voisinage ouvert U

. . ] ‘n s o
de K et une application f = (fi)15:i<n de X dans € , vérifiant

<

les conditions

iii) f; € & pour 1<ifn

A .
iv) £, CP = ix s X €U, | fi(x)l< 1 pour 15jh§r1}G:U et

l'application de P dang Q = ‘iz sz = (z.) € " 125 <1

pour 1 <1i¢ n}
déduite de f egt propre .

Si,de plus, A zépare les points de X , on peut choisir cette

application f de telle sorte que soit en plus vérifide la propriété

(1) I1 suffit, pour la validité du lemme, que A soit uns € -algdbre.
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v) 1'application g , déduite de f , de U dans Y = CP_of(bU),
est injective et propre.

Si, de plus encore, A donne des coordonnées locales en tout

point de¢ X , alors on peut choisir f de telle sorte que g soit

un isomorphisme analytique de 1l'espace analytigque U sur le sous-

esp~ce analytique g(U) de Y .

VA

Preuve_. Soit K un compact de X . L'ensemble K, étant
N

compact, soit U wun voisinage ouvert relativement compact de KA .

Pour tout x & ﬁ - U, il existe une fonction h & & telle que

lh(x)l > 2 et sup ]h(y)l <1
yek
alors _ \
Vx,h = {x s x €U, ]h(x)‘ > 2 }
— ) N
est un voisinage de x dans U et V M X = ¢ .
X,h A
Comme U - U est compact, il existe une famille finie (x.). .
17141k
de points de U - U et une famille finie (fi)1<i<k d'éléments de A
vérifiant T
! f.(x,) | > 2 , sup | f.(y) l < pour 1<igk ,
ivti , i
| ) yeK
NIV S U-T
1¢1ae FioTy 3
@l
; : kY
k }{'\\ ? ¢
. v K =
1efce XLy 0 R
et l'application f = (fi)1( o de X dans le vérifiec les condi-
N l\

tions iii et div du lemme (pour n = k )

Supposons que A sépare. les points de X . Comme U est compact.
un lemme de H. Carten (7] p.7) montre l'existence d'une famille finie

(fi)k . d'éléments de A qui sépare les points de U ; on peut

<1<n

choisir ces fonctions en sorte que sup ifi(y)l < 1 pour k<jg&n ;
yeb

szinsi on aura encore

P:fo;XEU,\fi(X){<1 pour 1¢i¢nj .
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) de X dens CP vérifie les

: . . s - (f
L'application (fl ' <icn

conditions 1ii , iv et v demandées.

81 A donne des coordonnées locales en tout point de X , on

peut choisir la famille (f.) de telle sorte gqu'clle donne des

i'k¢ig¢n

coordonnées locales en tout point de P . Alors l'application g

vérifie la condition supplémentaire annoncée.

Théoreme 2 . Soit X un espace analytigue faiblement normal.

Soit A un anneau de fonctions holomorphes dans X , vérifiant les

conditionsg :

i) A contient € ;

ii) ¥ est A -convexe .

Alors la fermeture intégrale faible de A est 1l'annezu de toutes les

fonctiong holomorphes dans £ .

9i, de plus, A sépare les points de X ¢t donne des coordon-

nées localeg en tout point de X , a2lors A est dense dans 1'ensemble

des fonctions holomorphes dans X , muni de la topologie de la conver-

gence uniforme sur tout compact .

Preuve . Vu le Corollaire de la Proposition 1 | i1l suffit de
N\
montrer que toute fonction holomorphe sur X appartient & A . Soit
donc h une fonction holomorphe sur X , et soit K un compact de X .

Soient U un voisinage ouvert de X et f = (fi)1§i$r1 une applica-

. n i e o L .. ,
tion de X dans (@ vérifiant les conditions iii et iv du lemme 3,
dont nous conservons les notations., Il existe un nombre réel & >0

tel que la condition iv du lemme 3 soit encore vérifiée pour
P! = {X ;s x €U, | fi(x)} < 1+ ¢ pour 16:1511}
au lieu de P et

Q' :{Z;Z:(Zi)‘|<i(n E@n’)zi\<1+ﬁp0ur 1$1$n}

au lieun de Q .
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Soit ¢ 1'applicetion de P dans Q déduite de f . D'apres
le lemme 2 (en prenant Y = Q'), il existe une famille (b,)

1°1£1%
de fonctions holomorphes dans @ telle que 1l'on ait
5 b-i
P \ -
(}1P> tfa B ulE) =0
dans P , en posant a; = bi o G- pour 1<&1igp . Dans le cas parti-

culier ou A sépare les points de X et donne des coordonnédes locales
en tout point de X , on peut prendre p =1 .

Comme toute fonction b holomorphe dans Q se développe en
série de Taylor dens Q , b o ¢ est limite uniforme sur K de fone-

VAN
tions de A ; on a donc a; € AK pour 1<€£i<p , ¢t h €A .

Remarque 1 . Bous les hypotheses du théoréeme 2 , 1l'espace X est

holomorphiquement convexe ; si les fonctions de A séparent les points
de X, ou si A donne des coordonnées localées en tout point de X ,

alors X est un espace de Stein .

Remarque 2 . Soit X = L ot soit A 1'algebre des fonctions

entidres sur € dont la dérivée s'snnule en O . Les hypothdses i
et 1ii du thdéoreme 2 sont vérifides, 1l'algébre A est fermée pour la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de € , et &
ne contient pas toutes les fonctions entidres. Dene, pour construire
a partir de A 1'anneau des fonctions holomorphes dans X , le pas-

sage a la fermeture intégrale faible est ndcessaire.

Remarque 3 . Le cas particulier du théoreme 2 , obtenu lorsque A
sépare les points de X et donne des coordonnées locazles en tout
point de X , était déja connu . Il est énoncé par H. Cartan ([8]p.24 ),
énoncé et démontré par Y.Katznelson ([14] Theorem 8.1.7) dans le cas
des variétés. I1 a pour conséguence que toute fonction holomorphe
dans €% est limite uniforme sur tout compact de sommes finies d'ex-

ponenticlles de fonctions linéaires.
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9 2 . L'espece (analytigue)des cycles positifs

d'une variété algébrigue

4 . D2finition de cet espace .

a) L'anneau des coordonndes de la grassmannienne .

SoLt an l'espace projectif de dimension n sur € . Soient

(x.) . des coordonnées homogenes sur [P et soit F le fibré
170¢i¢n n
holomorphe en droites associé au diviseur d'équation X, = o .

L'enneau G:[XO,...,xn] des polynomes en XXy s'identifie a
1'annecau gradué .
SEAs Kk
P ,P)= "7 | (P_,F
Jel e, ,F) = o T (B, L),

nK /. . . \
F désignent la pulssence tensorielle k-eme de F .

Soit V une sous-variété algébrique irréductible de B,
considérons 1l'annesu gradué
SR
, vl K

ou F v dégigne la restriction du fibré F

morphisme de restriction

a V ; 1l'image de 1'homo-

v n

r_ o JDC-)(IP ,F>—~?CPE(V,F'V)

est appelée anncau des coordonnées de V .

Proposition 2 . 8i V est normale en chaque point (par exemple

si V est non singpliére),(fh(v, Fhf) ¢cst la fermeture intégrale de

1'anneau des coordonnées de V .

Ce théordme est Al & 0. Zariski [24}; on le démontre en prouvant

successivenent
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i) 1la fermeture intégrale de 1'anneau des coordonndes est un

anneau gradué ;

ii) & cruse de la normalité de V , tout élément homogdne de la
fermeture intégrele cst dans Lﬂé(V, Fyv) :

iii) pour k suffisamment grand,
. k
-t hk - -
e (T (R, P50 =, (7)) .

n

Ce dernier point résulte aussi d'un théordme de J.P. Serre
'y o W P
(T21) thdordme 2 p. 259) .

. . A+ CL , -
Soit maintenant Ed 1 le produit de d+1 exenpleircs de .
n

indexés par les nombres enticrs 0, 1,...,d ; pour tout nombre entier
fe oo . . ~ s d+1

h vérifizsnt O0g<h<d , soit Fh le fibreésur [Pn ,

- . . , d+1

vant F per la projection de Pn

obtenu en rele-
gur son facteur d'indice h . L'an-

neau gradué

Rooptt, @ o0 B X ax
7 n '’ O¢h<d "h kel Oshg¢d n’ h

. SR d -
s'identifie a 1l'anncau 'J;I X yees, X | des polynomes par rapport aux

s o h
indétsrmindes (k.
T oched

0<ikn
gene ¢t de degré indépendsnt de h  par rapport & chaque famille
h

X, _
1 1<ign
lerons degré de la composante homogene congidirée,

, dont chaque composante homogene est homo-

d'indéterminées ; c'est ce dernicr degré que nous appel-

supposons d < n ; la relation

Ty

' [ X7 \
/\ / ) J h _ //
, Ny L % duy = . 1N “i(x)du..%)/\..;‘\du,_.ld

¢ ,( p \ < ” ( v . ., S K]
O<&h4d 0Lidn ) Os%<ﬁ<..@fsn o' d
’ . . ’ ’ . F r 0 d N ’
définit des #léments Py oy deVs 1 X, . 04,X 1, homogencs de degré
0 d

: - . . d+1
d + 1§ seit {1 1'ensemble des points x = (§)04h:d de (P~ tels
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que les nombres p. (x) ne soient pas simultanément nuls ; soit

i ...1
0 d _
p 1l'application de {1 dans $n+1~ définie par les fonctions
i\d.+1’} =1
P. . p(fl) est la grassmannienne, que l'on désignera par [P
R n,d

des sous-~espaces lindaires de dimension d de @n .

(. A A e « Ve
Soit ‘L .., Pi { e l'anneau des polynomes en les indé-
o' 74
termindes (P.l 5 ; la substitution de
o‘-. d <' . . .
O\lo\l1<c-.<ld{.n’
. . (x) a P, : définit une application
i ...1 i .1 :
0 d 0 d
. r ! ‘FO d
Cr' . @L-;., Pi i,o-n_{—-—————-}@LX,...,X]
O... d

dont le noyau est constitué par 1'idéal des polynomes s'annulant sur
Tn 3 ; l'anneau des coordonnées de la grassmannienne est donc iso-
’
morphe & 1'image de ¢ .
. 7 D » "'O d_‘
Le groupe lindaire GIL(d+1, € ) opére sur C{ x,...,x | par
les substitutions

XY
h J k
e e ) Vs (\} _ - .
X L X A= () & GL (a+1, © )
O¢kgn hk ! hkOshsd
O<kgd
1 . 0 d q L .
un élement f homogene de Q/[X,...,Xng est dit invariant per les

opérations de GL (d+1, T ) si 1l'on a

f(Ax) = (det &)™ £ (%)

h
pour tout A € GL (d+1,T ) et pour tout x = <X)O<h<d , m désiﬁ

gnent le degré total de f par rapport & l'ensemble de tous les X, -

Proposition 3 . L'anneau des coordonnées de la grassmannienne

0 d
est_isomorphe & l'anneau des invariants de ( [X,...,X] sous

P

n,d

1'action du groupe GL (d+1,€ ) . Cet anneau est factoriel. (L[4 ]
p. 110-113) .,
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Des propositions 2 et 3 11 résulte que 1l'anneau des coordon-

nées de la grassmannienne ?Pn a est isomorphe & 1l'anneau
’
;Q; 2 2 L g P
JU( @n,d , F‘P ), P  désignant le fibré sur (n+1)_1
n,d A+ 14

agsocié gu diviseur défini par un hyperplan.

b . La notion classique de variété des cycles .

Soit V wun sous-ensemble algébrique irréductible de dimension d

de B . Soient 010$}1$d

airement indépendants, de ?n . La condition pour que leur intersection

les coordonnées de d+1 hyperplans, liné-

rencontre V g'exprime en annulant un polynome irréductible

d
Py € Q:[S,...,u.] (c£.[13], vol 2, p. 32-35).

Pour tout A = (& ) & G6L(a+1,C), la substitution
, hk'g<h ¢«d
N 2 " Ogcked
u T O{lcéd dku: u remplace les hyperplans considérés par d+1

hyperplans linédairement indépendants et contenant l'intersection des

premiers. La condition Fv(u) = 0 entrafne donc F.(Au)= 0 . Comme

i

Fv(u) est irréductible, F.(Au) est divisible par Fv.hl) et on a

v
Fv(Au) = Q?(A).Fv(u)

ou {D(A) est un polynome en les o{hl{ ; comme (@ est un caractere de

GL (da+1,C) , P(A) est une puissance de det(A); F., est donc in-

v
variant sous l'action du groupe GL (d+1,C) , et détermine,id un fac-

teur constant non nul pres, un élément de 1l'anneau des coordonnées de

@n,n—d—1 )

Le polynome FV est appelé forme de Cayley associée a V .
v

Plus généralement, si V = n, V. est un cycle positif (cf. [3],

icI i'i

8§ 4) de dimension d de P, on lui associe la forme de Cayley

étant pour tout i £ I un sous-ensemble algé-

brique irrdductible de En) .
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d
Proposition 4 . Pour gu'un élément F de @:Lu,...,u‘] soit forme

de Cayley d'un cycle positif de dimension d de En ,i1l faut et il suffit
que :

i) F soit invariant sous l'action de  GL (d+1, C)

a -
ii) sur une extension algébrique convenable de 0 [u,...,u

P se décompose en un produit de facteurs linéaires par rapport
0

a u o j | ~
0 d 1 d o]
Flu ,we,u) = & (u,...,u) : <ds£g ( 64;;;* E; uy ) .

fin effet, la premi2re condition exprime que F est 1'image d'un
élément de 1l'anneau des coordonnées de la grassmainnienne, de telle sorte

que la conditicn F = 0 détermine un complexe de @n—d—1 dans @n

La seconde condition exprime que ce complexe est singulier, c'est-a-dire

que l'ensemble des P

P

ede1 appartenant au complexe, et contenus dans le
1 d

n-ad intersection des hyperplans u,...,u , se décompose en l'ensemble

des LPn a-1 n-d

(qui sont tous dans P,

contenus dans [P et passant chacun par 1l'un des p01nts%£
/

Si donc SO,...,Sd sont des matrices anti-

> %

Ogr; yoo Sd (é vassent par le

L)
symétriques (tSi = —Si) , les hyperplans S

..
point > , et l'on a

bl
yeeey O ?; ) = 0

\J«\\& L

JaS
F e d

quelles que soient les matrices Si . La Proposition 4 résulte alors d'un
argument connu (L1337 p. 52).

Corollaire . Soit A% l'espace vectoriecl des éléments homogeénes
9 d

de degré g du sous-annesu des GL (d+1, £ )-invarients de El[x,..ﬁxj..
Soit X un soug-ensemble algébrique de P, . L'ensemble des €léments

de A% , qui_sont formes de Cayley des cycles positifs de dimension d

de X , est un clne algébrigue de somment O .

2
En effet, désignons nar ’Eé.... ,é; des points génériques de X
7

11 (L %8/\= Y (Be®

.
I
1€o€g 5 D D
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o
les LQJ(u) étant les différents mondmes de degré g en les variables

5 _
u, 5 les 0 (é) sont les coordonnées du point générique d'un sous-

espace algébrique W d'un sspace projectif ﬂjm.; soient H% (G; )=0
des 2dquations de W . Ecrivons un ¢élément 1I' de A% comme polynome
0
en u ¢ 4 > ? 1 N
) 0 0
F(u,...,u): /_D_\,. Lej)(u,---,u.). {)‘))) (u) ’
pour que I soit forme de Cayley d'un cycle de X , 11 faut et il suf-
d
fit que 1l'on ait les relations H, (P (u,...,ﬁ)) = 0 quels que soien

A D
1 d
U,...,u jcecl 8 'exprime par un systeme d'équations algébriques homogeénes
en les coefficients de I .
Soit P(A%) l'espace projectif associé & l1l'espace vectoriel A§
considéré ci-dessus. Soit 4« un sous-ensemble algébrique de P, » et
soit W?(X) le sous-ensemble algébrique de P(A%) , constitué par les

images des formes de Cayley des cycles positifs de dimension d de X
On appelle variété des cycles de dimension d de X 1l'lespace, loca-

lement algébrique

Gh 0 = e W ()

zen Y4
On désignera par Oa%(X) 1l'ensemble des cycles positifs (cf.[3],

§ 4) de dimension d de X , et par T 1'epplication de B1(X)
A,d d

7
F(x) gui, &2 un élément de ﬁﬁg(x) défini par une forme de

d

Cayley F , associe le cycle positif de X auquel F est associéde ;

dans C

1l'z2pplication est bijective. Comme dans [ 3] on désigne
+ 49

Tx.a
par | Af{ le support d'un cycle positif A .
Dans W%(XJ x X , soit Z§ (X) 1la correspondance qui associe &
tout Sldment ¢ de W%(X) le sous-ensemble I(TX,G (c)! de X .
Remarque 1 . Cette correspondance c¢st algébrique ; si on désigne

par x = (x,)

170¢i¢n
les coefficients des formes de Cayley de A% {c'est-a-dire des coor-

des coordonnées homogeéenes sur X C_@n et par

donnges homogines sur W%(X) C P(A%) , Z% (X) est définie par 1'annu-

(ol ,x) de polynomes homogeénes en les X etlesy.

lation d'un gsysteéeme

g9
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En effet, soit ¢ un élément de W% (X), image d'une forme de

Cayley P ; soient So""’sd des matrices antisymétriques, et soit

X & [Pn . In exprimant que F (EOX ,...,Sd X ) est nul quelles que
soient les matrices §; , on obtient un systéme d'équations gD,F(X):O
dont les solutions sont les points de ! GX,d (c)l. Les coefficients
des polynomes 5,7 sont (¢ variant dans W%(X )) des polynomes

par rapport aux coefficients de F . La reletion entre ¢ et les
points x de | G—X,d (c)! s'exprime donc en dcrivant un systéme d'équa
tions gD(F,X) = 0 polynomiales par repport & x et par rapport aux
coefficients de F .

De cette remarque on déduit immédiatement

Lemme 4 . Soit c, € eg (X) , et soit U un voisinage de

. N ]
\\)X,d (co)\ dans £ ; il existe un voisinage V de c_ dans

“@g (X), tel gque la condition ¢ € V entrafne ]G‘Y d (e)jc U .
-9

Soit & présent Y un ouvert de X ; il résulte du lemme 4 que

B =ayl g m) ={e;eefi ® .0, (]

X,d
est une partie ouverte de “gg (%) ‘65 (Y) est appelé variété des
cycles de dimension d de Y ; on désigne par Ty.a la restriction
’

dc @3,q 2 G5 (D, et onpose WE (Y) = €T (V) A W§ (x)

Comme précédemment ([3], §° 9), désignons par Sd (Y) 1a fa-
mille des sous-cnsembles analytiques compacts de Y , de dimension d
en chacun de leurs points ; 84 (Y) est un sous-ensemble de C;(Y) ;

posons ;]Od(‘{) = GY,d (Sd (Y))

Remarque 2 . \de (Y) est une partie ouverte de f;(Y)

I1 suffit de 1'établir pour Y = an((E) et, dans ce cas, de vé-
rifier que W%(Y)ﬂ :fd(Y) est ouvert dans W%(Y) pour tout g> O ;

pour cela, il faut montrer que, dans W%(Y) , les formes de Cayley,
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suffisamment voisines d'une forme de Cayley sans facteur irréductible

multiple, sont aussi de ce type. Cela résulte de la Remarque sulvante

Remargue 3 . Soit P(x) un polynome homogéne en x = (x.)

de degré g > 0 . I1 existe un nombre fini de polynomes

en les coefficients de P , dont 1l'annulation simultande exprime que P

a2 un facteur multiple.

En effet, considérons le polynowme P(/\x +}Ly) comme polynome
homogéne en A et M . Son discriminant [\ (x,y) est un polynome en x
et y dont les coefficients P » 140 £ h , sont des polynomes en
les coefficients de P . 81 P(x) a un facteur multiple, les pO<
Py
P(,\X +/ky) = (H(/\,}L,x , V) )& K (A, P" x,y) ou H et X sont des

polynomes premiers entre eux, H est de degré > 0O en A et }” , et

sont nuls. Réciproguement, si les sont nuls, on a

» 2 + Or H doit contenir les variables x ou ¥y car s'il en était
ind4pendant, en faisant successivement x =0 et y =0 on montre-
rait que H divise ,Xg et Pg ; donc H serait une constante. Sup-
posons donc que H contienne les x . En faisant A=1 et }L.= o,
on voit que P a un facteur multiple.

Soit encore Zé?(Y) = (Wg (Y) x Y) a Z§ (X) ; c'est la corres-
pondance qui, a tout «c 6_W§(Y’), associe le sous-ensemble algébrique

compacti(?% d (¢)lde Y . Il en résulte que la projection de Z%(Y’)
’

sur W%(Y) est propre. Nous utiliserons ultérisurement les remarques
suivantes.

Remaroue 4 . 50it A un sous-ensemble analytigue compact, en
. - . e w8 - L‘J
chague point de dimension > O , d Nd(Y) ; alors ceAlG&}d (c)l

est un sous-ensemble analytigue compact, en chague point de dimen-

§,j:irl >/ d'”)@i Y.

En effet, d'apres ce qui précede, l'image rdciproque de A dans
Z%(Y) est un sous-cnsemnle analytique compact, de dimension > d+1 en
chaque point; la projection de cet ensemble dans Y vérifie la méme

propriété,
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Remarque 5 . Pour tout compact K de Y , le sous-ensemble

. WS : § g ~ W8 (v - .
{c NS Wd (Y) ’l(TY,d (c);t: K de Wd (Y) est compact

—

it

En effet, soit E ce sous-ensemble, et soit Co un point de

N g - Lo s N 3
WS (%) adhérent & E ; soit (CD)DGJM

tendant vers c_ ; tout point de \Gk q (co)i dtant limite (vu la Re-

« une suite de points de E

. : \ o
marque 1) de points des,(TX’d (CD)£ , on a ‘CﬁX,d (Co)\CL‘K .

Dans [3], n° 9 , nous avons identifié CE(Y) 32 une partie de
1l'espace vectoriel topologique des courants & support compact dans Y ;
le topologie forte (resp. faible) de cet espace de courants induit sur
Cg(Y) une topologie que nous appellerons encore forte (resp.faible) ;

. + . . . .
une partie de Cd(Y) est dite oornée si elle est bornée dans l'espace
des courants ; la proposition 9 de [ 37 caractérise les parties bornées

de CE(Y)

Broposition 5 . Pour gu'une partie K gg_kng(Y) s0it relative-
(K) soit borné dans

ment compacte, il faut et il suffit que G-

Y,d
+ ’
Cy (Y.

En effet, une partie X do g (Y) est relativement compacte
si et seulement s'il cxiste un nombre entier h tel que K N W%(YJ
soit relativement compact dans W%(Y') pour g < h et X )Wﬁ(Yﬁ::ﬁ
pour g > h . Ces deux conditions peuvent &tre remplacées par

CE:K‘
g>h . Ces deux nouvelles conditions sont dquivalents a2 celles de la

Ty g (c)| relativement compeact dans Y et K.(\W%(Yﬂ = ¢ pour

Proposition 9 de [ 3] , car, en calculant les volumes & l'aide de la

métrique de Fubini de P, on a vol Tv,a (¢) = g pour tout

c g_wg(Y)
On munit chaque W%(X) de la structure d'espace analytique
complexe induite par celle de l'espace projectif complexe P(A%) ;

%zg(X) et f@g(yd sont ainsi munis de structures d'espace analytiques

complexes., Eventuellement ces structures peuvent dépendre, non
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seulement des structures d'espaces algébriques de X et de ¥ , mais

encore de la rialisation de X et de Y comme sous-espaces de &)n

L'étude de cette dépendance est 1l'objet du § ¢ ci-dessous .

N a3 + R + . . .
c) Caractére fonctoriel de %?d ¢t normalisation faible de la va-

ridté de Chow

) Soit Y (resp. Y') wun ouvert d'un sous-ensemble algébrique
X (resp. X') de ®, (resp. Pn,), et soit T une application holomorph
algébrique de Y dans Y!

On désignera par CE(Y)A‘ 1l'ensemble des éléments V de Cg(Y)

C
o T est bien définie, c'est-a-dire 1l'ensemble des éléments V de

Cg(Y) dont toute composante irréductible Vi a pour image T?(Vi) un
sous-ensenble analytique complexe (compact) de dimension d de Y' .

On désignera par Og(’t) 1l'application additive de CE(Y)

T
dans Cg (Y') qui, & tout cycle irrdductible V €'Cg (Y)U , fait cor-
respondre le cycle m V) de Cg (Y'), m désignant le degré de

(

la restriction de © a V .

On désignera par €. (T) 1'upplication de %?+(Y) =G . (¢h) )

d d Y,d d ™
dans %fg(Y") qui vérifie

A _ [‘+
Ty g 0 BT = CL@) o m?f,d@ )
a (Ve

Ensemblistement, %?g (T) est la méme chose que 1l'application

L'étude générale de 1l'application %gg (T) sera préparée par les re-

marques et les lemmes ci-dessous.

(é) Soit N un nombre entier > O , et soit t(n,N) = (n+1)N—1

. oL .
Le polynome en les varisbles ulet) 1€ N, 0<¢i4n

l b ’
R W
1«4 0<i<n T %
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T

L _ . N
a pour coefficients les monomes zi1...iN = CAN xi<>< . Soit A

. . . PP .
1'application de @n dans Wt(an) ;, définie par les relations

/\N (x) = =z ou z = (z .
'lN)
0<ign

Remarque {1 . L'application )\E est un isomorphisme (algébrique

de P, sur /\f(@

En effet si U :'{X ; XE(Pn . £ 0 } et

— . N -
Wi—{z,zeAn(an?,zi. ;éo} (Ui)1§i§n et
W= (w.) sont des recouvrements de P et >@I(.@ ) res-
i’1444n ’ n n n

pectivement par des ouverts de Zariski. Entre Ui et wi la corres-

pondance Aﬂf est donnée par les relations

donc elle est biholomorphe algébrigue.
On désignera par }Lg 1l'application de A@i ( En) sur En telle

que /\Nn opg soit 1'identité de /\l\;l (e,)

Soit Eg liespace vectoriel des polynomes homogénes de degré N

en les n+!l indétermindes X 0&ign ;5 soit Pg 1l'espace projec-
tif associé, et soit’rTE’k 1'application de Pg dans PiNﬁ, définie

. N N . N
en associant a tout polynome de En sa pulissance k-eme,

Remarque 2 . L'application T“Tg’k est un isomorphisme

) .

(algébriqueﬁz de Pg sur 'rTg’k (Pg

C'est une conséquence de la Remarque 1 ., Il suffit de noter que
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. ! z z ra N vé . Y .
i) tout élément W de En s'écrit de maniere unique sous la

forme jj;“_‘
(A.) A

= 0€ig fn %4, ...1 < = ’
i £ qtN 1 N 14 & N o
ou les coefficients ay i sont symétriques par rapport aux indices
10'.N
i1"”’iN 5

oy oN . N
ii) si \Qn est Ll'application (injective) de P dans Et(n,N)

définie en associant & (L le point de coordonnées homogénes ay

jeeedy
(symétriques par rapport aux indices), le diagramme
N
p Fn P
n > t(n,N)
N,k Nk
‘lTTn l}t(n,N)
O kN
PkN %; s Vp
n 7 *t(n,kN)

est commutatif.

N

On désignera par (9§’k l'application de TTg’k ( n

Pg) sur P

".
telle que TT"° o §1°% soit 1'identité de oK (o) |

De la remarque 1 , il résulte que l'application %?g (féi) est
bijective,

Lemme 5 . L'application Qfg(}ﬁi) est holomorphe algébrigue.

Pour établir ceNFésultat, associons & tout hyperplan u =(u.)

N iQdfn
1t S
de En 1'hyperplan ;\n (u) de Pt(n,N) de coordonneées
( AN-(u) ) . = ‘ u ; quel que soit l'hyperplan u
Y n i1”'lN 144N %X ! ’

nous avons la relation

<n
N

1'lolN
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N . .
donc An (u) contient le point /\ (X) si seulement si u
contient x .
L - T Q di—\ e by
Soit alors Ty (U,..vu, une forme de Cayley associéde & un cycle
- + s X l\l : N - 1 b . r - . by
vV Z Cd CAL { WP/) . 81 ¥V esv irrecductible, le polynome homogene
~ } ﬁ'
N /0 VN a . .
Pl AH (u), ..., AL (1)) s'annule exactement lorsque 1'intersection

},.4.

i T
N : N,
des hyverplens u , 0£1i4d , rencontre le cycle irréductible fbn(V)

] : 0 d .
il exigte donc une forme de Cayley © . (u,...,u) associde au

e

cvele |,o (V) , telle qus 1l'on ait 1l'identité
~J ~t

7 0O \ N ;
() B AL (e, AL D) = (R (,.0)

- . , , d
L'examen degs degres des cycles montre que l'ona M =N . 81 V est

ovelconcue, l'apnliicabion du résultat précédent & chaque composante
cor

24

irrdduetikle de V montre g l'ezxistence d'une forme de Cayley

a g N/ . .
T (O ) 8esociée au cycle i (V) . telle que 1l'on ait 1l'ide
iy Woews U I
VY
tivté (¥). Ceste identitd montre que les coefficients du polynome
1 . . . o
(F .. ) s'expriment par des polynomes en fonction des coefficients

/
\
de T, ; 12 conclusion »égulte alors de la Remargue 2

W) Cenesidérons maintenant une projection de En dans @m ,
i

avant pcur centre une sous-variéte lindaire S de @n,et soit £

l'z2pplication de Tr - 5 dans [P gu'elle définit. Choisissons des

1 m
coordonnées homogenas ‘x.) ) de P et des coordonnées homo-
L°0&ign n
genes  (y.) de (P telles que f eoit définie par les rela-
J(\<j<m o
tions
‘.‘(Xj pour 0 &j<s h
(f(x))j = ;
' 1 0 pour h < j<mn

S est alors défini par les dquations
x. = 0 0<3j<h .
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Pour tout hyperplan V = (vj)O - de P, posons

~ V. pour O £1ifnh
e, =9 *

0 pour h<ig¢n

. 0 d c s
Lemme 6 . Soit FV (ugp...,u) une forme de Cayley associee a un
, ~ 0 ~d
cycle V€ Cg( @nf's)f ; alors Fv(f(v),n..,f(v)) est une forme de

Cayley associde au cycle (Cg(f))(v) € Og ( Pm) .

En effet, si V est irréductible, le polynome homogéne

~N D ~ 4
Fv(f((v),...,f(wr)) s'annule exactement lorsque l'intersection des

pians v , 0£1i¢d , rencontre l'ensemble analytique irréductible f(V
il existe donc une forme de Cayley Ff(V) (%,...,V); associée au cycle

f(V), telle que l'on ait une identité
nr

Fo (£

~ d 0 d, \k
v )

(), I @) = (Foyy (70009)

1l'examer des degrés des cycles montre que k est le degré de la res-
~ 0 ~ 1 q
triction de f & V ; Fv(f (v),..., £ (v)) est donc une forme de

Cayley associée & 1'image de V par l'application Cg(f) .81 V n'es
pas irréductible, i1 suffit d'appliquer le raisonnement ci-dessus a

chague composante irréductible de V .

5) Considérons a présent un ouvert Y d'un sous-ensemble algé-
brique X de an , et soit ¢ une application holomorphe algébrique
de Y .dans PhT ; nous désignerons par x' = (xzj%< , des coor-

¢j¢n
données homogénes de Pn'

Lemme 7 . I7 existe deux nombres entiers positifs )y et N,

une application linéaire injective g de En' dans P(n’+1)ll—1 ’

et une projection de E@(n;N) dans @(n’+1)4£-1 , de centre S, dé-

finissant une application f de @t(n N) T S dans @(nv+1),e_1 , de
y

telle sorte gue l'on ait g 0% = f o (;\g \Y) .
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Preuve . Soit a un point de Y , et soit X, (resp. X'S> une

coordonnée qui ne s'annule pas au point a (resp.?(2)) ; les fonctions

X
* - Vd . . >
T —;,1—- , 0€j<n' , sont holomorphes algébriques sur Y au voisi-

S
nage du point a ; 1l existe donc des fractions rationnelles Rj R
0<j&n' , telles que G soit défini par les dquations
x 1k X X
- =R ( e i ) x €7
x! j < A A ’ +
S T T

dans un voisinage de Zariski de a . On en déduit qu'il existe des po-
lynomes homogenes Yl]’ , 0£j<n' , de méme degré et ne g'snnulant pas
simultanément au point a , tels que l'application T soit définie, -
dans un voisinage de Zariski de a , par les relations

U= X e : <3j<n' .
XJ QJ(XO, ’Xn) H O S J -~ n

Comme tout sous-ensemble d'une varidté algébrique est précompact
pour la topologile de Zariski, il existe un recouvrement fini de Y par
des ouverts de Zariski U(Q(-) , 1 < ol £ /Q/ , ¢t des polynomes homo-
génes YWL(?) , 0<34n’, 1 «« €%, tous du méme degré N , tels que,
pour tout
()

i) 1les polynomes , 0<j<n' , né s'annulent pas simultané-

ment dans U(Qw

&)

ii) 1'application T est définie, dans , par les relations

X'_B = 'Ylj (Xo,o-‘,Xn) ’ Oéjén' ¢

)

En particulier, pour tout point a de Y , il existe un polynome Y>§
qui ne s'annule pas au point & .

Soient fg.OU des fonctions linéaires homogenes des coordonnées de

a ! j
[Pt(n,N) telles que 1l'on ait

go() (x) = fgq) (/\rll\I (x)) pour tout x¢ P,
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soit S 1l'ensemble des points de Et(n ) pour lesquels s'annulent
?

tous les fgq) s on a }gs (v)Ns=¢

: : . ‘ _ . ( s
Soit f 1'application de @t(n,N) S dans E(n'+1)g,~1 définie

o
par les fonctions lindaires fg‘) ; si (zg*>)o cjen, 14X < L

désignent des coordonnées homogdnes de [P(n'+1),ﬁ_1 , T est définie
par les relations qu) = fgu) (

ordonnées homogeénes d'un point de Pt(n N) -5,
?

y) , y désignant 1l'ensemble des co-

o . . ' i . . . -~ '5 . . .
Soit enfin g 1l'application de Pn' dens @(n'+1)£,—1 définie par

o [ . i
les relations z( ) - Xi . La situation est représentée par le dia-

J
gramme
- 7y
P, D Y > P,
N N
!f\n Ah’Y g
J .
™ —
Petn,w) ~ Pon,m) " 2—> s Brurpy -1 ’

dont la comumutativité se vérifie aisément.

YL) Considérons l'application T envisagée au début de ) ;
supposons que, pour tout sous-ensemble analytique complexe compact ir-
réductible A de dimension d de Y , G (A) soit un sous-ensemble
analytique complexe (compact) de dimension d de Y' . Alors %fg(a')

est une application de %gg (Y) dans %gg (Y') ; les lemmes précédents
ne nous permettent pas de démontrer que %Zg(zf) est holomorphe, car
nous ne savons pas si ﬂgé(;\g) est holomorphe.

Pour cette raison, nous enrichirons la structure analytique de

(@E(Y) en la normalisent faiblement.
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Définitiofh . Soit Y wun ouvert d'un sous-ensemble algébrique X

de Pn . Déscrmais, nous appellerons variédté des cycles de dimension

+ Ve
d de: T , et nous désignerons encore par di (Y) , le normalisé

faible de liespace aznalytique (@g'(Y) précédemment défini.

Avec cette définition, qui ne change pas l'ensemble des éléments
/ ':’ ST - - . B . 2
de ‘éd( 7)), l'application %fg(ki ) devient holomorphe, & cause du

lemme 5 ; gréce aux lemmes 6 ot 7 , et compte-tenu de 1l'injectivité de

p) 2

ltapplicetion g du lemme 7 , on voit que 1l'applicatioen %fg T) de-

vient holomorphe elle-zugsi. On a donc :

Théoreme 3 . Soit ¥ (resp. Y') un ouvert d'un sous—ensemble

algébrioue X (resp. X') de P, (resp. En,) ; 80it T une application

holomorphe algébrique de Y dans Y' , telle que 1l'image T(4) de

tout_sous-ensemble analytigue complexe compact de dimension d de Y

so0it un sous—ensemble analytigue complexe (compact) de dimension d
de Y' . Alors 1'wpplication ¢1(%) de BL(Y) dens ¥I(Y') est
20lomorpne.

Corollaire . Soit Y un ouvert d'un sous-ensemble algébrigque X

de P,

ti0n biholomcrphe preés) gque de 1la structure d'espace algébrique pro-

. I'espace analytique complexe ﬂgg(Y) ne dépend (& une bijec-

Jjectif de ¥ .

Le théoréme 3 exprime encore le caractere fonctoriel de cette

d). Une remarque sur les ensembles exceptionnels .

Soit X un sous-ensemble elgébrique de an et soit A un
sous-cnsemble algébrique de X . On dira que A est un ensemble excep-

fionnel s'il existe un voisinage U de A dans X et une application
holomorphe propre TW de U sur un ouvert V d'un espace algébrique,

vérifiant les conditions :

i) T est un homéomorphisme de U~A sur V - T0 (4) ;
ii) dim A > dim T (4) .
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Dans ces conditions, on a des inclusions (c'est-a-dire des injec-
tions holomorphes ouvertes)

Lt (o) S SEGEI F S

et une application holomorphe

— , Y ¥4
T, o B - € o) — @+ (V) ‘@* (TT(a)) .
d d d a
o _ o oy @+ (T
81 d est 1z dimension de T (A) , alors d (T (4A)) est
. , . Tf+ P+ N
constitué de points isolée dsns , donc 6y (TT(4)) posséde un
voisinage holomorphiquement convexe dans ‘@ (V) ; il en est de méme

pour (@+'(A dans %?r(U) Donc

Si A est un engemble exceptionnel purement dimensionnel de X ,

4

. , , + N .
il existe un entier d < dim A al gue %2 (A) posséde un voisinage

holomorphiguenent convexe dans Tf

91 d est le plus petit entier satisfaisant & cette condition,
toute modification TT d'un voisinage de A vérifiant les conditions
i) et ii) applique A sur un ensemble T (4) de dimension > 4 .

Compte-tenu de la Remarque 2 de b , 1l'énoncé ci-dessus est encore
e o ¢+ + (s '
exact si on remplsace d(A.) (resp. %@d (X)) par tfd (A) (resp.

Nous n'étudierons pas dans ce travail les probleémes suggérés par
la remargue ci-deosus
ol ) 1lz condition indiquéde est-elle suffisante ?
() rpour tout espace algébrique projectif X , existe-t-il une
image holomorphe Y , généralement biunivoque, sur laguelle
il n'y a pas d'ensembles exceptionnels ?
¥ ) pour un tel espace, les ensembles exceptionnels sont-ils en

nombre fini ?

Auparavant, il conviendrait de généraliser les résultats de ce

mémoire aux espaces analytiques complexes non algébriques.
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5 . Théoréene de continuité .

a) Résultats préliminaires .

lTemme 8 . Soit V un sous-ensemble algébrigue purement dimen-

sionnel de dimension s de L'E’ﬂ . Pour tout nowmbre entier k > O ,

1l'ensemble des *l* C '13?1 tels que 1'on ait

dim (EPK(\V):k+s—-n

est partout dense sur ]ﬁujgrn‘smannienne [Pn,k . (On convient que
dim®<ﬂ?k<“- v) <0 sgignifie P, OV =¢)

Preuve . Considérons la bijection G : L@; P) — C (w,)
définie précédemment ; la grassmannienne @n,k est un sous-ensenmble
de C{; ( [Pn) : la restriction de g~ & ! (Lpn,k) est un homéomorphis-
me & 6:1( ‘IPn,k) sur ipn,k ; en effet, si pio"'ik sont les co-
ordonnéeg grassmanniennes de (Pk , 1a forme de Cayley de ka est

o (_o_ k) B Z " 0 k

Py T Pieeidy uio""-?ik. .
soit L) 1'ensemble des P, envisagé .
Supposons k+s-n < 0 , et KPkﬁ V = ¢ ; d'aprés le lemme 4

et la remarque ci-dessus , on aura [Pl; Nnvs= g si (P{( est assez

voisin de [P, dans L"Pn K done (L ¢st ouvert dans SPn K Soit
’ ?

=

7

V' une variété purement dimensionnelle, de dimsnsion n-k-1 , conte-

nans V ; (). contient 1'ensemble des [P,L( qui ne rencontrent pas V',

c'est-a-dire 1l'ensemble, partout dense dans P , des éléments de

n,k
ﬂBn K qui n'ennulent pas la forme de Cayley de V' ; donc Q. est par-
tout dense dans gdn,k

Supposons maintenant k+s-n=1r 2 O , et [Pkﬂ V de dimen-
sion 1r ; choisissons un [Pn_ (r+1) tel que W = {Pn—(rﬂ)ﬂ v

soit purenent dimensionnelle de dimension s - (r+1) et que 1l'on ait
P\ W= % ; d'aprds ce qui précdde, on aura PO W= ¢ si 1
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Yo 7 i o , ¢ ! — o »
est assez voisin de P, dans En,k jor BN QYW = g entrafne

dimd;(P'k NV) =r ; done £)est ouvert. De plus (2 contient 1'en-
semble des @H{ qui ne rencontrent pas W . Cet ensemble est partout

dense dans Pn v d'aprés ce qui précéde ; donc Ll est partout dense
’

Denme 9 . Soit Vo oun soug-ensenmble zlgébrique purement dimension-

nel de dimension d dez @ . Soit A le diagonale de V x V , et soit

L

f:(V»vV-4) xtP1 —_— @n

'application définie par

fugy,A¢b>: A x + by

o ' vaerh oYy o ! 4
Pour les mn-d-Z d'un ouveryv partout dense de Tn,n—d—Z , 1'adhérence

de A = f_1( ?n-d—9) dens V x V'Y%P1 est de dimension £ d-1 .
Preuve . Soient V., , 1$1i4k , les composzntes irréductibles

i
de V. goit =, (resp, yj) un point générique de V. (resp. Vj) et

de [P~ de point générique AXi +)xyj .

[N

soit W.. la vaeridy

1]
La variété Wij et Ge dimensicn £ 24 -+ 1 ; l'image de T est conte-
nue dans Lwﬁﬁ W.. . Le leame 8 montre que : pour les [P
L Tee M n-d-2
[ -~
EERT

d'un ouvert partout dense de @ ltensemble A est de dimen-

‘n,n-d-2 ’

“nn

gion £ d-1 . S~a adhérence dans V X V x @1 @st encore de dimension

{ 4 =
S G

——

Lz projection de A sur le premier facteur V de V X V X,P1

est encore un ensemble algébrique de dimension £ d -1 .

Grice au théoreéme de Baire, on déduit imuédiatement des lemmes

8 et 9 et de cette remarque la proposition suivante .
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Proposition 6 . Soit (VL)>:)p o oane suilte de sous-cnscmbles

algébrigues purenmcny dimenzionnelsg de dimension d de @ . Les
13

oo

~ 0'un enseirole partout dcense do la erassmannicsnne P
Ne=de 2 R S s S et o ~ n,n-d-2

possedent les propriétés guivantes

i) P _a-o GV, = ¢ pour tout Ve i ;

*

“

1i) pour foub VY EN , 1l projection de V. de centre B

JURSRASPPUI Wit

PRI
SE=

n-g-2 25

——
biunivonus en dehors diuna spus~variété J de dimension

. i} 4
RS G0

b) Précicions sur des convergencesd'intdgrales et de fonctions .

Dans T 16] est définie 1'intdégration, sur un enscmble analytique
complexe, une forme différentiellie cxtérieure continue a support
a résulte que le lenme 9 de [57] ot les considérations

a!
conpact. Il €
cédsnt dans le n® 7 restent velables si le forme P eat sup-

qui le préce

posdée seulcment continue (esu lieu de indéfiniment différentiable).

i .
Comwe dans [2 ] et [37 , on désigne par éﬂg(V) l'engecmble des

fonctions holomornhes dans unc variété snalytique comrlexe V o, muni

de 12 topoiogie de la convergence uniforme sur toul compact de V

Pouvr tout =z = (z.), . ¢ (.7 , posons
Jdoteign
é s . o PN ) .
z o= 4. z) - 1 %..02) ouy 1250,
J /’23_1\ / /4:‘ / p ~ Jd ~d 7
¢ -
wee ¢ (z) G pour 1 fh£2n .
/
. .
Pour Sout a s ¢t > fami . de nonbres
O o t toute famille (1 )1 <h<on C
réels > O , soit

R 1 & Z i
Qla,r) = gz sz Etuﬂ ,! 2%(2) - ?h (a)! < r,  pour 14 h.§2n;§ .

P N ; ’ - z
Soit U wunm ouvert de € : pour coul pevé Q(a.r), C U , on dé-
signe par %(;(U , 2, > ,2) 1'ensemble des fonctions I

fient les condinions



http://holomorph.es

ii) pour tout b = (b.) Vérifiantléﬁ (b)—fgh (a)lé r,

pour 14£4h £2n-2 , 1'équation f(b1 RO I zn) =0
a un nombre fini £ g de solutions dans

s

{‘%211—1 (Z)"%}2n—1 (a)\f Fon-1 ’}%Zn (z) _%211 (a)lélén } :

Du théoréme de Rouché, il résultc que &ﬁ U, a,r,g) est ouvert

dans A’ﬁt (U)

\
Lemme 10 . Soit < = ol(z) . </1<1>1 , dzy )A(ws‘én\q dz ),

4
la fonection < étant continue dans U . L'szpplication de 6%(U,a,r,g)

dans L , gui & f associe

I

F
Ja(z,r)
(F désignant le diviseur de f et FlQ(” sy £2 restriction & Q(a,r)),
C»\.’
¢st continue.
Démonstration . song o = (3 . Soit f‘e‘}Q(U,a,r,g)
) Supposons d'abord ( =
Soit r - & = (r, - %) , oli & < nin T, .
h 1<h £2n 1‘$hé2n h
L'intégrele
i ( ¢
?n—1 i

~ F
IQ(aar) - Q(a,r—g')

est 1l'aire de la projection de F sur l'espace des

Qla,r) - gla,r-%)
veriebles 1z, , 1<i4n-1 ; ¢lle est donc > 0 et majorée par le pro-
duit par g de l'aire de

(@ (e,v) - Q(a,r-% )0 {zn =a_]

Per suite, il existe une constente K telle gque 1l'on ait

oé‘(

2n-2

P £ Kg ¢
lata,r) -ala,r- ©
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(’a) Supposong maintenent (5), 0 . Soit \L un nombre réel > O
Soit ¢ un nombre rdécl > 0 tel que 1l'on ait

PrAPp)
fe \% (U,a,r- £,8) et Kg g <hme sup B (z) < ?31,
z¢Q(a,r)

Soit (? une fonction indéfiniment différentimble & support compact
0

——
dens Qfa,r) , égale & 1 sur Q(e,r- &) et vérifiant 0% € 41
Pour toute f! e%(U,a,r—E ,g)ﬁ_?«o(U,a,r,g) y On a
' {

R P%’éj P

F a(a,r) Hlata, r)

Qla,r-6)

(ou F' désigne lc diviseur de f' dans U) et, d'aprés & ,

( S - a <

F'4

Wl

F'
|Q(a,r) G2, r-%)

Done, pour toute f'é?{(,(U, a,r-% g) %(U, a,r,g) , ona

| T et | <3
F"Q(a,r) F”Q(a,r) ‘

et par conséquent

¢ - ¢ <& ef- Py

Ploga, ) Mata,r) Plata,s)  “Flaga,r)
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! . — ..
On a vu que G)&(U y 2, T=208,g) () réf&)(U ,a,r, &) est un voisi-
nage de f dans éﬂy(U) : d'aprés le corollaire 2 def[27, il
cxiste un voisinage Vde £ dans % (U) tel que £'e U entratine

N %
PL{) J\ﬁ' {)L? < 3
“lata,r)

.

“Flota, )

La condition f'e U N X(U, 2,r—- ¢, 8 )(\?{‘{,(U,a,r, g ) entraine
donc

LP-J v <

la(za,m “lala,r) |

¥) On éteblit le lemme lorsque {’a est une fonction a valeurs
réelles en considérant sépardément les parties positive et négative
de (38 , puls dans le cas général en consgidérant séparément les parties

réelle et imeginaire de Oy

Remarque . Soit (fl_ﬂ))é

;r unc suite d'éléments de M(U) :
les pavés Q(a, r) tels que 1l'on =it e Tﬂo (U,a,r,g ) pour
tout VY & W constituent une fzanille de feormés de U stable par
intersection. Donc, si = est unc différence de réunions finies de
tels pavés, et si f)) tend vers £ dens m(U) quend L) tend

vers +00 , on &

o~

[
im ‘ = P
e Jp, F C

D“":" + 00 F
o) ..
v ! B B
0
o ——e,
Nous supposerons maintenant U = Q(a,r') avec r'> r

(c'est-a-dire ri, > ry, pour 1< h¢ on) .
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Lemme 11 . Soit (p.) e une suite de polynomeg non identi-
W c-‘-'N

quement nuls de degré g , vérifiant lim o = p_ . Soit
T - Y40 ¥ © -y
<fD,i> Dem, 1cigx 4B femille de fonctions holomorphes dans Q(a,r')

vérifiant les conditions

i) fo,i est un polynome unitaire
%)i t> Sp i J
fD,i(Z) =z, A fZ}::?‘ (j(z1,...,un_1)zn ’
$iesy 4
en =z

dont les coefficlents aj sont holomorphes dans

e ———

. .
Q(a,r') et dont toutes les racines sont dans le rectangle

! 2n

“ . ot (2) - %n-1 (‘”“)‘3 < Tonog ’\()211 (Z>‘Z7 (a)i < rzn};

ii) pour tout Y& I , les polynowes I 1 £i< k sont deux

v,1’
a deux sans facteur commun ;
||
iii) 1la fonetion .../ f . coincide sur Q(a,r') avec
1<ick 1
P, ola, ') a un facteur holomorphe inversible prés ;
G\ Dy

iv) pour tout indice 1 , l'ensemble des zdros de

£ 5

vers l'ensenmble des ziros de f quand © —>+® .

0,1
Alors, pour tout indice 1 , et tout r" vérifiant r<r"< r'

fo,i converge uniformément vers £ ., dans Q(a,r") quand P tend

vers +@ .

Démonstration . En vertu de le condition i) ol sy, &, les
.7y
foactions fJ 5 sont bornics supérieurcment en module dens
0 ’

T —

Q(a,r') par un méme nombre M ; pour chaque indice 1 , liensemble des

0

- T
fonctions £, . , YD € [T est donc relativement compact dans:KQ(Q(a,r'»;
’
scit fi une fonction appartenant & 1'adhérence de cet ensemble ; il

’
suffit de démontrer que fi = fo,i .
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Pour chague polynone Py l¢ polynome unitaire de degré nmininun

) ztﬂ—j

n G 17001/ Fp

qui lui est associd sur Q(=,r') est détermind de frugon unique ; en
effet les fonctions symétriques des racines de q s'écrivent au

moyen de 1l'intégrale logarithuique étendue au contuur du rectangle.

(& 7 \ %

4 b - L 1 - !

N Ty () = 5y ()& A %y (2) L%n (a)] € r2n} :

On a donc qD = 1¢i<k fQ,i pour tout Y € N , et éiT@) 4y = 94

uniforménent sur Q (=, r") .

Congidérons un indice 1 déterminé, et soit fi une fonction

appartenent & 1'adhérence de 1'ensenble des N 5 YEW , ans
1
0 7

S’(—;(Q(u r')) ; pour tout indice J # 1 , il existe une fonction fj

appartenant a4 l'adhérence de 1l'enscuble des f> i P E M, de telle
Loy
sorte que 1'on ait lim T . =T pour une suite croissante
metm  Ym’ Y J
(Dl) oy 4¢ noubres entlers et pour tout indice j . On a donc
I H
—— \-m{
l f. = f oo
1<k 9 1<j¢x 9
D'apres la condition iv) , les zdéros de T, sont ceux de fo j
’
Donc, vu la condition 1ii) , on a fj = fo 3 pour tout J . En parti-
b
ona f, =f_ . 3 donc f. . tend vers T _ . uniformdément
culie er, e i 0,i s 1 L},l ers 0,1 ’ i

dans Q(a,r") , quand P tend vers +0 .

¢) Un lemme d'algdbre extériscure .

n . ..
Dans 1l'ecspace T du point =z (z ) considérons les

14ié¢n ’
formes différentielles extirisures dg type (p,p)

k*)i i ] j /\ dz. ) A( 4 “dz. ), 141i,<n 1<¢3.¢n
prelpdredy =0y 1Q</\1s(§ép A N
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Soit Xi l'ensemble des automorphismes lindaires 2z —> (1+47)z
dge U7 tz1g que la matrice T ait ses ¢léments < C en valeur sbsolue.

Lemme 11 . Pour tout nombre rdel £ > 0O 1'espace vectoriel
’

engendré sur le corps € par les formes diffdrentielles kVi

1..1p31..3

1 K.iqé n, 1« %ﬂs n , est engendré (sur le corps Q:) par leg forres

~ ¥ N .
KWy o o YXex

p7

La démonstration se déduit, & 1l'aide d'une récurrcnce, de la re-

marque suivante .

Soit U un voisinage du point (0,0,...0,1) de €™ 4ans
1'hyperplan d'équation 2z =1 . Pour tout t € U , soit )Ct 1'ap-
plication de Q:n en lui-méme, définie par :Kt(z) =z + 2z, % .

Pour 1 < i,& n-1 et 1<J £n-1 , nous avons

’ + QE::: t

V¥ W, o . . L :
Xt Wi, ..i Jp-+dg —Lkﬂ1:.1p JJ.,JP O Ep 1;ﬁ = Pﬁ7 lp31 Jp

n .l
ce n . Cette relation montre que chaque kPi

D
vk, Lot tows
e Tt fpleds Timer LT[l
1<pgp
ol le symbole ilAw signifie que 1l'indice iA cet remplacé par 1'indi-
L

s s . < . (
1"'lp 31"'Jp , 1& 1d,\n ’

14j ¢« n, est combinaison linésire, a coefficients complexes, d'un

~
o

11 <n-1 ,

*
nombre fini d'éléments L . . .,
tﬂh) Loty dpeeedy )

1éjra\<n—1 O
De ce lemme, on dédult imnmdédictement.

Corollaire 1 . Soit E l'espace vectorisl (sur le corps (l)

des formes différentielles oxtérieurces continues, & support compact et

n . B .
de type (p,p) dans € ; soit F uuc forme - lindaire sur B ;

*
F est déterninde par ses valours sur les éléments :L (f(¥1 o 1 p)

de E ,_ou j{ varie dans XE et f dans l'ensemble des fonctions

continues et A support compsct dans d:
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Reformulons ce corollaire sous une forme qui généralise unc né-
thode dc dénonstration due 3 XK. Kodaira ([15] p. 105 et 106) .

Corollaire_o2 . Soit A un espace vectoriel complexe de dimen-—

sion n ; soit & 1llegpace vectoricl (sur le corps ©) des formes

différentiell-e extéricures continues, & support compact et de type

)

(p,p) dems & ; soit F une

~-linéaire sur E . gSoit BO une

base de & ; pour_tout & > O , goit B, llensemble des bases de A gui

g2 déduisent de B, »par une 1+T telle gue les éléments de 7T

jes
!

soient < © en valeur absoluc. Soit

¢ S o
z Fi¥; W& B, q une base ap-

1
i

nartenant & sour laguelle  \p . ov e ne
partenant & B%’ pour 1 QuCllC ¢ f (Y D Te.up ! u f est u

[

Pour tont © >0 , F est déterninde par ses valeurs sur leg élénents
<

e

fonction continue a support compact dans

En particulier, pour montrer qu'une suite (F ) -5 de formes
»oo) e W
T~ linéaires sur P +tend vers une formc (E— linéaire Fo , 11 suffit
de montrer qu'on & 1inm Fy Q) = P (¥) pour tout E}%: .

D> +@

d) Enoncé et ddnonstration du théoréme .

Ihéorere 4 . Soit X un sous-eugenble algéorigue de P 5 goit 1

un_ouvert de X ; ne contenant aucun point singulisr de X . Pour toute
forme différentielle ¥ de tvps  (d,d) . coutinus sur Y , la fonctiob

b - £ e [+
5 veleurs coumplezes F définie dang éd (Y) par

r (e¢) = | \? pour tout ¢ e‘ﬁg
Sery o (o)

¢st continue.

Avant de prouver ce théoreme, nous ferons gquelques remarques.
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Remargue 1 . Le théordme 4 exprine la continuité de @
Y,d

relativement & la topologie faible de Cg(Y')

Remarque 2 . L'application gui & ¢ associe ELP est coantinue

relativement & 1z topologie de la convergence uniforme sur tout

coinpact (pour Y et pour Ff)

Cela résulte immédictement de la Prcposition 5 , et de la majo-

ration donnéepar le lemne 9 de L3 ..

Démonstration .

o) Réduction au ces affine . Soit coé}(ggi(Y) . Conme le support de

<T?,d(co) cst compact dans Y , il existe une fanille finie (wi)i.el
d'ouverts de [P et, pour tout i & I , des coordoandes (z(l))
N Jo1<i¢n
dans Wi , telles que l'on 2it
9 (1)

_ oy - . \ - : Z 3«
Ui = Ui(ﬂ Y = iz ; 2 € Wi , Zj O pour s < j £ n }

h%! K v
supp Gy 4 (cO)Ci»é»I U

Pour tout i &I , soit G} une fonction indéfiniment diffdéren-

tiable & support cowmpsct dans Wi , de telle sorte gque 1l'on ait Ofpi$1

<
2
et f@jﬁ FE = 1 sur un voisinzge W du support de Gy 4 (Co> dans P, .

Pour tout 1 &I , soit LPi une forme diffdércentielle extérieure
de type (d,d) , indéfiniment diffdérentiable et & support compact dans
Wi , telle que

Yilo = &

i U \
' 1 l

. (¢ )
Uy & (\()}Ui

La forme Y = 42- . est donc une forme de type (d,d) dans [P
ier 7

vérifiant‘?}wﬂY :LQXW(\Y .
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'epres le lemme 4 , 11 existe un voisinage V de c, dans
Hgg (Y) , tel que c¢c £V entraine] G%,d (c)‘C'WF]Y . Pour tout
c &V , ona

— -
{\D = 2_._._; 1 L\)

icr | +

J g J

},d(c) = (c)

7,d

il suffit donc d'étudier chacune des intégrales figurant au second
membre, lorsque ¢ verie dans V.

ﬁﬂ Choix des coordonniecs et de lo projection

_lorsque
D'aprés ce qui précede, il suffit d'établir le thdoréme VY =P

et lorsque %7 est une forme diffdérentielle de type (d,d) & support
compact dans un ouvert de coordonnées de @n

n

s o3 1 o do 1N+ ) s 7 & o <]
Soit (CD)DGim* une suite de points de Gé (Y) tendant vers c,

et @ppertenant & la couposants connexe de Cqy - On vpeut cholsir des

coordonnées howmogénes (Xi)o< i<n dans an vérifiant les conditions:

i) L@est 4 support conpact dans €n': {X ; X & @n s X # O} ;

. (e v N ] s gl
ii) B_gop = zx X e, , x;, =0 pour O0%i<d+t {

}_I

vérifie relativenent & la suite (G (c.)) __les
Sv,a Yo car
conditions i) et ii) de la Proposition 5 ;
iii) aucune composante irréductible de (5% q (co) n'est contenue
’
dans 1'hyperplan d'équation X, = O

9
iv) le point & 1l'infini de 1'axe des X

projection de Gy 4 (co) sur
’

Qe n'appartient pas & la

U A = T - 5> 44 £
Ed+1 = zx ;X g,ﬁn poX, = O pour d+2%1i % n } .

On peut supposcr les conditions 1ii) et iv) vérifides par
G& 4 (CD) pour tout V& W¥* , puisqu'elles le sont dés que Y est

b4

assez grand.
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., - N ,
Considérons dans ¢ les coordonhéces

X, X .
- L 5 S Ln-d-
yi = X, pour 1 <£1Z4d+1 et Zj = X pour 1 &7 én-d-1 ;
soient
r0 iy s xe@™, 2. =0 pour 1<j<gn-d-1} ,
- J N ‘j
Cn-d-1_ {X ;x€Ch, v, =0 pour 1£iga+ 75 ;

[Pn—d-2 est 1'hyperplan & 1l'infini de G‘:n_d_1 ‘

On doit établir 1= relation

SR R

pour toute forme différentielle k€ de type (d,d) , continue et & sup-
port compact dens (@n : pour tout J €& I, Gy () =F (CD) définit
une forme € - lindaire sur 1tespace (L - vectoriel de ces formes dif-
férenticlles.

Tout systeme de coordonnées, situé dans un sous-ensenble partout
dense d'un certain voisinage de celuil précédenment choisi, vérifie
encor2 les conditionsg ci-dessus. Vu le Corollaire 2 du lemme 11 et la
remarque qui le suit, il suffit donc de considérer les formes diffé-

A

/
1€14¢4

rb’ntielles
:\I 7 d T \
L{) Y(V,Z,) UJ. /'dy

. : X . n
on X (y,z) est une fonction continue & support compact dans cr .

‘K) Fguations des projections des cycles

Poursuivons la déuonstration sous lés hypotheses précisdes dans(}

Pour tout 1)6 W , soit ~3

4y = 9y g (CD) ‘T"*‘.‘“‘% D IR I

1'expression canonique de Gy 4 (CD) (cf{:BJ , n° 9 ) .
1



Comme ¢ ) tend ver c, dens ﬁfg(Y') quand 2 tend vers +o,

S
nous pouvong associcr & c,y , pour tout VEN , une forme de Cayley FQ

de telle sortes que les coefficients de Fy Baendent vers ceux de F
quand M tend vers +o00 ., Ces formes de Cayley TF,) sont toutes de mlne
degré g par rapport & chaque elrie ﬁ de variasbles. Pour tout
UV E W, soit ﬁ }* no.
Fy = - Fij"u
14 i<l ’

ol Fi,o cst forme de Cayley de Ai,D .

En effectuant dans FD (resp. Fi,D ) la substitution définie

i i o i
par u, =y;,, bour 0£igd, u; .4 = -1 pour 0<¢isd et U= 0

dens les autres cas, nous obtenons un polynone py (resp. Dy 1)) en
H

les variables (yi)1 vérifiant les conditions :

Lidk+1?
—
T ,m
i) Dy = p; ' est de degré g pour tout P E€ W ;
1¢1<D Tty
. . i »
1) Mo py = owg

Vu la condition ii) de <% , les polynones . 0 sont irréduc-

n

tibles. Vu 1l condition iii) de ﬁ% pour Ly , P, (mqsp 1N \) est

non constant et admet pour diviseur la projection (avec Ault1p11c1té‘
n n ~ A+
de Aypn €7 (resp. by 03 T) sur L
7

pour Ay , le polynous po(aq,...,ad, yd+1) posséde, quel que soit L,

. Vu la condition 1iv) de (¥

g racines (distinctes ou non) vour tout choix des constante 2y s

1{1¢d . De cette condition il résulte encore : tout point aéigﬁy):O%

posséde un systéme fondamental de voisinages  (2,r) tels que
A, d+-1
po € o (€, are) .

(’“

B) Eguations locales dés projections des cycles .

Soit K un compact de (Ed+1 contenant la projection du support
de Y .

Soit a un point de X vérifiant pé(a) =0 . Soit <a’bi)151$k

l'ensernble des points du support de AO gul se projettent en a ;
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ona k&g, b €0 41 ¢ick . Pour tout i, 1€igk , soit

P.( &) 1= polydisque fermé de €291 36 centre b, , de rayons dgaux
3 © . Il est possible de choisir © et r de telle sorte que
i) les Pi (L) soient ceux 3 deux disjoints ;

11) {p, (v) =0}0Q (a,r) O

(¥ , ) (%4

% ‘ .
1 [gr_d+| = Faer (8l = Ty ’S?2d+2(y)_/2d+2<a)ll: r2d+27§ = ¢

iii) pour 1 ¢1i&k, |a |0 (ala,r) xbR (8)) =g,

(t) désignant le bord de Pi(i) .

J

Remarquons gque les voisinages \»«: Qla,r) x Pi(ﬁ) de l'en-
1£1ic k

semble des points (a, b.) , 14£isk , vérifiant ces conditions, consti-

tuent un systene fondq‘ ental de voisinages de cet ensenble.

Choilsissons un tel voisinage ; nous pouvons supposcr la condi-
tion ii) (resp. iii)) ci-dessus vérifide par py ou lieu de P

(resp. AL) au liecu de AO} pour tout ¥ & IN , car ceci o lleu dés

que D est assez grend. sSoient r'> r et £’ > £, ls que les
conditions 1) et iii) ci-dessus soient cncore vérifides pour rf
au lieu de r , &' au lieu de &, et tout Ve N .

Solt

Byy =la, | O (@) x By (8)

-~ . . . . - . . -y /—_\\
En vertu de l= condition ii) , la projecction de BN ; sur Q (a,r")

e¢st propre ; son image est donc un sous-ensenble analytique B’D i
O . ’

TS ) ) . _ ( ol )

de Qfa,r') de codimensicn purs 1 . Scicnt By 4

H

irréductibles de BJJ i chacuns dielles est contenue dans une compo-
’

sante de Ay ; dome sa multiplicité ‘}ﬁsq? est déterminde. Soit
(e0) ()

la projection de BD f 3 les B'(Q) sont les composantes ir-
L J.)l

les composantes

B'
Dy 1

’ . - . 1
réductibles de B D,i
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Pour chaque B'K%) solit f\(g) une fonction holormorphe dans
o Uy d 0,1
T o v
Q(a,f}) ayant B‘< J pour diviseur. Cenme les (X) divisent
J); 13 i
. ¢ 4
T /,,_Q~\ , quli est de degre g , on peut prendre pour f\<.)
2)/ Q(a’r') b,l
un polynome unitaire en N
=
Sq, D, >
(u{) Ay -l y v‘ l) i
= Lo U\
01 W)= Y T 5Ty Te) Ve
143%s .
“(’ D7L 0
T

dont lesg coefficients 7, soient holouorphes dens Q (a,r') et dont

les racines soient toutes dons le rectangle

1k %y () % ¢ \ |
U Bart ()= 2a,q B <TF0000 0] Baun (7)) = Zoqpn (2D 1 < rp i b
Joit =alors ] /u(q)
, } (o) Ui
.. (f )
Uyl (v4 /) 1
O

- v‘«\/‘c\"(j ¢ v .
On 2 fp,i £ o(ala,r ), a, r, g) et les fonctions £)4

vérifient les hypothéses du lemme 11: 1l'hypothese 1i) en vertu de la
condition ii) de (¢ selon laquelle la projection cst génériquenent
biunivoque, les autres hypothéses en consdquence immddiate de la consé

truction. Par conséqguent, pour tout r" vérifiant r < r" < r' ,

?D y counverge uniforuément vers fo 5 dans Q(a, r") quand D tend
’ s 1
vers +

£ ) Convergence des intégrales

Soit @ un pavé contenant K . Il existe une constante V> O

telle qu. 1l'on ait, pour tout D ¢

vol (py ) g <V

ot (pD ) désigne le diviseur de Py
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Selon les conclusions de ﬁ; , nous intégrons une forne diffé-
rentielle

Soit O ¥ 0 : so0it Yl > 0  tzl que, si p et p' sont deux
points d: @7, do distance <N, on ait

W
)

b (p) - (p) ] <
58V

Pour chaque point a,éipo(y) = O}(W X , effectuons la construc-
tion exposée en 5 , avec des nouwbres r_ ¢t Eé , de telle sorte que
X

P.(%t ) soit de diamdtre < YL. Soit (ah)

chaque @ ( a,ra) ;1 (&

i 1<h<l
une suite finie de points de { D, (y) =0 %(\ K telle que 1'on ait

{po (y) =0 } NKC kn) 0 Qlay, , v, ) C Q

1¢h 4 h
Poscns r,_ =1r et & = © pour 1 < h < (.. La construction pré-
n = h 2
h h _
cédente, effectude aux points Uy, 1 £ h K 1% , nous fournit les
volsinages
@ (e, ) x By (6) , 1 <igky , 1gns b,
kh désignant le nombre de points de iAO[ au dessus de ay - Nous
pouvons supposer y
lay [N Ex 7 ¢ S0 (ny, r) x By (E)
1':1\\kh
1€he @

pour tout D £ N , car cette condition est réalisée des que D est
suffisamment grand.

La construction expesée en O nous fournit c¢ncore des fonctions

)
~ < . 4 ( L-/ H . . eg E=] .
foim 1€ 1% 41 &hn g £, € m; £y, , est définie

au voisinage de Q (a,rh) et possede les propridétés indiquées a la

fin de 5 .
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Soit E1 = Q(a1,r1) ¢t, pour tout h ¢ @

_/ Q(aj,r.) ; pour 1§héQ/,

B =Q(a , r ) -

h h '’ h 1<j(h J
3 i £ ani X = B < o) - \
et pour 1 ¢ 14 kh , SO01lt ¢ i B X P:.L(L,h) . Pour tout O €w ,

) [
nous avons _ j

(
\ 1< h¢
~h,i )

¢t par conséquent

i!f‘ s 7 ,[' r Q‘
L e | L
b |

|

J J 1€1¢<Kk, R
AD A 1_\(}1\4}@}&1 LD“/\hl A O3 Ah,l
b
In désignant par Q(h . une valeur prise par  dans A . , nous
1 h,i
avons ,
. f'\ 1 /— v\
| - | ¢ <] (G-, 4)€
|
A 0, S AWANEE v i A
l J‘gﬂ ~h,i %0 {\"‘“h,l , 2 N —Xh,l
r T o
| @-9 0|+ K | 6 7
+ o - U+ (X YA I
J/ - \ ) i 1 h,l J * ..
ho OBy ’ { ENLy A0 Dy 5/
< - vol (pd)) + vol (po))
zZ
o eV | By o8V [y

A
N
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D'apres B , fD,i tend vers T

uniformément dans un voisi-
. . <
nage de  Q (%1, rh) . D'aprés O

y

et la remarque feite a la suite du

( 5 - | 6

Jis

lemme 10,

\
f\),i,h/E <fO,l,h>\,_:‘
15y “n
tend vers O quand 2 tend vers +@ . Soit 91 tel que u;yl%
entraine
—
€ J ¢ < - 2 —
(f)),i’h,)p (fo i,h R 15:11.35 lh’l‘ 1€h<l h
B, By kh
' 14h ¢l

pour tout h vé rlfl ant 1 K hAs-eet tout 1 vérifiant 1 <

Pour D3 ﬂ1 , on a

vol (pO)J < V , on cobtient
B

6 . Tnéoréme d'analyticité.

o

n) Un lemnme sur des courbes analytigues dans %?g (R )

n
Soit '{t,té@ ot <
entieres en t

1 g ; 1'anneau G:éit “ des sdéries
convergentes au voisinage de O est factoriel ; donc

N T C
1'anneau q;<Ltj§§ u, .

..,uj(voir la notation introduite dans le n° 4 a)
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0 d
Renarque 1 . Soit F (t,u,...,u) un élépent de 1'anncau

C (s} 31 . | o
t g{u,...,u 1, a coefficients holonorphes dens D , ¢t irréduc-

tible sur €t} . I1 existe un nombre réel ¢ virifiant 0 <¢ <
AP d
tel gue, pour tout t vérifiont O ytl<g, T (t ,J.,...,U) se décom-

a
pose dans G:[u,...,u_]cn fecteurs irréductibles distincts.

En effet, vu la Remarque 3 du N° 4, b , la condition pour que

0O d . . ro d 1 ,
F(t,u,...,u) 2it un facteur nultiple dans @:Lu,...,uJ st donnee par

l'annulation de polynonies Py 1Lt £ Q , en les coefficients de F ,
c'est-a-dire par l'annulation au point t d'un nombre fini d'éléments
de CH %, comnme q:{ft}jest principal, 1'idéal cngendré par ces

dléments est engendré par un élénent Ll(t) ; celui-ci n'est pas iden-
tiquement nul car F est irréductible sur € {{t; S suffit de

Il
choisir € tel que l'on ait O (£) #0 pour 0<1%)< €.

Pour toute application holomorphe & de D dans jfz(t?n) , il

o d 0 d
existe un $lément F (t, 4,...,u) de 1'anncau QZ{{tE}[u,...,u] a

+

o d
cefficients hclomorphes dans D , tel que, pour tout t¢€ D, F(t,u,.u)

0 d
s0lt une forme de Cayley apport:nant a(L{_u,...,u et définissant
+ . . i s
1'81ément & (t) de t@i‘(EP ) 3 comme D est nmornal, un tel élément
L

Ny T
définit G .

Lemne 12 . Soit 7 une application holomcrphe de D dans
%?g(&%) . I1 existe un nompre réel € virifiernt 0 <& £ 1 , _une

variété anslytigue complexe A de dimension d+1 , une application
e

holomorphe propre 17 d

de A dans En , d¢ telle sorte gue

A sur D ¢t une applicaticn holomorphe £

i) pour tout +t &€ D, la restriction de £ & T (%) est

propre, ¢t on a T (1771 (t) ) :\G@ (Z (%))
N

y d

[a]

ii) pour tout t virifiant © <\ l< ¢, il existe un sous-
ensemble analytigue S, de (

t) , de dizension £d-1 ,
1

tel que la restriction de f & (t)- S, soit un isomor-

t
phisrme analytique de TT—1(t)— S, sur son image ;
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iii) pour tout 2 -simplexe différentisble L contenu dans la

couronne 0 <\t|4¢, 12 restriction de 17 g_;q’1(b) est

2

une fibration différentiasble triviale, a fibres compoctes
. . X -1
de dimension 4 , de 1T  (A) sur O .

d
Preuve_. 9. In appliquant & un &lénent T i{t%iru,...,u

qui définit 7 1 wdéthode utilisde au début de lz ddmonstration du
lemme 4 , on obticnt un systeme d'équations g, (t,x) =0, 0¢Y &k

~—
~

~
définigent un sous-ensemble enalytique A de D X Tn . Soit TV

(resp. £ ) l2 projection de 4 sur D (resp. dans an) . On 2 les

propriétés suivantes :

i
N

~J
i) pour tout t €D, la restriction de f 1A 'ﬁ_1(t) est un
~J
isomorphisne analytique de TT—1(t) surlCﬁD 4 (Tf(t))\ ; en
'\) e n , 3 IS
particulier, TT e¢st propre.

ii) 4 est purement dimensicnnel et de dinension d+1 ; c'est une
consé¢quence de 1 .

~ vy
(5 . Soit 8 1l'ensenble des points singuliers de A4 ;

c'est un enscuble snalytique de dimension £ d . D'apreées le théoreme

d'Hironaka {1L Yy 11 existe uns veridété snalytique complexe A de di-

ad

mension d + 1 et une applicetion holomorphe propre h de A sur A,

~
de telle sorte que la restriction de h a A& - h 1(S) soit un iso-
— ~J
morphisme analytique dz A - h 1(u) sur A-S , et que 1l'ouvert
~J ot

N

-1 . . . — ,
A-h (8) wsoit partout dense dans A . Solent = Wop ot £ =7f oy

On a les propriétds suivantces

i) Pour tocut t €D, on a

2 () =T (M) = e g (B0 |

5t la restriction de £ & T (t) est propre .
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ii) L'cnsemble § = h_1(8) est un sous-enscmble analytique de di-

N

mension < d de 4 ; pour tout t € D, la restriction de £ &
- =1 . . .

o 1(t)— S, » 5L =8N (t) cst un isomorphisme analytique de

17_1(t) -8, sur son image. Perul les composzabes irréductibles de 8,

pourrzit figurer une composante irréductible d'une fiche de T ; toute-
foisg, 11 existe un nombre réel €1 > 0 tel que, pour tout t véri-
fiant O <\t]<fﬂ ; 1'ensemble analytique 8, soit de dimension & d-1.

La propriété 1ii) du lemne est donc dtablic pour %u£€1 .
iii) L'application 77 est propre, et il existe un nombre réel

82 > 0 tel que la couronne 0<1tl< 52 ne contienne aucune valeur
critique de T . Bh effet, l'enscmble critique de ™ dans 4 cst
l'ensemble des points de 4 ou s'annule la diffirentielle de 17 jc'est
donc un cnsemble analyti~ue, et son image par 1l'application propre T
est un sous-ensemble analytisue T de D ; d'apres le théoreme de
Sord, T ecst de mesure nulle ; il est done de dimension zéro ; la

propriété annoncde en rdésulte. On en ddduit la propriété iii) du

lemme pour & < 62 .

Corolleire . Soit X un scus-ensemble 2lgdbrigque de .@n ; soit

Y un ouvert de X , ne contenant sucun point gsingulier de X . Soittp
Y

une forme différenticlle extérieure continue, de type (d,d) , dans

Soit FW 1o fonetion a veleurs complexes difinie dans %gg (Y) par
EL((C) = VL‘ (C>'ﬁ7 pour tout ¢ Qfgg( Y) .
Y,d :

Soit 2 une application holomorphe de D dans ',1(Y), définie par un
’ ’ - ] d ™ ¢ vy ¢ O (1 < ,\. . .
ldment F (t, u,...,u) de L1164 Lu,...,u'}a ccefficients holorniorphes

dans D , et irrdductible sur it} .

11 existec un noubre récl ¢ virifiant 0L & £ 1, une varié-

té analybtigue complexe & de dimengion d+1 , unc application holo-

morphe propre Tt de A sur D _et unc application holomorphe f de A

dans Y , tels qu'on ait la propridété suivante :
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[

T

. < . -1
Soient D', =3t ; O <]l < E'% , Aé = 17 (D%_), et ‘ﬁg la res-
triction de 1 &4 A

o~

; alors la restriction de EPO T _a D¢

¢
est (comme courant de degré O dans D% ) l'image par 17; de la
e

rostriction de f*» a4 A'  (considdrdc comme coursant dans A’E,) .
poa

Effectuons en effet la construction du lemme 12 ; la remarque 1

nous permet zn outre de choisir © tel que Ty . a (G (t)) soit iden-
?

tique a gon support pour T £ D' . On & alors
(F, o0 C°) (%) = & = { %
\.(’ ‘/C):;_ . N E J _‘_1 P
v,d (T (%)) (%)

pour t & D'
. <

Soit Kk une forme diffdérenticlle extérieure indéfiniment dif-
férentiable, de type (1,1) , & support compact dans D%, . On a
' \

(/(

F - - ! * L] .

j (LPOZ,“).&!)_J‘J4 £ p Ly
= |

D'g Do (%)

1 le support de W est contenu dens un 2-simplexe différentiable A

contenu dang D', , 1z derniere intégrale est dgale a

z

sinon, on s¢ raméne a ce cas en utilisant une partition de 1l'unité.

La relatvion obtenue

( (F o?) . W= (f*x) AT W)

'
JDI (f ‘ J:\' Z:
9

¢xprime la propriété annoncie,
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b) Enoncé et démonstration du théordnme .

D¢finition . Un forme diffdérenticll: <P de type (d,d), définie
et continue dans unc variétd analytique cowmplexs, sern dite pseudoec .,
convexe si elle ss8t rdielle ¢t el le courant %_d'd” Yest 20 (au
sens de [17]) . |

Tv créce 5 . Seit X un sous-cnscmble algébrigue de En ;_soit
Y un ouvert de X , ne_contenant aucun point singulier de X.., et

. d . - . g . '
soit (. le faigceau des germes de formeg différentielles holonmorphes
!

de degré d dans Y .

-

i) Pour toute forme diffdéronticelle &P de type (d,d) , deux

fois différentiable et pseudoconvexe dans Y , la fonction & valeurs.
d ’ . . +
réelles R{ définie dans %gd (Y) opar

e S ———

@
P, (c) = v/ @ pour tout ¢ € Ggi(Y)
0% ,q(c)

!

est continue et pluriscusharmonigue (au sens de [10] )

% d a
i1) Pour tout Z &€ 5%(v, Q%) | 1a fonction i valours complexes

E% définie dans L~~_£(Y) par
~
{
F (c) = % pour tout ¢ € (55( 7)
) Gy, a
?

est holomorphe.

Démonstration .o . Soit Lf une forme diffdérentielle extérieure
continue de type {(d,d) dans Y , et soit Ef 1la fonction définie
par

pour tout ¢ ¢

o . . . V2R

Soit G une application holomorphe de D dans (fd(i)
P @ <t - -
finie par un éldéwent F (t,U,...,u) de 1l'anneau € L3

coefficients holomorphes dans D .



Soit
0 a

. 0 4 m.
F(t,u,...,u) = ) *

Fi(t,u,...,u

‘ L , . (¢ e d
la décom osition de F en facteurs premiers dans @Hitki {u,..”u?;

. rpd z ’ Q -+ N = .
soit bi(t) 1'élément de %gé(f) d3fini par la forme de Cayley

N ) ! \ o .
Fi(t,&,...,u) . Pour (t}| suffisamnent petit, on a

~ 7
;

Ty, (B()) = L my o Gy g (T;(4))

’ £.14s
et par conséquent
1 o T = ,j myo. (F\ 0 Tg) .
o 1814 s ¢
Si, moyennant des hypotheses convenables sur %’, on montre que

NS

F% ~ Gy est, pour tout i , soit holomorphe, soit sousharmonique au

voisinage de  , la méme propriété en résultera pour Ef oT . 11
al - . ’ N L - 7z . 3 rd Ve
suffit donc de considérer le cag ou & est définie par un élément
0 d : o) d1 . o ; _
F(t,0,...,0) de G}gitﬁ} [u,...,us a coefficients holomorphes dans D ,

-

et irréductible sur C {{t }} . Effectuons dans ce ces la construction

du Corollaire qui pricede.

@) Supposons ‘{ pseudoconvexe et deux fois différentiable ;
1'opération irmage réciproque f¥* des formes par f et 1l'opération

image directe 1T, des courants par TTL commutent avec les diffé-

rentielles d' et 4" , par consdquent augsi avec 1'opérateur d'd" ;
elles conservent en outre le caractere » 0O des formes et des courants.
La fibration 717 : A% ——— D; étant localement triviale (du point

de vue différentiable) sur D% , le courant T, f*\P coincide sur
D! avec la fonction continue Ff o T, Par conséquent le courant
1

™

£
PN L. ; E - ~ .
ata" (Fp ©Z ) =ast 2 0 dans D% ; comme Ef ¢ T est continue

(d'apres le théordme 4) Fq70‘6 est sousharmonique au voisinage de O .

Ceci ayant lieu quel que soit & Ff est plurisousharmonique dans
Lé+ (v)
d L .

é) Supposons maintenant que “P est indéfiniment différentiable
et vérifie d"<¥ = 0 ; un argument utilisé en (%Umontre que 1l'on a

an (an

o~ ) . ’
o C ) =0 (au sens des courants) dans D%{ ; par conséquent
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F% 07 est holomorphe dans D%} ; comme Ehfo't;est continue d'apreés
le théoreme 4 , E{ © U est holomorphe au voisinage de 0O en vertu
du théoréme de Riemann . Ceci ayant lieu pour toute application ¢
telle que ¢ (o) soit un point non singulier de %fg (y) , Z%Q est
(d'apres le théordme de Hartogs banal) holomorphe au voisinage des
points non singuliers de ﬂgg (Y) . Comme F% est continue et comme

rg (Y) est faiblement normal, F¥,est holomorphe dans jgg (Y)

Or on a par définition F% = F%;(cf. [33n° 7 af) si f est une
forme & laquelle le théoreme de Dolbeault associe la classe
7 E

Lo H(Y, O ., est donc holomorphe.
v "~

¢) L'application pL°)
Y,d

Reprenons les hypotheses du théoreéeme 5 , et désignons par Cf
le faisceau des germes de fonctions holomorphes dans ‘63 (Y) . Vu le
théoreme 5 , soit

(o)
Cra tE oY w0 ghm T

1l'application qui fait correspondye, & tout % & gd (Y,Cld), la
fonction ZF% , holomorphe dans H° (135 (Y) ,51 ) ; cette applica-
tion est linéaire; ’

son image est contenue dans 1l'en-
gsemble des fonctions f holomorphes sur %ig (Y) et additives ,c'est-

a-dire vérifiant
f (C1+'CQ = f(c1) + f(CZ)
pour tous c, € GF (Y) , o, €6 (¥) , 1'addition dans B} (Y) étant
obtenue en transportant par la bijection G , 1'addition de CHY).
L
Soit A (Y) 1l'algdbre engendrée dans HO(%Zg (Y),(j) par

(oc)1

Y,4 et les constantes .

l'image de
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§ 3 . Convexité holomorphe dans l'espace des cycles

6 . L'espace des cycles d'une varidtéd algébrique strictement g-pseudo-

convexe .

a) Cas d'un ouvert strictement g-pseudoconvexe .

Rappelons, selon [ 7] et [19], la méthode de réduction de Remmert
d'un espace holomorphiquement convexe . Soit V un tel espace, et
soit R 1la relation d'équivalence dans V pour laquelle xruy
si et seulement si f(x) = f(y) pour toute fonction £ holomorphe
dans V . Cette relation d'équivalence est propre ; d'apres le
"Iain theorem" de [ 1, 1l'espace annelég V/R quotient de V par R
est un espace analytique complexe et 1l'application naturelle TT
de V sur V/R est holomorphe ; V/R est un espace de Stein ;

les fibres de 77 sont des ensembles analytiques comnexes. L'ensemble
. - . ’_-1 — ‘)‘
fx 3 x @ Vv , dim_ T (7 (x)) > O ;

sera appelé ensemble de dégénérescence de V . D'aprés un théoreme

de Remmert [20] , c'est un ensemble analytique .

Nous avons défini dans [ 37 la notion de sous-ensemble ouvert

strictement g-pseudoconvexe d'une variété analytique complexe.

Théoréme 6 . Soit Y un sous-ensemble ouvert d'une variété

algébrigue projective X ; supposons gue Y a une frontiére non vide

et ne contient pas de point singulier de X .

S1 Y est strictement g-pseudoconvexe, alors

i) 1'espace analytigue complexe Tfa(Y) est Aq(Y)‘EQEX§§§“}

ii) HO(‘éz(Y),CY) est la fermeture intégrale faible de Aq(Y).

Zy particulier, l'espace %ga(Y) est holomorphiquement convexe.

L'ensemble de dégénérescence de chacune de ses composantes connexes

est compact .
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e

Si, de plus, HQ+1(Y,(3) = 0 pour tout faisceau analytique,

i

cohérent ¢ dans Y (en particulier si Y est g-complet), alors Aq(Y)

sépare les points de %3; (Y) ; en particulier, “@;:(Y) est holomor-
phigquement complet.

La conclusion 1) résulte de la Proposition 7 de [ 3] (encore
valable quand on y remplace les enscmbles analytiques A ,, par des
éléments de C' (Y)) et du Théoréme 5 . La conclusion ii) résulte
de i) et du Théoréme 2 .

D'apres le lemme 15 de [ 3], 11 existe un compact K de Y
contenant tout sous-ensemble analytique compact de Y de dimension > g+
en chacun de ses points. Spit E 1'ensemble de dégénérescence d'une
composante connexe W de “@;:(Y) ; d'aprés la Remarque 4 du n° 4,b,

}7?£ %5§.q(c) l est un sous-ensemovle analytique compact de Y ayant
€ ,
én Bhaque point une dimension » q + 1 , donc contenu dans K ; d'apres

la Remarque 5 du n° 4, b) E est contenu dans un compact X! de W .

La derniére assertion résulte du Théoreme 5 de {3].

b) Paires de Runge d'espaces de cycles .

Soit X  une variété analytique complexe ; on désigne par
oT75(X) 1'espace vectoriel des formes différentielles indéfiniment
différentiables et de type (r,s) dans X ; on le munit de la topo-
logie de la convergence uniforme, sur tout compact, des coefficients
des formes et de leurs dérivées ; c'est alors un espace de Fréchet -
Schwartz .

La différentielle extérieure 4" définit une application

I’,S+1<

linédaire continue 4" de C¥'°(x) dans ¢ X) ; le noyau

r,s
¥ 5(x)  de d; < est fermé ; c'est donc un espace de Fréchet-Schwartz.
b
Définition . Soit Y wun sous-ensemble ouvert de X ; on dit

que (X,Y) est une q-paire de Runge si 1'image de 1'homomorphisme

de restriction
I‘X AR (X)) ——s 74,9 (Y)
Y

est dense dans 29 % (¥)(ef. [22]) .
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51 g = 0 , on retrouve la notion usuelle de paire de Rynge.

Soit X% 15 raisceau des germes de form@s différentielles
holomorphes de degré g dans X . Vy le théoréme de Dolbeault,
g° (X,Jlr) est canoniqguement isomorphe au guotient du noyau de d;’s
par l'image de d;,s—1 ; on munit HS(X,er) de la topologie déduite
de la topologie quotient correspondante. Pour gus l'espace vectoriel
topologique H° (X, OF) soit séparé (donc pour qu'il soit un espace

de Fréchet - Schwartz), il faut et il suffit que 1l'image de d; a1

soit un sous-espace fermé de CT’5(X) . Ceci a lieu en particulier si
dimq n° (X,(lr) < +® (andogue de la Remarque qui suit le Théoreme 11
de LO]) .

Remarque . Supposons les espaces HY (X, Q%) et g (v, 09)

sdparés. Alors, pour gque (X,Y) soit une g-paire de Runge, il faut et

il suffit que 1'image de 1'homowmorphisme de restricsion

*r§ . B (x, 0% 5 #% (7,09

soit densc dans HY (v,09)

Bn effet, on a le diagramme commutatif d'applications linéaires

r.
ZQ!Q(x) 4 Zq’q‘(Y)
I\X A’\\Y
Ny *Té P
a4(x,09) 5 a4y, 09)

dans lequel AX et Av sont surjectifs donc topologiques.

si (X,Y) est une g-paire de Runge, 1l'image de *r§ est denge
dans HY (Y,flq) . Réciproquement, supposons que cette image est dense ;

pour tout f & zTY(Y) , il existe une suite d'éléments

Cfndn cars
de z%9(I) telle que

;\Y (r§ (/ﬁh) - &€)~———§ 0 quand n —3 +0
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Comme /\Y est topologique, il existe une suite (Dn>neﬂN*

d'éléments de Zq’q(Y) tendant vers O quand n —+0m, et vérifiant
X  a. X .
AY (TY (ph) -9 ) = AY (Qn) , c'est-a-dire ’%Y (rY (Fh> - P - Qn) -0 .

Pour tout n , il existe donc un élément h = de Cq’q_1(Y) vérifiant

X _ )
ry (/*n) = P+ i% +d", .
Pour tout n , soit k, un élément de Cq’q—1(X) tel que h - (kn‘ )
Y
tende vers O dans Cq’q_1(Y) quand n ~>+w© . On a

. X
W = 1im ro ( - d"k_)
n-+m ! /Ln n

Denc (X,Y) est une g-paire de Runge .

Rappelons que selon [0 , une fonction Y &
valeurs réelles, définie ot indéfiniment différentiable dans une va-
riété analytigue complexe X de dimension n , est dite fortement
g-pseudoconvexe si sa forme de Levi a au moins n-gq valeurs propres> U
en tout point de X .

Proposition 7 . Soit X une variété analytigue complexe

Soit K un compact de X , et soit < une fonction & valsurs réelles,

indéfiniment différentiable dans 4 , vérifiant les conditions

i) \( est fortement g-pseudoconvexe dang X - K ;

ii) pour fout ¢ €W , llemsemble B, ={x ; x € X ,Y(x) < ¢}
est relativement compact dans X .

Alers, pour toute valeur non critique c¢ de P vérifiant

¢ >sup¥(x) et pour tout entier /Qa,q , le couple (X , BC) est
xeK

un ,@—couple de Runge

Cette proposition est établie dans [22] avec 1'hypothése K = @.

, . g T . N s oA

La démonstration de | 22] s'appllgue encore a notre cas avec les modifi-
K, L+ [

: B (A) est un sous-espace fermé de

A) (puisque dimc H€+1(A,Clk)< +00 ) j—1(Bk’€+1(A)) est un

75

cations suivantes (p.331)
7K SL+1<

sous—-espace fermé de (BC(\V) , et c'est 1l'image de 1r .
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Théoreme 7 . Spient X et Y deux sous-ensembles ouverts,sans

points singuliers, et strictement g-pscsudoconvexes, d'une varidté algé-

brigue projective. Si (X,Y) _est une g-paire de Runge, alors

10 < {/ g . e .
(‘Bg (xX) , @g (Y)) est une paire de Runge et, pour tout compact X

A
de (é+'(Y) , K est un sous-cnsemble compact de BT (v) .
q A 4
b (X

a
Conservant les notations du théoréme 6 , posons A = A (X),

B =4 (Y) , et désignons par K' llalgbbre des restrictions & fa (1)

des éléments de A ; (X,Y) étant une q-paire de Runge, la Remarque 2
qui suit 1'énoncé du Théoreme 4 montre que A' est dense dans B . De
plus, d'apres le Théoréme 6 , (@3 (xX) (resp. %gz (Y)) est A-convexe
(resp. B-convexe) . De ces propriétés, on déduit

N q
ii) %gg (Y) est saturé pour la relation d'équivalence,définie dans:

i) ‘@; (X) (resp. “£+KY)) est A-convexe (resp. A'-convexe) ;

L@a (X) :+ x~vy si et seulement si f(x) = f(y) pour tout €A .

De 1'énoncé (b') de [1] p. 501 , résulte la conclusion .

c) Variétés strictement g-pseudoconvexes

Définition . Une variété amnalytique complexe X sera dite

strictement g-pscudoconvexe s'il existe un compact K de X et une

fcnetion LC 4 valeurs réelles, indéfinimsnt différentiable dans X
vérifiant les conditions
i) %’est fortement g-pseudoconvexe dans X - K
ii) il existe unc suite croissante et divergente (cn nem de
nombres réels tels que B, = {X i x € X, Y¥(x) <Cn.§ soit,
n

pour tout n € N , relativement compact et strictement

g-pseudoconvexe dans X .

Théoréme 8 . Soit X un ouvert d'une variété algébrique projec-—

'd

tive, ne contenant pas de points singuliers. Si £ _est une variété

strictement g-pseudoconvexe, Lg; (X) est holomorphiguement convexe .
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Si, de plus, Hq+1(X,f§) = 0 pour tout faisceau analytigue
cohdrent ! dans X ( en particulier si X est g-complet), alors
Aq(X) sépare les points de ‘gg(x) ; en particulier, %ﬁa(x) est holo-

morphiqusment ccmplet.

En effet, d'aprés la Proposition 7 , (BC , By ) est une g-paire
m n
de Runge pour m »n ; d'aprés le théoreme 7 , (ﬂ?+(B ),“€+(B ))
a Cn 4 Cp
¢st une paire de Runge et, pour tout compact K de 1@3(30 ),

1
A

Ko,
MER

théoréme dz Stein ([23] Satz 1.2.),(€Z (X) ,%;; (BC )) est une paire
n

(B )

g Be . D'apres un

) est un sous-cnsemble compact de

m n

de Rynge pour tout n . Donc, pour tout compact K de %ég (X) et

s xc PF - P+ e
tout n vérifiant XC L (B ) , ona K " M (Bc ) =K .
R iy (X) T (B, )
7\ m
pour tout m > n ; d'aprés ce qui précede, ¥ N L (B) est
2. (X) e Cy
g
0+ -
un sous-cnsecmble compact de ‘6. (B ) pour tout m > n ; K | est
! Ch ‘@g(X)
donc un sous-ensemble compact de %gg (BC ) et a fortiori de ygg (xX) .
- n

Tia seconde assertion résulte du théorzme 5 de [ 37.

Exemple 1 . Reprenons l'exemple du N° 5 de [ 37 en gardant les

mémes notations . Soit Z = ® (6 ) - R

%) Dans X , nous avons

0 = pL(P) + L LENGE
th

F
BEn un point a & Z - Ph , choisissonsg un repeére
a1 e et
9. ) Sax ,14w<n, -/ WPy
f¢i<h * 0 * 1 ZFTmoR 3T



<————7 e e
t '/: b F > (_\1 B D F
AP = L 5 dxy f s 2 dyy 4 g dS
1431 4&h i 1 < j < n-h-1 O J J o
tel que _ i ~- -
* \) Q«\ Y - * e 1 / ‘:)a 2 "(-%
T<elsh - W <fign-h-1
alors e R B
o 5 ) A% R / % i A'F . A'F
ol (F) ==F (." s 2 NG+ L SN h\ A ’}) T A F ) ’
s 14 a4h 1< {den-h-1 * .

@ .
et s(F) a n - h valeurs propres > 0 et h valeurs propres < 0 au

voint a . La variété Z est donc strictement h-pseudoconvexe .

%) Les ouverts

= ‘.’ M P fV > 1‘ ) i
Ui EZ ’ Z . 1n (\:J) ) Zl;é O J y Oé ls h

consgtituent un recouvrement de 2 par h + 1 ouverts de Stein .Pour
tout faisceau analytique cohérent f} sur 742 , on a donc :h+i(z,§ ) =0
pour 1 2> 1 ., Gréce & cette propriété ot 4 celle établie ci-dessus,

‘é; (Z) est, vu le théordtme 8 , un e¢space holomorphiquement complet .

¥) Montrons qus 7 est méme h-complet . Utilisant les notations
du N° 4 , ¢ , (¥, choisissons ¥ +tel que n + h <t (n,N) et posons

/\ . 3 -
AR . =gz, pour O £1ifh ; soit
i,i,...,1 b

N

A A ™ . -
P =i 7 iz ¢ z. =0 pour 0O4ifh
t(n,N)-h-1 L ’ t(n,q) = * }

. N o = DN o D am S A & (e )
An,(z) est un sous-ensemble formé de ut(n,N) Pt(n,N)—h~1 .

Soit P' un sous-espace linéaire projectif de dimeision h de @ .
n t(n,N)
tel que :

3 t .~ D _
VS Bya,m 7 Bo(n,m)-n-

ii) P} et P engendrent P

t(n,N)

)
1ii) Pﬁ.rxkg (z) = ¢ .
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~ . ) _ L o i
Construisons sur Pt(n,N) Ph Pt(n,N)—h—1 la fonction F analogue

4 celle considérée sn ) ; sa forme de Levi a t(n,N)-h valeurs

AN

: o N 31 , - P! - P : c
propres > O en tout peint de @t(n,N) Ph Pi(n,N)-h-1 donc en
tout point derxg (z) : la fonction =T OIKE correspondante est
fortenent h-pseudoconvexe dans 7 et les sous-ensembles

B,={ziz¢e2 , Y@ <ec { , ceR

sont relativement compacts dans 2 . Donc Z est h-complet. Remar-
quons toutefois que les sous-ensembles BC que nous venons de cons-
truire n'ont aucune raison d'dtre strictement h-pseudoconvexes, et que
la fonction ﬁf ne permet donc pas de montrer que 7Z est strictement

h-pseudoconvexe.

Fxemple 2 . Solt maintenant X un sous-espace algébrique

(compact) de . , et soit U =X 0O Z . Les ouverts U, " X , 0<¢ig¢h ,
n i

constituvent un recouvrement de Y par h + 1 ouverts de Stein, donc
h+i . N . . ,
H (U,Y) =0 pour i % 1 et pour tout faisceau analytique cohdrent

Y dans Y .

P, on

n

En construisant les variétés de Chow relativement a
) ; comme
H

obtient k@; (U) comme sous-ensemble analytique de “@E (Z
2 .
k@g (Z) est holomorphiguemebt complet (Excmple 1, %) , 1

lytique A , obtenu en munissant ng (U) de la structure analytigque

gspace ana-

induite par t@; (Z) , est de Stein . L'application naturelle de L@;(U)

N,
sur A est un homéomorphisme holomorphe ; d'apreés [18 ], g; (U) est

un espace de Stein .

7 . L'application ED(1) pour les varidétés algébrigues compactes .

Pour définir cette application, nous utiliserons les remarques

suivantes :
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Remarque 1 . Soit X un espace topologique . Soit QA:(Ui)iGiI

un recouvrenent cuvert de X et soit fé un faisceau de groupes sbéliens

sur X . L'application naturelle

B W% 1w,

est injective . Byle est surjective si 1'on a H1

tout 1 €1,

(U

C'est un cas particulier du théoreme des recouvrements acycliques
de J. Leray .

Soit étr’s le faisceau des germes de formes différentielles
indéfiniment différentiables de type (r,s) dans une variété analytique
complexe X ; soit j%g,s le sous-faisceau des germes de formes diffé-
rentielles d"-fermées, et Clr'::d%g,o le faisceau des germes de formes

différentielles holomorphes de degré r .

Remargue 2 . On a un isomorphisme canonigue

1 L]

>
i

HS (x, fT) o 570 (X, 0F) pour s

En effet, désignant par dg la restriction de a ééﬁr,r+s ,
on a pour dkrér la résolution finé

+
oy T AT o AT a5 e

- S . . N
pour s 21 , H” (X ,d%g’r) est donc canoniquement isomorphe a l'es-

pace vectoriel de d"-cohomologie des formes différentielles indéfini-
ment différentiables de type (r, r+s) ; la remarque résulte alors du
théoreme de Dolbeault .

Définition de 1'application 9(1) . Soit X wune sous-variété

algébrique (compzcte) non singulidre de P (€C) . Pour tout élément

p="P de la grassmannienne [P des sous-variétés linéaires

n-d-1 n,n-d-1

de dimension n - d -1 de [P, , soit Zp = @n - Pn—d—1 et Up = XQZp ;

soit QL le recouvrement de X par les ouverts Up y P &_@n ned—1 et
’

so0it ‘@ le recouvrement de 1%5 (X) par les ouverts %gg (Up) . D'aprés
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1l'exemple 2 du N° 6

i) Hd+l€U,€}) =0 pour i 21t ,U €& W et pour tout faisceau ana-
lytigue cohdrent {9 dans X ;

ii) H@ est un recouvrement de Stein de ‘Qg (X)

Soit A (Wk%dkg’d) (resp. 7! (‘é, Uﬁ) l'espace vectoriel des
WU, £ : ,, o . 4,4 (poep. (T
1-cocycles de (resp. ) & valeurs dans le faisceau > o (resp.l) ).

0 %
Soit o 1l'application de 7! (Lb,d%g’d) dens 3! (é;,[r) qui, & tout

({p,q e r(Up 0 Uq ,d&i’d) , fait correspondre

(O) . O+ 4. 0 + o
‘e - -~ . m s
(J Umeqyd (Lep’q) 6 F ((/d (Up) v %d (Uq) ’ (./) 9
& tout cobord, ™ associe un cobord ; donc o définit une application
linéaire
Geomt (W,HEYS 5 (D)
1 : \ . . oz ’ ) . e ~~,.1 "»p @/

Or, d'aprés la propriété ii) ci-dessus, H' (€,U ) est cano-
niquement isomorphe & 34 (9@5 (x) , ) . D'aprés la propriété i) ci-
dessus et la Remarqgue 2 , on a H1 (U,(?fg’d) = 0 pour tout U’é,%b ;
d'aprés la Remarque 1 , i (CLb,ﬁkg’d) est canoniquement isomorphe

d+1

y H (X ,g%g’d), et celui-ci & H (X,Sl@) d'aprés la Remarque 2 .

~

Compte-tenu de ces ilsomorphismes, ﬂé définit une application linédaire

2,08 ———su (8 @, 0)
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