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JLLL 

LA CONVEXITE HOLOMORPHE DANS L<ESPACE ANALYTIQUE  

DES CYCLES D'UNE VARIETE* ALGEBRIQUE : 

par Aldo ANDREOTII et François NORGUET 

Introduction 

X étant un sous-espace algébrique (compact) de lfespace projec-

tif iPn ( C ) , la méthode classique de construction de la "variété de 

Chow" permet de doter d'une structure d'espace algébrique projectif 

l'ensemble C^(X) de ses d-cycles analytiques positifs (combinaisons 

linéaires à coefficients entiers positifs de sous-ensembles analytiques 

de dimension d en chaque point) ; pour tout ouvert Y de X , l'en

semble C^ (Y) des éléments de C*(X) contenus dans Y est un ouvert 

de C^(X) ; sa structure analytique, mais non (Corollaire du théorème 3) 

celle de son normalisé faible - que nous désignerons encore par C^(Y)-

peut dépendre de la réalisation de Y romme sous-espace de Q?n (<£,) . 

Normaliser faiblement un espace analytique, c'est enrichir son 

faisceau structural en considérant encore comme "holomorphe" dans un 

ouvert U toute fonction continue dans U et holomorphe aux points 

réguliers de U ; l'espace obtenu est encore analytique (théorème 1) • 

Pour toute forme différentielle ^ de type (d,d), continue dans 

Y , la fonction à valeurs complexes F. définie dans ct(Y)par 

Pu? (°) = 4 P ° U r t 0 U t C £ G d ( Y ) 

^ Je 

est continue (théorème 4) • Si ^ est réelle et deux fois différentiaWe 

et si le courant ~_d'd"^est positif, alors F^est plurisousharmonique. 
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Si ^ est indéfiniment différentiable et vérifie d l f^ = 0 , alors F<p 

(qui ne dépend que de la classe de d"-cohomologie de ) est holo-

morphe (théorème 5). Désignant par £1^ (resp.C^) le faisceau des 

germes de formes différentielles holomorphes de degré d dans Y 

(resp. de fonctions holomorphes dans C*(Y)) , on a ainsi, vu le thé

orème de Dolbeault, une application linéaire 

? ( o ) : H d(Y, a d) , H°(CJ(T), 6 ) 

dont l'image est contenue dans l'ensemble des éléments de H0(C^(Y), (f) 

qui vérifient 

f(c 1+c 2) = f(c 1) +f(c 2) 

pour tous ĉ  6 (Y) , € C^(Y) . Soit A^(Y) l'algèbre engendrée 

dans H°(C+(Y) 9Û ) par 1'image de Ç> et par les constantes . 

Si Y (supposé à frontière non vide et sans points singuliers) 

est strictement d - pseudoconvexe (au sens de [3] , № 5), alors 
C * (Y) est A^(Y)-convexe : c'est ce qu'exprime la Proposition 7 

de [3] • Gomme c£(Y) est faiblement normal, H°(C*(Y), 6 ) est 

(vu le théorème 2) la fermeture intégrale faible de A^(Y) , c'est-

à-dire : H°(C^ (Y), (f ) est constitué par les fonctions f , conti

nues dans Y , telles que, pour tout compact K de Y , il existe 

une équation de la forme 

w p + a 1 (x) • w
p~ 1 + ... -fa (x) = 0 

satisfaite pour x G K et w = f(x), où les a^ sont des fonctions 

sur K , limites uniformes de restrictions à K d'éléments de A^(Y). 

Si, de plus, H^4*^ (Y, ̂  ) = 0 pour tout faisceau analytique cohérent & 

dans Y (en particulier si Y est d-complet) , alors A^(Y) sépare 

les points de (Y) : c'est ce qu'exprime le théorème 5 de [3 3 • 

Un théorème de Runge (théorème 7) permet d'étudier aussi le cas de 

variétés sans bord (théorème 8) • 

Enfin l'étude d'exemples simples conduit à la définition d'une 

application naturelle 

: H d + 1(X,a d) > H 1(C+(X) , ef ) 

"dérivée "de . 
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§ 1 . Sur la normalisation faible d'un espace analytique . 

1 . Construction de la normalisation faible . 

Théorème 1 . Pour tout espace analytique X , il existe un es-

pace analytique X et une application holomorphe bijective 

rr : X ^ X 

ayant la propriété suivante : 

pour tout espace analytique Y et toute application  

CT : Y > X 

holomorphe » ouverte et injective, il existe une application holomorphe 

T : fl^1 (<T (Y)) > Y 

vérifiant /K 
CT o X = VT 

T T 1 ( C T ( Y ) ) • 

Preuve . Soit X le normalisé de X et soit Tf l'applica-

tion naturelle de X sur X • Soit R la relation d'équivalence 
•* 

sur X définie par 

x ^ y <c = =^ rr (x) = -fr (y) ; 

c'est une relation d'équivalence propre. Soit X l'espace annelé 
-X-

quotient ([7] , § 2) de X par R f et soit p l'application natu-
-x- /\ /\ 

relie de X sur X ; il existe une application et une seule TT 

de X sur X , vérifiant TT ° P = TF ; TT est un homéomorphisme. 

D'après un théorème de H. Cartan ("Main Theorem" de ("7 1 , § 3 , et 

la remarque p, 8, de [71) , l'espace annelé X est un espace analy-

tique. De la définition de la structure d'espace annelé de X , il 

résulte que "TT est holomorphe. 

Soit CT une application holomorphe, ouverte et injective d'un 

espace analytique Y dans X ; il n'est pas restrictif de supposer 

CT surjective ; c'est alors un homéomorphisme. L'application 

7?-(T~ o M est donc aussi un homéomorphisme. 
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LTapplication CT~ est holomorphe hors du sous-espace S(X) 

des points singuliers de X et de l'image CT(S(Y)) du sous-espace 

S(Y) des points singuliers de Y ; donc CP © *i est holomorphe 

hors du sous+-espace (w ) (S(X) U <T" (S(Y))) , qui est au moins de 

codimension 1 en chacun de ses points. Comme X est normal, 

0""" o TT est holomorphe en vertu du théorème de Riemann ^ ["11] p. 287) ; 

donc p est holomorphe ; alors T. est holomorphe en vertu de la 
A 

définition de la structure d'espace annelé de X • 

Remarque 1 . Si l'espace analytique X f et 1Tapplication holo-

morphe TT f : X' —^. X vérifient aussi les conditions du théorème 1 , 
A A 

il existe un isomorphisme analytique P : X ^ X ! vérifiant 

TT = 'U o p ; donc (X , ti ) est déterminé à un isomorphisme analytique 

près. Il existe une structure dfespace analytique et une seule sur 
A 

l 1 ensemble X , telle que TT soit un isomorphisme d'espaces analytiques 
A 

désormais on désignera par X l'ensemble X muni de cette structure, 
A A y\ 

et par TT l'application identité de X sur X ; le couple (X ,TT) 

sera appelé normalisation faible de X ; on dira que X est faiblement 
A 

normal si TT est un isomorphisme analytique. 

Remarque 2 . Rappelons qu'un sous-ensemble analytique E de X 

est dit maigre si, pour tout point x de X , il existe un voisinage 

ouvert U de x et un sous-ensemble analytique A dans U , de oo-

dimension 1 en tout point de U , tels que E f] U G A . Si f 

est une fonction à valeurs complexes continue dans X et holomorphe 
A 

en dehors d'un sous-ensemble maigre de X , f ö ïï est une fonction 

holomorphe dans X . En effet, f o w est holomorphe dans le normalise 
_A_ A 

X de X , donc f o w est holomorphe dans X en vertu de la défi

nition du faisceau structural de X . 
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2 . Fermeture intégrale faible . 

Soit X un espace analytique ; soit $ l'anneau des germes de 

fonctions holomorphes dans X , et soit V (X9Çf) l'anneau des fonc

tions holomorphes sur X . Soit C(X) l'anneau des fonctions conti

nues à valeurs complexes sur X . Muni de la topologie de la conver

gence uniforme sur tout compact de X , C(X) est un espace de Fréchet 

l'(X,C0 est u n sous-espace fermé de C(X) ([11] , Satz 28). 

Si A est un sous-anneau de P(X,Cf) et K un compact de X , 

nous désignerons par Ag l'anneau des restrictions des éléments de A 

à K , et par le complété de pour la convergence uniforme 

sur K • 

Nous dirons qu'un élément f de C(X) est topologiquement  

intègre sur A si , pour tout compact K de X , il existe une 

équation de la forme 

w P + a,(x) w p~ 1 + ... + a (x) = 0 
1 P 

satisfaite pour x 6 K et w = f (x) , et où les a. sont des élé

ments de Ag. (c'est-à-dire des fonctions sur K , limites uniformes 

de restrictions à K d'éléments de A ). 

Les éléments de C(X) , topologiquement intègres sur A , cons-

tituent un sous-anneau À de C(X) , qu'on appellera fermeture inté-

grale faible de A ; si A = A , nous dirons que A est faiblement  

int égralement fermé. 

Proposition 1 . Soit A la fermeture intégrale faible d'un sous-
, / /\ /\ 

anneau A de I (X ,Ç? ), et soit TT : X > X la normalisation faible 
/\ -x- ̂  A ^ 

de X « Le relèvement TT A de A à X est un anneau de fonctions 

holomorphes sur X . 

A 

Preuve^ . Soit f£ A . D'après la remarque 2 de 1 , il suffit 

de démontrer que f est holomorphe aux points non singuliers de X • 

Soit x un tel point ; l'anneau local \J est factoriel et 
O * 9

 X o 
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le germe de f en x est intègre sur (f . Il existe donc une 
xo 

équation 

(*) w p + a^x) w p~ 1 + ... + a (x) = 0 

irréductible sur , à coefficients holomorphes sur un voisinage U 
xo 

de x Q et satisfaite par f (x) pour tout x €: U • le discriminant 

A(x) de cette équation n'est pas nul dans $ car l'équation est 

irréductible sur . >Si U est suffisamment petit, £^(x) = 0 
xo 

définit dans U un sous-ensemble analytique E de codimension 1 

en chaque point • Au voisinage de tout point x G U - E , les racines 

de (*) sont des fonctions holomorphes. Donc f est holomorphe dans 

U - E et continue dans U ; d'après le théorème de Riemann, f est 

holomorphe dans U . 

Corollaire . Si X est faiblement normal, son anneau de fonctions 

holomorphes est faiblement intégralement fermé . 

3 • Analogue d'un théorème de Weierstrass . 

On démontre, pour des anneaux de fonctions holomorphes, un théo

rème analogue à celui de Weierstrass - Stone . 

Lemme 1 . Soit {y un faisceau analytique cohérent sur un espace  

de Stein X . Soit Y un ouvert de Stein, relativement compact,dans X. 

Il existe une famille finie d'éléments de H°(X,$) dont les images  

dans H°(Y, £f) engendrent H°(Y, ) comme module sur l'anneau des  

fonctions holomorphes dans Y . 

Preuve . Soit $ le faisceau des germes de fonctions holomorphes 

dans X . JJ'après le théorème A de H. Cartan généralisé aux espaces 

de Stein [ 5] , il existe une famille finie (s.) d'éléments de 

H°(X, iî) dont les images dans ^ , pour tout x £ Y , engendrent 

le (T -module o • D'après le théorème 5 de [6 j (dont la démons-x x 

tration reste valable pour les espaces de Stein), les images des s. 

engendrent H^Y,^) comme H°(Y,0)- module . 
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Lemme 2 . Soit Çp une application holomorphe propre d'un espace  

analytique complexe X dans un espace de Stein Y ; soit. U un ou 

vert de Stein, relativement compact, dans Y . Pour toute fonction h 

holomorphe dans 0T~1(U) , il existe une famille (b.) de fonc-
V, ± >| ̂  ̂  < p 

tions holomorphes dans U telle que l'on ait 

y 
h P + iti?p a i i i P _ i = ° 

— 1 

dans CT (U) , en posant a^ = b^ 0 or* pour 1 £ i < p , çp T dési-

gnant la restriction de CT à <y- (U) . 

Preuve^ • Soit l'image directe par CT du faisceau des germes de 

fonctions holomorphes dans X ; d'après un résultat de H.Grauert [93, 

£jf est un faisceau analytique cohérent sur Y . Vu le lemme 1 , il 

existe une famille finie (s.) d'éléments de H°(U,^) qui engen-
, 1 i è I 

dre H°(U, y) comme module sur l'anneau des fonctions holomorphes 

dans U . 

Soit h une fonction holomorphe dans (U) ; pour tout i £ I , 

et h ŝ  sont des fonctions holomorphes sur CR~ (U) , donc h s^ 

est un eleme nt de H°(U,<£ ) • II,existe une famille (b. . ) . r T de 
1 9 3 ICI 

fonctions holomorphes dans U , vérifiant, pour tout i è-I , 

h s. = ^-Tr b. . s. 
i J e I i, J 3 

En posant ai j = b i j 0 CT , on a donc (dans U ) 

h s. = ^4-7^ a. . s. ; 
i 3£1 i,3 3 

on en déduit 

det (a. . - S. . h ) = 0 

qui est la relation annoncée. 

Remarque . 

Le nombre p est majoré par le cardinal de I , qui ne dépend pas 

de h • 
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Définition . Soit A un anneau de fonctions holomorphes sur 

un espace analytique complexe X • Pour tout compact K de X , on 

appelle A- enveloppe de K l'ensemble 

K A = Jx ; x e X ,| f(x) \ < sup \ f(y) I pour tout f e A , 
R L yeK J 

On dit que X est A ~ convexe si, pour tout compact K de X , 

l'ensemble est compact . 

Si A est l'anneau de toutes les fonctions holomorphes dans X , 

on pose = . 

On dit que A donne des coordonnées locales en un point x 
de X s'il existe un nombre entier n > 0 et une application holo
morphe f = (f.) , f. £ A , d'un voisinage ouvert U de x 

1 1<i£n 1 

dans C n , qui soit un isomorphisme analytique de U sur un sous-

ensemble analytique f(U) d'un ouvert de'. (£ n 

Lemme 3 • Soit X un espace analytique complexe. Soit A un 

anneau de fonctions holomorphes sur X , vérifiant les conditions : 

f 1 ) 

i) A contient (C ; 

ii) X est A - convexe . 
Pour tout compact K de X , il existe un voisinage ouvert U 

de K et une application f = (f.) . de X dans (Dn , vérifiant 
— t̂L v i 1<i<n — — 
les conditions 

iii ) f. Ç A pour 1 < i ̂  n ; 

iv) K A C P = [x ; x 6 U , | f ±(x)| < 1 pour 1 <i< n](Çv et 

l'application de P dans Q = \ z ; z = ( z. ) , y 6 (D n , I z. i < 1 
— L i 1 < i <ri 1 i 1 

pour 1 i i $ n j 

déduite de f est propre . 

Si,de plus, A sépare les points de X , on peut choisir cette  

application f de telle sorte que soit en plus vérifiée la propriété 

(1) Il suffit, pour la validité du lemme, que A soit une (D - algèbre. 
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v) l'application g , déduite de f , de U dans Y = ^ n - f ( b U ) , 

est injective et propre. 

Si, de plus encore, À donne des coordonnées locales en tout  

point de X , alors on peut choisir f de telle sorte que g soit  

un isornorphisme analytique de l'espace analytique U sur le sous-

espace analytique g(U) de Y . 

Preuve^. Soit K un compact de X . L'ensemble K A étant 

compact, soit U un voisinage ouvert relativement compact de • 

Pour tout x £ U - U , il existe une fonction h €. À telle que 

h(x) > 2 et sup Ih(y) I < 1 ; 
y£K 

alors _ 
V x > h = jx ; x 6 U , h(x) | > 2 ] 

_ / \ 

est un voisinage de x dans Û et V"x ^ O = 0 

Comme U - U est compact, il existe une famille finie (x. ) 

de points de U - U et une famille finie (f.) , , d'éléments de A 
y i'l <i$k 

vérifiant 

f. (x, ) > 2 , sup f (y) < 1 pour 1 < i ^ k , 

1 ) ~ 

w v f 3 u - u , 
1U<k x i , x i 

( -^.J V , Vi = 0 
V Ui<k xi> fi/ 

et l'application f = (f. ) de X dans €' k vérifie les condi-
1 1 < i< k 

tions iii et iv du lemme (pour n = k ) . 

Supposons que A sépare: les points de X • Comme U est compact, 

un lemme de H. C art an ([7] p.7) montre l'existence d'une famille finie 
(f. ) d'éléments de A qui sépare les points de U ; on peut 

1 k<i<n 
choisir ces fonctions en sorte que sup |f. (y) I < 1 pour k < j <: n ; 

ainsi on aura encore 

P = f x ; x £ U , \ î±(x) \ < 1 pour 1 $ i < n ] . 
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L'application f = (f.) de X dans C n vérifie les 
1 1 <i^n 

conditions iii , iv et v demandées. 

Si À donne des coordonnées locales en tout point de X , on 

peut choisir la famille (f.) de telle sorte qu'elle donne des 
1 k<i,<n 

coordonnées locales en tout point de P . Alors l'application g 

vérifie la condition supplémentaire annoncée. 

Théorème 2 • Soit X un espace analytique faiblement normal. 

Soit A un anneau de fonctions holomorphes dans X , vérifiant les 

conditions : 

i) A contient C ; 

ii) X est A - convexe . 

Alors la fermeture intégrale faible de A est l'anneau de toutes les  

fonctions holomorphes dans X . 

Si, de plus, A sépare les points de X et donne des coordon

nées locales en tout point de X , alors A est dense dans l'ensemble  

des fonctions holomorphes dans X , muni de la topologie de la conver

gence uniforme sur tout compact . 

Preuve . Vu le Corollaire de la Proposition 1 il suffit de 

montrer que toute fonction holomorphe sur X appartient à A . Soit 

donc h une fonction holomorphe sur X . et soit K un compact de X . 

Soient U un voisinage ouvert de K et f = (f.), . une applica-

n 

tion de X dans CL vérifiant les conditions iii et iv du lemme 3, 

dont nous conservons les notations. Il existe un nombre réel £ > 0 

tel que la condition iv du lemme 3 soit encore vérifiée pour 

P' = jx ; x £ U , | f ±(x)| < 1 + L pour 1 $ i< n j 

au lieu de P et 

Q r = Jz ; z = (z.) . É (Ln , I z. \ < 1 + £ pour 1$ i $ n ] 

au lieu de Q 
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Soit CT l'application de P dans Q déduite de f . D'après 

le lemme 2 (en prenant Y = Q'), il existe une famille (b.) 
1 1 £ i< p 

de fonctions holomorphes dans Q telle que l'on ait 

X 7 
( h | p )

P + f ^ p a. . ( h ^ ) * - 1 = 0 

dans P , en posant a^ = b^ o <j~~ pour 1 c< i $p . Dans le cas parti

culier où A sépare les points de X et donne des coordonnées locales 

en tout point de X , on peut prendre p = 1 . 

Comme toute fonction b holomorphe dans Q se développe en 

série de Taylor dans Q , b o <r~ est limite uniforme sur K de fonc-

— /v 
tions de A ; on a donc a.̂  £. Ag. pour 1 £ i < p , et h £ A . 

Remarque 1 . Sous les hypothèses du théorème 2 , l'espace X est 

holomorphiquement convexe ; si les fonctions de A séparent les points 

de X , ou si A donne des coordonnées locales en tout point de X , 

alors X est un espace de Stein • 

Remarque 2 . Soit X = (C et soit A l'algèbre des fonctions 

entières sur C dont la dérivée s'annule en 0 . Les hypothèses i 

et ii du théorème 2 sont vérifiées, l'algèbre A est fermée pour la 

topologie de la convergence uniforme sur tout compact de C . et A 

ne contient pas toutes les fonctions entières. D 0nc, pour construire 

à partir de A l'anneau des fonctions holomorphes dans X , le pas

sage à la fermeture intégrale faible est nécessaire. 

Remarque 3 • Le cas particulier du théorème 2 , obtenu lorsque A 

sépare les points de X et donne des coordonnées locales en tout 

point de X , était déjà connu . Il est énoncé par H. Gartan ([8Jp.24 ) > 

énoncé et démontré par Y.Katznelson ([14] Theorem 8.1.7) dans le cas 

des variétés. Il a pour conséquence que toute fonction holomorphe 

dans C n est limite uniforme sur tout compact de sommes finies d'ex

ponentielles de fonctions linéaires.. 



- 12 -

§ 2 . L'espace (analytique)des cycles positifs 

iLfune variété algébrique 

4 . Définition de cet espace . 

a) L'anneau des coordonnées de la grassmannienne • 

Soit !P l'espace projectif de dimension n sur (C . Soient 

(x. ) , des coordonnées homogènes sur DP et soit F le fibre 
i Ofifn n 

holomorphe en droites associé au diviseur d'équation x Q = 0 . 

L'anneau (Dfx ,...,x I des polynômes en x , ,..,x s'identifie à L o n - o n 

l'anneau gradué 

k 

F désignant la puissance tensorielle k-ème de F . 

Soit V une sous-variété algébrique irréductible de Q? ; 

considérons l'anneau gradué 

V = S r r ' ( y ' ( p ] v > k ) 

où F|y désigne la restriction du fibre F à V ; l'image de l'homo-

morphisme de restriction 

r : Jt( Œ> , F) >cft>(V,F| ) 
v n |y 

est appelée anneau des coordonnées de V . 

Proposition 2 . Si V est normale en chaque point (par exemple  

si V est non singulière) , çj\j (Y, Fjy ) est la fermeture intégrale de  

l'anneau des coordonnées de V . 

Oe théorème est dû à 0. Zariski [24]; on le démontre en prouvant 

successivement : 
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i) la fermeture intégrale de l'anneau des coordonnées est un 

anneau gradué ; 

ii) à cause de la normalité de V , tout élément homogène de la 

fermeture intégrale est dans J^(V,Pj-^) ; 

iii) pour k suffisamment grand, 

*v ( n p

n ' 1 ? k ) } = r ( v , ( F j v ) k ) . 

Ce dernier point résulte aussi d'un théorème de J.P. Serre 

([21] théorème 2 p. 259) . 

d+1 
Soit maintenant IP le produit de d 4-1 exemplaires de fl? , 

n n 

indexés par les nombres entiers 0, 1,...,d ; pour tout nombre entier 
d+1 

h vérifiant 0<^h<d , soit F-̂  le fibre sur ÎP̂  , obtenu en rele-
d+1 

vant F pr r la projection de (P sur son facteur d'indice h . L'an

neau gradué 
à' ( P d + 1 ® p ) - © ^ r ( m P k ) 
°^ 1 k n ' 0-<h<d h j ~ kefff 0<-h<:d 1 1 ' * h

 j 

s'identifie a l'anneau \.L ĵ x , x j des polynômes par rapport aux 

indéterminées (x.) , dont chaque composante homogène est homo-
1 0<hx<d 
0 < i< n 

gène et de degré indépendant de h par rapport à chaque famille 
h 
(x.) d'indéterminées ; c'est ce dernier degré que nous appel-i 1 <i<n ^ ^ FF 

lerons degré de la composante homogène considérée» 

Supposons d < n ; la relation 

/ \ / V " 7

 h \ y ~ 7 

/ \ \ Z v x. du, )= J_ , p, . (x)du./\../\du, 
O^h^d l> 0.<i^n 1 1 / 0,<io<i] <:. .<i^n o'd o \ 

o d 

définit des éléments p. . . de €\ x,...,x 1 , homogènes de degré 
xo" ' xd 

d + 1 J soit Cl l'ensemble des points x = ( ï ) 0 < h i d ^ tels 
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que les nombres p. . (x) ne soient pas simultanément nuls ; soit 
o d 

p 1 T application de -Cl dans OP , A définie par les fonctions 

vd-fV 1 

p. . ; p (CL) est la grassmannienne, que l !on désignera par (P , , 
V # 1 d n,d 

des sous-espaces linéaires de dimension d de Q?n • 

Soit \u [.., P- i »••«] lfanneau des polynômes en les indé-
o d 

terminées (P^ ^ ^ ; la substitution de 
0 a O^i < i < . . # < i _ < n 

o 1 x d x 

p. . (x) à P. . définit une application 
o d o d 

^ r ^ i . rO d i 
çr : (L i .. . , P. . , ... J » C [x,... ,x I 

o d 

dont le noyau est constitué par l'idéal des polynômes s'annulant sur 

(P A ; l'anneau des coordonnées de la grassmannienne est donc iso-
n, d ° 

morphe à 1 ' image de 0~~ • 

Le groupe linéaire G L ( d + 1 , (ù ) opère sur (D[x,...,x j par 

les substitutions 

0 < k $d 

un élément f homogène de (L[x,...,xj est dit invariant par les 

opérations de GL (d+1 , (î. ) si l'on a 

f ( Ax ) - (det A ) m f (x) 
h 

pour tout A £ GL (d+1 , (T ) et pour tout x = ^ x ^0^h<d 9 m ^^ s i^ 

gnant le degré total de f par rapport à l'ensemble de tous les x^. 

Proposition 3 • L'anneau des coordonnées de la grassmannienne 

r 0 d n 

0?n ^ est isomorphe à l'anneau des invariants de £ [ x,...,x J sous 

l'action du groupe GL (d+1,<D) • Cet anneau est factoriel_. ( C 4 J 

p. 1 1 0 - 1 1 3 ) . 
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Des propositions 2 et 3 il résulte que l'anneau des coordon
nées de la grassmannienne ÎP -, est isomorphe à l'anneau 

° n, d * 

c/b ( ÍP -, , Fi ) , P désignant le fibre sur Q? , 
n,d |p^ J * ( n + 1}-1 n,d i d + ^ ' 

associé au diviseur défini*par un hyperplan. 

b . La notion classique de variété des cycles . 

Soit V un sous-ensemble algébrique irréductible de dimension d 
h. 

de (P . Soient (ul . . . les coordonnées de d + 1 hyperplans, liné-
ÏI 0< h $ d J r f ' 

airement indépendants, de SP̂  . La condition pour que leur intersection 

rencontre V s'exprime en annulant un polynôme irréductible 

F v t £ [ u u ] (cf.[13], vol 2, p. 32-35). 

Pour tout A = (°̂  , ) G GL ( d+1 , C ) , la substitution 

u > ̂  k^ ̂  h¿ u remplace les hyperplans considérés par d+1 

hyperplans linéairement indépendants et contenant l'intersection des 

premiers. La condition F^(u) = 0 entraîne donc P^(Au) •= 0 . Comme 

Py(u) est irréductible, F^(Au) est divisible par F^(u) et on a 

P y (Au) - p (A).Fy(u) 

où p(A) est un polynôme en les o( _̂ ; comme p est un caractère de 

GL (d+1 ,C) , P (A) est une puissance de det ( A ) ; F y est donc in

variant sous l'action du groupe GL (d+1,C) , et détermine,à un fac

teur constant non nul près, un élément de lfanneau des coordonnées de 

n,n-d-1 

Le polynôme F y est appelé forme de Cayley associée à V . 

Plus généralement, si V = ^r-—-T n. V. est un cycle positif (cf. [ 3 ] , 

§ 4) de dimension d de IP. , on lui associe la forme de Cayley 

Fy = i c I "̂ V. ^ i étant pour tout i £ I un sous-ensemble algé

brique irreductible de ¡P ) . 
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Proposition 4 • Pour qu'un élément F de (LLu,.•.,u J soit forme  

de Cayley d'un cycle positif de dimension d de (P ,il faut et il suffil 

que : 

i) F soit invariant sous l'action de- GL (d+1 , (C ) , ^ 

ii) sur une extension algébrique convenable de (T [u,... ,u ] , 

^ se décompose en un produit de facteurs linéaires par rapport 

à u : f ^ 7 

o d 1 d / o 
F(u ,u) = A (u,...,u) . A y , , ( /, . , v P. u. ) 

En effet, la première condition exprime que F est l'image d'un 

élément de l'anneau des coordonnées de la grassmannienne, de telle sorte 

que la condition F = 0 détermine un complexe de CP 1 A dans fP 
^ ^ n-d-1 n 

La seconde condition exprime que ce complexe est singulier, c'est-à-dire 

que l'ensemble des Œ >

n_ (j ^ appartenant au complexe, et contenus dans le 
n 1 d 

tP -, intersection des hyperplans u,...,u , se décompose en l'ensemble 
n- a ^ 

des fl? -, A contenus dans D? -, et passant chacun par l'un des pointsX 
n-d-1 n - d ^ * r 

(qui sont tous dans P , ) . Si donc S ,...,S, sont des matrices anti-^ n-d o' ^d ^ 

symétriques ( S^ = 9 l e s hyperplans ^ 0 \ >**->S^ passent par le 

point y , et l'on a ^ 

F ( S Q ^ S D f, ) = 0 

quelles que soient les matrices S^ . La Proposition 4 résulte alors d'un 

argument connu (L.13J p. 52). 

Corollaire . Soit Af 1'espace vectoriel des éléments homogènes 
a , -T" 177*0 cl -i " 

de degré g du sous-anneau de s GI (d+1, £ ) - invariants de (L L x > • x J 

Soit X un sous-ensemble algébrique de (P . L'ensemble des éléments 

de A^ , qui sont formes de Cayley des cycles positifs de dimension d 

OU X , est un cône algébrique de somment 0 • 

En effet, désignons par , || des points génériques de X 

et posons ^ — - ^ 

I i % u ± )= Y" C T fy.tù (S) , 
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les L3^(u) étant les différents monômes de degré g en les variables 
o y 

"lu ; les CT^ ( ̂ ) sont les coordonnées du point générique d fun sous-

espace algébrique ¥ d Tun espace projectif CP^ ; soient ((T^)-O 

des équations de V/ . Ecrivons un élément P de A | comme polynôme 
o 

en u : \ y 
F(u,...,u)= Z _ i <f_ (u,...,u ) . ^ (u) ; 

pour que P soit forme de Cayley d'un cycle de X , il faut et il suf-
1 d 

fit que l'on ait les relations H t (u,.,.,u)) = 0 quels que soien 
4 d A * 

u,...,u ;ceci s'exprime par un système d'équations algébriques homogènes 

en les coefficients de P . 
Soit P(A^) l'espace projectif associé à l'espace vectoriel Aj| 

considéré ci-dessus. Soit X un sous-ensemble algébrique de Q? , et 
g ~ 

soit W^(X) le sous-ensemble algébrique de P(Ag) > constitué par les 

images des formes de Cayley des cycles positifs de dimension d de J 

On appelle variété des cycles de dimension d de X 1*espace, loca

lement algébrique % 

% <» = sSri* » f < « • 

On désignera par (X) l'ensemble des cycles positifs (cf.[3]> 

§ 4) de dimension d de X , et par (TV ^ l'application de ^^"(X) 

dans C^"(X) qui, à un élément de ^j^(X) défini par une forme de 

Cayley F , associe le cycle positif de X auquel F est associée ; 

l'application Ç fV -, est bijective. Comme dans C 3 1 , on désigne 
A 7 CL 

par | A | le support d'un cycle positif A . 

Dans w|(X) x X , soit z| (X) la correspondance qui associe à 

tout élément c de V/j|(X) le sous-ensemble J ÇT^ ^ (c) de X . 

Remarque 1 . Cette correspondance est algébrique ; si on désigne 

par x = (x.) des coordonnées homogènes sur X C ï et _par ^ 
1 0^ i<n ~ " n 

les coefficients des formes de Cayley de (c'est-à-dire des coor

données homogènes sur w|(X) C ?( Af) ? z f (X) est définie par l'annu

lation d'un système g ( o/ , x) de polynômes homogènes en les x etleso^ 
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En effet, soit c un élément de w | (X) , image d'une forme de 

Cayley F ; soient SQ,...,S^ des matrices antisymétriques, et soit 

x £. (P • En exprimant que F ( ) est nul quelles que 

soient les matrices S. , on obtient un système d'équations g ™(x)=0 

dont les solutions sont les points de J Çp^ d (c) . Les coefficients 

des polynômes g^ ^ sont (c variant dans w|(X)) des polynômes 

par rapport aux coefficients de F . La relation entre c et les 

points x de j ÇT-£ d (c) J s'exprime donc en écrivant un système d'équa 

tions gj(P,x) = 0 polynomiales par rapport à x et par rapport aux 

coefficients de F . 

De cette remarque on déduit immédiatement : 

Lemme 4 * Soit c Q £. t? d (X) , et soit U un voisinage de 

\\Tj d (c Q) | dans X ; il existe un voisinage V de C q dans 

t\ (X), tel. que la condition c 6 V entraîne J ÇfV d (c)jc U • 

Soit à présent Y un ouvert de X ; il résulte du lemme 4 que 

<« = < d < ca m > =[c : e e f t (D , K x , a < C > K Y } 

est une partie ouverte de ^ (X) ; ( Y) est appelé variété des  

cycles de dimension d de Y ; on désigne par d la restriction 

de < T ^ d à (Y) , et on pose wf (Y) = ^ + (Y) f) wf U) -

Comme précédemment ([3j , № 9), désignons par S^(y) la fa

mille des sous-ensembles analytiques compacts de Y , de dimension d 

en chacun de leurs points ; S d (( Y) est un sous-ensemble de' C^(Y) ; 

posons ï f d ( Y ) = CT (sd (Y)) . 

Remarque 2 . ^f^ (Y) est une partie ouverte de ^ d ( Y ) • 

Il suffit de l'établir pour Y = (P ( C ) et, dans ce cas, de vé

rifier que 

w|( Y ) Q tfd ( Y ) est ouvert dans w| ( Y ) pour tout g > 0 ; 

pour cela, il faut montrer que, dans w|(Y) , les formes de Cayley, 
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suffisamment voisines d'une forma de Cayley sans facteur irréductible 

multiple, sont aussi de ce type. Cela résulte de la Remarque suivante . 

Remarque 3 . Soit P(x) un polynôme homogène en x = (x.) 
— — — — ~ i 0<i<n 

de degré g > 0 . Il existe un nombre fini de polynômes p , 1<o(.<:h , 

en les coefficients de P , dont 1*annulation simultanée exprime que P 

a un facteur multiple. 

En effet, considérons le polynôme P ( A x + ̂ y) comme polynôme 

homogène en A et jx- . Son discriminant A . (x,y) est un polynôme en x 

et y dont les coefficients p c^ , 1 £ h , sont des polynômes en 

les coefficients de P . Si P (x ) a un facteur multiple, les p , 

° \ 
sont nuls. Réciproquement, si les p sont nuls, on a 

P( A x + ̂ y) = (H ( A , Ji*, x , y) ) ' K (A , , x , y ) où H et K sont des 

polynômes premiers entre eux, H est de degré > 0 en A et ^ , et 

1 >/ 2 • Or H doit contenir les variables x ou y car s'il en était 

indépendant, en faisant successivement x = 0 et y = 0 on montre

rait que H divise A ^ et yf* ; donc H serait une constante. Sup

posons donc que H contienne les x . En faisant A = 1 et jjt = 0 , 

on voit que P a un facteur multiple. 

Soit encore z|(Y) - (w | (Y) x Y) Ç] z| ( X) ; c'est la corres

pondance qui, à tout c associe le sous-ensemble algébrique 

compact | (Tj ^ (c) j de Y • Il en résulte que la projection de Z^(Y ) 

sur W|| ( Y ) est propre. Nous utiliserons ultérieurement les remarques 

suivantes. 

Remarque 4 • Soit A un sous-ensemble analytique compact, en  

chaque point de dimension )> 0 , de w|(Y) ; alors ^"jj ^ (c) j 

est un sous-ensemble analytique compact, en chaque point de dimen

sion >/ d-f 1 j de Y . 

En effet, d'après ce qui précède, l'image réciproque de A dans 

z|(Y) est un sous-ensemble analytique compact, de dimension >/ d+1 en 

chaque point; la projection de cet ensemble dans Y vérifie la même 

propriété. 
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Remarque 5 . Pour tout compact K de Y , le sous-ensemble 

j e ; c 6 W| ( Y) , \ CTy d (c) j C K j de w| (Y) est compact • 

En effet, soit E ce sous-ensemble, et soit C q un point de 

¥|(X) adhérent à E ; soit (c^)^ * une suite de points de E 

tendant vers c o ; tout point de \ <j^. ^ (° 0)| étant limite (vu la Re

marque 1 ) de points des QTX d ( c ^ ) J , on a j C T X d (c Q)|c
 K • 

Dans [3J, n° 9 , nous avons identifié C^(Y) à une partie de 

l'espace vectoriel topologique des courants à support compact dans Y ; 

la topologie forte (resp. faible) de cet espace de courants induit sur 

C^(Y) une topologie que nous appellerons encore forte (resp.faible) ; 

une partie de C^(Y) est dite bornée si elle est bornée dans l'espace 

des -courants ; la proposition 9 de f 3 j caractérise les parties bornées 

de C+(Y) . 

Proposition 5 • Pour qu'une partie K de Sf* {Y) soit relative

ment compacte, il faut et il suffit que (Tj ̂  (K) soit borné dans 

O j ( T ) . 

En effet, une partie K de ^ (Y) est relativement compacte 

si et seulement s'il existe un nombre entier h tel que K f ^ W ^ Y ) 

soit relativement compact dans v/^(Y) pour g < h et Kf)W^(Y)= ¡0 

pour g > h . Ces deux conditions peuvent être remplacées par 

1 J 1 <rv # (c) | relativement compact dans Y et Kr\W?(Y) = 0 pour 
c & K 1 x ' a Œ 

g> h . Ces deux nouvelles conditions sont équivalents à celles de la 

Proposition 9 de [3] , car, en calculant les volumes à lfaide de la 

métrique de Fubini de D? , on a vol (py ^ (c) = g pour tout 

c £Wf(Y) . 

On munit chaque V/|(X) de la structure d'espace analytique 

complexe induite par celle de l'espace projectif complexe P(A^) ; 

^^(X) et f?^(Y) sont ainsi munis de structures d'espace analytiques 

complexes. Eventuellement ces structures peuvent dépendre, non 
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seulement des structures d'espaces algébriques de X et de Y , mais 

encore de la réalisation de X et de Y comme sous-espaces de (P 
^ n 

L'étude de cette dépendance est l'objet du § c ci-dessous • 

c) Caractère fonctoriel de et normalisation faible de la va

riété de Chow . 

ol ) Soit Y (resp. Y') un ouvert d'un sous-ensemble algébrique 

X (resp. X') de CP̂  (resp. Œ ^ i ) * et soit une application holomorph 

algébrique de Y dans Y' . 

On désignera par C^ ( Y ) l'ensemble des éléments V de Ĉ ( Y ) 

où ^ est bien définie, c'est-à-dire l'ensemble des éléments V de 

C^(Y) dont toute composante irréductible a pour image ^(V^) un 

sous-ensemble analytique complexe (compact) de dimension d de Y' . 

On désignera par C^ l'application additive de C^(Y)^ 

dans C^(Y') qui, à tout cycle irréductible V € C^ ( Y) , fait cor

respondre le cycle m ^(V) de C^(Y') , m désignant le degré de 

la restriction de % à V • 

On désignera par ( T ) l'application de 5 ^ (Y) == d (C*(Y)^) 

dans fc^Y") qui vérifie 

Ensemblistement, ( t? ) est la même chose que l'application 

L'étude générale de l'application ( ) sera préparée par les re

marques et les lemmes ci-dessous. 

(o) Soit N un nombre entier > 0 , et soit t(n,ÎT) = (n+1 )^"- 1 . 
(oL) 

Le polynôme en les variables u. , 1 ̂  çj( i N , 0 ̂ i i n , 

U ^ ^ K 0 ̂  i-< n 1 1 
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a pour coefficients les monômes z. . = „ . ,|1T x. . Soit 
1i*UN ι η 

l'application de G?n dans ^ ( η Ν ) ; définie par les relations 

/ \ ^ ( x ) = z ou ζ = (z. . \ 
η • l 1 . . -lrri 

Remarque f . L'application /\^ est un isomorphisme (algébrique 
de (Pn sur ( (Pn j 

En effet si ^ =• ; x£ Œ>n , x ± ^ 0 j et 

¥ = ( z ; ζ £ AîJ ( (Ρ) , z. ± ^ Ο ] , U = (U. ) et 

sont des recouvrements de D? et ( JP. ) res-ι ι ~ η η η η 
pectivement par des ouverts de Zariski. Entre et la corres
pondance est donnée par les relations 

1 

donc elle est biholomorphe algébrique. 
On désignera par 1 } application de A^ ( JP ) sur CP telle ° / η η η η 

que λ1^ 0 p-̂  soit l'identité de A^ ( Q?n) . 

Soit l'espace vectoriel des polynômes homogènes de degré Ν 
en les n+1 indéterminées , 0 ̂  i ̂  η ; soit P n l'espace projec-
tif associé, et soit T T ^ , k l'application de pJJ dans P k N , définie 

en associant à tout polynôme de E^ sa puissance k-ème. 

Remarque 2 . L 1 application TT^'^ est un isomorphisme 

(algébrique ) de P Ĵ sur T T ^ , k ( ̂  ) · 

CTest une conséquence de la Remarque 1 . Il suffit de noter que : 
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i) tout élément £0 de s'écrit de manière unique sous la 

forme 

ou les coefficients a. . sont symétriques par rapport aux indices 

ii) si est l'application, (injective) de dans Ρ^(ηjjj 

définie en associant à Ο le point de coordonnées homogènes a. 

(symétriques par rapport aux indices), le diagramme 

* η 
η 

r r N - k 

η 

η 
f k N 

Pt(n,N) 

\ k 

At(n,N) 

*t(n,kN) 

est c ommut at if. 

On désignera par 9 ^ ' k l'application de TT^' k (P^) sur 

telle que TT^' k ο @ ^ ' k soit l'identité de Tf^'k ( p N } ^ 

De la remarque 1 , il résulte que l'application (f^n) e s t 

bijective. 

lemme 5 . L'application p-^) est holomorphe algébrique. 
Pour établir ce résultat, associons à tout hyperplan u =(u.) 

~* „ -̂Oiî n 
(u) de tPw , γ ν de coordonnées η ~ ̂  n x / t(n,N) 

( A n (u) ) i = \ î quel que soit l'hyperplan u , 
1 Ν ^ o( 

nous avons la relation 

0< i^n 
u . χ . ) Μ 

1 ι ' (\ (»», , 
η 1 * * * Ν 
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\ N / \ ^ N / \ donc (u) contient le point A (x) si et seulement si u 

contient x • 
,o <$ 

Soit alors F^ (U,..vlT; une forme de Cayley associée à un cycle 

V c et ( Af* ( .!P ) ) . Si V est irréductible, le polynôme homogène 
G. n n 

F ( A fu;,.Br , A, (u;j s'annule exactement lorsque l'intersection 
i , N 

des hyperplans u ? O ^ i ^ d y rencontre le cycle irréductible ^*n(Y) 
,o d v 

il exisne donc une forme de Cayley P A T (u,...,u; associée au 
AT 

cvcle ti'̂  (Y) 7 telle que l'on ait l'identité 
) n 

(*) f v(A^(U),..., AJ; (^)) = ( F (â,...,â)) ; 

d 

l'examen des degrés des cycles montre que l'on a M = N .Si V est 

quelconque, l'application du résultat précédent à chaque composante 

irréductible de V montre encore l'existence d'une forme de Cayley 

P rT °s associée au cycle II (Yj , telle que l'on ait l'ide: 

tité (*). Cette identité montre que les coefficients du polynôme 
N M 

(F -IVR ; s'expriment "par des polynômes en fonction des coefficients 

de F v ; la conclusion résulte alors de la Remarque 2 . 
X ) Considérons maintenant une projection de iP dans tP , vj / n m 

avant D C U R centre une sous-variété linéaire S de Q? ,et soit f 
n 

1 ' applicat j on de G? - S dans IP qu'elle définit» Choisissons des 1 n m 
coordonnées homogènes (x. ) de IP et des coordonnées homo-

' i O s < i a n 

gènes (y.) de Q? telles que f soit définie par les rela-
3 0 è j .< m m 

tions 
f x. pour 0 s< j < h 

(f(x)) = J 3 ; 
,J 0 pour h < 3 ̂  m 

S est alors défini par les équations 

x j - 0 0 < j < h 
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Pour tout hyperplan ν = (v.) de ίΡ , posons 
3 0 $ j < m m ' ̂  

(f(v)). = 
V . 

1 
0 

pour 0 < i ̂  h 
pour h < i < η 

ο d 
Lernme 6 • Soit Fy (ui,i. . . ,u) une forme de Cayley associée à un 

+ ^ Ο d 
cycle V £ jP^ - S)^ ; alors Fy(f(ν), 0 . · ,f (v) ) est une forme de  

Cayley associée au cycle (C^(f))(V) £ C* ( tP ) · 

En effet, si V est irréductible, le polynôme homogène 
^ Ο <V (I 

FTr(f·•{.( v) ,. .. ,f ( v) ) s'annule exactement lorsque 1 1 intersection des 
Τ i 

plans y ^ 0 < i £ d , rencontre l 1 ensemble analytique irréductible f(V 
il existe donc une forme de Cayley F^y^ • (v,. . . ,v) ,• associée au cycle 
S(y)f telle que l'on ait une identité 

/Ύ/Οχ ^,dx, , ,o d; Nv P r(f (v), ...,f (v)) = (F f ( vy (ν,...,ν)Γ ; 

1?exameri des degrés des cycles montre que k est le degré de la res-
^ ο ^ d 

triction de f à Y ; Fy(f ( v) ,·.·. ,f ( v) ) est donc une forme de 
Cayley associée à l'image de V par l'application C*(f ) .Si V nτes^ 
pas irréductible, il suffit appliquer le raisonnement ci-dessus à 
chaque composante irréductible de V . 

c)) Considérons à présent un ouvert Y d'un sous-ensemble algé
brique X de JPn , et soit une application holomorphe algébrique 
de Y ..dans DP . ; nous désignerons par x.! = (xf.) des coor-

n ' J Ofj< η ' 
données homogènes de 0?ηι 

Lemme 7 . Il existe deux nombres entiers positifs X et, Ν ;, 
une application linéaire invective g de JP̂ , dans ΙΡ(ηι + ι )£ _•-j » 

et une projection de Œ ^ { n dans Œ>(n?4.1 ) t
 9 de centre, S , dé

finissant une application f de Ρ ^ ( η JJ)- - S dans ^ ( n t + ^ ^ - i ? ̂ e  

telle sorte que l'on ait g ·Ό = f 0 ( /\N j ) 
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Preuve • Soit a un point de Y , et soit x^ (resp. x1^) une 

coordonnée qui ne sTannule pas au point a (resp/^(a)) ; les fonctions 

t** x i u „y , O ^ j ^ n ' , sont holomorphes algébriques sur Y au voisi-
-X. s 

nage du point a ; il existe donc des fractions rationnelles R^ , 

0 $ j < n t j telles que soit défini par les équations 

x' x x 
—^ = R . ( ~° ,. . . , — ) , x é T 
x s 3 xr. xr 

dans un voisinage de Zariski de a . On en déduit qu'il existe des po

lynômes homogènes . , 0 < j £n' , de même degré et ne s'annulant pas 

simultanément au point a , tels que l'application o soit définie,-

dans un voisinage de Zariski de a , par les relations 

xi = Vxo xn> O U * * . 

Comme tout sous-ensemble d'une variété algébrique est précompact 

pour la topologie de Zariski, il existe un recouvrement fini de Y par 

des ouverts de Zariski U^- , 1 ̂  ^ ^ , et des polynômes homo

gènes , 0 ̂  j < xi , 1 < o< < h 9 tous du même degré N , tels que, 

pour tout o( : 

i) les polynômes ^) , 0 ^ j < n ' , né s'annulent pas simultané

es) " J 

ment dans \J 

ii) l'application 7j est définie, dans , par les relations 

x' = T). ( x ; x ) , 0 £ j <n' . 

En particulier, pour tout point a de Y , il existe un polynôme M: 

qui ne s'annule pas au point a . 

(ol ) 

Soient f . ' des fonctions linéaires homogènes des coordonnées de 

^t(n N) ^ e H e s Q.ue l f ° n ait 

(x) = (A n

N (x)) pour tout x € £Pn ; 
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soit S l'ensemble des points de &^(n ĵ ) pour lesquels s'annulent 
tous les f ̂  ; on a № (Y) f| S = 0 . 

Soit f l'application de Q?^^ N ) - s dans Œ >( nt 4. 1 )£, _ ̂  définie 

par les fonctions linéaires f ^ ; si (z*\^) 0 c - c » i < o< £ 

désignent des coordonnées homogènes de Œ?(n? + i) » ^ e s ^ définie 

par les relations z. = f : (y) , y désignant l'ensemble des co-

ordonnées homogènes d'un point de (n N) ~^ * 

Soit enfin g l'application de 0?n! dans ^ ( n i + - j définie par 

les relations z. = xî . La situation est représentée par le dia-

gramme 

P N 3 Y P N, 

^ n A i j y ^ 

v v f v 

Pt(n,lT) ^ ^(n.N)"-^ > P(n'+l)l-1 

dont la comrnutativité se vérifie aisément. 

^ ) Considérons l'application envisagée au début de oO ; 

supposons que, pour tout sous-ensemble analytique complexe compact ir

réductible A de dimension d de Y , T> (A) soit un sous-ensemble 

analytique complexe (compact) de dimension d de Y' . Alors % ^ { ^ ) 

est une application de (Y) dans (̂ ! ) ; les lemmes précédents 

ne nous permettent pas de démontrer que (^^(^) est holomorphe, car 

nous ne savons pas si est holomorphe. 

Pour cette raison, nous enrichirons la structure analytique de 

S^^(Y) en la normalisant faiblement. 
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Définitioh. . Soit Y un ouvert d'un sous-ensemble algébrique X 

de 0?̂  . Désormais, nous appellerons variété des cycles de dimension 

d de : Y , et nous désignerons encore par ^%^ (Y) , le normalisé 

faible de 1*espace analytique '(Y) précédemment défini. 

Avec cette définition, qui ne change pas l'ensemble des éléments 

de CU^(Y) , l'application ) devient holomorphe, à cause du 

lemme 5 ; grâce aux lemmes 6 et 7 , et compte-tenu de 1'injectivité de 

l'application g du lemme 7 , on voit que l'application (20 de

vient holomorphe elle-aussi. On a donc : 

Théorème 3, . Boit Y (resp. Y') un ouvert d'un sous-ensemble 

^gebjr^que X (resp. X' ) de LP̂  (resp, fl? , ) ; soit 7? une application 

holomorphe algébrique de Y dans Y' , telle que l'image ^(A) de 

tout sous-ensemble analytique complexe compact de dimension d de Y 

soit un sous-ensemble analytique complexe (compact) de dimension d 

de Y 1 . Alors l'application ^\(V) de % J ( Y ) dans tSj(YF) est  

holomorphe, 

Corollaire c Soit Y un ouvert d'un sous-ensemble algébrique X 

de £P 0_j!j_esp_a_ce analytique complexe ^^(Y) ne dépend (à une bijec-

î ~ Q : l b i ho 1 orne rphe _pr es ) que de la structure d'espace algébrique Pro

ject if de Y . 

Le théorème 3 exprime encore le caractère fonctoriel de cette 

dépendance„ 

^ ) • Une remarque sur les ensembles exceptionnels . 

Soit X un sous-ensemble algébrique de 1P et soit À un 

sous-ensemble algébrique de X • On dira que A est un ensemble excep

tionnel s'il existe un voisinage U de A dans X et une application 

holomorphe propre TT de U sur un ouvert V d'un espace algébrique, 

vérifiant les conditions : 

i) TT est un homéomorphisme de U -A sur V - TT (A) ; 

ii) dim A > dim Ti (A) . 
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Dans ces conditions, on a des inclusions (c'est-à-dire des injec

tions holomorphes ouvertes) 

^ ( a ) C ^ (a) , S?J (tr(A))cfî <v> 

et une application holomorphe 

T T d : (U) - %l (A) — > Cê+ ( y ) - t\ (TT(A)) . 

. Si d est la dimension de TT(A) , alors (TT(A)) est 

constitué de points isolés dans 'tf̂  (V) , donc (TT(A)) possède un 

voisinage holomorphiquement convexe dans (V) ; il en est de même 

pour ^ ( A ) dans ^ ( U ) . Donc 

Si A est un ensemble exceptionnel purement dimensionnel de X , 

il existe un entier d < dim A tel que ^ (A) possède un voisinage  

holomorphiquement convexe dans %^ (X) „ 

Si d est le plus petit entier satisfaisant à cette condition, 

toute modification TT d'un voisinage de A vérifiant les conditions 

i) et ii) applique A sur un ensemble T T (A) de dimension ^ d . 

Compte-tenu de la Remarque 2 de b , 1' énoncé ci-dessus est encore 

exact si on remplace ^ ^ ( A ) (resp. (X)) par ^f^ (A) (resp, 

^ d W ) • 

Nous n'étudierons pas dans ce travail les problèmes suggérés par 

la remarque ci-dessus : 

^ ) la condition indiquée est-elle suffisante ? 

(VN| pour tout espace algébrique projectif X , existe-t-il une 

image holomorphe Y , généralement biunivoque, sur laquelle 

il n'y a pas d'ensembles exceptionnels ? 

¡3"") pour un tel espace, les ensembles exceptionnels sont-ils en 

nombre fini ? 

Auparavant, il conviendrait de généraliser les résultats de ce 

mémoire aux espaces analytiques complexes non algébriques. 
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5 • Théorème de continuité . 

a ) Résultats préliminaires . 

* Ŝ oi/ĉ  V un sous-ensemble algébrique purement dimen-

sionne]. de dimension s de CPn • Pour tout nombre entier k ^ 0 , 

l'ensemble des Œ\ C f tels que l'on ait — - k ̂  n — ~̂ — 

dim ( EP, n v ) = k -f s - n 

est partout dense sur la grassmannienne (Pn ^ • (On convient que 

dim ( JP, O V) < 0 signifie EP, O V = 0 ) 
C 

Preuve . Considérons la bijection : ( S? ) — > C^ ( Q?n) 

définie précédemment ; la grassmannienne CP , est un sous-ensemble 
* ° n,k 

de Cy ( îPn) ; la restriction de en à ÇT~ (P k ) est un homéomorphis-

— 1 me de çf ( [P , ) sur jr v ; en effet, si p. . sont les co-n,i£ n, J£ 1 ̂  • • • X-ĵ_ 

ordonnées grassmanniennes de tP̂  , la forme de Cayley de CP̂  est 

, o k ) o k 
Pro (u, . . . ,u) = Z Pn i u. . . . u 

Soit Ll l'ensemble des IP̂  envisagé • 

Supposons k+s-n < 0 , et [?k Ç) V = 0 ; d'après le lemme 4 

et la remarque ci-dessus , on aura D?£ p] V = 0 si CP ̂  est assez 

voisin de ÏP, dans IP , ; donc a est ouvert dans IP _ , • Soit 
K. n, K. n, K. 

V f une variété purement dimensionnelle, de dimension n - k - 1 , conte

nant v ; Cl contient l'ensemble des Q?î qui ne rencontrent pas V , 

c'est-à-dire l'ensemble, partout dense dans CP , , des éléments de 

* n,k 

D? ^ qui xx[ annulent pas la forme de Cayley de V ; donc Qi est par

tout dense dans P v 

Supposons maintenant k + s ~ n = r ^ 0 ,et Œ^O V de dimen

sion r ; choisissons un 0 ? n _ ( r + <|)
 ( l u e w - ^ n - ( r - M ) ^ V 

soit purement dimensionnelle de dimension s - (r+1) et que l'on ait 

JP Ç\ W = 0 ; diaprés ce qui précède, on aura ÇP^ Ç] W = 0 si (P̂ . 
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est assez voisin de Œ\ dans IP , ; or JP', O W = 0 entraîne 

k n,k 9 k 1 ^ 

dim^ (̂ T^ O V) = r ; donc -O. est ouvert- De plus -Cl contient l'en

semble des (P'k qui ne rencontrent pas W . Cet ensemble est partout 

dense dans ip ^ f d'après ce qui précède ; donc XI est partout dense 
dans .IP ! , 

n.k 

Lemme 9 • Soit V un sous-ensemble algébrique purement dimension-

nel de dimension d de CP • Soit {\ la diagonale de V x V , et soit «— _ n _ . o — ? _ — 

f : (V >: V - A ) x (P1 > ÎPn 

11application définie par 

f(x,y, \,]x,) - À x + j^y . 

Pour les Œ)

n_(j_2 d'un ouvert partout dense de Q?n ^ > 11adhérence 

dje A = f ( tP n_ â_ 9) dans V x V xQ?^ est de dimension ^ d - 1 . 

Preuve^ . Soient "V\ ; 1 £ i é k , les composantes irréductibles 

de V . Soit x. (resp# y..) un point générique de V. (resp. V.) et 

soit la variété de CP̂  de point générique /\x^ + j^Y^ • 

La variété est de dimension ^ 2d -:- 1 ; l'image de f est conte-

nue dans l ) W. . „ Le lerame 8 montre que : pour les D? , 0 

1 £ i <k "J n-d-2 
1 £ j ̂  k 

d'un ouvert partout dense de CP -, 0 , l'ensemble A est de dimen-
* n,n-d-2 

sion ^ d - 1 • S°n adhérence dans V x V x est encore de dimension 

£ d - 1 • 

La projection de A sur le premier facteur Y de V x V x ff^ 

est encore un ensemble algébrique de dimension ^ d - 1 . 

Grâce au théorème de Baire, on déduit immédiatement des lemmes 

8 et 9 et de cette remarque la proposition suivante . 
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Proposition 6 . Soit (V£) ) ^ une suite de sous-ensembles 

algébriques purement dimenoionnels de dimension d de CP » Les 

(Pn ^_ p d? un ensemble^ partout dense de la grassmannienne G?̂  ^ 

possèdent les propriétés suivantes : 

i) P r i^ (q^ 2 H ^ = 0 pour tout ùe ® ; 

ii) pour tout >3 £- HT , la projection de Y ) de centre [P _̂p est 

b^i^voq^^n deh£ï^j^;ur}£ sous-variété Y_ de dimension 

<: d - 1 , 

b ) Précisions sur des convergencesd'intégrales et de fonctions • 

-. Dans L 16] est définie l'intégration, sur un ensemble analytique 

complexe, d'une forme différentielle extérieure continue à support 

compact. Il en résulte que le lemme 9 de [ 3 j et les considérations 

qui le précèdent dans le n° 7 restent valables si la forme est sup

posée seulement continue (au lieu de indéfiniment différentiable), 

Comme dans [2] et ]T3"3 * 0 1 1 désigne par <JHO(V) l'ensemble des 

fonctions holomorph.es dans une variété analytique complexe V , muni 

de la topoiogie de la convergence uniforme sur tout compact de V . 

Pour tout 2: ~- (z.) 6 (D 1 1 , posons 
^ 1 t n 

z j == ^ 2 j - 1 K Z > " 1 ^ 2 i ' Z / !
 P 0 U R 1 - J - N , 

avec ^ (z) G E pour 1 ̂  h <' 2 n . 

Pour tout a € (£ n et toute famille (i\ ) A , n , ̂  de nombres 
h 1 < h £ 2n 

réels .> 0 , soit 

Q(a,r) - |z ; z £it n ,| ̂ ( z ) - l h (a) | £ r h pour 1é h £2n j 

Soit U un ouvert de C n : pour tout pavé Q(a;r) C U , on dé

signe par d-o (U , a , r ,g) l'ensemble des fonctions f véri

fiant les conditions : 

i) [ f(z) = 0 | f l Q (a,r) 0 

http://holomorph.es
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ii) pour tout b = (^-j)^ +y 1 vérifiant)^ ( b ) - ^ (a)jèr^ 

pour 1 é h ̂  2n-2 , l'équation f(b^ , . . . ,bn__^ , z n) = 0 

a un nombre fini < g de solutions dans 

{!^2n-1 ( z )~^2n-1 ^ a ) U r 2 n - 1 ')^2n ( Z ) S n ( a ) U r 2 n j ' 

Du théorème de Rouehé, il résulte que ^o(U , a,r,g) est ouvert 

dans V<S€(U) . 

A A 
Iggœie 10 • Soit <f = o((z) • ( 1/ i<^ 1 dz. ) A ( 1 / i < n l 1 dz ± ), 

la fonction o( étant continue dans U • L'application de (HD ( U, a, r, g ) 

dans <X , qui à f associe 
r 

f 
^ F|Q(a,r) 

( F désignant le diviseur de f at ^|q(Q r )
 s a restriction à Q(a,r)), 

est continue. 

2 
Démonstration . Posons o( = i^n~''^ (% . Soit f 6%(U,a,r,g) . 

o\) Supposons d'abord 1 • 

Soit r - e = (rh - , , 9 où Ê. < min r, • 

L'intégrale 

2 n _ 1 J 
^ F Q(a,r) - Q(a,r-£. ) 

est l'aire de la projection de P L / s / c\ sur l'espace des' 

m,a,r; - Qva,r-c; 

variables , 1 ̂'i $n-1 ; elle est donc ^ 0 et majorée par le pro

duit par g de 1'aire de 
(Q (a,r) - Q ( a,r- £) ) f) [ z n = a Q ] . 

Par suite, il existe une constante K telle que l'on ait 
f 

o < e 2 n ~ 2 

J F|Q(a,r) -Q(a,r- Q 
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(̂) Supposons maintenant ^ 0 . Soit Tf̂  un nombre réel > 0 . 

Soit £. un nombre réel > 0 tel que l fon ait 

f £ ̂ rfe (U,a,r- e,g) et K g e 2 n " 2 sup (à (z) < ^ . 
zeQ(avr) 9 

Soit p une fonction indéfiniment différentiaile à support compact 
o 

dans Q(a,r) , égale à 1 sur Q(a,r- £,) et vérifiant 0 £ -p ̂  1 . 

Pour toute f ' 6 <̂ > (U , a , r- £ , g ) P) "^o(U, a , r , g ) , on a 

f f f 

^ F f|( ^ F fi ^ F !i 
FQ(a,r-Ê) |Q(a,r) |Q(a,r) 

(où F' désigne le diviseur de f ! dans U) et, d'après °! , 

f h - f Y < ï . 

F !i F fi 
lQ(a,r) * |Q(a,r-0 

Donc, pour toute f16$C(U , a , r - cc, g)Q % ( U , a , r , g) , on a 

f f - f e t < J 

!Q(a,r) lQ(a,r) 

et par conséquent 

r C f f 

^ - ^ < y + Pf- pvf 

F|Q(a,r) P^Q(a,r) P|Q(a,r) F'|Q(a,r) 
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On a vu que U , a , r - l,g) H % ( U , a ,r , g) est un voisi

nage de f dans U) : dTaprès le corollaire 2 de C23 , il 

existe un voisinage de f dans % (U) tel que f €. TT entraîne 
r r 

j p ^ < "y . 

" F ' Q ( a ' r ) F'|Q(a,r) " 

La condition f1 £ °ll H (U , a , r- i, g ) f \ lC (U , a , r, g ) entraîne 

donc 

r f 

lQ(a,r) |Q(a,r) i 

f) On établit le lemme lorsque $ est une fonction a valeurs 

réelles en considérant séparément les parties positive et négative 

de , puis dans le cas générai en considérant séparément les parties 

réelle et imaginaire de (V . 

Remarque . Soit (f^)^^ ^ une suite d'éléments de <K>(U) î 

les pavés Q ( a, r ) tels que l'on ait f^ £ ̂  (U, a, r, g ) pour 

tout 0 t IN constituent une famille de fermés de U stable par 

intersection. Donc, si 3 est une différence de réunions finies de 

tels pavés9 et si f tend vers f Q dans <kio(U) quand D tend 

vers +oo , on a 
f r 

lim = ^ 
£>—»+oo J j , Jp 

u E 0 E 
0 

Nous supposerons maintenant U = Q(a,r T) avec r' > r 

(c'est-à-dire r^ > r^ pour 1 ̂  h < 2n) . 
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Lemme 11 . Soit (p J ^ r ^ une suite de polynômes non identi-

quement nuls de degré g , vérifiant lim p . = p . Soit 
1_ ÊL_ » ^ + q o *o ^ o ^ 

( fp ^) ç ̂  -j < i<k une famille de fonctions holomorphes dans_ Q ( a, rf ) 

vérifiant les conditions : 

i) i est un polynôme unitaire 

\ 7 

S-, • > S, . -J 

f, .(z) = z û'1 + / , a.(z,,...,z J z 

en z^ , dont les coefficients a^ sont holomorphes dans 

Q(a,r ' ) et dont toutes les racines sont dans le rectangle 

{\%n-l M - l 2 n_, U ) i < r 2 n _ , , l ^ 2 n U ) - | n ( a ) | < r 2 n | ; 

ii) pour tout l)£ (N , les polynômes f ^ , 1 ̂ i ^ k sont deux 

à deux sans facteur commun ; 

T T 
iii) la fonction , \ . ' f . coïncide sur Q(a,r') avec 

l^l^K i 

q(p r') à un facteur holomorphe inversible près ; 

iv) pour tout indice i , l'ensemble des zéros de f % . tend 
— j,i 

vers l'ensemble des zéros de f . quand 0 — > + œ . — . o,i ~ 

Alors, pour tout indice i , et tout r M vérifiant r<r M< r' , 

f . converge uniformément vers f . dans Q(a,rn) quand ù tend 
v ? 1 o? 1  

vers +œ 

Démonstration . En vertu de la condition i) où Sx . < g , les _ — 0,1 ^ ° 

fonctions f N . sont bornées supérieurement en module dans 
o u ' ± 

Q(a,r') par un même nombre M ; pour chaque indice i , l'ensemble des 
o 

fonctions f^ ^ , £ [N est donc relativement compact dans "cKo (Q(a,r ' )); 

soit f^ une fonction appartenant à l'adhérence de cet ensemble ; il 

suffit de démontrer que f. = f . • 
1 1 0,1 
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Pour chaque polynôme le polynôme unitaire de degré minimum 

q 0 (z) = 2 N + ^ ( Z l n - 1 ) z n 

qui lui est associé sur Q(a,r!) est déterminé de façon unique ; en 

effet les fonctions symétriques des racines de q^ s'écrivent au 

moyen de l'intégrale logarithmique étendue au contuur du rectangle. 

O k - , <z> - \ n - 1 < a » U r , 2 n - 1 <Wn <z> - \ n < a > U r 2 n ) • 

T T 
On a donc q = w . , f N . pour tout U c IN , et lim q. = q^ , 

î) ^ * ù^+œ J ° 

uniformément sur Q (a, r") . 

Considérons un indice i déterminé, et soit f^ une fonction, 

appartenant à l'adhérence de l'ensemble des f y . ù £ , dans 
o Û 9 ± 

Q(a,r')) î pour tout indice j ̂  i » il existe une fonction f. 

j 

appartenant à l'adhérence de l'ensemble des f . , ù Ç ÏN" , de telle 
sorte que l'on ait lim f̂  . = f. pour une suite croissante 

m ---Ko '"m- 3 3 

(i) ) , ̂  pj de nombres entiers et pour tout indice j . On a donc 

r r f . . 
1 < j £ k J 1 ̂  i < k 0 ' J 

D'après la condition iv) , les zéros de f. sont ceux de f . . 
3 e , j 

Donc, vu la condition ii) , on a f = f Q ^ pour tout j . En parti

culier, on a f. = f • ; donc f^ . tend vers f . , uniformément 
1 0,1 J|l 0,1 

dans Q(a,r") , quand Ù tend vers -+co . 

c) Un lemme d'algèbre extérieure . 

Dans l'espace ([,n du point z = ( z. ). , . . , considérons les 
1 ( 1 v. n 

formes différentielles extérieures^de^type (p,p) 



- 38 -

Soit X^ 1Tensemble des automorphismes linéaires z _^ (1+T)z 

de & n tels que la matrice T ait ses éléments ^ en valeur absolue. 

Lemme 1 1 . Pour tout nombre réel E > 0 , l'espace vectoriel 

engendré sur le corps (D par les formes différentielles . . . 
x 1 # # 1p J 1 • ' V 

1 v ^ i ^ n , 1 < j < n , est engendré (sur le corps (D ) par les formes 

X* Yl..p 1..P 2^X& \ • 
La démonstration se déduit, à l'aide d'une récurrence, de la re

marque suivante . 

Soit U un voisinage du point ( 0 , 0 , . . . 0 , 1 ) de C 1 1 ' dans 
l'hyperplan d'équation z^ = 1 . Pour tout t 6 U , soit l'ap

plication de (£,n en lui-même, définie par X+(z) = z -f z t • 
T n 

Pour 1 £ i < n - 1 et 1 -< j ^ n - 1 , nous avons 

* fer 

^ ^ r - S V ^ q =MA i :.i p j r . j p

 + ^jrtv

 tiA4Ji1..[i^1..ipj1..jp 

où le symbole I i^ signifie que l'indice i. est remplacé par l'indi-
L n j A 

ce n . Cette relation montre que chaque 4^. . , 1 • . • 
1 p J 1 Jp ' o{ 

1 ̂  j < n , est combinaison linéaire, à coefficients complexes, d'un 

nombre fini d'éléments % 4̂  • • • -? 9 1 ̂  ± < n— 1 , 

1 $ j $n - 1 , t ( h ) 6 U . 

De ce lemme, on déduit immédiatement. 

Corollaire 1 . Soit E l'espace vectoriel (sur le corps C) 

des formes différentielles extérieures continues, à support compact et  

de type (p,p) dans (£.n ; soit F une forme (L- linéaire sur E ; 

F est déterminée par ses valeurs sur les éléments y ^4^1 p 1 p^ 

de E , où V varie dans X^ et f dans l'ensemble des fonctions  

continues et à support compact dans (£ n . 
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Reformulons oe corollaire sous une forme qui généralise une mé

thode de démonstration due à Kodaira ([15] p. 105 et 106) • 

Q2Ii2XX^À^§^Jl • Soit A un espace vectoriel complexe de dimen

sion n ; jsovt E l'espace vectoriel (sur le corps C) des formes 

différentielles__ extérieures continues , à support compact et de type 
(p ,p) dçp.s A ; soit F une forme Qy~ Linéaire sur E a g oit B une 

]?Jl§L§_.de A ; pour tout i > 0 , soi_t 1 1 ensemble des bases de A qui 

se déduisent de B P^_]^£J^i^y^.ç^_. 1 + T telle que les éléments de T 

soient < en valeur absolue. Soit E ̂  = j" ̂  ; ^ <e E , -j une base ap
partenant à B_ pour laquelle u> = f Cu, , où f est une 

'c ' 1 1 • • • P ' • • • P 

fonction continue à support compact dans A}. 

Pour tout L y 0 , F est déterminée par ses valeurs sur les éléments 

de E . 
— - e 

En particulier, pour montrer qu'une suite (F.) . n T „ de formes 
}) ù £ 

C - linéaires sur E tend vers une forme (T- linéaire F Q , il suffit 

de montrer qu*on a lin F A = F ( ff ) pour tout ^ £. E 

d) Enoncé et démonstration du théorème . 

Théorème 4 • Soit X un sous-ensemble algébrique de G? ; £oit Y 

un ouvert de X , ne contenant aucun point singulier de X . Pour toute 

f o rm e d i f f ére nt i e11e de type (d,d) < continue sur Y , la fonction 

à valeurs complexes F définie dans ( Y) par 

f 

F (c) =-- I ^ pour tout c etl (Y) 

^Y,d v W 

est continue. 

Avant de prouver ce théorème, nous ferons quelques remarques. 
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Remarque 1 . Le théorème 4 exprime la continuité de Çf̂ - ̂  

relativement à la topologie faible de ( Y ) . 

Remarque 2 . L'application qui à associe F^> est continue  

relativement à la topologie de la convergence uniforme sur tout  

compact (pour i/? et pour ï~y) . 

Gela résulte immédiatement de la Proposition 5 , et de la majo

ration donnée par le lemme 9 de 

Démonstration . 

ot ) Réduction au cas affine . Soit cq (z ( Y ) • Gomme le support de 

çpy ̂ (Cq) est compact dans Y , il existe une famille finie 

d'ouverts de CP et, pour tout i d I , des coordonnées (z^^) 
n J 1 < j { n 

dans , telles que l'on ait 

U i ~ ]jl± O Y = j z ; ẑ Vr , z j " ^ ~ ^ s < j £ n | 

et j \ 

supp OTf d ( O C ^ ^ u i • 

Pour tout i 6 I , soit p. une fonction indéfiniment différen-

tiable à support compact dans W. , de telle sorte que l'on ait 0<p. < 1 

et ^ ^ Y " N Pi ~ 1 s u r u n voisinage W du support de (Ty ^ (°o^ dans 

Pour tout i Çz I , soit ^\ une forme différentielle extérieure 

de type (d,d) , indéfiniment différentiable et à support compact dans 

foL , telle que 

la forme = ^ 4̂. est donc une forme de type (d,d) dans IP 

vérifiant ̂jwn y = ^ ! w f s Y ' 
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D'après le lenine 4 , il existe un voisinage V de c q dans 

^ (Y) , tel que c 6 V entraîne | (JTf d (c)|CWf|Y . Pour tout 

c £ V , on a 

f 4> - ^ i ^ ; 
l i I I 1 

J Q Y , d ( c ) J C r T > d (c) 

il suffit donc dTétudier chacune des intégrales figurant au second 

membre, lorsque c varie dans V . 

(V) Choix des coordonnées et de la projection . 
lorsque 

D'après ce qui précède, il suffit d'établir le théorème \ Y = £?n 

et lorsque ^ est une forme différentielle de type (d,d) à support 

compact dans un ouvert de coordonnées de LP̂  • 

Soit ^ ̂  ^ [M* u n e s u i"^ e ^e P°in"ts de (Y) tendant vers c q 

et appartenant à la composante connexe de c Q . On peut choisir des 

coordonnées homogènes (x.)rw . , dans lP vérifiant les conditions: 
° x i 0 5 i < n n 

i) ̂  est à support compact dans d n = |x ; x £ 0?n , x q 7̂  0 j ; 

ii) tP n_ d_ 2

 = [ x 5 x ^ ' Xi = 0 p 0 U r 0 - 1 - d + 1 j 

vérifie relativement à la suite ( <3V ^ ( C ^)K l e s 

1 , ci p a) £ qj 
conditions i) et ii) de la Proposition 5 ; 

iii) aucune composante irréductible de Cly ^ ( C

Q) n'est contenue 

dans l'hyperplan d'équation x q = 0 ; 

iv) le point à l'infini de l'axe des x^ +>| n'appartient pas à la 

projection de <TY & (c Q) sur 

!P d + 1 - £x ; x e I P N ; x ± = 0 pour d + 26i 1 n j . 

On peut supposer les conditions iii) et iv) vérifiées par 

^Y d ^°î^ P o u r "tout ù £ ŒT* , puisqu'elles le sont dès que 1) est 

assez grand. 
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Considérons dans ^ n les coordonnées 

X. X 
y. = — pour 1 < i <. d+1 et z . = •d"f"1 loour 1 < j £n-d-1 ; 

1 xo " J xo 

soient 

(i:d4"1 = { x ; x ê f , = 0 pour 1 < j ] , 

C n - d ~ 1 : . ĵ x ; x 6 (Dn , y ± = 0 pour 1 £i £d+1 ^ 

[P̂  ̂ 2
 es~k l'hyperplan à l'infini de (D11""̂ ""̂  

On doit établir la relation 

pour toute forme différentielle de type (d,d) , continue et à sup-
n 

port compact dans (£ ; pour tout J 6 HT , (̂ p) = F^ (c^) définit 

une forme C - linéaire sur l'espace £ - vectoriel de ces formes dif

férentielles. 

Tout système de coordonnées, situé dans un sous-ensemble partout 

dense d'un certain voisinage de celui précédemment choisi, vérifie 

encore les conditions ci-dessus. Vu le Corollaire 2 du lemme 1 1 et la 

remarque qui le suit, il suffit donc de considérer les formes diffé

rentielles 

A 
<f =^ (y,z) / N dy Ady 

v 1 < i < d 1 1 

où c( (y,z) est une fonction continue à support compact dans C n . 

Equations des projections des cycles . 

Poursuivons la démonstration sous les hypothèses précisées dans[V 

Pour tout Otf , soit "\ ? 

ù Y,d ï léi^JL I ' b ± ' " J 

l'expression canonique de (T^ d (c^) (cf .jT 3 J , n° 9 ) • 
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Comme c ̂  tend vers o q dans ( Y ) quand à tend vers + 0 0 , 

nous pouvons associer à ĉ ) , pour tout ^ € û\T , une forme de Cayley F^ 

de telle sorte que les coefficients de F^ ,tandem; vers ceux de F Q 

quand 1) tend vers +00 , Ces formes de Cayley F,j sont toutes de même 
i 

degré g par rapport a chaque série u de variables, Pour tout 
ô t Qï , soit " T n < 

= ' F. 1 } 1 ) 

0 1* i < ^ ^ 

où. F^ ^ est forme de Cayley de /-L ^ , 

En effectuant dans I\ (resp, F. N ) la substitution définie 
i i 1 

par u Q = Yi+^| P ° u r 0 i <1 d , uj_ +-| - ""1 pour O^i^-d et u.= 0 

dans les autres cas, nous obtenons un polynôme p^ (resp. p^ ^ ) en 

les variables (Yj_)>| <î<k+i > vérifiant les conditions : 

ni ù 
i) p-v = 1 p. j est de degré g pour tout ù 6 IN ; 

ii) lim p = p 
ù-> +00 1 

Vu la condition ii) de , les polynômes p^ ^ sont irréduc

tibles. Vu la condition iii) de pour A .\ , ps (resp. p. N ) est 

non constant et admet pour diviseur la projection (avec multiplicité^ 

de A N pi (C n (resp. A . .. O (L n) sur X e 1 4" 1 . Vu la condition iv) de (V 

pour A ^ , le polynôme p^(a, , . . . ?a^, yd+>] ) possède, quel que soitx), 

g racines (distinctes ou non) pour tout choix des constantes a^ ? 

i < i ^ d . De cette condition il résulte encore : tout point a6^pQ(y) = 0j 

possède un système fondamental de voisinages Q (a,r) tels que 

P 0 e % , (£dH~1 , a fr,g) . 

S) Equations locales des projections des cycles • 

• ' contenant la projection du support 

de ̂ > . 

Soit a un point de K vérifiant p (a) = 0 . Soit (a,b. 
O 1 I cl 

l'ensemble des points du support de A qui se projettent en a ; 
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on a k ^ g , b^ £ (i,n~^~^ , 1 ^ i< k . Pour tout i , 1 ^ k , soit 

P^( L) le polydisjque fermé de C n _ a _ ' ' de centre b^ , de rayons égaux 

à *o .11 est possible de choisir E et r de telle sorte que : 

i) les P^ (1) soient deux à deux disjoints ; 

ii) f P 0 (y) = O] O Q (a,r) Q 

{ l & d + l W - % L + 1
( a ) l = r2d +1 ' i | d + 2 ^ ) - l d + 2

( a ) r r 2 d + 2 V
0 5 

iii) pour 1 $ i < k , |A Q |Q (Q(a,r) x bP i (£)) = 0 , 

bp. ( £•) désignant le bord de P. . 

\x ) 
Remarquons que les voisinages ^ Q(a,r) x P. (u) de l'en-

1 ̂  i^ k 1 

semble des points (a,b^) , 1 ̂ i^k , vérifiant ces conditions, consti

tuent un système fondamental de voisinages de cet ensemblec 

Choisissons un tel voisinage ; nous pouvons supposer la condi

tion ii) (resp. iii)) ci-dessus vérifiée par p^ au lieu de p^ 

(resp. A^ au lieu de A ) pour tout à G B$ , car ceci a lieu dès 

que D est assez grand. Soient r T > r et ?/ > £ , tels que les 

conditions i) et iii) ci-dessus soient encore vérifiées pour r r 

au lieu de r , V au lieu de c , et tout 0 6 IN • 

Soit 
0 _ 0 

En vertu de la condition ii) , la projection de B . sur Q (a,r!) 

est propre ; son image est donc un sous-ensemble analytique B T . . 
o )

 v > ± 

de Q(a,rT) de codimension pure 1 . Scient B^ ̂  les composantes 

irréductibles de B, . ; chacune d'elles est contenue dans une compo-

±3,1 

santé de A ̂  ; donc sa multiplicité yt£J i est déterminée. Soit 
(°0 ('^) (ol) B\ . la projection de B\ . ; les B T V ^ ; sont les composantes ir-

i)*1 ^A 1 i),i 

réductibles de B !> . 
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W te) 
Pour chaque B \ . soit f x . une fonction holomorphe dans 

Q(a,r^) ayant Bf^°P pour diviseur, C0mme les divisent 

p / Q. , qui est de degré g , on peut prendre pour f ) . 
^/Q(a,r i) " ^ 

un polynôme unitaire en y +̂>| 

<*> = y d +i
 + f 7 ~ 7 ^ -i^i'".^) y ^ V ' 1 

dont les coefficients a. soient holomorphes dans Q (a,rf) et dont 

les racines soient toutes dans le rectangle 

[I l d + 1 W - l d + 1 M < r 2 d + 1 -I V a ' * ' - ^ 2 d + 2 < a > l < r 2 d + 2 ] • 

Soit alors r At, 

f . - (f [ } ) 

o 

On a 6 ^4(Q(a ?r
r), a, r, g) et les fonctions f ^ j ± 

vérifient les hypothèses du lemme 1 1 : l'hypothèse ii) en vertu de la 

condition ii) de Çc selon laquelle la projection est générique nient 

biunivoque, les autres hypothèses en conséquence immédiate de la const 

truction. Par conséquent, pour tout r" vérifiant r < r M < r T , 

f. . converge uniformément vers f . dans Q(a,r") quand t) tend 
XJ j X O j X 
vers +œ . 

£ ) Convergence des intégrales • 

Soit Q un pavé contenant K . Il existe une constante V > 0 

telle que 1 ! on ait, pour tout à £ W 9 

vol (p;J ) | Q < V 

où (p^ ) désigne le diviseur de p . 
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Selon les conclusions de |̂  , nous intégrons une forme diffé

rentielle 

fl A 

m> = ^ ( y , Z ) Q , e = (|) U i A dy.Adf. 

où ^v(y,z ) est une fonction continue dont le support se projette 

dans K . 

Soit ù > 0 ; soit ^ > 0 tel que, si p et p ! sont deux 

points de (L n , de distance <C , on ait 

I ̂  (p) - ̂  (p-) | < 

3 gv 

Pour chaque point a U p (y) = 0 [ C\ K , effectuons la construc-

tion exposée en o , avec des nombres r̂  et L , de telle sorte que 
a a 

chaque Q( a,ro) x P^(^) soit de diamètre < ̂  . Soit (ajï)^ ^ ^ 

une suite finie de points de £ p o (y) = 0 K telle que l fon ait 
f P 0 (y) - 0 1 Q K C U Q(a , r ) C Q • 
I 0 J

 1 < h ̂  i n a h 

Posons r, - r et £. = t pour 1 h <<- (u . La construction pré-
n a h n a h 

cédente, effectuée aux points a^ , 1 £• h ^ , nous fournit les 

voisinages 

Q (a h , r h) x P ± (£ h) , 1 < i ̂  k h , 1 < h < t , 

désignant le nombre de points de | A Q | au dessus de a^ . Nous 

pouvons supposer » j. 

1 < i 5-kh

 n n i n 

pour tout 0 c (N , car cette condition est réalisée dès que 1̂  est 

suffi samment grand. 

La construction exposée en S nous fournit encore des fonctions 

f0,i,ia ' 1 - 1 ^ k h ' 1 - h - ^ ' ° G ^ ; fi),i,h e s t d ë f i n i e 

au voisinage de Q ( a,r^) et possède les propriétés indiquées à la 

fin de h . 
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Soit E 1 = Q ( ,r] ) et, pour tout h < H , . 

I ! 
E h = Q ^\ ' Th* ~ ' Q (ai » r ) ; pour 1 <h ÇVJ, 

1 ̂  j <h J J 

et pour 1 < i < k h , soit A - B h x P ± ( £ h) . Pour tout ù £ № , 

nous avons r 

( = > ( ^ 

et par conséquent 

f r "S ' f r i 

E n désignant par ^ , une valeur prise par c{ dans A, . , nous 
1 1 î x n,i • 

avons 

^ " r ~ ~ v o 1 (Pj)| + vol (p ) 

H i ^ 1 ' I J
 b I 9 1 

1<h<£ j J J 
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D'après h , f v . tend, vers f . uniformement dans un voisi-

nage de Q ( a^ , rfa) . D'après 0 et la remarque faite à la suite du 

lemme 1 0 , 

e - e 

tend vers 0 quand D tend vers + co . Soit î)^ tel que l)}))^ 

entraîne 

^ - 1 f < - - = y = * ~ 

pour tout h vérifiant 1 £ h < £ et tout i vérifiant 1 < i< k^ . 

Pour 0 >> , on a 

f r , < t I v - ^ k h ( v o 1 M
 +

 v o 1 (p^Í ) + T ' 
' - f - ^ ^ 3 > 1 < h U h / E h

 0 ' B h ^ 
1 -"S A o 

— 7 

Comme on a k ^ g et Z v vol (p-JI < V , on obtient 
1 ¿ h ̂  t " /E h 

r r 

^ A J k Kü o 

6 - Théorème d'analyticité. 

a) Un lemme sur des courbes analytiques dans ( (Pn ) 

Soit D = [t ; t G C ,| t\ < 1 \ ; l f anneau (L[£t ]\ des séries 

entières en t convergentes au voisinage de Ü est factoriel ; donc 

l'anneau (L i [ t ]] [ u,.••,uj(voir la notation introduite dans le n° 4 a) 
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Remarque 1 . Soit F (t,u,...,u) un élément de l'anneau 

C [[t \| lu,...,uJ , à coefficients holomorphes dans D , et irréduc

tible sur C *>[t \\ • Il existe un nombre réel ?. vérifiant 0 < £ < 1 
_ * • — — ^ 

tel que, pour tout t vérifiant 0 < \t \ <£, F ( t , u , . . . ,u) se décom

pose dans (D [u,. . .,u ] en facteurs irréductibles distincts. 

En effet, vu la Remarque 3 du № 4, b , la condition pour que 
o d r o d i F(t,u,...,u; ait un facteur multiple dans ^ [ U., • • • ,u J est donnée par 

l'annulation de polynômes p , , 1 <£o5 £ , en les coefficients de F , 

c'est-à-dire par l'annulation au point t d'un nombre fini d'éléments 

de Œ-Kt]5; comme t}j est principal, l'idéal engendré par ces 

éléments est engendré par un élément ^ (t) ; celui-ci n'est pas iden

tiquement nul car F est irréductible sur C $ t . Il suffit de 

choisir £ tel que l'on ait CS (t) ^ 0 pour 0 ̂  \ti < 6 . 

Pour toute application holomorphe S" de D dans Q?n) * il 
o d ^ ( 1 r o d 

existe un élément F ( t, u , . . • ,u) de 1' anneau f [ t jj j_u, . . . ,u] à 

coefficients holomorphes dans D , tel que, pour tout t £ D , F(t,u,.,u) 

N rr f 0 d 1 

soit une forme de Cayley appartenant a i [ U , , , M u J et définissant 

l'élément ( t ) de ^t"(CP ) ; comme D est normal, un tel élément 

définit b . 

Lemme 12 • Soit Tj, une application holomorphe de D dans 

^ d ' Il existe un nombre réel £ vérifiant 0 < £ ^ 1 , une 

variété analytique complexe A de dimension d -f 1 , une application  

holomorphe propre T[ de A sur D et une application holomorphe f 

de A dans 0? , de telle sorte que : 

P Q u r "kout t fc D , la restriction de f à_ ̂ "^(t) est 

propre, et on a f (TT 1 (t) ) = |<37p (ZJ(t))\ ; 
r n » a * 

ii ) pour tout t vérifiant 0 < \ t | ̂  £ , il existe un sous-

ensemble analytique S, de TT" (t) , de dimension ^ d - 1 , 
z ^ ^ 

tel que la restriction de f à TT~ (t) - S, soit un isomor-
~ " 4 " " 

phisme analytique de n" (t)-S^ sur son image ; 
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iii) pour tout 2 - simplexe differentiable A contenu dans la 

couronne 0 ̂  \ t \ < la restriction de TT à_TT ) est 

une fibration dixferentiable triviale, à fibres compactes  

de dimension d , de TT (à ) sur A . 

Pr£uve_. ̂  . En appliquant à un élément F de£- {{t \\ [u, . . • ,u 3 

qui définit ?T la méthode utilisée au début de la démonstration du 

lemme 4 , on obtient un système d'équations g^ (t,x) = 0 , 0 < 0 < k 

définissant un sous-ensemble analytique A de D x 0? . Soit TT 

(resp. f ) la projection de A sur D (resp, dans û? ) . On a les 

propriétés suivantes : 

i) pour tout t G E , la restriction de f à TT (t) est un 

isomorphisme analytique de Tl ^(t) surjCT^ ^ (f(t))^ ; en 
~j a" n 9 

particulier, TT est propre. 

ii) A est purement dimensionnel et de dimension d + 1 ; c'est une 

conséquence de i • 

. Soit S l'ensemble des points singuliers de A ; 

c'est un ensemble analytique de dimension < d . D'après le théorème 

d'Hironaka. [ 1 2 ] , il existe une variété analytique complexe À de di-

mension d + 1 et une application holomorphe propre h de A sur A , 

de telle sorte que la restriction de h à A - h (S) soit un iso-

morphisme analytique de A - h (S) sur A - S , et que l'ouvert 

- 1 ^ _ , v > ^ 
A - h (S) soit partout dense dans A . Soient n = TT o et f = f o^. 

On ai les propriétés suivantes : 

i) Pour tout t 6 D , on a 

f(Ti-1 (t)) = f (n~ 1(t)) = j<T l P } d CE(t)) \ , 

v 1 Ut Mittoutiaa y 

et la restriction de f à u (t) est propre . ^%ft*^^ 
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- 1 ^ 

ii) L'ensemble S - h~ ( S) est un sous-ensemble analytique de di

mension < d de A ; pour tout t £ D , la restriction de f à 
— 1 — 1 

TT (t ) - S^ , S^ = S n TT (t) est un isomorphisme analytique de 
— 1 

fï (t) -8_j_ sur son image. Paroi les composantes irréductibles de S , 

pourrait figurer une composante irréductible dTune fiche de T T ; toute

fois, il existe un nombre réel ^ > 0 tel que, pour tout t véri

fiant 0<|t|<^ , 1 T ensemble analytique S^ soit de dimension < d-1 . 
la propriété ii) du lemme est donc établie pour ^--^ 

iii) L'application TT est propre, et ii existe un nombre réel 

^ 2 ^ 0 "tel que la couronne 0< \ t̂  < ne contienne aucune valeur 

critique de TT . Eh effet, l'ensemble critique de TT dans À est 

l'ensemble des points de A où s'annule la différentielle de rp ; c'est 

donc un ensemble analytique, et son image par l'application propre Tp 

est un sous-ensemble analytique T de D ; d'après le théorème de 

Sord, T est de mesure nulle ; il est donc de dimension zéro ; la 

propriété annoncée en résulte. On en déduit la propriété iii) du 

lemme pour £, f ^ • 

Corollaire . Soit X un sous-ensemble algébrique de |P ; soit 

Y un ouvert de X , ne contenant aucun point singulier de X . Soit cp 

une forme différentielle extérieure continue, de type (d,d) , dans Y. 

Soit F la fonction à valeurs complexes définie dans ^"t (Y) par 

f 
F c f <°)

 =

 d ( c ) ̂  p Q u r t Q U t 0 e £ + ( y ) . 

Soit £ une application holomorphe de D dans ^ \ (Y) > définie par un  

élément F (t,u,...,u) de C {[t [\ [ U, .. . ,u j à coefficients holomorphes  

dans D , et irréductible sur C li t } \ . 

Il existe un nombre réel vérifiant 0 < £ < 1 , une varié

té analytique complexe A de dimension d +1 , une application holo

morphe propre TT de A sur D et une application holomorphe" f de A 

dans Y , tels qu'on ait la propriété suivante : 
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Soient = {t ; 0 <i tl, < 2 } , = TT""1 (D't ) , et TVj la res

triction de rf à A'^ ; alors la restriction de P o 77 __à 

est (comme courant de degré O dans ) 1 1 image par 7^ de la 

restriction de f*q? à A f (considérée comme courant dans A f ) . 

Effectuons en effet la construction du lemme 12 ; la remarque 1 

nous permet en outre de choisir £ tel que H (^(t)) soit iden-
X y u 

tique à son support pour t € D 1 . On a alors 
r fc r 

( P c ^ ) (t) =J = f*, f 

Y,d(t(t)) ^TT-1(t) 
pour t 6 D' • 

'c 

Soit H-* une forme différentielle extérieure indéfiniment dif-
t 

férentiable, de type ( 1 , 1 ) , à support compact dans D' . On a 

r r ! f f 

" DJ. \ TT
 1 (t) / 

Si le support de est contenu dans un 2-simplexe dif férentiable A 

contenu dans ., la dernière intégrale est égale à 

î ( f*^>)/ \ ( t ï» *u>) ; 

c, 

sinon, on se ramène à ce cas en utilisant une partition de l'unité. 

La relation obtenue 

r 1 
( f 0 zr) . y = (f*<-f) a ( t t ; 

JD, f A' L 

exprime la propriété annoncée> 
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b) Enoncé et d é m o n s t r a t i o n du t h 

Définition . un forme différentielle c f de type (d,d), définie 

et continue dans une variété analytique complexe, sera dite pseudo^c , 

convexe si elle est réelle et si le courant d !d f f est >y 0 (au 
TÏ 

sens de [17] ) . 

Tr: .'crè,:e 5 . Soit X un sous-ensemble algébrique de (Pn ; soit m 

Y un ouvert de X , ne contenant aucun point singulier de X. ;, et 

soit (X^ le faisceau des germes de formes différentielles holomorphes  

de degré d dans Y . 

i) Pour toute forme différentielle de type (d,d) , deux  

fois différentiable et pseudoconvexe dans Y , la fonction à valeurs- 

réelles F définie dans ^ (Y) par 

P 

F. (c) - j (f pour tout c ^ ^ ( Y ) 
R 0- T ( â(o) 

est continue et plurisousharmonique (au sens de [ 1 0 J ) 

ii) Pour tout 5*6.11 (ï,ÇL) , la fonction à valeurs complexes 

F définie dans L(~>^(Y) par 

F (c) =J ^ pour tout c (L ï>J(Y) » 

^ ^Y,d 

est holomorphe. 

Démonstration .o( . Soit une forme différentielle extérieure 

continue de type (d,d) dans Y , et soit F^ la fonction définie 

par p 

F (c) = J Lf pour tout c£^"t(Y) . 
^ 0-Y > d(o) 

Soit 6 une application holomorphe de D dans v(f*(Y) ; elle est dé

finie par un élément F (t,u,..f,u) de l'anneau (C llt^[u,. . . ,ù) j à 

coefficients holomorphes dans D . 
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Soit 
-/^ 0 d\ /.i 0 d N

mi i? (t ,u, , . • ,u) = F. (t ,u, . . • ,u) 

la décorn. osition de F en facteurs premiers dans (D{[t^ [u,...,u]; 

soit T^(t) l'élément de ^^(Y) défini par la forme de Cayley 

F^(t, a,.. . ,u) . Pour I t ' i suffisamment petit, on a 

\ 7 

<TY * (£(t)) = ^ m, . ç- ( T (t)) 
x, a 1 < .i < s J" 1 ' a 

e t par conséquen t 

Si, moyennant des hypothèses convenables sur ^ , on montre que 

F^ '• est, pour tout i , soit holomorphe, soit sousharmonique au 

voisinage de C , la même propriété en résultera pour F;̂  o f . Il 

suffit donc de considérer le cas où est définie par un élément 

F(t,u,...,u) de (D [{t \x [u,...,uj à coefficients holomorphes dans D , 

et irréductible sur (D {(t ]\ . Effectuons dans ce cas la construction 

du Corollaire qui précède, 

^) Supposons ^ pseudoconvexe et deux fois différentiable ; 

l'opération image réciproque f* des formes par f et l'opération 

image directe T T ^ des courants par TTf commutent avec les diffé-

rentielles d' et d" , par conséquent aussi avec l'opérateur d'd" ; 

elles conservent en outre le caractère 0 des formes et des courants. 

La fibration Tf : A^ ^ étant localement triviale (du point 

de vue dif f érentiable ) sur D'^ , le courant TT̂  f * vp coïncide sur 

D'̂  avec la fonction continue F^ o # Par conséquent le courant 

: à d'd" (F^ o ) e s t > o dans D ' ; comme F c % est continue 

(d'après le théorème 4) , F^ o 6 est sousharmonique au voisinage de (D • 

Ceci ayant lieu quel que soit k , F c, est plurisousharmonique dans 

^ (T) . ' " 

^) Supposons maintenant que ^ est indéfiniment différentiable 

et vérifie d" ̂  - 0 ; un argument utilisé en (V)montre que l'on a 

d " ( F n o f ) = 0 (au sens des courants) dans D'c ; par conséquent 
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Fi^ 0fest holomorphe dans D ' ^ ; comme F̂ > o V est continue d'après 

le théorème 4 , F̂ > o 7¿ est holomorphe au voisinage de 0 en vertu 

du théorème de Riemann . Ceci ayant lieu pour toute application ^ 

telle que f (o) soit un point non singulier de (Y) , F^ est 

(d'après le théorème de Hartogs banal) holomorphe au voisinage des 

points non singuliers de (Y) . Comme F̂ > est continue et comme 

(Y) est faiblement normal, F̂ p est holomorphe dans (Y) . 

Or on a par définition F^ = F^ (cf. [ 3 ] n° 7 a í ) si ^ est une 

forme à laquelle le théorème de Dolbeault associe la classe 

% £ H^(Y, çê); est donc holomorphe. 
9 

c) L!application 0^ . 

Reprenons les hypothèses du théorème 5 , et désignons par U 

le faisceau des germes de fonctions holomorphes dans ^ (Y) . Vu le 

théorème 5 , soit 

e{

Y°l : HD ( Y , a a ) , H° {4* (T) ,ff ) 

ç* d d 

l'application qui fait correspondre, à tout £ 6 H (Y, Cl ), la 

fonction F^ , holomorphe dans H° ( ̂ ¿ (Y) >C ) ; cette applica

tion est linéaire* 

son image est contenue dans l'en

semble des fonctions f holomorphes sur (Y) et additives ,c'est-

à-dire vérifiant 

f ( ° 1

+ c 2 ) = f ^ ) + f(c 2) 

pour tous c 1 e "êj (Y) , c 2 e^J (Y) , l'addition dans (Y) étant 

obtenue en transportant par la bijection ÇfV ^ l'addition de C^(Y). 

Soit A (Y) l'algèbre engendrée dans H°( t£t (Y).O') par 

l'image de ^j. ̂  et les constantes . 
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§ 3 . Convexité holomorphe dans l'espace des cycles • 

6 . L'espace des cycles d'une variété algébrique strictement q-pseudo~ 

convexe • 

a) Cas d'un ouvert strictement q-pseudoconvexe . 

Rappelons,selon [7l et pl93, la méthode de réduction de Remmert 

d'un espace holomorphiquement convexe • Soit V un tel espace, et 

soit R la relation d'équivalence dans V pour laquelle x *v y 

si et seulement si f(x) = f(y) pour toute fonction f holomorphe 

dans V . Cette relation d'équivalence est propre ; d'après le 

"Main theorem" de f l'espace annelé Vy^ quotient de V par R 

est un espace analytique complexe et l'application naturelle TT 

de V sur V/^ est holomorphe ; Vy^ est un espace de Stein ; 

les fibres de MT sont des ensembles analytiques connexes. L'ensemble 

( x ; x C V , dim TT~1(TT(x)) > 0 1 
v. x J 

sera appelé ensemble de dégénérescence de V . D'après un théorème 

de Remmert (20 1 , c'est un ensemble analytique . 

Nous avons défini dans £ 3 ] la notion de sous-ensemble ouvert 

strictement q-pseudoconvexe d'une variété analytique complexe. 

Théorème 6 . Soit Y un sous-ensemble ouvert d'une variété  

algébrique pro.jective X ; supposons que Y a une frontière non vide  

et ne contient pas de point singulier de X . 

§JL Y est strictement q-pseudoconvexe, alors : 

i) l'espace analytique complexe ^ + ( Y ) est A (Y)-convexe ; 
q q 

ii) H°( ̂ + ( Y ) , Cf) est la fermeture intégrale faible de À (Y). 

B n particulier, l'espace % *(Y) est holomorphiquement convexe. 

L'ensemble de dégénérescence de chacune de ses composantés conriexep  

est compact . 
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Si, de plus, H q _ f ̂  (Y, ) - 0 pour tout faisceau analytique, 

cohérent ^ dans Y (en particulier si Y est q-complet), alors A (Y) 

sépare les points de ^ (Y) ; en particulier, ^ + (Y) est holomor-

phiquement complet. 

La conclusion i) résulte de la Proposition 7 de £3] (encore 

valable quand on y remplace les ensembles analytiques A ^ par des 

éléments de (Y)} et du Théorème 5 . La conclusion ii) résulte 

de i) et du Théorème 2 . 

D'après le lemme 15 de [3J> il existe un compact K de Y 

contenant tout sous-ensemble analytique compact de Y de dimension >, qf1 

en chacun de ses points. Soit E l'ensemble de dégénérescence d'une 

composante connexe W de ^ + (Y) ; d'après la Remarque 4 du n° 4,b, 

j <T~ (c) j est un sous-ensemble analytique compact de Y ayant 
c G & i j q 

ën chaque point une dimension ^q + 1 , donc contenu dans K ; d'après 

la Remarque 5 du n° 4, b) E est contenu dans un compact K' de W . 

La dernière assertion résulte du Théorème 5 de f 3 ] • 

b) Paires de Runge d'espaces de cycles . 

Soit X une variété analytique complexe ; on désigne par 

C r , s(X) l'espace vectoriel des formes différentielles indéfiniment 

différentiables et de type (r,s) dans X ; on le munit de la topo

logie de la convergence uniforme, sur tout compact, des coefficients 

des formes et de leurs dérivées ; c'est alors un espace de Fréchet -

Schwartz • 

La différentielle extérieure d" définit une application 

linéaire continue d^ g de C r , s(X) dans C r , s +''(X) ; le noyau 

Z r , s(X) de d" est fermé ; c'est donc un espace de Fréchet-Schwartz. 

Définition . Soit Y un sous-ensemble ouvert de X ; on dit 

que (X,Y) est une q-paire de Runge si l'image de 11homomorphisme 

de restriction 

r X : Z q ' q (X) > Z q ' q (Y) 
Y 

est dense dans Z q , q (Y)(cf. [22]) . 
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Si q = O , on retrouve la notion usuelle de paire de RuAge. 

Soit Q. q le faisceau des germes de formes différentielles 

holomorphes de degré q dans X • Vu le théorème de Dolbeault, 
s / r \ 

H (X,XL ) est canoniquement isomorphe au quotient du noyau de d^ 
par 1 ! image de d1' , ; on munit H S(X, C V r ) de la topologie déduite 

r, s— i 

de la topologie quotient correspondante, P 0ur que l'espace vectoriel 

topologique H s (X, o 5 ) soit séparé (donc pour qu'il soit un espace 

de Préchet - Schwartz), il faut et il suffit que l'image de d" A 

r , s — i 
r s 

soit un sous-espace fermé de C 9 (X) . Ceci a lieu en particulier si 

dim^ H S (X, ÇlF) < +00 (analogue de la Remarque qui suit le Théorème 1 1 

de L O ] ) • 

Remarque . Supposons les espaces H q (X, ilq) et H q (Y, H-q) 

séparés. Alors, pour que (X,Y) soit une q-paire de Runge, il faut et 

il suffit que l'image de 1'homomorphisme de restricción 
*r^ : H q (X, 0 5 ) ^ H q (Y , Q . q ) 

soit dense dans H q (Y, Q~q) . 

En effet, on a le diagramme commutâtif d'applications linéaires 

Z q' q(X) Il > Z q' q(Y) 

h * ( x , ) — r - » h * ( y , 03 ) 

dans lequel A et \ r sont surjectifs donc topologiques. 

X 

Si (X,Y) est une q-paire de Runge, l'image de *r-y est dense 

dans H q (Y, 0Lq) . Réciproquement, supposons que cette image est dense ; 

pour tout Lf & Z q ? q(Y) , il existe une suite (^n).ní:£¡p. d'éléments 

de Z q' q(X) telle que 

A y (r* ( JPn) - <f ) > 0 quand n +œ . 
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Comme A v est topologique, il existe une suite (l> ) 
1 n ne.in* 

d'éléments de Z q , q(Y) tendant vers 0 quand n +oo , et vérifiant 

\ (r* (/̂ ) - vf ) = A Y (i)n) , c'est-à-dire /\y (r* ( n̂) - ̂  - O n ) = 0 . 
Pour tout n , il existe donc un élément h de C ^ ' ^ (Y) vérifiant 

r J ( U ) = x) + d Mh Y \A n/ f n n 

Pour tout n , soit k un élément de C q , q~^(X) tel que h - (kl ) 

n n J.1 j y 
tende vers 0 dans C^'^^Y) quand n ~>+QO . On a 

43
 = lim r* (M, - d"k ) . 

n-̂ +oo 1 1 1 

Dqnc (X,Y) est une q-paire de Runge • 

Rappelons que selon [Oj , une fonction i à 

valeurs réelles, définie et indéfiniment différentiable dans une va

riété analytique complexe X de dimension n , est dite fortement 

q-pseudoconvexe si sa forme de Levi a au moins n-q valeurs propres >U 

en tout point de X • 

Proposition 7 • Soit X une variété analytique complexe . 

Soit K un compact de X , et soit ^ une fonction à valeurs réelles, 

indéfiniment différentiable dans X , vérifiant les conditions : 

i) ^ est fortement q-pseudoconvexe dans X - K ; 

ii) pour tout c t E , 1 ' ensemble B = |x ; x 6. X , ̂  (x) < c j 

est relativement compact dans X . 

Alcrs, pour toute valeur non critique c de -p vérifiant 

c >sup^{(x) et pour tout entier i ^ q , le couple (X , B ) est 
xeK 0 

un X-couple de Runge . 

Cette proposition est établie dans C22 j avec l'hypothèse K = 0. 

La démonstration de t 22j s'applique encore à notre cas avec les modifi

cations suivantes (p.331) : B k ? +^(A) est un sous-espace fermé de 

Z k' ^ + 1 ( A ) (puisque diin H ^ 1 ( A, 0.k)< +oo ) ; j""1 ( B k ^ 1 (A) ) est un 

k JK 
sous-espace fermé de Z ' (B^Q v ) > e"t c'est l'image de r . 



- 60 -

Théorème 7 . Soient X et_ Y deux sous-ensembles ouverts, sans  

point s singuliers, et strictement q-pseudoconvexes, d?une variété algé

brique projective. Si (X,Y) est une q-paire de Runge, alors 

( (X) , %* (Y)) est une paire de Runge et, pour tout compact K 

de % ^ (Y) , K est un sous-ensemble compact de (Y) . 

° q ^ 

Conservant les notations du théorème 6 , posons A = A (X) , 

B = A (Y) , et désignons par A ? l'algèbre des restrictions à (Y) 

des éléments de A ; (X,Y) étant une q-paire de Runge, la Remarque 2 

qui suit 1Ténoncé du Théorème 4 montre que A' est dense dans B • De 

plus, d'après le Théorème 6 , ^'t (X) (resp. % * (Y)) est A-convexe 
q q 

(resp. Biconvexe) , De ces propriétés, on déduit : 

i) ^ (X) (resp. ^ +(Y)) est A-convexe (resp, A'-convexe) ; 
q q 

ii) (Y) est saturé pour la relation d ' équivalence,définie^ dans: 

L(?+ (X) : x ro y si et seulement si f(x) = f(y) pour tout f £A . 

De l'énoncé (b r) de [i] p. 501 , résulte la conclusion . 

c ) Variétés strictement q-pseudoconvexes . 

Définition , Une variété analytique complexe X sera dite 

strictement q-pseudoconvexe s'il existe un compact K de X et une 

fçnction ^ à valeurs réelles, indéfiniment différentiable dans X 

vérifiant les conditions : 

i) v̂> est fortement q-pseudoconvexe dans X - K ; 

ii) il existe une suite croissante et divergente (c ) v,. r M- de 
n Xl^z UN 

nombres réels tels que B = fx ; x £ X , ̂ f(x) <c "i soit, 
c n n J 

pour tout n £ (N , relativement compact et strictement 
q-pseudoconvexe dans X • 

Théorème 8 . Soit X un ouvert d'une variété algébrique projec

tive, ne contenant pas de points singuliers. Sj X est une variété  

strictement q-pseudoconvexe, u ^ (X) est holomorphiquement convexe . 
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Si,, de plus, ^ ( X, ̂  ) = 0 pour tout faisceau analytique 

cohérent dans X ( en particulier si X est q-complet), alors 

A (X) sépare les points de ^^(X) ; en particulier, ^^(X) est holo 

morphiquement complet. 

E n effet, d'après la Proposition 7 , (B , B ) est une q-paire 
°m c n 

de Runge pour m > n ; d'après le théorème 7 , (i?*(B ) , (B )) 
q °m q cn 

est une paire de Runge et, pour tout compact K de 
q cn 

A 
H^+(B ) est un sous-ensemble compact de b (B ) • D'après un 

q V ' q cn 
théorème de Stein ([23] Satz 1 .2.) (X) (B )) est une paire 

q q cn 

de Runge pour tout n . Donc, pour tout compact K de o + (X) et 
s\ q /\ 

tout n vérifiant K C b (B ) , on a K , , O, V (B )=£_,_ 

q °n # ( X ) ' * V ^ ( B c ) 
pour tout m > n ; d'après ce qui précède, K D % (B ) est 

£q(X) q °m 

un sous-ensemble compact de % (B ) pour tout m > n ; K est 
q °n ^ ( X ) 

donc un sous-ensemble compact de (B ) et a fortiori de ^ + (X) . 
~ q cn q 

La seconde assertion résulte du théorème 5 de L 3 J • 

Exemple 1 • Reprenons l'exemple du № 5 de [31 on gardant les 
mêmes notations . Soit Z = IP ( <f ) - p 

n x W v 7 n-h-1 

^) Dans X , nous avons 

X ( ï ) = pJF.(4>) + i â ^ M Î l . 

En un point a 6 Z - , choisissons un repère 

W = y > dx , 1 « oi, < h , h = ^ ^ dy , 
1 < i < h 1 1 l 1 < j < n-h-1 J 

H n-h-1 
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N 7

 N ^ i 

d»F = Z . d x i + > | r + d t 

tel que ^_ y 

1 1 , l i t ^ T h " 2 n i < N n - h - i 1 1 

alors , r 

°£w - I P < - 2 . Q V S S i , . 
n 1 < 4<h 1 < (î)<:n-h-1 L L ^ 

et -^(F) a n - h valeurs propres ) 0 et h valeurs propres < 0 au 

point a • La variété Z est donc strictement h-pseudoconvexe . 

\è ) Les ouverts 

U. = ( z ; z G 0?n ( CD ) , z ± £ 0 } , 0 < i < h 

constituent un recouvrement de Z par h -f 1 ouverts de Stein .Pour 

tout faisceau analytique cohérent o sur Z , on a donc H ' (Z,J) = 0 

pour i >/ 1 . Grâce à cette propriété et à celle établie ci-dessus, 

^ (Z) est, vu le théorème 8 , un espace holomorphiquement complet . 

K) Montrons que Z est même h-complet • Utilisant les notations 

du № 4 , c , (V, choisissons N tel que n -f h <t (n,N) et posons 
z. . . = z. pour O ^ i - h ; soit 

P - f z ; z f- Q? , z. = 0 pour 0 < i ̂  h \ ; 
t(n,N)-h-1 i ' t(n,N) 1 3 

À"̂  (Z) est un sous-ensemble fermé de ip, / ,T\ - P, / ,T\ , , , 

Soit P' un sous-espace linéaire projectif de dimension h de (p, / ,vV\ 

tel que : 

i } P h C iPt(n,N) - Pt(n,N)-h-1 

ii) P£ et I \ { n ^ ^ engendrent Œ > t ( n f N ) 

i i i ) ( Z ) = 0 ' 
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Construisons sur P-{-(n jj) - - ^^(n N)-h 1 l a ^ o n c ^ i ° n F analogue 

à celle considérée en ^) ; sa forme de Levi a t(n,N)-h valeurs 

propres > 0 en tout point de & t ( n ^ - Pt (n ,N)-h-1 9 d o n c e n 

tout point de (z) ; la fonction ^ = F o A^ correspondante est 

fortement h-pseudoconvexe dans Z et les sous-ensembles 

B Q - [z ; z 6: Z , ^f(z) < c j , c t ÎR 

sont relativement compacts dans Z . Donc Z est h-complet. Remar

quons toutefois que les sous-ensembles B que nous venons de cons-
c 

truire nfont aucune raison d'être strictement h-pseudoconvexes, et que 

la fonction ^ ne permet donc pas de montrer que Z est strictement 

h-pseudoconvexe. 

Exemple 2 . Soit maintenant X un sous-espace algébrique 

(compact) de ÎP̂  , et soit U = X O Z . Les ouverts IL O X , 0 <±£ h , 

constituent un recouvrement de Y par h + 1 ouverts de Stein, donc 

H^"5" (U,Vi") = 0 pour i >/ 1 et pour tout faisceau analytique cohérent 

dans Y . 

En construisant les variétés de Chow relativement à |P , on 

obtient (U) comme sous-ensemble analytique de (Z) ; comme 

% ^ (Z) est holomorphiquemebt complet (Exemple 1 , {i ) , l'espace ana

lytique A , obtenu en munissant (U) de la structure analytique 

induite par (Z) , est de Stein . L'application naturelle de L(?^(U) 

sur A est un homéomorphisme holomorphe ; d'après C 18 j , ( U) est 

un espace de Stein * 

( 1 ) 
7 • L'application p v J pour les variétés algébriques compactes . 

Pour définir cette application, nous utiliserons les remarques 

suivant e s : 
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R e m a r q u e 1 . S o i t X u n e s p a c e t o p o l o g i q u e • S o i t ^ - ^ ( U ^ ) ^ ^-j-

u n r e c o u v r e m e n t o u v e r t de X e t s o i t u n f a i s c e a u de g r o u p e s a b é l i e n s  

s u r X • L ' a p p l i c a t i o n n a t u r e l l e 

H 1 (U,# ) > H 1 ( X 

e s t i n . j e c t i v e • B i l e e s t s u r j e c t i v e s i l ' o n a H ( I L , àK) = 0 p o u r  

t o u t i è I . 

C ' e s t u n c a s p a r t i c u l i e r d u t h é o r è m e d e s r e c o u v r e m e n t s a c y c l i q u e s 

d e J . L e r a y • 

S o i t 6 f i ; r , S l e f a i s c e a u d e s g e r m e s de f o r m e s d i f f é r e n t i e l l e s 

i n d é f i n i m e n t d i f f é r e n t i a b l e s de t y p e ( r , s ) d a n s u n e v a r i é t é a n a l y t i q u e 

c o m p l e x e X ; s o i t cft^S l e s o u s - f a i s c e a u d e s g e r m e s de f o r m e s d i f f é 

r e n t i e l l e s d , T - f e r m é e s , e t Cl r = = o ^ r , ° l e f a i s c e a u d e s g e r m e s de f o r m e s 
c 

d i f f é r e n t i e l l e s h o l o m o r p h e s de d e g r é r • 

R e m a r q u e 2 • On a u n i s o m o r p h i s m e c a n o n i q u e 

H s ( X , № ± r ) ~ H r + S ( X , Ç L r ) £Our s >, 1 . 

E n e f f e t , d é s i g n a n t p a r d g l a r e s t r i c t i o n de d M à 0 £ ' , 

o n a p o u r S^°^T
 l a r é s o l u t i o n fine 

p o u r s >> 1 , H s ( X . c ^ ^ , r ) e s t d o n c c a n o n i q u e m e n t i s o m o r p h e à l ' e s 

p a c e v e c t o r i e l de d " - c o h o m o l o g i e d e s f o r m e s d i f f é r e n t i e l l e s i n d é f i n i 

m e n t d i f f é r e n t i a b l e s de t y p e ( r , r + s ) ; l a r e m a r q u e r é s u l t e a l o r s d u 

t h é o r è m e de D o l b e a u l t • 

D é f i n i t i o n de l ' a p p l i c a t i o n Ç^ 1^ . S o i t X u n e s o u s - v a r i é t é 

a l g é b r i q u e ( c o m p a c t e ) n o n s i n g u l i è r e de Û?n (C) • P o u r t o u t é l é m e n t 

p = P , , de l a g r a s s m a n n i e n n e IP , , d e s s o u s - v a r i é t é s l i n é a i r e s 1 n - d - 1 to n , n - d - 1 

d e d i m e n s i o n n - d - 1 de Œ>n , s o i t Z p = Œ>n -
 p

n_a_i
 e t u

p = x 0 z

p î 

s o i t 'IL l e r e c o u v r e m e n t d e X p a r l e s o u v e r t s , p £ Q?n > e ^ 

s o i t l e r e c o u v r e m e n t de ( X ) p a r l e s o u v e r t s ( U ) . D ' a p r è s 
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l'exemple 2 du № 6 , 

i) Hd+:*"(U, ̂  ) = 0 pour i >, 1 , U \X> et pour tout faisceau ana
lytique cohérent ^ dans X ; 

ii) ^ est un recouvrement de Stein de (X) . 

Soit Z 1 (^cft^) (resp. Z 1 ("ê,^)) l'espace vectoriel des 

1-cocycles de *Uj (resp. ̂  ) à valeurs dans le faisceau o^ç'^ (resp.O^)• 

Soit d l'application de Z 1 (U,ôfc£'d) dans Z 1 qui, atout 

f̂p.q ^ ̂ U p °' U q '^c' d' ) ' f a i t c o r r e s P o n d r e 

' f't .o t i , a < fp„) e T ( i j ( y 0 ^ (u ) .(T) ; 
P q ' 

à tout cobord, o( associe un cobord ; donc ç>( définit une application 

linéaire 

ft: H 1 (U,*4>d) > H 1 (f ,tf) : . 
Or, d'après la propriété ii) ci-dessus, H' ( ( est cano-

niquement isomorphe à (̂ ) >^ ) • ̂ ' après la propriété i) ci-

dessus et la Remarque 2 , on a (U, ah^^) = 0 pour tout U £ 

d'après la Remarque 1 , H ( ') est canoniquement isomorphe 

à H 1 (X ,(jtç,d), et celui-ci à H d + 1 (X, Q.d) d'après la Remarque 2 . 

Compte-tenu de ces isomorphismes, définit une application linéaire 

( 1 ) 

p x > d : H d + 1 (X ,a d) > H 1 (-êj (X),£f ) . 
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