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PROBLEME DE LEVI ET CONVEXITE HOLOHORPHE
POUR LES CLASSES DE COHOMOLOGIE.

par

Aldo ANDREQOTT et Frangois NORGUET

Introduction .

Soit Y wun sous-ensemble ouvert relativement compact, & frontiére

bY suffisamment différentiable, d'une variété analytique complexe X .

Si Y est le domaine d'existence dtune fonction holomorphe, bY
est (faiblement) pseudoconvexe, Réciproquement, si bY est fortement pseudocon-

vexe, alors Y est l¢ domaine d'existence d'unc fonction holomorphe,

La premiére partie de ce théoréme est due & E.E, Levi et la seconde
& H, Grauert [4] ., Celui-ci a montré aussi que si bY est fortement pseudoconvexe,
alors Y est holomorphiquement convexe. S1 on suppose en plus l'existence dlune
alors Y c¢st de Stein.

fonction plurisousharmenique dans Y |

Ce mémoire est consacré i la généralisation de ces résultats lors-

qu'on remplace :

. : o .
1) 1'espace vectoriel H (Y,0) des fonctions holomorphes dans Y par un
espace vectoriel HY(Y, %) de cohomologie de Y & valeurs dans un faisceau ana-

lytique éﬁilocalement libre.,
ii) la pseudoconvexité par la q-convexité, déja considérée dans [1] .

iii) 1la convexité holomorphe (resp, la séparabilité des points par les fonc-
tions holomorphes) par une notion convenable de convexité par rapport aux ensem-
bles analytiques compacts de dimension q {resp. de séparabilité des sous-ensem—

bles analytiques compacts de dimension gq de Y par les €léments de Hq(Y,Qﬁ)) .



ii

Dans le § 1, on étudie la notion générale de classe de cohomologie
non prolongeable et on généralise le théoréme de Levi (pour un espace analytique
et un faisceau analytique cohérent quelconque). Puis, partant d‘une généralisa-
tion d'unc formule intégrable de E , Martinelli [1C] , on étudie le comportement
de certaines intégrales de formes différentielles extérieures sur des suites d'en-
sembles analytiques ayant des points limites dans les variétés polaires des formes
intégrées ; les résultats ainsi obtenus constituent, avec les théorémes de finie
tude de [1] et les résultats de [13] sur les familles normales de diviseurs, le

fondement des techniques de démonstration de ce mémoire.

Les théorémes de Grauert rappelés ci-dessus sont généralisés pour
des ensembles ouverts, appelés strictement g-pseudoconvexes, ct définic dans le
N° 5 ; un exemple trés simple d'un tel ouvert est indiqué. La solution du problé-

me de Leovi généralisé est donnée dans la suite du § 2,

La proposition 7 du § 3 est le point de départ dec la théorie de la
convexité par rapport aux ensembles analytiques, et la proposition 8, de la sépa~

ration des ensembles analytiques par des classcs de cohomologie,

Ces deux théories s'expriment commodément si 1lton introduit ltes-
pace des combinaisons linéaires a coefficients entiers positifs de sous-ensembles
analytiques compacts de dimension q de X , et si 1'on munit cet espace de la
topologie induite par celle des courants, grfce aux résultats de P, Lelong [8] .

Ctest 1tobjet du § 4 .
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§ 1 . Théoréme de Levi et résultats préliminaires .

1 . Classes de conomologie non prolongeables ,

a - Considérons le diagramme commutatif d'espaces vectoriels et d'applica-

tions linéaires

\P\/
LN

et supposons que les deux suites obliques sont cxactes. Nous avons alors

(1) 7 (TIna) = 4 (Jnp)

Vo la symétrie du diagramme, il suffit d'établir ltinclusion

Tna) © y (Jng) ;

soit donc [ € p”1(;]m a) ; il existe E§ € A tel que p(g) = a(E) = p(p(E))
soit p(g - p(E)) = 0 ; 1a suite (p,q) étant exacte, il existe M € C tel

que § = p(§) =a(n) , soit ¢ =q(n) + () ; ona donc

V(@) = y(@(m) + y(p(€)) = B(M) , et ey (Tnp) .

Soit maintenant & wune application linéaire d'un espace vectoriel

G dans E ;) soit © = po§ et v =405

C
RJE L,%

@

[
R\\g\ v A

|



f
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(2) e (Tna) = v (JImp) .

6 (Tna) =67 (6" (Ina)) =6 (v (Tng)) =v (Tmeg) .

En particulier, lecs conditions suivantes sont équivalentes

i

{o}
{o} .

i) v est injective et v(G) N Jm B

1]

ii) © est injective et 6(G) N Um

b - Soit :97 un faisceau d'espaces vectoriels sur un espace topologigun

et soit Y un sous—-ensemble ouvert de X , Pour tout cntier r 2 0 et i‘out poin*

X appartenant & la frontiére DY de Y , on désigne par
. T
(¢, &) (resp. (YU [xL&F) , E(F) )

la limite inductive de

E(YynUu,&) (resp. H (YU U,F) , H (U,F))

suivant 1ltordonné filtrant des voisinages ouverts U de x dans X ., On a
o T,
H(F) = éﬁ; et , pour r = 1, HX(Q§) = {c} .

Du diagramme commutatif d!'homomorphismes de restriction

H(y U U, &) > (U, &)
l J,

résulte, par passage a la limite, le diagramme commutatif

H (YU {x},F) A > E(F)

o B!

Hr(Y,g) B A/HI‘('Y-"‘)‘I'&%'/)

X

’



De la suite exacte de Hayer-Vietoris ([1], p. 236)
FYUU,F) > 1 F) 8 i, F) ~ (v nu,F) - 5 (v y U, F)

résulte de mfme la suite exacte

(2) H(vu (xL,3) 2 E(LF) 0 w(F) ¥ (1, F) » 1 (v U (x), )
ol
p(8) = a(8) @ A(§) pour tout ;e H (YU {x},&)
et

t”

v(E 8 1M) = u(g) - 8 (M) pour tous &€ H(V,F) , M€ H(F) .

En posant B = -B' et en considérant la suite exacte naturelle
T, r A Tro, .
H(F) 3T (r,F) 8 B(F) BE(v,F)

on obtient le diagramme commutatif

B (Y U{x), F) H (F)

Définition 1

Un élément de U (Y,F) (rvesp. T (¥,x,%)) sera dit prolongsable

au point x € bY e'il est dans ll'image de w (resp. B) .

o r . : .
Pour qu'un élément de H' (Y,x,d# ) soit prolongeable au point

x € bY , i1 faut et il suffit :
i) si r =0, qu'il soit image d'un élément de S

v 1
PFas

ii) si ©»> 0, qu'il soit mul ,



Lemne 1,

-

PRy . oy . . .
Pour qu'un &lément § de I (Y,Q?) 501t prolongeable au point X

soit

~
e
&
29
~—
-
)
Pei)

il faut et il suffit que w(E) , son image dans H* (¥

En effet, la propriété (1) , appliquée au diagramme (4) , montre

5 A P . T,
que la condition [ € Tm g équivaut a L'existence d'un € Hx(gﬁ) tel que

v(E + N) € Jm B, et cette derriére condition équivaut a u(€) + (M) € Tn 3 .

Lemue 2,

Soit W un sous-espace vectoriel de U (Y,x,% ) , dont les &1é-
ments non nuls ne sont pas prolongeables au poiut x ;3 solt G =W N me Y

30it & une application linéaire de G dans (v, F) e Hi(éﬁ) , felle que

v=vwyod soit ll'identité de G , Alors 9 = p o § ast injective, les &léments

non nuls de Vo= Jm 8 ne sont pas prolongeables au point X , €t on a

dim V + dim H:“(Y U {x},#) = aim v .

En effet, les éléments non nuls de '/ n'étant pas prolongeables
au point x , ona WAJdnpg={0} et 6NTue=1{0} =vi@)ninp;come v
est injective, la propriété indiquée & la fin de a - montre que O est injective
et que VN Jma = {0} ; cette derniére relation signifie que les éléments non

nuls de V nc sont pas prolongeables au point x . Ltinégalité résulte de la

suite exacte (3) , compte-teru de 1'injectivité de 6 ,

Corollaire ,

. r -7 . . . .
si H (Y,x,d) conticat un sous-cspace vectoricl, de dimension

infinie, dont les &léments non nuls ne sont pas prolongeables zu point x , et

it

. . r+1 - Tro < .
oi l'lon a dim H, (vyu {x},9) «+ « , 2alors H(V,§¥) contient un sous-espace

vectoriel, de dimension infinie, dont les ¢léments non nuls ne sont pas prolon-

geables aw point  x .




2 ., Généralisation du théoréme de Levi .

& - 8oit X un espace analytique complexc., Pour tout point x € X , soit

m(x) la dimension de l'espace tangent de Zariski Ty(X) a X au point x

v

Ll
On sait qu'il existe une application biholomorphe ~¢ d'un voisinage U de =

sur un sous-ensemble analytique “ZF (U) d'un voisinage de 1'origine dans TX(X).

Une fonction g a valeurs réelles dans X est dite indéfiniment
différentiable au voisinage de x s'il existe une application biholomorphe ‘Tf
d'un voisinage U de X sur un sous-enscmble analytique d'un ouvert V de
mm(x) ot une fonction $’, indéfiniment différentiable dans V , vérifiant
q]U = a'o ¢ . On dit que dg est non nul au point x , et on écrit (d@)x #0,
si on peut choisir $/ de telle sorte que (dﬁsif(x) # 0, On dit que ¢ est
faiblement (resp. fortemernt) g-pscudo-convexe (g = 0) si on peut choisir E;
de telle sorte que sa forme de Levi £(§) ait au moins m(x)-g valeurs propres

=2 0 (resp. > 0) .

Soit Y un sous~ensemble ouvert de X , et soit X € bY . On

appelle fonction de définition de Y au peint X, une fonction ¢ , définie et

ind¢finiment différentiable dans un voisinage U de x, , telle qu'on ait

YNU={x; x€eU, olx) < ¢(XO)} .

Une telle fonction existe quels que solent Y et X € bY . Il
suffit de le prouver pour un cuvert Y de X =R (1a structure complexe de X
&tant étrangére & la question) . Or soit £ une fonction indéfiniment différen-~
tiable dans R , nulle ainsi que toutes ses dérivées sur bY

, strictement posi-

tive dans le complémentaire de bY ; la fonction g qui vérifie

- gf(x) 31 X € X

g(x)
e (—f(x) st x €Y

est une fonction de définition de Y en chaque point de sa frontiére,

L'existence de la fonction £ ci-~dessus est assurée par le



Lemme 3,

. ) . ) . . .
Soit F  un sous—enscmble fermé de B . Il existe une fonction

g s .. n . Co
£, indéfiniment différentiable dans R , qui s'annule sur F ainsi que toutes

-

ses dérivées, et qui est strictement positive dans le complémentaire de F .

Preuve , Soit d'abord B 1la boule fermée de centre O et de ra-
yen 1 dans ®” , et F un sous-ensemble fermé de B . Soit & 1l'ensemble des
fonctions & valeurs réelles dans B , indéfiniment dérivables dans B , et con-
tinves, ainsi que toutes leurs dérivées, dans B , Huni de la topologie définie

par les semi-normes

(f) = g sup |0%e(x)]
|| sk x€B

£ est un espace de Fréchet. L'ensenmble fﬁu de toutes les fonctions de &€ qui

sont 2 0 et stannulent sur F ainsi gue toutes lecurs dérivées est fermé dans &

clest donc un espace métrique complet.

Soit (Ur)n ¢ § une suite fondamentale de voisinages ouverts de
4

F dans B . Soit

A ={f; fc ;f , £(x)> 0 pour x € B - Un} ;

- . - 3 .? 5 . 2 b
chagque ensemble Ar est ouvert et partout dense dans ;; ; d'aprés le théordme

i

de Baire, il existe une fonction £ & N An ; cette fonction, strictement posi-
neN o

tive dans B-F , s'annule sur F ainsi que toutes ses dérivées,

A partir de ce résultat, on &tablit lc lemme 3 en utilisant une

2

partition de l'unité,

Un point £ de DY est dit régulier s'il existe une fonction de

définitior ¢ de Y au point x_, vérifiant (dw)x #0 ,
o

b - Soit & un faisceau analytique cohérent sur X ¢ pour tout x € ¥ ,

soit

8 (F) = m(x) - pt (F)

X

-



ol pfx(g?) est le nombre désigné par dihx(éy) dans [17 ; 6X(§F§ est un
nombre ontier =2 0 ; si % est un point non singulier de X et si ﬁ? est

b

un G;~module libre, on a §_(F) =0 .

Lemme 4

Supposons _qu'il existe ur voisinage U de X dans X et une

fonction ¢ , indéfiniment différentiable et fortement q-pseudoconvexe dans U ,
£

Xé;i_iant

YN =g oxeu, glx) > alx)}

o r ol .
Alors tout ¢lément de H (Y,xo,g ) est prolongeable au point xo pour

0gr< pfx(gﬁ) -q=-1.

Cl'est une conséquence immédiate des théorémes 9 et 10 de [1] et

de la remarque qui suit la Définition 1 ,
Théoréne 1

Soit Y un sous-ensemble ouvert d'un espace analytique complexe

X, et solit x un point régulier de la frontic¢rc de Y , Supposons qu'il existe

un élément de H (Y,x,%) non prolongeable au point x . Alors Y admet au point

x une fonction de définition ¢ qui vérifie (d@)y # 0 et qui est faiblement

g~pseudoconvexe avec ¢ < éx(Sﬁ) T .

Preuve . Soit @' wunc fonction de définition de Y au point x ,
définic dans un voisinage U de x , et vérifiant (d@)x # 0 ., Choisissant U
suffisamment petit, nous le considérons comme plongé dans l'espace tangent de
Zariski mm(x) a X au point x , de telle sortc gqu'il existe une fonction in-
Cm(x) vérifiant

. . . .. I . . i
définiment dérivable ¢ au voisinage de 0 dans )

v =g et (dfp’)o # 0 .
Soit g 1le nombrc de valeurs propres < 0O de la restriction de 5(6) a 1lthy-
perplan analytique tangent en O & 1'hypersurface d'équation akx) = QKO) .

. c .
Choisissons le nombre réel c < 0 de telle sorte que £(ce ¢) ait q + 1
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o
. . c

valeurs propres < O au point O ; alors la fonction -ce™® est (m(x)~-q~1)-

pseudoconvexe au volisinage de 0 , ¢t lec lemme 4 a pour conséquence l'inégalité

q s Gx(gﬁ) + r , Choisissons maintenant le nombre réel ¢! > 0 de telle sorte
o~

e 1G9 : - _ _ .

que £(c'e” ¥) ait mn(x)-g valeurs propres = O au voisinage du point O ;

2

o~
. c! P . .
lo fonction ¢ = cle ? vérifie les conditions souhailtées,

3 , Etude de quelgues intégrales .

a - Queclques lemmes €lémentaires .,

Lemme 5 .

Soit une suite finie de nombres complexes de module 1 ,

(“i)1sisl

o oz = ¢ (o) admet 1 comme valeur d'adhérence lors-
151l

que Lk tend vers + «® ,

2ime.,
. 4 ps . i
Preuve , Pour tout 1 +vérifiant 1 £1 s 1 , posons g, = €
L

avec 0 < ei < 1 , Partageons le cube X de Rl défini par les inégalités

*
0 < ei <1 en m21 cubes de cOté u% , MEN . Considérons les points de Rl
ol
% = (h6, mod.1) h €N 1 $hgmt 4+
m i *iigigy ot YT ! ' *

I1 existe un cube de la division qui contient deux de ces points,

21

et par conséquent il existe un nombre entier hm vérifiant 1 < hm < m
i
tel que l'on ait

1 .
h 0, mod, 1 S - pour 1 €1 <1,
m i m2

k @, mod, 1 4 %' pour 1 £1i <1 ,

Pour m> 2 on a donc

2(1 - cos 2k _6.) = 4 sin® mc o, s 2L
moi mi

]



et
.
X
m 2
1__0, S___T_\'.
m
km
Par conséquent o, " tend vers 1 et Zy vers 1 quand m tend vers + « .,

Soit (ozi)iEI une famille finie de nombres complexes, vérifiant

- - ' I ~ 1% 1 _ i h
max |o.| = 1 . La_suite (zk)kEN o z = I (ai) a une valeur d'adhérence
i€l 1€l

*
appartenant & N
Preuve, Soit I =I' U I" , od i € I' entrafne (ai] = 1 et
i € I" entratne }ail <1 ,0na Z,, = 2y o+ 2y ot

zi = T (di)k et zﬁ a X (ai)k .
1€ igl"

Comme I' # ¢ , la suite (z!) a (vu le lemme 5) une valeur d'adhérence en-

ken
tiére 1 2 1 , Comme zﬁ tend vers O quand k tend vers + « , la suite Zy
admet aussi 1 comme valeur d'adhérence,

Lemme 7

Soit une famille de nombres complexes vérifiant

(ai, j)iEI,jEN

C <la j;s 1T, 1'ensemble I étant fini ; pour tous j €N et keN, soit

3,k i€l a koo
(3 )
3upposons que  min iai ji tend vers 0 gquand J tend vers + o , I1 existe
i€I !

alors deux parties infinies J et K de N telle que

i) pour tout k € ¥ lm s, | =+
jq 4 Jy
jeJ
ii) pour tous k € K , k' €KX wvérifiant k' <Xk ,
1im -All-l-c—— = + ® .

Jo e | P, K00
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Preuve . Pour tout Jj € N , soit v(j) wun élément de I tel
que

|a

. v(j),j’ = min ]a.

i€l 31

g e - = ) 1hé ~ aul
Soit (ai)iEI une valeur d'adhérence de la suite (QJ.)jEN .

. I Y
de points de € ; ona max |o,| = 1 . D'aprés le lemne 6 , la suite (z,)
i€l i k‘keN '’

k . . .
zy = % (ai) a une valeur d'adhérence entiére = 1 , Soit donc X wune partic
N i€l

infinie de N telle que Izki > % pour k € X

Soit maintenant J une partie infinie de ¥ telle que

lim (. (0. ). .
Jor 4 J i71iel
JEJ
Pour tout kX € N ,
x av:.} C 3
Z. = < ;. . . =
3,k (qvﬁa),ﬁ NPRS z a, -)

tend vers Z,. quand J tend vers + = en restant dans J . La conclusion

du lemme est maintcenant immédiate,

Lemme 8

3ous les hypothéses du lemme 7 , il cexiste un sous-ensemble infini

X de ¥ tel que, pour toute famille de nombres complexes nuls & 1l'ex~

/C )
\ox/xex
ception d'un nombre fini non nul d'entre eux, on ait

C
inm | ¢ S
je 4o [1€I (ai )
k€K 1J
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Preuve , Soient J et X des sous-ensembles infinis de ¥
vérifiant les conditions du lemme 7 ; solt (CV>“EF une famille de nombres
PO o
complexes muls & l'exception d'un nombre finl non nul d'entre eux, et soit h

1z plus grand des entiers Xk € ¥ pour lesquels ¢ # C . On a

e
c s,
X - - o - daX
:Zu / k ZV Sy Sj,k T 73,k ( N . )
ier (2, ) kEX k€K j,h
kex ' k<h

avec les notations du lemme 7 ; de ce lemme résultc immédiatement le résultat

annoncé

b - Généralisation d'une formule de E, Martinelll [10].

n n
Pour = . . £ et = , . H on pose
Fo z (21)151Sn € @ (d1)1ﬁ1£n € ! P
o o ESRE T = 4 o
W (a5 YT 2 e e A ae™,
isjinn o 1€jsn ¢ o -
J J K]
/\ il T’(n) .
= . dz . e = _‘I\e
w 1£jsn 7 ! o AR,
+1 = . 1, . ol = . .
“ = (al T M 9gign - <a1>2$1$n *
Proposition 1 ,
. n - X
Soit B=¢f{z:n€ef€ , ¥ =z, %, <1}, etsoit S la fron
1g5gn 7
tiire de B . Pour toute fonction £ holomorphe au voisinage de B , on a

(5) ijK(n) _ fam® 4 Al g

ot (n-1)! ot 3z %

Cz'»'- +tonet Q’n

o 3
o ol = T (qi!) £t g‘& = o o ’
1€isn a7 1 n

az1 LA R N ] azn



. . p Capz . .. ivn _
B £ctant orienté de telle sorte gue la forme différentielle extérieure (-,;-) W AT
[

solt posivive, et S &tant muni de l'orientation compatible avec la formule de

g -
Stokes,
AL

Preuve . Pour n = 1 , la relation (5) est la formule de Cauchy, Nous 1'établi-
rons pour toute valeur de n par récurrence, Pour la démonstration, orientons

-  ns . .o i -
5 de telle sorte que la forme différentielle extérieure 1s/j\$w (-2- dzj A clzj)

soit positive, et munissons S de l'orientation que définit la formule de Stokes,

Soit
1 1 s _GsN'TH i % _ %
6 = — < T z. Y 7. ) A g (-1 7. A d(z, )
@ n-l %y 1jgn Y J 2<j€n b ogkgn ¢
1 K7
et
n
T, = -1 .
o (17w A 8,
Cn a
(n
¢ = d" 8 et X = d" =4 L )
o o o o o
dtolt résulte, pour B = (a1 + 0, U seony an)
n\ 3 23
f £ K(I_‘) = linm | d(¢ L, ) = 1lim J ? LB
o 8N {121(= ¢} est orienté comme bord de S N {1211> ¢} . On a donc
O, 1
£ (-1 A a5’
i dz, 29j%n 2<icsn
. o B . | vy
j < K<l) = L':I_LT" Lim j E=n A dzj)/\ 2(a,+1) gd o, -4
5 b ' o0 =30 {lz f=e} 1 2<jsn e T r 2379
1 28jsn J o
o o,
g (037N a9
| oy 2gj<n J o 2gken )
(-1 2im I > £ dz ) A K#]
T oyt 1_::18 sn{ z,=0} o, 2<jsn ZJ) 2( 1+?) Q’J WCJJ 1=
€ . 17 3z, (e + = zYE.Y)
2<j€n Y -
o
(_1)Tl 1 21‘” ‘Jr a lf Y(l’l—?)
= — 1 ~ 1
1 BA,I
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ot SN {21 = 0} est orienté comme bord de BN {21 = 0} , lui-m@me oricnté de

telle sorte que la forme différertielle extérieure /N_. (% dz. A dEj) soit

positive, On a donc

~ (0)

d'oli on déduit la relation (5) cn modifiant 1'orientation de S ,

;o 1
¢ - Une formule de ré&gidus dans €

Si V est une variété analytique complexe connexe, on désigne
par ?ﬁ(v) 1'ensemble des fonctions holomorphes dans V , muni de la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact de V , On désigne par J@'(V) ltes-

pace vectoriel topologique des courants dans V , Pour toute £ € ;@(V) - {0} ,

i) log|f] est une fonction plurisousharmonique [7] dans V , donc est loca-
lement sommable dans V , et par conséquent définit un courant de degré zéro dans

V , que l'on désignera encore par log|f] ;

ii) la forme différenticlle méromorphe g? est localement sommable [6] dans
s s . .. £
V , donc définit dans V un courant de degré 1 qu'on désignera encore par g? ’
et qui est égal a d4' log|f| (ot log|f| est le courant défini ci-dessus) .
Le courant = d'a" log’fj = :l— a L ~4— an df est le
i 2if £ 2 £

courant d'intégration [8] sur lc diviseur de f .

&y 2 ~ PN :
L'application de ‘J%(V) - {0} dans §)'(V) , qui & £ associe
1oglf] (resp. g; , resp., le courant d'intégration sur le diviseur de £ ) , est
continue [3] .

‘ s by /0
8i x est un point de V , on désignera par Jﬁy(V) 1ltensemble

des éléments £ de ‘jg(V) aui vérifient f£(x) = 0 ,
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Proposition 2 ,

. . o L . . . -
Soit B un domaine de @© contevnant l'origine O ; soit F le

Sy ST

diviscur d'une fonction £ € JJi(B) - j@o(B) ; Soit ¢ une forme différentielle

holomorphe dg deqré n - 1 dans B ; soit p une fonction indéfinimert diffé-

rentiable & support compact dans B , &gale & 1 au voisinage de O , On a

2im)® 1 3% a4 A
(6) P oAy = = — ( ) (0)

3

1 d
* Bin jp FOAMPARAY

H

Preuve , Soit B' une boule ouverte de centre 0 , telle que l'on
ait B'NF =¢ ot plgr = 1 . Soit p wune fonction indéfiniment différentiablc

dansB , dont le support une contienne pas 0 , et telle que Blg_pt = 1. 0na

r 1 df
JFP@/\%H = Jpr?/\*kaH = Zim de"“f"/\pw?f\vo,H
— 1 .g'£ 1
= Sim ){B N CRUCR WP
. df . s
ou f? est considéré comme courant, bDonc

- & ..LI ak
JF PRAYL =T jp W AT AR A YLt Ty Bp g NN Ay

.—-—1—— rgi " —J—j-d-:f- 11}
= Tmod, 2 NYRAR A NG Y Eg [ TE N SRR 9 M gy
car HISUPP ang = et pisupp any = 1 .

Soit B" une boule ouverte de centrc O , telle que Wl = C .
Bll

On a supp d"u < B! - B , et % est holomorphe dans B! - B" , donc



Todaf af
JB-}-/\d"u/\:p/\xpa_Hz—j A= NAuAgny

" daf r df
‘J,“"?AQA%H + AN A
S N -

o S' et S" désignent les bords respectifs de B! et BM" , Compte-tenu du

choix de et de la Proposition 1 , 3tintégrale sur 5" est nulle et

. n lC‘!l
! af 21t 1 o) df Ao
! AN = 0) .
do L LA (n=1)1 wl 4« ( . w) (0)

Remarque .
. . . . . no, .
La relation (6) est énoncée et démontrée, € étant muni de 1'o=

rientation définie par la Proposition 1 , et 1l'orientation de F se déduisant de
] das

celle de € grfce & la relation F = Sim d" ==~  entre courants. Cette condi=-

tion d'orientation sera conservée Jjusqu'd nouvel ordre ,

Corollaire .

. . n _
Soit B un domaine de € , contenant l'origine O . Soit o

une forme différentielle holomorphe de¢ degré n-1 dang B . Pour toute

ld I . s agas s Ry s Yt A
£ € #(B) - ;ﬁo(B) , et pour toute fonction o indéfiniment différentiable 3

support compact dans B c¢t égale & 1 au voisinage de O soit

o ?
r 2im)® 1 ¥ ae A
) = [ e, e B85 & @5 (o

ol F est le diviseur de £ ., La fonction I (f) a une limite finie en tout
arometion A

point de ‘A(B) -~ {0} ; elle est donc bornée au voisinage de tout point de

“(3) - {0} .

freuve .

Compte~tenu de la Proposition 2 , on a

I(f):»—l— J’-@-'fc-‘/\d”/\r\o,\i ;
? 2117 n £ P Yor1 7

it af
quand £ tend vers g daas  #(B) - {0} , le courant -z~ tend vers le couraat
" L



%? dans ' (B) , donc Ip(f) tend vers
¢ dg
Bim JB S Ad" NQ A Y 1.

d - Intégrales sur des suites d'ensembles analytiques .

Proposition 3 .

Soit
B= {z;zc¢ ¢? , [z1j< 1, PN z.Z.< 17},
28jsn J
Soit <Cu) . une famille de nombres complexes, nuls sauf un nombre fini non
Q€N

nul d'entre eux . Il existe une forme holomorphe ¢ de degré n-1 au voisinage
de B , telle que

Ilim IJ © A Z c ¥ = o+ @,

1
=0 1980 {2,=t) n @
1 @€l

t#0
Preuve ,

Soit » une fonction holomorphe au vocinage de B , et soit
¢ = h. /\ dz, . Comme dang la preuve de la proposition 1 ,on a

2¢jsn Y
Timm ]
- " -1 Ti a
@A = a7 e A, )

et

oA Y, = a((-1)! o A0 ) .

o+ o+
‘ {21::1:} ! {21=t}

Pour intégrer, orientons B {z1=t} de telle sorte que la forme différentielle

extérieure /\ (3 dz. A dZ.) soit positive . Nous avons alors
sgign © I J



B {z1=t} z,=t
= Z-‘E =1
28jsn ¥ J
et
a1+1 ; ,_1)n~1 F (n-1)
}_ln"t t J . (P /\ \;!O.,_{_'] = RO SeS— J h K ‘+l
=0 BN {7 =t n-1 z, = 0 o
t#0 ! 1
ogian J J
n{n-~1
(Zlﬂ)nwj (-—]’) 2 a,al’ h (O)
(n-1)t o't 3%

En désignant par v le plus grand des oy tels que ¢ # 0,
o

aous avons .

<
+

lim t | ¢ A T c

. 04
aen”

o+l

n{n~1 ) .
— . N1 c 1
(-1) 2 (G Slw) 2% 'n (0)

(n-1)1 i ] ot aZa‘

I

-
o

st possible de chosir h de telle sorte que ce nombre ne soilt pas nul

la forme ¢ vérifie alors la conclusion de la Proposition,

Proposition 4 ,

Soit B 1la boule ouverte de centre O et de rayon 1 dans Cn .

Soit (f.)jeN une suite d'éléments de 4 (B) - j@o(B) , convergr-.t dans ’%f(B)

) , o - £is
vers un €lément £ de ¥

et A 0

(B) - {0} . Supposons que f(z1,0,...,0) ne soit pas

identiquement nul ., Soit B' wune boule ouverte de centre 0 , vérifiant B' € B ,

1 existe alors un sous—ensemble Infini X de N fel que, pour toute famille

-

de nombres complexes nuls a TeSception dlun nombre fini non nul d'entre

(e )ex
cux, ct pour toute fonction p indéfiniment différentiable :. support compact dans

B! et ¢égale & 1 au voisinage de C , on ait




o
im 5 ( dz.)}) A & ST o4 23,
Jrsreen iJf~ - 2./'/:\::;11 J) kex  © J‘<k+1:1v--«,4‘)

] J

= G e e T L e 3
Prowre .
SRt
ot o e e g T e mea pgn e e T oo e I SO =
Scot BYoana boulo cvverte é2 cantye 0, wérifiant B < B~(;}R.
o, . o [ oy eqgma T - - T o . T RIS
et telle guo £ oGt oo oaur e boxd ¢z YN qu Ce e S = O} . e the s
ol I
SISy gt AT Yo et TAana 1o 3 e maan Ty A T e rhre deac oh o
AL ILONTTS 2L0YE gue, nomzuue J ST assaz Jgrand, le nonbre des Leros
- " ) ~ T - . 2 P TN san A s
de £, domng BY" (N oy, =m..o.=m o= 0 est égal oo acabre o des zéros de £ dans
N 2 M
) ~ . ~T, e T e Lo B R N T A . - -
BP0 (2, Fesem 2= 0F soLt alora (a. L) . Lizngoemble de ces zeros @ Oon a
" v E / 1.4 o ¢
‘ n i, J LS

F. O BY est le diviseur de ¢, . 50it o = /\ dz, . Pour tout k € ¥, on a

. s .
J 2ajon v
4 \7.{ ca. A p ;
RS & S [ S ,) { Q) S+ e e e e
7‘, L) “" ek 'L’+ /i -
&« S - 4wt -~
Az, g .0 151 sm a, .
i 3 ,

Dlaprés e Corollaire de la Proposition 2

reste borné quand J - 4+ ® , I1 en est de mEme pour

N .. e A s _ s . I
ot K désigne un sous-~ensemble infini de N associ¢ a la famille (a, ‘)‘siSm scr
i PRVt



de la m8me maniére que dans le lemme 8 e une famille de nombres

t c
, et | k)k+1 £X
complexes nuls & 1l'exception d'un nombre £fini non nul dtentre eux, La conclusion

0

de la Proposition 4 rlsulte alors de celle du lemme 8 .

§ 2, Probléme de Lovi généralisé .

4 o Cohomologie aux points frontigres d'un domaine g-pscudoconvexe ,

On désigne par ¢ 1le faisceau des germes de fonctions holomorphes

n . . g
dans T o, plus généralement, dans l'espace analytique que 1l'on considére,

<

Proposition 5 .

Soit ¢ une fonction indéfiniment différentiable, fortement

1 - . s
( dans un vosinage U de O dans €, et vérifiant (d¢)o £0 .

pseudoconvexe

soit Y =1{z; z€eU, 9(z) > ¢(0)} . Il existe un systiéme de coordonnées

’

- . -1
dans un voisinage V de C  tel que : les images dans m" (v,0,9)

(23) g1
des Cléments de Hn'1(v-{0},63 définis (grfice & 1'isomorphisme de Dolbeault)

. nns . n . . .
par les formes différentielles W@'T , @ € N, constituent unc famille libre
+ :

Preuve .

Soit
; 2
(z) =(0) + 2Re ( = z, :%Q (0) + % Y z.2, g%-%:- (0))
1<jsn © °%3 < 1gjgan I F 3%k
T<ksn
82 3

+ = zy Ty SE—ng (¢) + o{|z[”)

1€jsn ) 77k

1€kgn

14
\1) ctest-a~dire fortement O-psecudoconvexe .



le développement de Tavlor de ¢ ou voisinage de O .

N

Lthypothese (dg) # 0  entralue s z. e (0) £ 0.
© jgjen 9 O%;

Supposons par exemple 3%9 (C) # 0 . Alors il existe un voisinage V de O dans
3z,

lequel le jacobien du changement de coordonnées

- . D% oy L L Dy
z Zoozg - (0) vy T ozsoz 3z 02, (0)

£
]
i
/
§
|
\z. - zj pour 2 £j4n

ne glannule pas, Relativement & ces nouvelles coordonnées on a

2

o(z) =0(0) + 28 z,+ Tz % 5= (0)+ 0(lz)) .

1gjen U K 0Z30%y
1sksn
Soit (CU) - une famille de nombres complexes, nuls sauf éven-
i

tuellement un nombre finl dlentre eux. Supposons gu'il existe un voisinage W de
0 ct unec forme différenticllc indéfiniment différentiable T dans W0 Y tels
que

(=,

c ) = 4" .
wEN WY
Soit » wun nombre réel > 0 tel que le polycylindre

P={z;zc¢ e , Sup . [z.l < r}
1€isn J

soit contenu dans V N W N U . Pour tout nombre t réel vérifiant 0 St <r ,

coit

o
i
o~
N
N
M
2
=
N
i}
o+
e}
)
S
N
H
he
—

choisissons r assez petit pour avoir
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A
]

i) Dt T Y pour 0O <« t

5

ii) b D_cC Y pour O &
[

T
1%Y
s

iii) D _n vy = {0} .

V)

Pour toute forme différentielle holomorphe ¢ de degré n-1
définie ou voisinage de P, on a

il

r P r
jm AR “u #a+1 B JD 9 A a = J e A M) j A
o

pour t 7 O et

:
lim | oA L e, ¢ = j o AT .
=0 JDt N ot bD
40 ath ©

2 proposition 3 montre que tous les ¢ sont nuls
o

Proposition 6 ,

Soit Y wun sous-ensemble ouvert dlune variété analytique com-

plexe X , ot s0it x un point régulier de DY , soit f un faiscesu amalyti-

que cohérent dans X , libre au voisinage de x , On suppose que Y posséde

au point oooune IOFCTlO“ dc QcPliltlon Q

forme de Levi &(p) A 1'hyperplan analytique tangent & bY au point x soit

, telle que la restriction de la

» Alors Hq(Y,x.5;)

2 -

non dégénérée et admette exactement ¢ valeurs propres < O

contient un espace vectoriel de dimension infinie dont les &¢léments non nuls ne

sont pas prolongeables au point x et, pour O € r < g, tous les éléments de
\
J

sont proloungeables am point x .

Preuve .

.

Comme % est localement libre au voisinage de x , il existe p

tel que F o~ 08, et H(Y,%x,F) % H(¥,x,6) . I1 suffit donc de démontrer

la proposition pour le faisceau € .

Supposonsg dl'abord q = 0 le nombre réel ¢ > 0 &tant choisi

;
. . N C s ns s .
suffisamment grand, la forme de Levi de © = ¢ ? st définie positive au voi-

]



sinage de x c¢t, avec un cholix convenable des coordonnées au voisi-

(2;) 145 ¢
nage de x , on a

8(z) = B(x) + 2 Re 2, + £(p) + o(lz(”) .

1

Au voisinage de =, l'hyperplan Z, = O} est contenu dans X « Y et ne rencontre

-

" , o € ¥
v (¢} : 4 -

B (Y,x,9) dont les éléments non nuls ne sont

1

Y qufau point x , Donc leg fonctions =z , engendrent un sous-cspace
vectoriel de dimension infinie de

pas proloeongeables au point x .

Supposons maintenant g > 0 ; le nombre réel ¢ > 0 étant choisi
suffisamment grand, la forme de Levi de Q = e "y voisinage de x est non
dégénérée et a cxactement q + 1 valeurs propres < O ; dlaprés le lemme 4 ,
tous les éléments de H (Y,x,d) sont , pour O € r < g , prolongeables au point

X . Choisissons les coordonnées dans un voisirage V de x de telle

(2;) 141 2
sorte que

o
3

é(z) = e(x) +2Rez, - z 5.z, Z. o+ pX a; 2 *5 + O(HzHB)

1€jgq+1 g+28j<n

ol les as 1< jsn, sont des nombres réels » O , Choisissons V assez petit

pour que :

i) 1'emsemble A = {z ; z € V , z1=.,,=zc+1=0} vérifie AN Y = {x} .

ii) 1a partie de 1l'ensemble B = {z ; z € V, z = 4o = 2z = 0} définie

par ®(z) > é(x) est fortement pseudoconvexc,
Soit e un nombre réel > 0 tel que le polycylindre

W= { sup jz.] < e}
12jsn J

—
T
Vi

vérifie cV, Soit m 1la projection naturelle de ¥ sur W0NO B, Pour tout
o € EQ+1 , soit ¢ 1 1 forme différentielle, définie en 3, b -~ , relative
o

aux variables et solt

(Zj>1$j5q+1 ’

—_ *
9oz+1 L
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- - Ot o P
Les formes 0O, , @ € N, définissent des éléments de HY(Y N W,¢) dont les
images §a+1 dans Hq(Y,x,d) constituent une famille libre, puisque, d'aprés

la Proposition 5 , les images des §a+ dans HI(Y N B,x,d) constituent unc

famille libre,

5 . Notion de g-pseudoconvexité stricte .

Un sous-~ensemble ouvert relativement compact Y dl'un espace ana-
lytique complexe X est dit fortement g-~pseudoconvexe s'il existe une fonction @
indéfiniment difidivertizble et fortementq-pseudoconvexe dans un voisinage U de

bY , telle que 1l'on ait

YNU={z; 2z€eU, g(z) <0} .

Définition ,

Soit Y un sous—ensemble ouvert d'une variété analvtique com-

plexe X . Nous dirons que Y est strictement ¢~pseudoconvexe si Y est rela-

tivement compact dans X , si sa frontiére est continfiment différentiable et si,

pour tout point x € bY , il existe une fonction de définition ¢ de Y au point

¥ , telle que la restriction de £(@) a l'hyperplan analytique tangent & DY

au point x soit non dégénérée et admette exactement q wvaleurs propres < O .

Remarque

De la Proposition 15 de [1] , il résulte que : si Y est stric=-
temcnt g-pscudoconvexe, alors Y est fortement g-pseudoconvexe .
Excemple .

Soit Pn(C) l'espace projectif de dimension n sur € , Soient

(zi)OSisn des coordonnées homogénes dans Pn(c) ., Soit
' {z; z¢ Pn(c) 1 Pyt TeerT P B 0} ,

ot x=e(€) - (P UP . ) .



La fonction

est > 0 en tout point z € X ., Soit &(z) = log F(z) . On a

arav §(z) = d4'da" log 5 z. z. - drd" log T z.Z. ..
htlsj<n 3o Osjsh 33

On définit les applications holomorphes
'ﬂ',,:x"’Ph et ﬂg:ﬂ."P

par

) .

n1(z) = (zO Leee, Z,) et ﬂ2(z) = (Zh+1 yeoe, Z

n

En désignant par 91 et Qz les formes différentielles extérieures associées

a la métrique de Fubinl sur P et P

- respectivement, on a
Il

n-h-1
& e # O - *
&(8) s G, Q.

Soit a = (aj) un point de X , et soient i1 et k deux indices tels que

12j%n

0£1sh<ks<gn a # 0 et a,_# C ; alors les fractions rationnelles

’ k
) A
‘o i n
(x ) = (2 - B
1 y e v, }1/ = 7. PR 7. yense, 7.
1 1 €
e 5; “y
(y1 y ey yn__h"1) = ("zk g o vey '”7:;: g e ey '5;(' )

et

Z.

—L
Zk

sont holomorphes au point a et peuvent @tre prises comme coordonnées locales

A

au voisinage de a . Grfice & ces ccordonnées locales, on a
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X (0 = o X
™y z aj,l dx. A ax,
3,1
¥ 0 = , 37 7
ﬂ'2 L2 Z t , (‘jl" A dyS
r,s
oF £(3) = ¥ b dy. A &y =~ & a. dx. A dx, .
(2) o Ty Vr 73 4 3,1 J 1
s ,

Cette forme de Levi a n-h-1 valeurs propres > 0, h valeurs

propres < C et 1 wvaleur proprec nulle .

Au voisinage du point x , on a

1+ T 7y fz
1 1€lsr-h-1
3(z) = log —= ;
tt —
1 + PN X. X,
1g5<n 9

Llhyperplan analytique H tangent au point a & lthypersurface d'équation

8(z) = 8(a) cst donné par
z §1 dyl z i; dx .
1€l€n-h-1 dt 1€jsh 0
- - = ;
1 4 7 v, yi T 14+ T x.x.
1€1<n-h-1 1gj¢h I Y

comme t ne stannule pas au point a , l'hypersurface considérée est non sin-
gullere au point a c¢t la restriction de £(¢) & E a mn-h-1 wvaleurs propres

> 06 et h waleurs propres < O,

Pour tout nombre ¢ € R

Yc = Ph Ufx, xex, 8x)< C} ;

les considérations précédentes montrent que YC est un ouvert strictement

h=~pscudoconvexe de Pq(@) .



6 , Probléme de Levi géréralisé
zh‘oréme 2 .
soit
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Y un sous—ensemble cuvert relativement compact et fortement

g=pseudoconvexe d'un

espace analytique complexe

de bY , non singuiler dans X

QLT X

U

X un point réqulier

X . Soit g? un faisceau analytique cohérent dans

~r

X, libre au voisinage de x . On suppouse que

<7
b4

posséde au point x une fonc-

tion de définiticn ¢ , telle que

la restriction de la forme de Levi

£(p) a

l'hyperplan analytique tangent 2 bY au point

exactement ¢ valeurs propres < O,

Alors

riel de dimension infinie dont

¥ scoit non dégénérée et admettc

contient un espace vecto-

les &léments non nuls ne sont pas prolongeables

au point x ,

16 ¢e [1], lc théorime 2 st

Preuve ,
Vu l'inégalité
dim HE” (YU {x},F) <+ o
qui résulte du théoréme 11 et dec 1 proposition
conséquanas de 17 Proposition § et du Corollaire du Lemme 2 ,

Soit Y un sous-cnsemble ouvert strictement g~pscudoconvex
d'une variété analytique complexe ¥ . Pour tout faisceau analytique cohérent gf
localement libre dans X , 1l existe un élément de q( 33/ qui n'est prolon-

geable en aucun point de bHY .

Preuve ,

@) Vu la re arque du § 5, soit

renticbleet fortement

o(x) < 0}
(dco)

on a

ii) pour tout x € U , # 0

iii) £(@) cst non dégénérée ct
en tout point de U ,

g-pseudoconvexe dans un

admet exactenment

indéfiniment diffé

bY

¢ une fonction

voisinage U de telle que

q valeurs propres < O
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iv) pour tout x € bY , la restriction de £(p) & 1l'nyperplan analytique

P

tangent & bhY au point x  est non dégénérée et admet exactement g valeurs

propres < 0 ,

B) soit <Pj)i€N C bY wune suite de points, deux A decux distincts,
partout dernse dans bY , Pour tout j & H soit p; une fonction, indéfiniment difi

rentiable dans U , vérifiant les conditions
SUPD cU, pj(pj) = 0 et pj(x) > 0 pour tout x € bY - {pﬁ] .

Pour tout Jj € ¥, soit e. un nombre réel > 0 suffisamment
J
petit pour que l'on ait d(y - ejpj) # ¢ dans U et pour que £(op - ejpj) soit
non dégénérée et admette exactement <q valeurs propres < 0O en tout point de U

Pour tout J € W , soit
YJ.:(Y—U)U{X;:cEU,Qp-ejpj<O};

on

Yycv., et brabvy.={p.}.

J J J
y) Soit J? un faisceau analytique localement libre dans X
clest le faisceau des germes de sections holomorphes dlun espace £fibré vecto-
riel holomorphe E sur X , Pour toute partie ouverte W de X , soit Cr’S(V,E)
ltespace des formes différentielles indéfiniment différentiables dans W , de

type (r,s) et a valcurs dans b .,
La méthode de construction de disques exposée dans la démonstra-
tion de 1la Proposition 5, puis la Proposition 3, le lemme 2 et les résultzts du N°i
de[1], permettent de déterminer, pour tout Jj &€ N :

i) des coordonnées Z. . dans un voisinage V. de p.
) - s 1)151Sn I &y 3 £y 01

au point p. , ¢t un nombre réel rj > 0, tels que les g-disques

stannmulant

Ca

v € N¥  vérifient les conditions



D .(r) c
) J
U bD
VEN# '
ii) une forme hoiomorphe Y5
: , o 0,q,:
de I ) et une forme T. € ¢ 7=:(Y¥
J
b
lim 1J
Ve 4 i“j’)
i
501 (u
§) Soit ‘Li)iél
locaies, 81 D est un symbole d
. . r
Ui y on désigne par ]D ﬂjl la s
cients de 1. dans U, ,
J i
o T
Soit X
Vis/g € mx
vérifiant les conditions
K <X
S S+
501t
C = PN
S :
]
. \ . e de an
soit o) seyx Uue suite de nomb

0

La série de terme général KSﬂS
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Y pour O < r < rj et v € K*
Ar) €Y opour O<rs r. .
. Cq,O ; % N, Lo "
€ (Jj,E ) (o E* désigne le fibré dual
j’E> vérifiant 4", = O, telles que l'on ait
. AT = 4 © pour 0 < r £1. .,
.(r) YJ nJ B J
v,J
1& un recouvrement de Y par des cartes

e dérivation par rapport aux coordonnées de

omme des modules des

une suite de sous~ensembles compacts de

y pour s € X% et U ¥ =Y ;
SEN®
sup sSup ]D‘ﬂh} ;
< a3 1€l U. N KX =
i s
res réels vérifiant
B 1
< XF < .
= 2 ¢

0

o 0 . .
converge vers un éléement T &€ C ’q(X,E) Veri-

fiant d"f} = C .
En effet, quels que soient les nombres entiers positifs Sor P
et k vérifiant p=s_, on a
o
P i 1
z sup Sup fD z AT | s v — < 7
|z} gs 1€I U, N X pgs<p+k T 7 pes€ptk 27 2
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la série, et toutes ses "dérivées" jusqu'a 1l'ordre S, inclus, convergent donc
uniformément sur K_ ;11 en résulte que la série et toutes ses "dérivées!

2]

0
convergent uniformément sur tout compact de Y ; cela entrafne la propriété

annoncée,

¢) Pour s # j , T est régulidre au voisinage de U D, Ar.) ;
~ \)EN* ] J J
il existe donc des nombres réels cs(j) tels que 1'on ait

< P
'Yj A T\S CS(J>
pour tout v € N¥ et tout r vérifiant O0< r % rj ; de plus J v. AT

a une limite (finie) quand vy = + © ,

Astreignons maintenant la suite (XS>S€N* de §) aux conditions

O0< )\, < min p 1 ot CS(O) =C .
0gi<s  27c (3) >
Nous aurons
s ] y,AN | s % L o< =
i+ 1 Ss<w D, j(r) J ® j+1€s<teo 2 29
b

pour tous j €N , v € H¥* et pour O<r sr., Il en résulte
]

u

pour tout J &€ N et pour O < r £ », |,

Corme dans la démonstration de la proposition 5 , on en
d . ’ 2 (' 2 - . -
déeduit que 1'élément de HI(Y5§7) défini par 1 nlest par prolongeable au point

p. ; ceci est établi quel que soit J € N ; 1'élément considéré n'est prolongea-

7

3
le en aucun point x de bY,car, s'il était prolongeable au point x , il le serait

en un point pj suffisamment voisgin de x .

La démonstration, écrite pour le cas q > O , est vala~

ble, avec quelques modifications évidentes, pour ¢ = 0 ,
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3 . Convexité et séparabilité relatives aux ensembles analytiques,

[Foel

7 « Convexité par rapport aux ensembles analytiques,

2 - Remarqu s rclatives 3 1'intégration sur un ensemble analytique .

Soit X wune vari¢té analytique complexe ; soit A un sous-~en-
semble anglytique de X , ayant la dimension g en chacun de ses points ; soilt

¢ une forme différentielle indéfiniment différentiable de type (gq,q) dans X% .

@) On dira que 1'intégrale fﬁ © est absolument convergente si,
v A

pour toute partition de 1l'unité (p*)iGI dénombrable et localement finie dans X ,

la série A P; @ converge absolument ; s'il en est ainsi, sa somme 1 ne

z
igl - oz . Lo
de la partition de 1l'unité choisie et on écrit

Joen .

Soit @ la forme différentielle extérieure (de type (1,1)) d'une

dépend pas

4 . . . s . . . )
métrique hermitienne dans X ; la somme de la série 4 termes positifs by Ipi o,

ne dépend pas du choix de la partition (pi)iEI ; on l'appelle volume de A rela-
tivement & la métrique définie par ® , et on la désigue par volw(A) . L'intégrale

") . . e s
jq or est absolument convergente si et seulement si volw(A) < + © ; alors
i s X

1 q
A o e 5E oL
volw( ) o7 jﬂ w

N

B) soit T(X) le fibré nolomorphe tangent a X ; soit X _ 1la
. q . ¢ N o
section mulle de AY T(X) , et soit & = Al T(X) - 4, « Pour tout x € X,

L] q s \ . iaa . 1 q -
v et ET w- définissent des formes sesquilinéaires 9. et ! W, sur le pro-
duit par elle-mé@me de la fibre de A T(X) au point x , et par conséquent définis-
e

. e ~s .
sent des formes gquadratiques Qy et @ sur cette fibre ; la seconde de ces

(S «

deux formes quadratiques est définie positive., Soit @ _ 1la fibre de (2 au point

~ ~ —1 . . N 2
X 9= 9, (wx> est une fonction continue, homogéne de degré O sur GD){.

-

boll, g EMO
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d'aprés ce qui précéde, on a n¢ﬂi < + ® ; pour toute partie K de X , on pose

. — . G . ‘ .
si X c¢st compact, on a n@“w < + ® , pulsque ﬂw“j est une fonction continue
LA PR
o

de X .

Lemme 9 .

i 1l'on a volw(A) <+ ® et “@ﬁw < + ® , alors l'intégrale

I, ¢ cst absolument convergente et on a
£y

. T, ‘
y s . VOl [ -
l jA ¢ et L)
En ¢ffet, pour toute partition (pi>iET du type considéré ci-dessus
on a, vu la définition de HQﬁm ,
si p; @ ! s ﬁ¢ﬁw j p; o’ pour tout 1 € I ;
TA ! A YA

de ces inégalités résulte la conclusion du lemme 9 .

y) Soit 0l 1e faisceau des germes de formes différentielles
holomorphes de degré q dans X . Si A est compact et si ¢ vérifie d" =0,
.\ . q /e . . .
alors ne dépend que de 1'élément de HY X_Qq ue lul associe le théoreme
A P ,

de Dolbeault,

Fn effet, pour toute forme différentielle 1T , indéfiniment diffé~
rentiable et de type (q,g-1) dans X , on a
{ @+ a"m = [ ¢ + | dn - J ar
“a A A A

ol jA df = 0 d'aprés P. Lelong [8] et jA d' = 0 parce que 4'T est de
type (q+1, gq-1) ,
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Pour tout £ € HI(X,0%) , on posera

A

ol ¢ est une forme différentielle & laquelle le théoréme de Dolbeault associe

la classe €€ ,

b - Résultat fondamental .

Proposition 7 ,

Soit Y un sous-ensemble ouvert relativement compact et fortee

ment q-pscudoconvexe d'une variété analvtique complexe X , Soit x un Eoint

régulier de bY , On suppose que Y possédc au point x une fonction de défini-

tion ¢ telle gue la restriction de S(?) 4 l'hyperplan analytique tangent &

DY au point x soit non dégénéréeet admette exactement ¢q valeurs propres < O .,

So0it (Av)vEN une suite de sous-ensembles analvtiques compacts de Y , de di-

mension q en chacun de leurs points, admettant x comme point adhérent, On

suppose encore qu'il existe dans X une métrique hermitienne pour laguelle

sSup vol(Av) <+ @, Alors il existe un sous-espace vectoriel V de dimension
veN
infinic de Hq(Y,Qq) , dont les éléments non nuls ne sont pas prolongeables au

point x , et tel gque l'on ait, pour tout § € V ,

Preuve ,

@) Soit Y' un sous-ensemble ouvert relativement compact de X

possédant les mBmes propriétés de convexité que Y et vérifiant les conditions

Y c ¥y , by N bY' = {x} ;

la construction d'un tel ouvert Y' a été exposée au cours de la démonstration
du théoréme 3 . Ainsi qu'on 1'a montré dans la démonstration de la Proposition 6 ,
il existe une fonction de définition ¢ de Y' au point x , ayant exactement

qg + 1 wvaleurs propres < 0 ; cette fonction vérifie
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¢(z) = 9(0) + Rez, - z a. z. z, + by a. z.zZ.+ O(“zﬁs)
1€jsq+1 b q+2€j<n 3o
dans
U:{Z; z Z-E.<1}
18j%n J

avec aj >0 pour 1 £ Jj £ n , pour un choix convenable au voisinage de x des

coordonnées stannulant au point x .,

(Zj)1sj$n
Soit
E={z; z€eU, Zy Seeem 2o g = 0}

et solt e un nombre réel, vérifiant 0 < e < 1, tel que 1l'on ait

9| (z) =9(0) = % b,z % +0(lz’) >0
‘B g+2<jisu JoJd

—_ 2 .
pour 0 < z 2z, 2,<¢e . Soit alors ¢ un nombre réel > 0 tel que,
q+2<jsn Y

en posant

P= {z;z€U, T z.z.<@g |, X z,zZ,<c¢}
1€58q+1 9 Y q+2<jsn 3 Y
et
. _ 2 —_
P = {z ; z €U = z. z2.<@ , z 2,2, = 62} '
1€jsq+1 9 I q+2gjsn 7Y
on ailt

hd —
PcCU et PcCcUN (X ~Y') ,

Remarquons que les ouverts P construits de cette maniére cons-
tituent un systéme fondamental de voisinages de x , Nous fixons et désignons

par P 1l'un d'entre eux,

Soit m 1la projection naturelle de P sur

Q=1{z;z€ep , Zq+2 Teeem 2 = O} .



La restriction de m a Sv = Av 1 P est propre, car les conditions ci-dessus

entrafnent 1l'existence de €, vérifiant 0 < e, < ¢, tel qu=

1

- 2
5, < {z;zep, X z. Z, & e1} .
g+28jsn J
Donc ﬁ(Sv) est un ensemble analytique dans Q , de codimension 1 en chacun de
ses points ; la condition E C X - Y' entrafne x E/ﬂ(sv) pour tout v € ¥ ;
soit F, o le diviseur dans Q obteru en associant & chaque point de n(Sv) un

nombre entier é&gal au degré de l'application 1 en ce point .

B) Désignons par vole le volume par rapport & la métrique eu-
clidienne de P et par vol 1le volume par rapport & la métrique hermitienne en-

visagée sur X , En vertu du lemme 9 , il existe un nombre réel c > 0 tel que
VOle(Sv) s$c ., VOl(Sv) pour tout vy € N ;

on a donc

Ped Q ~
V01e<Fv) < VOIQ(Sv) <c . vol(ov) sc, vol(Av)

pour tout v € N ; il en résulte
sup vole(bv} <+ @
vEN

Soient B et B' deux boules ouvertes dans Q ; de ceuntre X ,
vérifiant B'@E BE€ Q . D'aprés Stoll [13] , il existe une partie infinie M de

¥ , et une famille (fv>v€M dtéléments de ﬁ%(B) , telle que :

i) x est point limite de la suite (AV)VEM :
ii) Fy N B est le diviseur de £ pour tout v € M ;

iii) £, converge dans ;@?B) vers un élément £ de ﬂg(B) - {0} .

Pour tout v €M, ona £ € ;ng) - 5@2(B) , puisque x & F i
étant point limite de la suite (Av)vEM ,‘xy est point limite de la suite (FV)VEM;
par conséquent £(0) =0, et ona £ € ;@O(B) - {0} . Comme £ n'est pas

identiquement nulle, il n'est pas restrictif de supposer que f(z1,0,...,0) n'est
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pas identiquement rulle (quitte & faire une rotation des coordonnées (Zj)1stq+1>'

D'aprés la Proposition 4 , 11 existe dounc un sous-ensemble infini
¥ de N tel que, pour toute famille (ck KEX de nombres complexes nuls a 1'ex-
ception d'un nombre fini non nul d'entre eux et pour toute fonction p indéfini-
ment différentiable a support compact dans B! et égale & 1 au voisinage de O ,
on ait

sup ‘ p zoc. X l = oo
P, keK k M

avece

Xy =< /\ dzj>A ¢(1<+1v1a“"1) ’

28j<q+1

a forme é imée a4 1'ai j D ;
la form w(k+1,1,...,1) étant exprimée 4 1l'aide des variables (ZJ)1SJSq+1 ;

dtaprés la Proposition 5 , les images dans Hq(Y' nae, =, Qq) (ot 0% aésigne
le faisceau des germes de formes différentielles holomorphes de degré q dans X)
des ¢léments de HY(Q - {0}, QY) daéfinis par les formes %, » k € K, consti-

tuent une famille libre,

y) Pour tout Xk € ¥ , soit Ny

' = ﬂ*xk ; ona 4" =0 . La cons-

-

truction de P a été faite de telle sorte que pour toute fonction p du type

congidéré ci-dessus, il existe des fonctions 6 indéfiniment différentiables et

4 support compact dans P , égales & m*p au voisinage de U 8 ; de plus ,
vEN
les ensembles ouverts duw type de P comstituvant (comme on 1'a remarqué) un sys-—

téme fondamental de voisinages de =, 1l existe des fonctions 6 de support

arbitrairement voisin de x (correspondant & des fonctions p de support suffi-

samment voisin de x) . Pour toute fonction 6 , on a , quels que soient v € X
et X €K,

Jro Snk: jF P X ¢
%y v

Donc @

i) pour toute famille de nombres complexes nuls & l'exception dtun

(o) vex
nombre £ini non nul d'entre eux, et pour toute fonction 6 du type considéré



ci-~dessus, on a

sup 1J 6 T cy ﬂP | =+ o
vEN 38 JI -

ii) les images B, dans nr(y',x,0%) des é1éments de H¥(U-z,0%) aérinis

par les formes T, , k ¢ X , constituent une famille libre,

Tl ey . A . Ay - Co KU SN s R . -
Gn overte de ii), du e 17 de L1, a2 dn cewms 2, 720 slae
.

. . . . . . - g g 2
un sous-espace vectoriel V de dimension infinie de HL(Y‘,Qi) . dont les éle-

-

ments non nuls ne sont pas prolongeables au point x , et dont liimnge dens

q q . .
q (Y’,X,Q ) est contenuc dans le sous-espace vectoriel ‘ngendré par les g,

A

(resp. les g, mod. Qi) si q> 0 (resp., q =0) .

.

Tout €lément de V est représentable par une forme différenticlle
\
J

T indéfiniment différentiable, de type (q.q) , vérifiant d"f = 0, dans Y' ,

et on a

il e

’

En effet, il existe un voisinage ¥ de =x dans ¥ , véprifiant
~1 . hpz . o aspe o : nnz R
Varn (B), une forme différentielle ¢ , indéfiniment différentiable dans

VY, et une famille de nombres complexes nuls a l'exception diun

C’V
( K>kEK
sombre fini non nul d'entre eux, telsque lton ait

,,.
~a
<
o

N =d"e + Z dans

keX

T

C a
k e

Soit 8 une fonction du type considéré ci-dessus, qui soit positive ou nulle en

tout point, et dont le support soit contenu dans WV . On a

fon=] s« ] 0dn-
v AV Y

. . "
] 0 = oon o+ av(pe) ~ ] anpAae « f (1-g)m 5
A

5 keX “3 A
v v v v

la scconde intégrale est nulle pour une raison de type explicitée dans 7.2.y ;
en vertu du lemme 9 , la troisiéme et la quatriéme restent bornées quand v

tend vers + ® , car les formes intégrées sont indéfiniment différentiables av
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voisinage de U A, et le volume de Av reste borné ; la premiére est non
veEN

bornée en vertu de la conclusion i) ci-dessus,

8 ., Séparation des ensembles analytigues .

a - Lemmes sur certains faisceaux analytiques .

Si A est un sous-ensemble analvtique d'un espace analytique
complexe X , on posc GA = &/ (A) , & désignant le faisccau des germes de
fonctions holomorphes dans X , 7J(A) le faisccau d!idéaux des éléments de €

qui stannulent sur A .,

Lemie 10 ,

Soient A et B deux sous-cnsembles analytiques d'un espace

analvtique complexe X . On a une suite exacte de faisceaux

0= dAUB - 68 ({B - O/(AﬂB)

1

%
G/(AH'B) = &/1(ANB)

I(4NB) désignant lc faisceau d'idéaux engendré dans ¢ par J(4) et J(B) .

Preuve , La relation oJ(AUB) = J(&) n 7(B) entral » les inclusions

J(auB) < J(a) er J(aus) < J(3) ,

dtoll résulte llexistence dthomomorphismes naturels

o ~ T et e ~ %

et d'un monomorphisme

Des inclusions J(A) < 1(AnB) et J(B) « I(4NB) résultent

des épimorphismes naturels
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.
jo=g

C - A ’ e A N ’ .
By 2 @ ®anzy ¢+ By Y Yy

1t*homomorphisme

. \"/ Y d -
8« o{a) ¢ d(B) ekAﬂB)

défini par

i

B(@1 @Ewg) BA($1> ~ BB<$2) pour tous @, € GA , 4, €O

¢st surjectif .

Soient ¢, = £, + T(a) € & et o, = £, + 7(B) ¢ 6, , ok
£,€0 et £,¢€ & ; la condition B(@1 ®~@2) = 0 équivaut & £,-f, € 1(ANB)

(clest-a-dire £i-E, € J(a) + {(B)) ou encore & llexistence de g, € T(a) et

de g, € J(B) tels que £, + g, =5, + g, . On voit donc que la condition
B(‘P'] ® (’Pg) =

0
9, = £ + T(B) , c'est-a-dire & 1l'existence de

2 2

2 > A 4 ) Y ¥ .
équivaut & llexistence de f£ € & tel que Gy = £ ‘Y(A) et

v = £+ J(a) n J(B) ¢ @lua

tel que

v, @, =cy) .

Notons que le falsceau Ok est porté par llensemble analyti.

ANB)
que AN B .

Lomme 11

Soit A un_sous-cnsemble analytiquec compact d'une variété ana-

lytigue complexe X ; soit Q% 1e faisceau des germes de formes différentielles

holomorphes de degré q sur X ; soit FA la forme linéaire sur l'espace vec-

torier HY(x,0%) définie par

F.(8) = { € pour tout § € a1i(xz,0) .
aa LA

Cette forme linéaire s'annule sur le noyau de l'homomorp isme

v ¢ Bi(z,0Y) - ®ia,e g af)

oy Mo
£1

induit par 1l*'homomorphisme de falsceaux

af - g 3 ot



différentielles in-
restric-

de formes

germes
d la
T

Preuve .
oo g, T
Soit Jéq’ le falsceau des
définiment différentiables et de type (q,r) dans X , ot soit
tion de da" a 497 | Grfice au théoréme de platitude de Malgrange (9], 1a ré-
olution de Dolbeault
O do q d
O”g)q - .:’%q’ - cse "’/?’{Jki,q “"‘g "o e
. 7
tensorisée par @X , une résolution fine
N
6
Voo
P SIS
(r{vq1 e 61 ®9/(""..- s ‘-'% R

g
o

a .
0" fournit,

de
4 q 5
0= 0 8y~ 6 B

v ® ot ; les homomorphismes

du falsceau
A PRk

(7’?\/‘:1 s I
différentielles des deux complexes ci-dessus, On en déduit
M

avec les

commutent
®@,Qq) est canoniquement isomorphe au quotient Ker § /\Jr & .
X .

sections sur ;
vérifiant 4" = 0 ,
¢ par l'isomor-

1%(a,

i) ®
dans 1le comp¢cxe ocbtenu en prenant les
ii) seit € € #3(%,0%) , et soit o € HO(x, YY)
corregsponde & la classe de d'"~cohomologie de
v(E) = 0 signifie que ®© peut s'écrir

et telle que §
phisme de Dolbeault ; lthypothése
P O - 1 g
o= d" o+ B 8 € H (%, [7(a) O 739y
sous cette hypothése, on a donc
- ) r 1] r 2
% = tp = d [0 4+ J (‘/
A YA A A
0 pour une raison de type exposée dans 7, a. vy , et IA 8 =20
anaulent sur A ,

B s'a

IA dhy =

parce que les coefficients de

.

‘&,jﬂ) un espace analytigue général (c'est-a-dire dont le
osséde éventuellement des éléments nilpotents) ;
' S

Lemme 12
Soit

501t ¢ un nombre entier > 0
. e .
nt & sur X ,

@-analytique cohérent

r7 £
u de structure 7, p
llespace réduit asgocié
0 pour tout faisceau

faiscea
(x,) et
Hq(xyfﬁ) =

soig

lton a
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. q / . 7 4 . 2 D
on 2 aussi H (¥, ) = C pour tout faisceau J/-analytique cohérent ¢ sur X

J “* 7

Ce résultat est prouvé par la démonstration du théoréme 3 de [5].

b - Séparation des ensembles analytigques par les classes de cohomologie ,

Un cspace analytique complexe X est dit g-complet s'il existe

une fonction ¢ , fortement g-pseudoconvexe dans X , telle que les ensembles

Q
L

BC = {x ; x € X, ¢(x) < cEeER
soient relativement compacts .

0

Proposition 3 .

Soient A et B deux sous—enscribles analytiques compacts d'une

R . * . .
varifté analytizue ( ) « O suppose que A et B sont de dimension

¢ en chacun de leurs points et nfont pas de composante irréductible commune,

Pour tout € € H1(x,0%) , ot pour tout couple (A,p) de nombres réels , il existe

un élément 1 € Hq(X,Qq) tel que 1'on ait

Jn=a]e e [ 0= uj‘Br; :

)
fia}

«) En tensorisant par |

[

la suite exacte du lemme 10 |, nous

obtenons la suite exacte

0 - & @(‘z':i—oe;&@Qq@@%@Qq-o@'

q
0% - 0
AUR y &

(anB

dtou résulte la sulte cxacte

e}

gi(aus Oy ® &) = (8,0, ® of) e Hq(B,Bé ® 01) -

A q
HY(ANB gkAﬂB) ® Q) .

- , . e +1,., . . . ,
(*) complexe X vérifiant HY ' (X,%) = C pour tout faisceau analytique cohérent

F dans X .

r



- 41 -

Lc faisceau G(AQB) ® , restreint 3 AN L, est un faisceadu analytique co-

hérent sur 1l'espace analytique géréral (ANB , &

\
(2nB) l ANBY

ct ¢ventuellement du lemme 12 , on 2

vi(ane e((mg) g al) = 0

; en vertu de [117 ,

car A B est de dimension € g-1 ; si X est algébrique, cette relatior ré-
’ £ H

sulte aussi de 1l'existence d'un recouvrement de A (3 B par

elle entrafne la surjectivité de 1'application

al(aUB , Dup ®

B) En temsorisant par 0% 1a suite exacte

0 - J(ayB) - €@ —;efAUB -0

nous obtenons la suite exacte

0~ J(aup) ® 0% » 0l = @) e 0% - o,

UB

dtolt résulte 1la sulte exacte

o
K8

ouverts de Stein

%) = ui(a,6, 8 0%) 8 ni(s,¢, 007 .

51(x,0%) » 1laue , o &%) - 13 (x, J(aus) ® af)

AUB

ou le dernier terme est mul par nrpotiice. L'application
G , Qs
1 (x,0%) - mlaus , Gus © 9

est donc surjective .

y) En composant les applications dont o) et B) ont établi la

surjectivité, on obtient une application surjective

7 owi(x,0%) - 1i(s,0, 8 0%) e (3,6, ® oy .



soit T(E) = w, ® w, ; il existe 1 € 14(x,0%) | tel que

4G = A @, ® pw, ; on a , gréce au lemme 11 ,

-

Remargue j

Ce résultat entrafne la séparation des ensembles analytiques A
et B par les éléments de H* ((,Qq\ , pourva qu'il existe un élément

£ € H(X,0%) tel que les nombres IA E et jﬁ ¥ ne scient pas tous deux nuls ;

ceci est réalisé en particulier si X admet unc métrique k¥hlérienne, car il

suffit alors de prendre pour £ la classe définie par la puissance extérieure
(1 hY

w* de la forme différentielle extérieure de type (1,1) associée a la métrique,

Remarque 2 ., Vu le corollaire au théordime 14 de £1]

1thypothise concernant X
est realisce en particulier si ¥  ost une variété g-complét
Pl .

§ 4 , L'espace (topologicue) des cyvcles positifs et la g-convexité .

9 . La topologie de cet espace ,

Soit ¥ une variété analytique complexe, de dimension n en
chaque point. On désigne par Cr’S(X) lt'espace vectoriel des formes différen-
tielles indéfiniment différentiables ct de type (v,s) dans X;cet espace est runide la
topologie. de la convergence uniforme, sur tout compact, des coefficients des for-
nes et de leurs dérivées ; clest un espace de Préchet-Schwartz, et un espace de

Montel,

Soit Kr’S(X) ltespace vectoriel topologique des courants de
. n-r, n-s
type (r,s) A& support compact dans X ; c'est le dual topologique de C~ ' (¥);
. +T, . .
ctest un espace de Montel complet, Une partie ¥ de X S(X) est bornée si et

seulement si elle vérifie les deux conditions (cf. [12] p, 90)

i) i1 existe un compact de X contenant les supports de tous les éléments

de Z ;

ii) £ est borné dans l'espace vectoriel topologique des courants a support

quelconque .
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Cette dernieére condition peut s'exprimer aussi en disant que ,

IROTS B T . . .
pour toute @ € T ' (X) , < T, @ > reste borné quand T varie dans T
(c£o [127 p. 72)

Soit Sk(X) la famille des sous~ensembles analytiques compacts
de X , de dimension k en chacun de leurs points. On a une application

N~k , =X (V)

.

sk(x) -+ X

définie par

i}

JA ® pour tous 4 € SK(X) et @ € Ck’k(X) .

< i(a),p >

Soit Ck(X) le groupe abélien libre engendré par les éléments de Sk(X) :

l'application 1 se prolonge en une application linéaire

a n-Ik, n-k
7 C (X)) = X SETNRY
~ [ K,k
pour tous A € vk(A) et © € (X) , on pose
” /-\ \
$ = < i(a) , > .

“A

Tout élément A de Ck(X) posséde une expression

une telle expression est unigue si on 1lul impose les cenditions

i) A, dirréductible pour tout i €I ,

-

ii) A, # A, pour i ralN I

on ltappellera alors expression canonique de A , et l'ensemble [Ag = U Ai
1€1
sera appelé support de A ,
On désignecra par C;(X) ltensemble des &léments A de Ck(X)
de la forme

X) .

= - ¥ . €
A= T n A, n €F , A ¢ sk(
i€l



Lemme 13 .

L'application 1 est injective; pour tout A € Ck(X) , 14l

A
est le support du courant 1(A) .

Preuve .

L'expression canonique de tout élément A de Ck(X) stéerit de
maniére unique A = A' - A" , avec A' € CT(X) et Av g C;(X) . Ona
L o
la) = farl U an]

Comme [A' # JA") |, 1'un des deux ensembles |A' et [a"
est non vide ; supposons par exemple }Aﬁ # ¢ ; soit x wun point de }Aﬂ

vérifiant x £ |Av| ; soit un systeme de coordonnées holomorphes

Z. .
( 1)151Sn
dans un voisinage ouvert U de x vérifiant U |A" = ¢ ; soit p une fonction
indéfiniment différentiable dans X , & valeurs réelles = 0 , & support compact

dans U ; soit

1€jsn
on a r ;
j ¢ >0 et J o =0 ,
Al A"
dtou R
J v > 0.
LA.

. P AN - . . .
Ceci démontre que 1 est injective et aussi que X appartient au support du

A
courant 1(A) .
On a donc

AU 1an - JAY 0 1AM < supp 4(A) © JA] i
comme la fermeture du premier ensemble est JA'Y U |A% = [A] , on a supp Q(A) ={A]

Vu le lemme 12 , on convient d'identifier tout élément A de
. Ay i +
c, (%) o son image 2(4) , de considérer Ck(X) (resp. Ck(X)) comme sous-espace

ek, 0k oy

N~k , n=k . . .
de X ! (X) , de le munir de la topologie induite par celle de X .

et de dire qu'une partie de C;(X) est bornée si clest une partie bornée de

Kl’l—'k, l'l—k(X) )
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Lemme 14 .

Scit ¥ wune partie de C(¥) ., Supposons cu'il existe un compact

m = +

X el que JA] € X pour tout A€ X , SL i'oma sup vol(A) < + o pour
AET

1c choix d'une métrique hermitienne sur X , la m@mc condition est réalisée pour

&

toute autre métrique hermitienne sur X ,

Cltest une conséquence immédiate du lemme 9 , ol 1l'on remplace
q . Cnpz . o .
¢ par B, B étant la forme différentielle extérieure d'une seconde métrique

<

hernitienne sur X ,

Proposition 9 ,

. + . : e
Une partie ¥ de Ck(X) est bornée si et seulement si elle vérifie

les conditions :

1) il existe un compact K de X tel que [A] € X pour tout A € T ;

'

ii) pour toute métrique hermitienne sur ¥ , sup vol(A) < + « ,
ALY

Preuve ,

L'ensemble des conditions i) et ii) relatives & % équivaut, vu

s

le lemme 14 , & l'ensemble de la condition i) et de la condition

iii) pour toute @ € C'7(X) , il existe un nombre réel c'(¢) tel que 1l'on
alt
v | £ c'(g) pour tout A €%

£ . . n-~k, n-k
Vu la caractérisation des bornés de X~ 1 (X)

rappelée ci~dessus.

1t'ensemble des conditions i) et iii) signifie que T est borné .,

Remargue

Si kx =0, vol(4) est la somme des multiplicités des points



10 . Domaines holomorphiquement gq-convexes .
li¢ sous-cspace
R S S/,
z207(x) = o e (), ag = 0}

) est ferme ; clest donc encore un espace de Fréchet-Schwartz et un

espace de Montel, L'application linéairc naturelle
. L N-D,n-g o=
VEEER SR G O B AR G DL

de

1T, B . r,s r,s .
1773(x)  dams le duwal topologique (z7%(x))t de 77 '%(X) est surjec-

tive et continue .

Définition .

>

Soit ¥ un _ouvert rclativement compact d'une variété analvtique

complexe X . Nous_dirons que Y est heolomorphicuement k-convexe si les condi-

tionsg suivantes sont équivolentes

P . ) + /s
i) £ est une partie bornéec de C. (V) .

i e s

. . C o p e,k . . .
ii) 3(¥£) est vnc partic bornée de (2 7'7{¥))' ot il existe sur X nne mé~
trique hermitienne tclle quo sup vol(A) < + o
ACE
Remarque 1 .
g1 X admet une méitrique k¥hlérienne, la condition relative au

volume est redendante : elle est certainement réalisée si  j(£) est une partie

bornée de (Zk’k(Y))' .

Remarque 2 .

+ ~r . .
En remplagant Ck(X) par 3. (X) , on obtient une notion plus
8 K.

faible ; nous ne savons pas 2i cette notion est strictement plus faible,

-

§

Zemarque 3 .
Pour que Y soit holomorphiquement k-convexe, il faut et il
suffit que la condition ii) de la Définition ci-dessus entrafne 1l'existence d'un

compact K de Y tel que {a| C K pour tout A€ X .



Lemme 15 .

Soit X

=

une variété analvitique complexe fortement

g~pseudocons

vexe, c'est-a-dire sur laquelle xiste une fonction ¢

indéfiniment différen-

tiable, vérifiant les conditions :

i) v es

..

t fortement

g-pseudoconvexe hors diun compact

X de X;

ii) pour tout c € B, 1'ensemble
X, Q(x) <

relativement compact

Soit c_ = sup (x) . Pour tout k »> g
——————rs - o ) AR T s — T
xEX
n o=
cna [Afcx=B, .
e

Preuve .

Supposons qu'il existe un élément A de

contemu dans £ s Soit X € A, tel que
g(x) = sup e(z) .
XEA

soit (z. .
( 1)1$1$n
lant au point Xy o et "l que la restriction de ¢

z €U, z

soit fortement plurisousharmonique .

B:AﬂUﬂqu_q

la rectriction de t a B

Ltensemnble

mension = 1 au point Xy

e

o)

un systéme de coordonnées dans un voisinage U

est analytique

est

”k(X) , qQui ne soi

t tout A € C;(x) ,

ct
g
ot
n

de Xy s slannu-

au disque

dans U , et de di-

fortement sousharmo-~

nique, ce qui contredit 1l'existence d'un maximum au point intérieur Xy o

Corollaire .

Toute variété analyvtique complexe fortement

g~pseudoconvexe est

k-convexe pour k » q .,

nolomorphiquement
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Théoréme 4 ,

LTout sous-ensemble ouvert strictement g-pseudoconvexe dfune

variété analytique complexe est holomorphiquement k-convexe pour tout %k = q .

Preuve .,

Pour k » q , la conclusion résulte du corollaire ci-dessus.
Soit Y un sous~ensemble ouvert strictement g-pseudoconvexe d'une variété

) : -~ .
analytique complexe X , Soit T un sous-ensemble de Cd(l) , tel que :
i) il existe sur X une métrique hermitienne telle que

sup vol(A) < + ©
A€Y

ii) pour toute @ € 22 9(y) |, on a

AU R

Soit (Kv)vEN une suite de compacts de Y tels que

] Kv =Y et Kv C iv+1 pour tout v &N .,
VvEN

Il existe un indice v, tel que 1l'on ait

A} cx pour tout A £ % .
Vo

En cffet, si un tel indice n'existe pas, on peut choisir, pour tout v € N ,

un élément Av de T tel que {Av[ & Kv ; 11 existe alors un point x de

bY , adhérent a la suite d'ensembles IAVI ; la démonstration de la Proposition 7
reste valable quand on y remplace les enzembles analytiques Av par des éléments
de C+(Y) , €t la conclusion qu'elle fournit est incompatible avec la condition

q

ii) .
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11 , Séparation de C;(X) .

Soit X wune variété analytique complexe, et soit A un élément

o+ X )
de Lk(X) , ayant pour expression canonique

A:ﬂn_;A;

k
pour tout E € H (X,Qk) , on pose naturellement

ARSI

Définition
Nous dirons que C;(X) est holomorphiquement séparable si,

;(X) , 11 existe un €1é~

pour tout couple (A,B) d'éléments différents de C
ment £ € Hk(X,Qk) tel que

jA'é # JB‘é .

Théoréme 5 ,

Soit X une variété analytique complexe wérifiant las condi-
e E PP - . 2 Ly .
tions 1 i) PN F) = 0 pour tout Sriscom: anelvtigue cokérent G¥ gems X
I . e 3 i e 111 S 1T 3 q wo oL
ii) pour tout & € () 11 existe un ¢ aH(X,0%)  tel que Iﬂ z C .
T 4 o

Ajors C;(X) est holomorphiquement séparable .

freuve .

Soient A et B deux éléments différents de CZ(X) ; 1'élément
A-B de C (X) peut cncore s'écrire A'-B' , ol A' et B' sont des éléments
de CZ(X) dont les expressions canoniques

A = T m1. Al et Bt = 7 n. BL

ier — ¢ jET
sont telles que A! # Bé pour tous i € I et J&J . Soit A" = U A! et
i€l

BY = U B3 . Appliquons la Proposition 8 aux ensembles analytiques A" et B"
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avec une classe € telle que e # 0 , A=C et yu =1, Nous obtenons un

clément T € HU(X,0Y) tel que

J M= Z m J T= A Z m f £ =0
A i€l Al 1€ Al
et
.
J T= L n J M= % n J E= | & #0 .
B! jeJ B! jer 3 Yg B

Alors

j -] n=JﬁB"n—:Nna J'B'ﬂ £ oo .

Remarque , L'hypothése i) du thécreéme 5 ect vérifiée en particulier ¢i X

est g-compléte,

e T T g T e 25 e T e T e 2 et
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