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PROBLEME DE LEVI ET CONVEXITE HOLOMORPHE  

POUR LES CLASSES DE COHOMOLOGIE, 

par 

Aldo ANDREOTTI et François NORGUET 

Introduction # 

Soit Y un sous-ensemble ouvert relativement compact, à frontière 

bY suffisamment différentiable, dfune variété analytique complexe X , 

Si Y est le domaine d'existence d'une fonction holomorphe, bY 

est (faiblement) pseudoconvexe. Réciproquement, si bY est fortement pseudocon

vexe, alors Y est le domaine d'existence dfune fonction holomorphe. 

La première partie de ce théorème est duer.E.E« Levi et la seconde 

à H. Grauert [ 4 ] , Celui-ci a montré aussi que si bY est fortement pseudoconvexe, 

alors Y est holomorphiquement convexe. Si on suppose en plus l 'existence d'une 

fonction plurisousharmonique dans Y , alors Y est de Stein. 

Ce mémoire est consacré à la généralisation de ces résultats lo rs -

qu1on remplace : 

i ) l 'espace vector ie l H°(Y,£f) des fonctions holomorphes dans Y par un 

espace vector ie l H^(Y, §f) de cohomologie de Y à valeurs dans un faisceau ana

lytique fjf localement l i b re . 

i i ) la pseudoconvexité par la q-convexité, déjà considérée dans [1 ] a 

i i i ) la convexité holomorphe (resp* la séparabilité des points par les fonc

tions holomorphes) par une notion convenable de convexité par rapport aux ensem

bles analytiques compacts de dimension q (resp. de séparabilité des sous-ensem

bles analytiques compacts de dimension q de Y par les éléments de H^(Y, • 



i i 

Dans le § 1 , on étudie la notion générale de classe de cohomologie 

non prolongeable et on généralise le théorème de Levi (pour un espace analytique 

et un faisceau analytique cohérent quelconque). Puis, partant d'une généralisa

tion d'une formule integrable de E # Martinelli [10] , on étudie le comportement 

de certaines intégrales de formes d i f férent ie l les extérieures sur des suites d'en

sembles analytiques ayant des points limites dans les variétés polaires des formes 

intégrées ; les résultats ainsi obtenus constituent, avec les théorèmes de f i n i -

tude de [ 1 ] et les résultats de [13] sur les familles normales de diviseurs, le 

fondement des techniques de démonstration de ce mémoire. 

Les théorèmes de Grauert rappelés ci- dessus sont généralisés pour 

des ensembles ouverts, appelés strictement q-pseudoconvexes, et définis dans le 

№ 5 ; un exemple très simple d'un t e l ouvert est indique. La solution du problè

me de Levi généralisé est donnée dans la suite du § 2 , 

La proposition 7 du § 3 est l e point de départ de la théorie de la 

convexité par rapport aux ensembles analytiques, et la proposition 8, de la sépa

ration des ensembles analytiques par des classes de cohomologie. 

Ces deux théories s'expriment commodément si l 'on introduit l ' e s 

pace des combinaisons linéaires à coefficients entiers posit ifs de sous-ensembles 

analytiques compacts de dimension q de X , et si l 'on munit cet espace de la 

topologie induite par ce l l e des courants, grâce aux résultats de P. Lelong [8 ] . 

C'est l ' ob je t du § 4 • 
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§ 1 • Théorème de Levi et résultats préliminaires • 

1 • Classes de cohomologie non prolongeables . 

a - Considérons le diagramme commutatif d fespaces vectoriels et d'applica

tions linéaires 

A C 

a E p 

\ X X i 
B * D 

et supposons que les deux suites obliques sont exactes. Nous avons alors 

0 ) p~ 1CJmcO « Y ~ 1 № e ) 

Vu la symétrie du diagramme, i l suffi t d 'é tabl ir l ' inclusion 

— 1 —1 
p~ ( a) c y"* ( cTm

 P ) ; 

soit donc Ç 6 P~ ( Ĵm a) ; i l existe § € A te l que p(ç) = or(§) = p(p(Ç)) ; 

soit p(£ - p (§) ) = 0 > l a suite (p ,q ) étant exacte, i l existe T) € C t e l 

c - p(Ç) = q(*n) > s o i t C = + p(S) ; o n a d o n c 

Y(C) - Y U U ) ) + v(p(§)) = P U ) . E T C e Y ~ 1 № P) • 

Soit maintenant ô une application l inéaire dfun espace vector ie l 
G dans E ; soit 8 = p ° ô et v « Y ° ô 

A C 

G 
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On a 

(2) e - 1 C J m a ) = V - 1 ( U m p) . 

En effe t , 

e" 1(3fm Œ) - ô~
1(p~ 1( 3m « ) ) - 5 " 1 ( Y " 1 ( ? m p)) - v ^ C U g) . 

En particulier, les conditions suivantes sont équivalentes ; 

i ) v est injectivo et v(G) 0 Jm ¡3 « £0} 

i i ) 6 est inject ive et e(G) ¡1 ?m a = {0} . 

b - Soit r$r un faisceau d'espaces vectoriels sur un espace topologiquo X , 

et soit Y un sous-ensemble ouvert de X . Pour tout entier r ^ 0 et tout poin4-

x appartenant à la frontière bY de Y , on désigne par 

H r ( Y , x » (resp. ï ^ ( Y U { x } , # ) , H * ( 0 O ) 

la l imite inductive de 

H r (Y 0 U , # ) (resp. H r (Y U U , ^ ) , H P ( U , ^ ) ) 

suivant l1ordonné f i l t ran t des voisinages ouverts U de x dans X # On a 

H ° ( # ) ' = et , pour r s 1 , H ^ ) = {0} . 
u\. X x 

Du diagramme commutatif d1homomorphismes de restr ict ion 

H P (Y U V,0) > K r ( l î , 
! 

ET(Y,gf) , . H r ( Y H U , # ) 

résulte, par passage à la l imite , le diagramme commutatif 

< ( Y U ( x } f #) 1 
"t" x 

a P L 

H r ( Y , ^ ) ^ _ _ ^ H r ( Y , x , ^ ) 
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De la suite exacte de Hayer-Vie-toris ( [ 1 ] , p. 236) 

H R ( Y U U F # ) - H r ( Y , ^ ) 9 H R ( U , # 0 - H r ( Y fl V,9t) - H r + 1 ( Y U U , ^ ) 

résulte de même la suite exacte 

(3) ET(Y U {x},#) -S H r ( Y , ^ ) © X H r ( Y , x , ^ ) - B** 1 (Y U {xJ.SO 

où 

p(Ç) = a(%) 9 pour tout g e H*(Y U { x } , ^ ) 

et 

Y(§ ® fl) = - P ' O l ) Pour tous § ë H r ( Y , # 0 , ï] € H*(#) . 

X 

En posant g « -g 1 et en considérant la suite exacte naturelle 

H*(^ ) ^ H r ( Y , £ 0 • H j ( ^ ) ^ H r ( Y , ^ ) , 

on obtient le diagramme commutatif 

H ^ ( Y U { X } , ^ ) ^ uv

ym 

H r ( Y , ^ ) ^ ^ H r ( Y , x , ^ ) 

Définition 1 . 

Un élément de H r ( Y, (resp. H r ( Y f x , S ^ ) ) sera di t prolongable 

au point x 6 bY s ' i l est dans l'image de a (resp. 8) . 

Pour qu'un élément de H r ( Y , x , ^ ) soi t prolongeable au point 

x 6 bY , i l faut et i l suffi t : 

i ) si r = 0 , q u ' i l soit image d'un élément de 3k „ ; 

i i ) si r > 0 , qu ' i l soit nul . 
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L emme 1 , 

Pour qu'un élément Ç d̂e H ^ Y , , ^ ) soit prolongeante au point x , 

i l faut et i l suff i t que . son image dans H x ( Y , x , ^ r ) , le soit . 

En ef fe t , la propriété (1) , appliquée au diagramme ( 4 ) , montre 

que la condition £ Ç [Tm a équivaut à l 'existence d'un 7] Ç K P (SO te l que 
x 

Y(? + ^) € 3'm p , et cette dernière condition équivaut à p,(§) + g(T|) 6 UVa p • 

Lemr.ie 2 t 

Soit ¥ un sous-espace vector ie l de H r ( Y f x r ^ ) , dont les é l é 

ments non nuls ne sont pas -prolongeables au point x ; soit G =s W f] 5m y > 

soit 6 une application l inéaire de G dans H r (Y,$? ' ) 9 H£($T ) , t e l l e que 

V * Y 0 S soit l ' iden t i té de G # Alors 8 = p o ô est in ject ive, les éléments  

non nuls de V = J m 8 ne sont pas prolongeables au point x , et on a 
dim V + dim (Y U £ x } , ^ ) :> dim W • 

En ef fe t , les éléments non nuls de \! n'étant pas'prolongeables 

au point x , on a WD JJm g » {0} et G fl IJm p « {o} ^ V ( G ) 0 "Jm g -comme v 

est infect ive , la propriété indiquée à la f in de a - montre que 9 est inject ive 

et que V f) Jm a ~ [o] ; cette dernière relation s ignif ie que les éléments non 

nuls de V ne sont pas prolongeables au point x • L ' inégal i té résulte de la 

suite exacte (3) , compte-tenu de 1 ' in jec t iv i t é de 9 • 

Corollaire . 

r / ^\ 

Si H (Y,x ,4>; contient un sous-espace vector ie l , de dimension  

±p£inie.« dont les éléments non nuls ne sont pas prolongeables au point x , et. 

si l 'on a dim H ^ + 1 ( Y (J ( x } f $ ) < + œ , ajlors contient un sous-espace 

vector ie l , de dimension inf in ie , dont les éléments non nuls ne sont pas prolon

gea^ les au point x . 
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2 # Généralisation du théorème de Levi . 

a - Soit X un espace analytique complexe. Pour tout point x £_ X , soit 

m(x) la dimension de l'espace tangent de Zarislci T (x) à X au point x # 

x 
On sait qu ' i l existe une application biholomorphe d'un voisinage U de x 
sur un sous-ensemble analytique 7 f ( u ) d'un voisinage de l ' o r ig ine dans T ( x ) # 

x 

Une fonction cp à valeurs réel les dans X est dite indéfiniment 

différentiable au voisinage de x s ' i l existe une application biholomorphe if 

d'un voisinage U de x sur un sous-ensemble analytique d'un ouvert V de 

(C m ( x ) e t u n e fonction cp f indéfiniment dif f érentiable dans V f vérif iant 

cpju - cp o «On dit que dçp est non nul au point x , et on écr i t (dçp) ^ 0 , 

si on peut choisir cp de t e l l e sorte que r 0 • 0 n dit que çp est 

faiblement (resp. fortement) q-pseudo-convexe (q £ 0) si on peut choisir cp' 

de t e l l e sorte que sa forme de Levi £(cp) a i t au moins m(x)-q valeurs propres 

:> 0 (resp. > 0) . 

Soit Y un sous-ensemble ouvert de X . et soit x 6 bY . On 
o 

appelle fonction de définit ion de Y au point x^ une fonction cp , définie et 

indéfiniment différentiable dans un voisinage U de x^ , t e l l e qu'on ai t 

Y n U = {x ; x € U , <p(x) < 9 ( x o ) } . 

Une t e l l e fonction existe quels que soient Y et x^ £ bY . I l 

suff i t de le prouver pour un ouvert Y de X = (Rxi ( la structure complexe de X 

étant étrangère à la question) . Or soit f une fonction indéfiniment différen-
r , , . . 

t iable dans (R , nulle ainsi que toutes ses dérivées sur bY , strictement posi

t ive dans le complémentaire de bY ; la fonction g qui v é r i f i e 

, v ( f ( x ) si x Ç X-Y 
g(x) = < ' 

( - f ( x ) si x 6 Y 

est une fonction de définition de Y en chaque point de sa frontière. 

L'existence de la fonction f ci-dessus est assurée par le 
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Lemme 3 . 

S ci t F un sous-ensemble fermé de R a . I l existe une fonction 
>• n 

f , indéfiniment dif f érentiable dans (R , qui s/annule sur F ainsi que toutes 

ses dérivées, et gui est strictement positive dans le complémentaire de F . 

Preuve . Soit d'abord B la boule fermée de centre 0 et de ra-

yon 1 dans ET* , et F un sous-ensemble fermé de B . Soit & l'ensemble des 

fonctions à valeurs réel les dans B , indéfiniment dérivables dans B , et con

tinues, ainsi que toutes leurs dérivées, dans B • Muni de la topologie définie 

par les semi-normes 

p ( f ) * £ sup |D*£(X)| , 
|a|âe x€B 

£ est un espace de Frechet. L'ensemble ^ de toutes les fonctions de S qui 

sont £ 0 et s'annulent sur F ainsi que toutes leurs dérivées est fermé dans Ô; 

c 'est donc un espace métrique complet. 

Soit (U ) ^ une suite fondamentale de voisinages ouverts de v n/n Ç N ° 
F dans B . Soit 

A n s { f ; f e J f , f (x ) > 0 pour x Ç B - U j ; 

chaque ensemble A^ est ouvert et partout dense dans ^ ; d'après le théorème 

de Baire, i l existe une fonction f £ f! A ; cette fonction, strictement posi-

t ive dans B-F , s'annule sur F ainsi que toutes ses dérivées. 

A partir de ce résultat, on établ i t le lemme 3 en uti l isant une 

partition de l 'uni té . 

Un point de bY est di t régulier s ' i l existe une fonction de 

définition çp de Y au point X q , vérif iant ( d < p ) x ^ 0 

o 

b - Soit $f un faisceau analytique cohérent sur X J pour tout x Ç X , 

soit 

ô x ( 9 0 - m(x) - pf x ( 3 0 
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où pf (gf) est le nombre désigné par û±h($f) dans [ 1 ] ; 6 (&) est un 
x X X 

nombre entier >- 0 ; si x est un point non singulier de X et si 3r est 
x 

un -module l ibre , on a 6 (0) = 0 . X x 

Lemme 4 • 

Supposons qu ' i l existe un voisinage U de X q dans X et une  

fonction <p t indéfiniment différentiable et fortement g-pseudoconvexe dans U , 

vérif iant 

Y f l U * {x ; x € U , çp(x) > cp ( x Q)3 . 

Alors tout élément de H (Y,x^,.y^) est prolongeable au point x^ pour 

0 £ r < p f x ( ^ ) - q ~ 1 • 

C'est une conséquence immédiate des théorèmes 9 et 10 de [ 1 ] et 

de la remarque qui suit la Définition 1 « 

Théorème 1 • 

Soit Y un sous-ensemble ouvert d'un espace analytique complexe 

X , et soit x un point régulier de la frontière, de Y » Supposons qu ' i l existe  

un élément de H ^ Y j X , ^ ) non prolongeable au p>oint x » Alors Y admet au _point 

x une fonction de définit ion çp qui vé r i f i e (dcp)^ ^ 0 et qui est faiblement 

q~pseudoconvexe avec q £ ô x ( ^ ) + r . 

Preuve . S o i t cp! une fonction de définition de Y au point x , 

définie dans un voisinage U de x , et vérif iant (dcp)^ ^ 0 . Choisissant U 

suffisamment pet i t , nous le considérons comme plongé dans l fespace tangent de 

Zarislci (C m^ x) à X au point x , de t e l l e sorte qu ' i l existe une fonction in

définiment derivable cp au voisinage de 0 dans € U ^ X ^ , vérif iant 

çpjïJ ~ cp! et ( dcp ) Q î 0 . 

Soit q le nombre de valeurs propres < 0 de la restr ict ion de £(cp) à l 'hy-

perplan analytique tangent en 0 à l fhypersurface d'équation cp(x) - cp(0) . 

Choisissons le nombre réel c < 0 de t e l l e sorte que X(ce C C ?) a i t q + 1 
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valeurs propres < 0 au point 0 ; alors la fonction -ce C ^ est (m(x) -q-1) -

pseudoconvexe au voisinage de 0 , et le lemme 4 a pour conséquence l ' inéga l i t é 

q £ à (3f) + r . Choisissons maintenant le nombre réel c 1 > 0 de t e l l e sorte 

que i ! ( c ! e C ^ ) ai t m(x)-q valeurs propres £ 0 au voisinage du point 0 ; 

la fonction <p « c ! e Y v é r i f i e les conditions souhaitées. 

3 . Etude de quelques intégrales . 

a - QuclqiAes lemme s élémentaires . 

L emme 5 • 

Soit une suite f in ie de nombres complexes de module 1 . 

La suite (z. )„ ,.*T où z. ^ Z (a.)*" admet 1 comme valeur d'adhérence lors-ic ' icÇK — k ^ 

gue k tend vers + co . 

2iïï6. 
Preuve . Pour tout i vérif iant 1 £ i £ 1 , posons a. « e , 

avec 0 £ 6̂  < 1 . Partageons le cube I de (R1 défini par les inégalités 
21 1 * 1 0 £ 6. < 1 en m cubes de côté — , m £ N , Considérons les points de R 

1 m 

x h « (hG. , h 6 5 , 1 « h <; m 2 1 + 1 . 

I l existe un cube de la division qui contient deux de ces points, 
21 

et par conséquent i l existe un nombre entier h vérif iant 1 £ h £ m + 1 
m m 

te l que l 'on ai t 
Ih 8. mod. 1 I £ —r pour 1 £ i £ 1 . 1 m i 1 2 m 

Soit le = mh ; on a 
m m 

|k G. mod. l i é — pour 1 £ i £ 1 . 
l m i 1 m 

Pour m > 2 on a donc 

le 2 
|1 - a. m t 2 » 2 ( 1 - c ° s 2rrk 9 . ) * 4 sin 2 TTk 9. £ ~ r i i ! m i ' m i ^ 
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et 
k 

I 1 ni « 2*n 
M - g?. £ — . 
1 î I m 

k 
Par conséquent a. * tend vers 1 et z vers 1 quand m tend vers •+ c© , i Je m 

Lemme 6 . 

Soit ( q / . ) . _ _ une famille f in i e de nombres complexes, vérif iant 

max la . i = 1 . La suite (z ) où z S ( a . ) ^ a une valeur d'adhérence  
i € I i » ic jcfc« le i 

appartenant à H . 

Preuve. Soit I s i « y I " , où i 6 I 1 entraîne j ^ j * 1 et 

i Ç I " entraîne ]cr. I < 1 . On a z. « z.1 + z.11 où 
1 î ' k k le 

- S (of. ) k et z» « 2 (<*.)* . 

Comme I 1 7̂  0 f la suite ( z ' ) a (vu le lemme 5 ) une valeur d'adhérence en-

t ière 1 ^ 1 . Comme z" tend vers 0 quand k tend vers + » , la suite z. 
Je je 

admet aussi 1 comme valeur d'adhérence. 

Lemme 7 • 

Soit (a. une famille de nombres complexes vérif iant 

0 < ja. .j £ 1 , l'ensemble I étant f in i ; pour tous j £ H jst k € If , soit 

Supposons que min ja. .j tend vers 0 quand j tend vers + » . I l existe 
iÇI 1 , J 

alors deux parties infinies J et K de I t e l l e que 

i ) pour tout le £ I f lim j s . | ~ + « 

i i ) pour tous k 6 K , k' £1 vérif iant k 1 < k , 

° j i k 
lim — ~ + <» . 

j - * + 0 0 j , k ! 
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Preuve . Pour tout j £ N , soit v ( j ) un élément de I t e l 

que 

I a / .N .1 « min la. . I ! v ( j ) , 3 ! i € I I î . j i 

Soit (of.)-^-r une valeur d'adhérence de la suite (C.).^ . 

r _ ( av(,j).i.â > 
w j v a. ; i e i 

3~ i 3 

de points de (D1 ; on a max jc^j « 1 • D'après le lemme 6 , la suite C 2 ^ ) ^ ^ t 

z. — S (cy.)^ a u n e valeur d'adhérence entière £ 1 . Soit donc K une partie 
l c i e i 1 

1 
inf inie de N t e l l e que jz^j > 77 pour k 6 I . 

Soit maintenant J une partie inf in ie de S t e l l e que 

lim Ç. A ( ( * . ) . „ 
J~> +00 ^ 

Pour tout I c f H , 

tend vers z quand j tend vers + ce en restant dans J • La conclusion 

du lemme est maintenant immédiate. 

Lemme 8 . 

Sous les hypothèses du lemme 7 » i l existe un sous-ensemble inf ini 

K de N te l que, pour toute famille (c^)yçx d e nombres complexes nuls à l ' e x 

ception d'un nombre f in i non nul d'entre eux, on a i t 

lim S k =R + OO . 

j-» +«> i g l (a. . ) 



- 11 -

Preuve , Soient J et I des sous-ensembles infinis de ï 

vérif iant les conditions du lemme 7 ) soit (c, ) , une famille do nombres 

complexes nuls à l 1 exception cVun nombre f in i non nul d1 entre eux, et soit h 

le plus grand des entiers le 6 K pour lesquels c f 0 „ On a 

c S . 
s ~~ K„ « 2 c. s . . « s . . ( c. + S c. ) 

i€I (a. J X k€E k ° ' h h k€K k S j , h 
kÇI 1 ' J k<h 

avec les notations du lemme 7 ; de ce lemme résulte immédiatement le résultat 

annoncé , 

b - Généralisation d'une formule de E. Martinelli [ 1 0 ] . 

Pour z . ( Z i ) l £ . ^ n € C n et « - ( o ^ ) , ^ 6 B n , on pose 

r or. a. N - n , 1 ». A ofv 

1̂ j<;n j ' or 'a ' 

a +1 - (a. + 0 1 ï î i s S n , a' » (<*i)2si£DL • 

Proposition 1 . 

Soit B » {z : e e C n , S z. z . < 1} , et soit S Ija J?ron 
1<Cj£n 3 3 

j^j^rejdg B . P pur „.t out e_ ¿0^9.^1on f holomorphe au voisinage de B , on a 

( 5 ) f f K ( n ) = J&sZ 1 „ à l f j î (0) 
J S K + 1 ( n - l ) t « I B, « 

1 £1 £n ô?r ^ 1 ^ n 
1 n 
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3 étant orienté de t e l l e sorte que la forme d i f fé ren t ie l le extérieure ( ^ ) N Œ A1B 

sroirt pos i t ive , t et S étant muni de l 'or ientat ion compatible avec la formule de 

S t̂okes . 

Preuve . Pour n = 1 , la relation (5) est la formule de Cauchy. Nous l ' é t a b l i 

rons pour toute valeur de n par récurrence. Pour la démonstration, orientons 

B de t e l l e sorte que la forme d i f fé ren t ie l l e extérieure , J\ (7; dz . A dz \ ) 

soit posit ive, et munissons S de l 'or ientat ion que définit la formule de Stolces» 

Soit 

0 = - L — L . ( £ z . J z. J ^ A S ( - 1 ) J z. 3
 A ) 

et 

L = ( - L ) n w A 0 . 

On a 
(n) 

4 = d" G et K d"L = d L 

d'où résul te , pour 3 = (a + i , a,-. a . ) 

r ( n ) 1 / \ f 
| f K = lim d(f Ln ) » lim x L 

"S 3 E-*O ' S ( | Z l | > e} i J e-O J S N { | z 1 | = e } 9 

où S fl { | z ^ | = e} est orienté comme bord de S H { | z . j | > e} . On a donc 

dz, 2<;j£n J 2s2c£n " 

j f £ W . L = I £ L U » j F _ L A ( A «1« )A - 2 L — T J ^ ^ - ^ 

1 2«sj<;n 3 3 

S ( - I ) % A J A d ( ^ ) 

I «-.0 , N { z r 0 } 1 (e + S z , J 

( - ! ) n - 1 l i n R ôllL. E (
n - 1 ) 

n " 1 a v J S N { Z L = O } " I V 
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où S f] {z^ - 0} est orienté comme bord de B fi {z^ ̂  o) , lui-même orienté de 

t e l l e sorte que la forme d i f fé ren t ie l l e extérieure ^ A (~ dz . A dz \ ) soit 
2£j£n x2 j j ' 

posi t ive. On a donc f , 
n(n-1) 

1 f k , ~ I ^ I I L L A-'.? .sL-± (o) 

S ( n-1 ; ! CY ! ô z 

d'où on déduit la relation (5) en modifiant l 'or ientat ion de S , 

c - Une formule de résidus dans C n

 m 

Si V est une variété analytique complexe connexe, on désigne 

par $ £ ( v ) l'ensemble des fonctions holomorphes dans V , muni de la topologie 

de la convergence uniforme sur tout compact de V . On désigne par $)x ( v ) l ' e s 

pace vector ie l topologique des courants dans V « Pour toute f 6 - C°3 r 

i ) log |fj est une fonction plurisousharmonique [ 7 ] dans V , donc est loca

lement sommable dans V , et par conséquent définit un courant de degré zéro dans 

V , que l 'on désignera encore par log j f | ; 

i i ) la forme d i f fé ren t ie l l e méromorphe ~ est localement sommable [ 6 ] dans 
df 

V , donc définit dans V un courant de degré 1 qu'on désignera encore par ~jr , 

et qui est égal à d' logjfj (où logjfj est le courant défini ci-dessus) • 

Le courant — d'dM log |£j - d - ~ » -r—- d ,f ~ est le 
TT 1 ' 2ITT f 2irr f 

courant d'intégration [ 8 ] sur le diviseur de f • 

L'application de , ^ ( v ) - (°3 d a n s i 3 u i à f associe 

df 

l og | f | (resp. — , resp. le courant d'intégration sur le diviseur de f ) f est 

continue [ 3 ] « 

Si x est un point de V , on désignera par ^ L ( v ) l'ensemble 

des éléments f de ( v ) qui vér i f ient f ( x ) a 0 # 
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Proposition 2 # 

Soit B un domaine de (Dn contenant 1 1 origine 0 ; soit F le  

diviseur d'une fonction f Ç ;5V(b) - I/f? 0(
B) ; soit cp une forme d i f fé ren t ie l le  

holomorphe de degré n - 1 dans B ; soit p une fonction indéfiniment d i f f é -

rentiable à support compact dans B 9 égale à 1 au voisinage de 0 0 On a 

(6) f P q» A t + 1 - - - V ^ ( (0) 

+ ïïfe J B f A d " P A <P A ' 

Preuve . Soit B' une boule ouverte de centre 0 , t e l l e que l 'on 

a i t B1 0 F = 0 et p | —, « 1 • Soit p, une fonction indéfiniment dif f érentiable 

dansB , dont le support ne contienne pas 0 , et t e l l e que jjlĵ  , » 1 • On a 

"* 1 P df 
.p P » A = J p P * A +0H-1 " J B

 d " T A P ? A V i 

• à l j A d " (p ^ A V i } 

où ~ est considéré comme courant. Donc 

f 1 f df 1 P df 
J F P ? A V i = J B * T A d " P A ? A + 23? J . / T A d " ^ A ? A tort-l 

" S J B f A d " P A » A *o*1 + 25? J B f A d "^ A ? A V i 

c a r ^ U u p p d«p = 1 C t plsupp d»^ w 1 • 

Soit B " une boule ouverte de centre 0 f t e l l e que p,i « 0 . 
! B" 

On a supp dnu c B* - B " , et ~ est holomorphe dans B' - B " , donc 
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. B F A A <P A Vh1 = " J B . _ B L L

 D ^ F A ^ A «P A = 

"g, A ? A + Q ^ 1 + A C ? A U l 

où S' et S" désignent les bords respectifs de 3 1 et B" , Compte-tenu du 

choix de p, et de la Proposition 1 , intégrale sur 3" est nulle et 

j g ( ^ T A cp A t a + 1 , ^ — ( — S ) (0) . 

Remarque . 

/ n 
La relation (6) est énoncée et démontrée, €x étant muni de l ' o 

rientation définie par la Proposition 1 , et l 'or ientat ion de F se déduisant de 

ce l l e de €T l grâce à la relation F = d n entre courants. Cette condi
ci ITT x 

tion d'orientation sera conservée jusqu'à nouvel ordre . 

Corollaire . 

n 

Soit B un domaine de C , contenant 1 ? origine 0 . Soit cp 

une forme d i f fé ren t ie l l e holomorphe de degré n-1 dans B . Pour toute 

f £ JÙ(b) - (3) , et pour toute fonction p indéfiniment differenti able à 

support compact dans B et égale à 1 au voisinage de 0 , soit 
t r*\ f a , (2iTT)n 1 a Ì C ' ! /df A çpx / n v 1 ( f J 5 3 CCD A è + > ' 'V<ï —T * — ( " — ( 0 ) p w J p

 H Y vû'+1 ( n - 1 ) ! c*J 3 ,v fœ y v y 

où_ F est le diviseur d̂e f . La fonction I ( f ) a une limite f in i e en tout  

point de - { ° } ; e l l e est donc bornée au voisinage de tout point de 

- { o } . 

Preuve • 

Compte-tenu de la Proposition 2 f on a 

I ( f ) = ™ ~ I ™ A d"p A çp A * , ; 

quand f tend vers g dans ^ ( b ) - {o] , le courant ™- tend vers le courant 
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^ dans £) 1 (B) , donc I ( f ) tend vers 

i ^ A d"p A «p A f , 
2ITT J B g Ya+1 

d - Intégrale^ sur des suites d ! ensembles analytiques . 

Proposition 3 • 

_Soit 

B ~ Çz ; z 6 (Cn , ! z J < 1 , S z. z . < 1 } . 
2£j*n J J 

Soit (c ) une famille de nombres complexes, nuls sauf un nombre f in i non 
<2T*n ~ " 

nul d'entre eux • I l existe une forme holomorphe cp de degré n-1 au voisinage 

de B , t e l l e que 

lim | p A 2 c 4 . « + co # 

t-0 ! J B N Cz ^ T } „ n a Œ + 1 ! 
t^O 1 

Preuve . 

Soit h une fonction holomorphe au vosinage de B , et soit 

cp ~ h. / \ dz_. • Comme dans la preuve de la proposition 1 , on a 
2£j<£n J 

cp a - D » ( ( - I ) N - 1 cp a E A + 1 ) 

et 

» A 4 , = d ( ( - l ) n ~ ' cp A 9 , ) 

Pour intégrer, orientons B f l { z ^ t } de t e l l e sorte que la forme d i f fé ren t ie l le 

extérieure / \ (~ dz . A dz \ ) soit positive . Nous avons alors 
2*j£n * 3 3 
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, r? A ,̂4.1 = CD A 9 , pour t â o 

J B n C ^ - t } " + 1 " z ^ t y 

2 z .z =1 

et 

lim t i (p A è t 1 = A — i — h I , , 
t-0 J B R { z ^ t } ¥ ^ + 1 n~1 s 1 ^ 0 a'* 1 

t^O 1 1 

£ z .z".~1 

n(n~1) 

(n-1)S o ' I 8 z a ' 

En désignant par v le plus grand des os tels que c ^ 0 , 
' a 1 1 

nous avons ; 

lim t V <p A E c A . = 

t S E " Î Z ' 3 t î ' «€»" " " 

(n -1 ) . a , € S n - , >f 

I I est possible de chosir h de t e l l e sorte que ce nombre ne soit pas nui ; 

la forme cp v é r i f i e alors la conclusion de la Proposition. 

Proposition 4 • 

n 

Soit B la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 dans C 

Soit i^^.^^ite_d féléments de / / j ( B ) - ^ 0 ( B ) , converge—vt dans ^ ( B ) 

vers._un élément f de (b) - {0} . Supposons que f (z^ , 0, , . , , 0) ne soit pas 

identiquement nul . Soit B ! une boule ouverte de centre 0 , vérif iant B T c B • 

I l existe alors un sous-ensemble infini K dje te l que, pour toute famille 

( c v ) d e nombres complexes nuis à lî^ception d'un nombre f in i non nul d'entre 

eux^ et pour toute fonction p indéfiniment dif f érentiable support compact dans 

B 1 et égale à 1 au voisinage de 0 , on ai t 
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— I r 
l l m ! j A d z . ) A S c -, O 

! J 

où F e s l e /HyipQur de f ... 

S ci t E'; -ni'?, boule ou /erte ce centre 0 ,. vérif iant B* c Bî? B , 

et t e l l e crue f ne s : ennu? e p?.s sur le bord de DîJ 0 f z n ^ & c . ~ z ^ 0} „ Le théo~ 
" d il 

rème de Eouché neutre alors que : lorsque j est assez grand, le nombre des zéros 
de f . dans 3" ¡1 { z 0 - , , ,~ z - 0} est égal au nombre m des zéros de f dans 

j 2 n 
P :f H [-o z ~ 0} ; soit alors (a. . ) . 1* ensemble de ces zéros j on a 

n 1 j J I L:>2. t£j il 
f (z 0 , . . . , û ) = u (z ) H (z -a, ) 

où u . ( z . ) s'annule pas sur B : l f| {zn = . » . - 2 « 0} ; soit j v 1 • ^2 n 

g . ( z ) ~ —- pour z € B': ; 
U j ( z 1 } 

F. fi B , ! est le diviseur de g_. c Soit cp - / \ dz.. , Pour tout le Ç H . on a 
3 J ' 2 ĵt1n J 

. > cg. A cp 

3 z. g . o) 1 ^i £m a. . 1 J 1, J 

D'après le Corollaire de la Proposition 2 , 

J „ p c ? A 1 i ) - t t : : — 
F . ^ ' 1 7 (n~1) 1£i<m a. . 

reste borné quand j -> + <» . I l en est de même pour 

V2itî) v le 

J F . ' 3c+l€k k 1 ) ^ n - 1 ) 1 ^ 

oil K désigne un sous-ensemble inf ini de associé à la famille (a. . . C 7 T 
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de la même manière que dans le lemme 8 , et (c,.) , TA une famille de nombres 

complexes nuls à l'exception d'un nombre fini non nul d'entre eux, La conclusion 

de la Proposition 4 résulte alors de celle du lemme 8 . 

§ 2 # Problème de Levi generalise . 

4 • Cohomologie aux points frontières d'un domaine q~pseudoconvexe • 

On désigne par Cf le faisceau des germes de fonctions holomorph.es 
n 

dans (C ou, plus généralement, dans l'espace analytique que l'on considère. 

Proposition 5 . 

S oit; cp une fonction indéfiniment dif f érentiable, fortement  

pseudoconvexe ^ ̂ d a ns un vcfcinage U de 0 dans (Dn , et vérifiant (dep) ̂  ̂  0 . 

Soit Y = {z ; 2 G U , cp(z) > cp(0)} . Il existe un système de coordonnées 

^ 2i^l£i£n ^ a n s u n voisinage V de C tel que : les images dans ïïn""^ (Y, 0, ef) 

des éléments de Hn~'' (V-{0} , é) définis (grSce à 1!isomorphisme de Dolbeault) 
n 

par les formes différentielles A , a Ç ' , constituent une famille libre 
" ' — " ~ — — — . — ?Q/-f 1 7 ' — • — • — — 

Preuve . 

Soit 

cp(z) = cp(0) + 2 Be ( S z. ^ 2 (o) + 1 s z * - â ! » - (o)) 

1£k£n 

+ s 
l i j a n 

^ ' c!est-à-dire fortement O-pseudoconvexe * 

z . % 
3 1< 

(0) + o ( M 3 ) 
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le développement de ïaylor de cp au voisinage de 0 . 

L'hypothèse (dçp) r 0 entraîne S z. (0) jé 0 . 

Supposons par exemple (c) ^ 0 . Alors i l existe un voisinage V de 0 dans 
ô z 1 

lequel le jacobien du changement de coordonnées 

o 
( z, - z z. -âffi( 0)+l s z. Z l -àJÈ— ( o ) 

( 
1 z . ~> z. pour 2 £ j <; n 

ne s'annule pas. Relativement à ces nouvelles coordonnées on a 

2 

ç ( z ) - cp(0) + 2 R e z + Z z X (0) + 0 ( | z | 3 ) . 

1<&£n 

Soit (c ) une famille de nombres complexes, nuls sauf éven-

tuellement un nombre f in i d ! entre eux. Supposons qu ' i l existe un voisinage V de 

0 et une forme d i f fé ren t ie l l e indéfiniment dif f érentiable T| dans W f| Y tels 

que 

( Z ̂  c f ) » d"Tl . 
o€lflA Q ' a + 1 W fl Y 

Soit r un nombre réel > 0 te l que l e polycyiindre 

P - {z ; z 6 <Cn , sup . [ z . | as r } 
Kjsaa 3 ' 

soit contenu dans V fi W fl U . Pour tout nombre t réel vérif iant 0 sî t £ r , 

soit 

I>. » {z ; z € C n , z » t , 2 |z ( 2 s: r 2 } ; 
r asjiSn J 

choisissons r assez peti t pour avoir 
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i ) D C Y pour 0 < t <, r 

i i ) b c Y pour 0 <: t £ r 

i i i ) D f! bY =; {0} . 

Pour toute forme d i f fé ren t ie l l e holomorphe çp de degré n-1 

définie au voisinage de P , on a 

j 9 A S e A = I cp A df,Tl =3 j d(cp A T|) = f c? A 1] 
D ^ ^ ' 1 J

D D bD 
t GFĈ  t t t 

pour t f- 0 , et 

lim p A 2 c f = M A T] . 

La proposition 3 montre que tous les C sont mils „ 
a' 

Proposition 6 » 

Soit Y un sous-ensemble ouvert _cPune variété analytique com

plexe X , et soit x un^poijit régulier de bY . Soit {Jt un faisceau analyti

que cohérent dans X , l ibre au voisinage de x , On suppose que Y possède 

au point une fonction de définit ion o , t e l l e que la restr ict ion de la 

forme de Levi £(cp) | l l'hyperplan analytique tangent à bY au point x soit 

non de gé nérée e t_adme11 e exact ement q valeur s propres < 0 , Alors ( Y , x , ) 

contient un espace vector ie l de dimension i^_i^i_e jdont les éléments non nuls ne 

sont^pas P r o i o n g ^ i ; i e s ™ P23*nt: x e t > pour 0 <C r < q , tous les éléments de 

H r (Y, x , $ ) sont prolongeables au point x . 

Preuve . 

Comme §r est localement l ibre au voisinage de x , i l existe p 

te l que j£ « 0 P , et H P ( Y, x, ^ ) « | K r ( Y . x f 0 ) . I l suffi t donc de démontrer 

la proposition pour le faisceau . 

Supposons d1 abord q == 0 ; le nombre réel c > 0 étant choisi 

suffisamment grand, la forme de Levi de cp ~ e C ^ est définie positive au v o i -
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sinage de x et, avec un choix convenable des coordonnées (z.). . ^ au v o i s i -

nage de x , on a 

$ ( z ) - $ (x ) + 2 Re Z l + £(ç) + 0(|jzij 3 ) . 

Au voisinage de x , l !hyperplan {zA ~ 0} est contenu dans X * Y et ne rencontre 

Y qu'au point x t Donc les fonctions zA , cv G ft* , engendrent un sous-espace 

vec tor ie l de dimension inf inie de H°(Y rx fef) dont les éléments non nuls ne sont 

pas prolongeables au point x . 

Supposons maintenant q > 0 ; le nombre réel c > 0 étant choisi 

suffisamment grand, la forme de Levi de $ » -e ~CC? au voisinage de x est non 

dégénérée et a exactement q + 1 valeurs propres < 0 ; d'après le lemme 4 f. 

tous les éléments de H r ( Y , x , \ $ ) sont , pour 0 £ r < q , prolongeables au point 

x . Choisissons les coordonnées ( z - ) i ^ - ^ dans un voisinage V de x de t e l l e 
X i S i tain 

sorte que 

$ ( z ) = § ( x ) + 2 RE z, - 2 a. z . z. + 2 a. z . F . + 0 ( | | z | l 3 ) 

où les a. , 1 £ j S n. , sont des nombres réels > 0 . Choisissons V assez peti t 
3 

pour que : 

i ) l'ensemble A » { z ; z € V , z ^ . ^ a z ^0} v é r i f i e A 0 Y { x } . 

i i ) la partie de l'ensemble B ~ {z ; z g V , z ^ + 2 = « . • « z^ « 0} définie 

par $ ( z ) > cp(x) est fortement pseudoconvexe. 

Soit e un nombre réel > 0 t e l que le polycylindre 

¥ = { sup j z . | < e} 
1j£\j£n 3 

v é r i f i e \ 7 c V t Soit TT la projection naturelle de W sur V fl B . Pour tout 
A 

et' € ïïq+ , soit è , la forme d i f fé ren t i e l l e , définie en 3. b - , re la t ive 

aux variables ^ zj^1^j^q+1 ' e t s 0^ i : 

9 A ~ TT*" "k * • 
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Les formes 1 , a € ^ q + 1 , définissent des éléments de ïïq(Y FL ¥,0') dont les 

images ^> a + ] dans H^YjX,^) constituent une famille l ibre , puisque, d'après 

la Proposition 5 , les images des § ^ dans H g (Y f] B,x,CQ constituent une 

famille l i b re , 

5 • notion de q-pseudoconvexité s t r ic te . 

Un sous-ensemble ouvert relativement compact Y d'un espace ana

lytique complexe X est di t fortement q-pseudoconvexe s ' i l existe une fonction çp 

indéfiniment dif f erentiable et f or t ement q - p s eud oc onvexe dans un voisinage U de 

bY , t e l l e que l 'on ai t 

Y fl U « {z ; z 6 U , çp(z) < 0} . 

Définition . 

Soit Y un sous-ensemble ouvert d'une variété analytique com

plexe X . Nous dirons que Y est strictement q-pseudoconvexe si Y est rela

tivement compact dans X , si sa frontière est continûment différentiable et s i , 

pour tout point x £ bY , i l existe une fonction de définition cp de Y au point 

x , t e l l e que la restr ict ion de à 1'hyperp>lan analytique tangent à bY 

au point x soit non dégénérée et admette exactement q valeurs propres < 0 • 

Remarque . 

De la Proposition 15 de [ 1 ] , i l résulte que : si Y est s t r i c 

tement q-pseudoconvexe, alors Y est fortement q-pseudoconvexe . 

Exemple • 

Soit ^ n ( c ) 1 !espace projectif de dimension n sur € • Soient 

( z. ) ~ . des coordonnées homogènes dans P ( C ) • Soit 

P h « {z ; z 6 P n ( C ) , z h + 1 z n - 0} , 

pn-h-1 = Î Z ; Z € Pn ( < 3> ' Zo Zh = °^ 

et X = P n(C) - (Ph U P n - > h - 1) . 
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La fonction 

F(z ) = ( S z z ) / ( 2 z z ) 

est > 0 en tout point z € X • Soit $ (z ) ~ log F (z ) . On a 

d»d" $ (z ) = d'd» log S z. z . - d fd" log S z. z . . 

On définit les applications holomorphes 

"1 = X - Ph 6 t n 2 : X - Pn-h-1 

par 

Tr,(z) * ( z Q z h ) et TT 2 (Z) « ( z h + 1 . . . . . z n ) . 

En désignant par et les formes d i f férent ie l les extérieures associées 

à la métrique de Fubini sur P^ et P ^ respectivement, on a 

£ ( $ ) « TT* Q 2 - TT* Q 1 . 

Soit a = ( a . ) , . un point de X , et soient i et k deux indices tels que j I £j £n 
0 £ i £ h < le £ n f a. ^ 0 et a, 7̂  0 : alors les fractions rationnelles 

7 1 le 
A 

z z. z, 
(x x ) - ( ~ ~ — ) 

_ i ^i i i 
/A z. . z. z 

f \ _ / h+1 _k ^ \ 
U 1 y n-h-1 ; " 1 z, z, z7

 ; 

k k k 

et 
z. 

t = - i 

sont holomorphes au point a et peuvent être, prises comme coordonnées locales 

au voisinage de a . Grâce à ces coordonnées locales, on a 
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Tf? Q., = 2 a. dx. A dx , 
J ? — 

TT* Û0 2 b dy A dy 
¿ 2 r, s r s r, s ' 

e t = S b dy A dy o - 2 a, dx A dx. . 
r,s - -3 j , l ' a 1 

Cette forme de Levi a n-h-1 valeurs propres > 0 , h valeurs 

propres < 0 et 1 valeur propre nulle , 

Au voisinage du point x , on a 

1 + S y. y7 

$(z) - log -s — • • — ; 
1 + S x. xT 

l'hyperplan analytique H tangent au point a à 1 !hypersurface d'équation 

§ ( z ) = $(a) est donné par 

E y! dy 2 xT dx 
1él<;n-h-1 dt l£j£h J J 

—. ~ t ^ U ; 
1 + S y 1 y. 1 + S x. x. 

l£l£n-h~ï 1£J53I 3 J 

comme t ne s'annule pas au point a , l'hypersurface considérée est non sin

gulière au point a et la restr ict ion de <£(cp) à H a n-h-1 valeurs propres 

> 0 et h valeurs propres < 0 . 

Pour tout nombre c £ (R , soit 

Y c * Ph U * x ' X € X ' $ ( x ) < C î ' 

les considérations précédentes montrent que est un ouvert strictement 

h-pseudoconvexe de (P^(c) • 
il 
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^ • Problème de Levi généralisé , 

Théorème 2 . 

Soit Y un sous-ensemble ouvert relativement compact et fortement 

q-pseudoconvexe d'un espace analytique complexe X ; soit x un point régulier 

de bY , ^ç^ljsi_n^ fli er _dans X * Soit 0 un faisceau analytique cohérent dans 

^ » j-A-^-P- a , u , v°^,sÂnaffe. A e x • ®n suppose que Y p o s s è d e au point x une fonc

tion de définition tp , t e l l e que la restr ict ion de la forme de Levi Jj(cp) à 

l'hyperplan analytique tangent à bY au point x soit non dégénérée et admette 

exactement q valeurs propres < 0 . Alors H q ( Y , c o n t i e n t un espace vecto

r i e l de dimension inf inie dont les éléments non nuls ne sont pas prolongeables  

au point x « 

Preuve « 

Vu l ' i néga l i t é 

dim H q + 1 (Y U [x}90-) < + « 

qui résulte du théorème 11 et de la proposition 15 de [ 1 ] , le théorème 2 est une 

conséquence de la Proposition 6 et du Corollaire du Lemme 2 . 

Théorème 3 . 

Soit Y un sous-ensemble ouvert strictement q~pseudoconvexe 

d|une variété analytique complexe X . Pour tout faisceau analytique cohérent Jr 

localement l ibre dans X , i1_existe_ un élément de H q (Y, $r ) qui n'est prolon-

geable en aucun point de bY . 

Preuve . 

a) Vu la rer arque du § 5 , soit cp une fonction indéfiniment diffé-

rentiableet fortement q-pseudoconvexe dans un voisinage U de bY , t e l l e que : 

i ) Y il U = {x ; x £ U , ç ( x ) < 0} 

i i ) pour tout x Ç ü , on a (dçp)„r ^ 0 

i i i ) est non dégénérée et admet exactement q valeurs propres < 0 

en tout point de U • 
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i v ) pour tout x £ bY , la restr ict ion de «S(cp) à l'hyperplan analytique 

tangent à bY au point x est non dégénérée et admet exactement q valeurs 

propres < 0 # 

g) Soit ( p . ) c bY une suite de points, deux à deux distincts, 

partout dense dans bY . Pour tout j Ç N soit p . une fonction, indéfiniment difi 

rentiablc dans U , vérif iant les conditions 

supp p c U , p . ( p . ) « 0 et p . ( x ) > 0 pour tout x € bY - { p . ) . 
J J u J v; 

Pour tout j ê 11 , soit un nombre réel > 0 suffisamment 

petit pour que l 'on ai t d(cp - e .p . ) ^ 0 dans U et pour que £(çp - e . p . ) soit 
J 3 3 3 

non dégénérée et admette exactement q valeurs propres < 0 en tout point de U • 

Pour tout j € N , soit 

Y » (Y - U) U {x ; x Ç U , cp - e.p . < C) ; 
J u J 

on a 
Y C Y. et bY fl bY. = { p . } . 

3 3 L JJ 

y) Soit jfr un faisceau analytique localement l ibre dans X ; 

c 'est le faisceau des germes de sections holomorphes d'un espace fibre vecto

r i e l holomorphe E sur X t Pour toute partie ouverte V de X , soit C r , S(U ,E ) 

l 'espace des formes d i f férent ie l les indéfiniment différentiables dans ¥ , de 

type ( r , s ) et à valeurs dans E . 

La méthode de construction de disques exposée dans la démonstra

tion de la Proposition 5 , puis la Proposition 3, le lemme 2 et l e s résultats du №1 

d e [ l 3 , permettent de déterminer, peur tout j 6 îf : 

i ) des coordonnées ( z . ) „ ^ . ^ dans un voisinage V. de p. , s1annulant J x i 71 £i £n J J 
au point p. , et un nombre réel r, > 0 , tels que les q-disques 

J J 

1 _ 2 
D . ( r ) = { z ; z Ç V. , z, = - , S z.z\ < r , z_ 0 = z =0> 

V,J J V 2 s L i q + 1 1 1 q+2 

V € N* , vér i f ient les conditions 
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D . ( r ) c Y pour 0 < r £ r . et v € K* 

U bD . ( r ) Y pour 0 < r «ï r . . 

i i ) une forme holomorphe y € C q ' J ( v . , E * ) (où E* désigne le fibre dual 
q G J J 

de E ) et une forme T\. € C ? 1 ( Y . , E ) vérif iant dnT|. = 0 , te l les que l 'on ai t 

! r 
lim ! y . A T|. ~ + » pour 0 < r £ r . 

i 

ô) Soit (U. ) =• ¿6 un recouvrement de Y par des cartes 
r 1 ± ^ ' L 

locales. Si D est un symbole de dérivation par rapport aux coordonnées de 
U. , on désigne par j D T|. i a somme des modules des -dérivées des coe f f i -i J ! 
cients de Tl. dans U. , 

3 i 

Soit ( K C ) O Ç t ^ une suite de sous-ensembles compacts de Y 

vérif iant les conditions 

K C K pour s e K* et IJ K » Y ; 
S S 4- I S 

soit 

iri ^ s iei u . n K 3 

1 s 

soit (X ) une suite de nombres réels vérif iant ^ s'sÇN* 

0 < \ < s s 2 

La série de terme général ^ s ^ \ s converge vers un élément T] € C^ , C^(Y,E) vé r i 

fiant dnT| = 0 . 

En effe t , quels que soient les nombres entiers posi t i fs S

Q , P 

et k vérifiant p ^ s , on a 
r o ' 

S sup sup JD r S X^T]o £ E ~ * " T 7 ; 

|r| £s i€I U. fi I O pis5Sp+k ° " p£s£p+k 2" 2 F 

J o 
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la série, et toutes ses "dérivées" jusqu'à l 'ordre s q inclus, convergent donc 

uniformément sur 1^ ; i l en résulte que la série et toutes ses "dérivées" 
J o 

convergent uniformément sur tout compact de Y ; cela entraîne la propriété 

annoncée. 

e) Pour s ^ j , T| est régulière au voisinage de U D . ( r . ) ; 
3 v€N* V , J 3 

i l existe donc des nombres réels c

s ( j ) tels que l f on ait 

Y . A T] S c ( j ) 
J D . ( r ) Y j 3 

r 
pour tout v Ç et tout r vérif iant 0 < r £ r . ; de plus I y. A 7\ 

3 J D . ( r ) 3 3 

a une l imite ( f i n i e ) quand v -* + «> . 

Astreignons maintenant la suite ( \ ) de ô) aux conditions 
s stfli* 

•i 
0 < X < min où c (0) = c 

s n ^ . . / . \ s x / s 
Nous aurons 

S U f Y •
 A fi I * S ~ < - U 

j + 1^ s < + oD ' s J D . ( r ) J s l j+1és<+» 2 S 2 J 

pour tous j € N , v G lî* et pour 0 < r £ r 4 , I l en résulte 

lim | | Y • A T) I a * ° 
V- 4-e; 1

 "'D . ( r ) J 

pour tout j 6 ïï et pour 0 < r £ r^ 

Comme dans la démonstration de la proposition 5 , on en 

déduit que l'élément de H ^ ( Y , ^ ) défini par Tj n r est par prolongeable au point 

p_. ; ceci est établi quel que soit j Ç ÏÏ ; l'élément considéré n'est prolongea-

ble en aucun point x de bY,ca:?f s ' i l é ta i t prolongeable au point x , i l le serait 

en un point p. suffisamment voisin de x 
J 

La démonstration, écr i te poiir le cas q > 0 , est vala

ble, avec quelques modifications évidentes, pour q =* 0 . 
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§ 3 . Convexité et séparabilité relatives aux ensembles analytiques. 

7 • Convexité par rapport aux ensembles analytiques« 

a - Remarqua relatives à l ' intégrat ion sur un ensemble analytique . 

Soit X une variété analytique complexe ; soit A un sous-en

semble analytique de X , ayant la dimension q en chacun de ses points ; soit 

Cp une forme d i f fé ren t ie l l e indéfiniment différentiable de type (q ,q ) dans X . 

a) On dira que l ' in tégra le fA cp est absolument convergente si , 

pour toute partition de l 'unité (p̂ . ) ^ dénombrable et localement f in ie dans X , 

la série S Ja ^i ^ converge absolument ; s ' i l en est ainsi, sa somme 1 ne 

dépend pas^e la partition de l 'unité choisie et on écr i t 

cp = 1 . 
J A 

Soit a) la forme d i f fé ren t ie l l e extérieure (de t)^pe 0 , 1 ) ) d'une 

métrique hermitienne dans X ; la somme de la série à termes posit ifs S Jp. ~ 

ne dépend pas du choix de la partition (p-j_^içi ' o n 1 ! a P P e l l e volume de A rela

tivement à la métrique définie par u) , et on la désigne par vol (A) . L' intégrale 

nq
 0 3 

[\ ~ - est absolument convergente si et seulement si vol ( a ) < + » • alors 
J A q ! U) 

vol (A) = ~ \ ujq . 
uT J q!- J ^ 

g) Soit T(x) l e fibre holomorphe tangent à X ; soit X la 

section nulle de A q T(x) , et soit e =» A q T(x) - X . Pour tout x € X , 

I ci 1 q 
CD et —r Î©4" définissent des formes sesquilinêaires cp et —r <xr sur le pro-Y q ! T x q ! x 

duit par elle-même de la f ibre de A q T(x) au point x , et par conséquent définis

sent des formes Quadratiques" cp et œ sur cette f ibre ; la seconde de ces 
T x x 

deux formes quadratiques est définie posi t ive. Soit © ^ r la f ibre de 0 au point 
x : g = co (o) ) ~ est une fonction continue, homogène de degré 0 sur '<g> 

' x T x v x y x 
On pose 

| < - » p K ( « ) | ; 
u 6 © x 
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d'après ce qui précède, on a IIe?Ix *~ + 0 0 ' P o u r toute partie I de X , on pose 

|<p||° = sup j j c p f ; 
I x 6 fC x 

si K est compact, on a Sjcplĵ  < + c o , puisque (jtpjĵ  est une fonction continue 

de x , 

Lemme 9 • 

Si l 'on a vol (A) < + » et (jçjj^ < + 0 0

 f alors l ' in tégra le 

J <° A 

r cp est absolument convergente et on a 

f cp * flepf . VOl (A) . 
'A u 

En ef fe t , pour toute partition (p-)-rj ^ u type considéré ci-dessus 

on a, vu la définit ion de jjcpji* , 
!,A 

| | p . cp j £ j) cp|î03 O)9 pour tout i € I ; 

de ces inégalités résulte la conclusion du lemme 9 » 

y ) Soit Q 9 le faisceau des germes de formes di f férent ie l les 

holomorphes de degré q dans X . Si A est compact et si cp v é r i f i e d "cp - 0 t 

alors J A Cp ne dépend que de l'élément de H^(X,Q 9) que lui associe le théorème 

de Dolbeault. 

En ef fe t , pour toute forme d i f fé ren t i e l l e 7] , indéfiniment d i f f é -

rentiable et de type ( q , q ~ l ) dans X , on a 

| cp + d»T| * F « + ! dTl - \ d 'T] 
A c A J A J A 

où J A dTi = 0 cl'après P. Lelong [ s ] et J A d'Tj « 0 p& r Cc que d"T] est de 

type (q+1 , q-1) . 



- 32 -

Pour tout % Ç H q ( x , Q q ) , on posera 

"A J A 

où cp est une forme d i f fé ren t i e l l e à laquelle l e théorème de Dolbeault associe 

la classe § # 

b - Résultat fondamental . 

Proposition 7 • 

Soit Y un sous-ensemble ouvert relativement compact et fo r te 

ment q-pseudoconvexe d'une variété analytique complexe X t Soit x un point  

régulier de bY # On suppose que Y possède au point x une fonction de défini*» 

tion cp t e l l e que la restr ic t ion de £(<p) à l'hyperplan analytique tangent à 

bY au point x soit non dégénérée et admette exactement q valeurs propres < 0 • 

Soit ( A

V ) V £ $ u n e s u i ' t : e tfe sous-ensembles analytiques compacts de Y ,. de d i 

mension q en chacun de leurs points, admettant x comme point adhérent. On  

suppose encore qu ' i l existe dans X une métrique hermitienne pour laquelle 

sup vol(A ) < + œ . Alors i l existe un sous-espace vector ie l V de dimension 
vGÏ V 

inf in ie de H (Y,Q ) , dont les éléments non nuls ne sont pas prolongeables au 

point x , et te l que l 'on ai t , pour tout Ç € V , 

sup 5 | s + 0 0 • 
v€N A 

v 

Preuve . 

a) Soit Y' un sous-ensemble ouvert relativement compact de X 

possédant les mêmes propriétés de convexité que Y et vérif iant les conditions 

Y C Y' , bY f) bY' s { x } ; 

la construction d'un t e l ouvert Y' a été exposée au cours de la démonstration 

du théorème 3 • Ainsi qu'on l ' a montré dans la démonstration de la Proposition 6 f 

i l existe une fonction de définit ion çp de Y 1 au point x , ayant exactement 

q + 1 valeurs propres < 0 ; cette fonction v é r i f i e 
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cp(z) a cp(0) + Rez 1 - S a z z . + S a. z . z. -f 0( | jz | ; 3 ) 
1*j£q+1 J J 3 q+2£j£n J 3 3 

dans 

U = {z ; E z . z\ < 1} 
l£j£n J 3 

avec a. > 0 pour 1 £ j £ n , pour un choix convenable au voisinage de x des 
3 

coordonnées ( z . ) . ^ . . ^ s'annulant au point x # 

Soit 

E = { z ; z ë U , z 1 = : . . . « z ^ + 1 a 0} 

et soit e un nombre réel , vérif iant 0 < e < 1 f t e l que l 'on ai t 

cp ! ( z ) - cp(0) « S b z z + 0( | | z l i 3 ) > 0 

2 

pour 0 < E z . z . < e . Soit alors a un nombre réel > 0 te l que. 
q+2«Éj£n J 3 

en posant 
2 2 

P a { z ; z G U , E z . z . < a , E z . z. < e } 
1<j*q+1 J J q+2£j£n J 3 

et 
P = { z ; z € U , E z F < a 2 , E z ? a e

2 } , 

on ai t 

P C U et P C U n (X - Y«) # 

Remarquons que les ouverts P construits de cette manière cons

tituent un système fondamental de voisinages de x • Nous fixons et désignons 

par P l'un d'entre eux. 

Soit rr la projection naturelle de P sur 

Q a {z ; Z € P , Zq + 2 a'...a Zn = O} . 
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La restr ict ion d e T T à S = A O P est propre, car les conditions ci-dessus 

entraînent l 'existence de vérif iant 0 < ^ < e , t e l qu^ 

S c {z ; z € P , S z. z S e*} . 

Donc TT(S ) est un ensemble analytique dans Q , de codimension 1 en chacun de 

ses points ; la condition E c X - Y 1 entraîne x ^ T r ( s

v ) pour tout v Ç. M" ; 

soit le diviseur dans Q obtenu en associant à chaque point de TT(S^) un 

nombre entier égal au degré de l 'applicat ion TT en ce point . 

p) Désignons par vol^ I e volume par rapport à la métrique eu

clidienne de P et par vol le volume par rapport à la métrique hermitienne en

visagée sur X . En vertu du lemme 9 , i l existe un nombre réel c > 0 te l que 

v o l

e ( s

v ) c • v o l ( S ^ ) pour tout v € N ; 

on a donc 

vol (F ) £ vol (S ) £ c • v o l ( S ) £ c . vol(A ) 
e x v e ^ v v v 

pour tout v G ; i l en résulte 

sup vol (F ) < + » 
/-4 e v 

Soient B et B ! deux boules ouvertes dans Q ^ de centre x , 

vérif iant B' (cz B Ê Q . D'après Stol l [13] , i l existe une partie inf inie M de 

N , et une famille ( f

v ) v ç M ci'éléments de ^f(B), , t e l l e que : 

i ) x est point limite de la suite ( A ^ ) ^ ^ ; 

i i ) F fi B est le diviseur de f pour tout v € M ; 

i i i ) f converge dans ^ £ ( b ) vers un élément f de ^ ' ( B ) - {o} . 

Pour tout v € M , on a £ G ^F(B) - ^ 0 ( B ) * puisque x g F^ ; 

étant point l imite de la suite ( A

v ) v ç M > x e s t point l imite de la suite ( F

v ) v ç M J 

par conséquent f (o ) = 0 , et on a f 6 ^ " (b) - {0} . Comme f n'est pas 

identiquement nulle, i l n'est pas r e s t r i c t i f de supposer que f(z 1,0 , . • • , 0 ) n'est 
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pas identiquement nulle (quitte à fa i re une rotation des coordonnées ( z . ) „ ^ . ^ „ ) . 

D f après la Proposition 4 ,. i l existe donc un sous-ensemble infini 

K de N te l que, pour toute famille (c ) de nombres complexes nuls à l ' e x -

ception d'un nombre f in i non nul d'entre eux et pour toute fonction p indéfini

ment différentiable à support compact dans B ! et égale à 1 au voisinage de 0 , 

on ai t 

sup j p 2 c x v « + * 

avec ^ 

X * = S ^ + , V u D ' 
la forme * / . , , , N étant exprimée à l ' a ide des variables (z.)*^.^ A ; 

d'après la Proposition 5 , les images dans H 9 (Y ' H Q , x , Û 9 ) (où 0^ désigne 

le faisceau des germes de formes d i f férent ie l les holomorphes de degré q dans X) 

des éléments de H^(Q - { 0 } f Q^) définis par les formes T , consti-

tuent une famille l i b r e . 

y) Pour tout k 6 I , soit - TT*Xj, J- O N A D L L \ A 0 • L A C C N S ~ 

truction de P a été f a i t e de t e l l e sorte que pour toute fonction p du type 

considéré ci-dessus, i l existe des fonctions $ indéfiniment différentiables et 

à support compact dans P , égales à TT*p au voisinage de U S ; de plus , 

les ensembles ouverts du type de P constituant (comme on l ' a remarqué) un sys

tème fondamental de voisinages de x , i l existe des fonctions p de support 

arbitrairement voisin de x (correspondant à des fonctions p de support suff i 

samment voisin de x) # Pour toute fonction pN ., on a , quels que soient v € H 

et le € Z , 

I P \ * I P \ • 

V V 

Donc : 

i ) pour toute famille (c, ) . „ de nombres complexes nuls à l 'exception d'un 

nombre f in i non nul d'entre eux, et pour toute fonction £ du type considéré 
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ci-dessus, on a 

sup I ^ S c U I « + » . 
v€IÏ ' J S k€K 

i i ) les images § k dans H q (Y ' , x , Q q ) des éléments de H q (U-} ; , f i q ) définis 

par les formes Tj , k G K , constituent une famille l ib re , 

¿11 vertu de ii), du IT° 17 du [ '! j :r: du le; me 2 , il ..:1.3 ~c-

un sous-espace vector ie l V de dimension inf inie de H q (Y ' , Q q ) . dont les é l é 

ments non nuls ne sont pas prolongeables au point x , et dont l limage dans 

H q ( Y ! , x f Q
q ) est contenue dans le sous-espace vector ie l ngendrê par les Ç v 

(resp, les Çv mod. Q q ) si q > 0 (resp. q ~ 0) * 
iC X 

Tout élément de V est représentable par une forme d i f fé ren t ie l le 

T| indéfiniment différentiable, de type (q .q ) , vérif iant dnTl ~ 0 , dans Y 1 , 

et on a 

sup J f] I = + co 9 

V 

En ef fe t , i l existe un voisinage ¥ de x dans X , vérifiant 

¥ C r: (3) , une forme d i f fé ren t ie l l e 9 , indéfiniment différentiable dans 

¥ fl Y 1 . e t une famille (c, )_ de nombres complexes nuls à l 'exception d'un 

nombre f in i non nul d'entre eux, tels que l 'on ai t 

T| a d"9 * S c TV dans ¥ N Y1 * 

Soit p une fonction du type considéré ci-dessus, qui soit positive ou nulle en 

tout point, et dont le support soit contenu dans ¥ . On a 

ï l « f p T] + 9 ( 1 ^ ) 7 1 « 
J A J Â J A 
V V V 

i p S c U + F d«(Ê9) - J d" p A 9 + [ (1-Ê)T1 ; 
J S k£ÎC * * ^S J A J A 

V V V V 

la seconde intégrale est nulle pour une raison de type explici tée dans 7.a,y î 

en vertu du lemme 9 , la troisième et la quatrième restent bornées quand v 

tend vers + co t car les formes intégrées sont indéfiniment differentiabl.es ^ 

http://differentiabl.es
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voisinage de U A , et le volume de A reste borné ; la première est non 

bornée en vertu de la conclusion i ) ci-dessus. 

8 f Séparation des ensembles analytiques • 

a - Lemmes sur certains faisceaux analytiques . 

Si A est un soiis-ensemble analytique d'un espace analytique 

complexe X , on pose 9^ ^ 0 / J ( A ) , & désignant le faisceau des germes de 

fonctions holomorphes dans X , I e faisceau d'idéaux des éléments de & 

qui s 1 annulent sur A . 

Lemme 10 « 

Soient k et B deux sous-ensembles analytiques d'un espace  

analytique complexe X • On a une suite exacte de faisceaux 

0 - &AW - «A^B - °CAnB) - ° * 

où 

I(AflB) désignant le faisceau d'idéaux engendré dans ff' par !J(A) et j f ( B ) • 

Preuve • La relation J ( A U B ) « JJ(A) n "f( B ) entraî v ?. les inclusions 

J(AUB) c 0T(A) et J(AUB) c 7 ( B ) , 

d'où résulte l 'existence dfhomomorphismes naturels 

AUB A e AUB B 

et d !un monomorphisme 

A ' AUB A B 

Bes inclusions 1 ( A ) C I ( A N B ) et J ( B ) C l (Af |B) résultent 

des épimorphismes naturels 
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h 1 6 A - G(AnB) ' 5 " %nB) ' 

1 1 homomor phi sine 

p Î e^A) Q eC(B) - e ^ A n B ) 

défini par 

» > 2 )
 5 8 P A ^ P ~ P B ^ ? J P 0 U P T 0 U S <?1 € ° A ' <<2 6 

est surjectif . 

Soient cp., - f 1 + 5 ' ( A ) ^ et ç 2 « f g + fJ(B) 6 , où 

f 1 € ef et £ 2 € e< ; la condition p(çp » <p2) = O équivaut à € I ^ A r i B ) 

(c 'es t -à-dire J^-^ f- 7 ( A ) + " J ( B ) )
 o u encore à 1*existence de g 1 £ !J(A) et 

de £ 7 ( B ) "tels que f A + ĝ  =» £g + g g . On voi t donc que la condition 

p(cp-j © Cp2)
 0 équivaut à l 'existence de £ £ 0f t e l que cp̂  =* f -;- ' J ( A ) et 

cp2 ~ f + (J(B) , c 'est-à-dire à l 'existence de 

9 « * + ' J ( A ) O O'(B) € * A U 3 

t e l que 

çp1 © fp2 - of(cp) . 

Notons que le faisceau ®^^pgj e s t P°rté par l ,ensemble j analyti

que A fl B . 

LCGGRIG, ,1/1, • 

SjDit A un sous-ensemble analytique compact d.Tune variété ana~ 

lytique comp1exe X ; soit Q q le faisceau des germes de formes d i f férent ie l le^ 

hqlomorp[hiesi de degré q sur X ; soit F la forme l inéaire sur l'espace vec-

t_qriel H q ( X f f i q ) définie par 

F.(Ç) « F l pour tout % 6 H q (X ,Q q ) « 

Cette forme l inéaire s* annule sur le noyau de l'horaomorp^ isme 

y : H q(X , f i q ) - H q ( A , ^ © Q q ) 

induit par l1homomorphisme de faisceaux 

fiq - €k @ Q q . 
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Preuve . 

Soit otf 1 le faisceau des germes de formes di f férent ie l les in

définiment différentiahles et de type ( q , r ) dans X ., et soit d^ la res t r ic

tion de d" à c ? & q , r • Grâce au théorème de platitude de Malgrange [ 9 ] , la ré 

solution de Dolbeault 

de Q q fournit, tensorisée par 0^ , une résolution fine 

Ô 

o - &'A ®d ùq - &A ®g ;#»° çfA ® ^ t q ' q - â .... 

du faisceaii Q' ® Q g ; les homomorphisraes 

commutent avec les d i f férent ie l les des deux complexes ci-dessus. On en déduit 

i ) H q (A,0^ <S)^Gq) est canoniquement isomorphe au quotient Ker ô, / r o m àn -
dans le complexe obtenu en prenant les sections sur X ; 

i i ) soit l e H q ( x , Q q ) , et soit cp 6 H°(x, ^ 7 q ) , vérif iant d"ç s 0 ,. 

et t e l l e que E> corresponde à la classe de dn-cohomologie de çp par l 'isomor-

phisme de Dolbeault ; l'hypothèse ~ 0 s igni f ie que cp peut s 'écrire 

cp = d» a + 0 , & € H ° ( X , J ( A ) 0 0 - # Q ' Q ) ; 

sous cette hypothèse, on a donc 

ç = [ <p = I d»c* + ! E 
J A , JA °A J A 

où J*^ d"a = 0 pour une raison de type exposée dans 7» a* y » E - T : P ~ ^ 

parce que les coefficients de 3 s'annulent sur A • 

Lemme 12 9 

Soit ( X , ^ ) un espace analytique général (c 'es t -à-dire dont le 

f^isc.eau de structure (J/, possède éventuellement des éléments nilpotentsj ; 

soit (X, 0") l 'espace réduit associé, et soit q un nombre entier > 0 . Si 

l 'on a H Q (X- ,sO ~ 0 pour tout faisceau ff-analytique._cohérent £j£ sur X , 
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on a aussi H q (x, ^ ) = C pour tout faisceau ~analytique cohêrent &• sur X . 

Ce résultat est prouvé par la démonstration du théorème 3 de [ 5 ] . 

b - Séparation des ensembles analytiques par les classes de cohpmologie . 

Un espace analytique complexe X eat di t q-complet s ' i l existe 

une fonction cp , fortement q-pseudoconvexe dans X , t e l l e que les ensembles 

B c = {x ; x e X , cp(x) < c} , c Ç E 

soient relativement compacts . 

Proposition 8 . 

Soient A et. B deux sous-ensembles analytiques compacts d'une  

var i é t é ana ly t i g u e . On suppose que A et B sont de dimension 
ci en chacun de leurs points et n'ont pas de composante irréductible commune. 

Pour tout Ç £ H q(x,Q V a) , et pour tout couple (\,JJU) de nombres réels , i l existe 

un élément 7| G H q (X , f i q ) te l que 1' on ait 

T) = X P § _et f Tl = VJL, Ç , 
J A J A J B J B 

Preuve . 

a) En tensorisant par Q q la suite exacte du lemme 10 , nous 

obtenons la suite exacte 

° "* ^AUB ® ^ "* °A 0 ° q 9 % ® ° q " 0(AOB) ® 0 5 -* ° 

d'où résulte la suite exacte 

Hq(AUB , <? ® fiq) - Hq(A,Cf^ ® Q q ) S ^(B.S'g ® Q q ) -» 

Hq(AnB , ^ A f l B ) ® Q q ) .. 

( * ) complexe X vérif iant H q + \ x , ^ ) = 0 pour tout faisceau analytique cohérent 

5^ dans X . 
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Le faisceau ^^Ap|Bj ® ^ » restreint à A fi B , est un faisceau analytique co

hérent sur l'espace analytique général (AFLB , #V,n.0>. I ) •; en vertu de [11] , 

et éventuellement du. lemme 12 , on a 

H Q (ANB , e T ( A n B ) ® Q q ) = o 

car A FL B est de dimension £ q-1 ; si X est algébrique, cette relation ré

sulte aussi de l 'existence d'un recouvrement de A FL B par q ouverts de Stein ; 

e l l e entraîne la surjectivité de l 'application 

H Q (AUB , ® Q Q ) -> H q(A fe^A ® Q Q ) e H Q (B ,EF B ® Q q ) , 

g) En tensorisant par Q q la suite exacte 

o - T / ( A U B ) - er - e^ U B - o , 

nous obtenons la suite exacte 

0 J (AUB) ® Q q - uQq - 8^ ® Q q -* 0 , 

d'où résulte la suite exacte 

K Q ( X , Q Q ) - H Q (AUB , & p [ j B ® Q Q ) - H Q + 1 ( X , J ( A U B ) ® G Q ) 

où le dernier terme est nul par hypotlece. L'application 

H Q ( X , Q Q ) -> H Q (AUB , 6̂  ® Q Q ) 

est donc surjective . 

y) En composant les applications dont a) et p) ont établi la 

surject ivi té , on obtient une application surjective 

7 f : H Q ( X , Q Q ) - H Q ( A , e ^ ® Q Q ) 0 H ^ B , ^ ® Q Q ) . 
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Soit = o)1 « (% ; i l existe 1] Ç H q(x..Cî q) , te l que 

tf(T|) = X o)1 ® î uîg ; on a f grâce au lemme 11 , 

ï) = X J l et F Tl » u F § . 

°A J A J B J B 

Remarque 1 . 

Ce résultat entraîne la séparation des ensembles analytiques A 

et B par les éléments de H 4 (x ,Q q ) , pourvu qu ' i l existe un élément 

Ç € H q (x ,Q 4 ) t e l que les nombres (* | et (V 5 n e soient pas tous deux nuls ; 

ceci est réalisé en particulier si X admet une métrique Icâhlérienne, car i l 

suffi t alors de prendre pour § la classe définie par la puissance extérieure 

o/1 de la forme d i f fé ren t ie l l e extérieure de type (1 ,1) associée à la métrique. 

Remarque 2 . Vu le corol la ire au théorème 14 de [1 ] , l'hypothèse concernant X 

est réalisée en particulier si X est une variété q-complète. 

§ 4 • L'espace (topologique) des cycles posi t i fs et la q-convexité . 

9 • La topologie de cet espace . 

Soit X une variété analytique complexe, de dimension n en 

r 3 , 

chaque point. On désigne par C ' ° ( x ) l'espace vector ie l des formes différen

t i e l l e s indéfiniment dif f érentiables er de type ( r , s ) 'dans X;cet espace est nunidela 

topologie. de la convergence uniforme, sur tout compact, des coefficients des for 

mes et de leurs dérivées ; c 'est un espace de Fréchet~*Schwartz, et un espace de 

Moiitel* 

Soit î C r , S ( x ) l'espace vector ie l topologique des courants de 

type ( r , s ) à support compact dans X ; c 'est le dual topologique de c n " r , n S ( x ) ; 

c 'est un espace de Montel complet. Une partie 2 de I C r ' S ( x ) est bornée si et 

seulement si e l l e v é r i f i e les deux conditions (c f . [12] p # 90) : 

i ) i l existe un compact de X contenant les supports de tous les éléments 

de 2 ; 

i i ) 2 est borné dans l'espace vector ie l topologique des courants à support 

quelconque . 
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Cette dernière condition peut s'exprimer aussi en disant que , 

pour toute cp € C" , A (x ) , < T , cp > reste borné quand T varie dans S 

(c f . [12] p. 72) . 

Soit S^(x) la famille des sous-ensembles analytiques compacts 

de X , de dimension le en chacun de leurs points. On a une application 

i : S K ( X ) - K n ~ k ' n ~ k ( x ) 

définie par 

< i ( A ) , c p > a Cp pour tous A Ç S V ( X ) et cp ë C K , 1 < ( X ) . 
J A I C 

Soit C (X) le groupe abélien l ibre engendré par les éléments de S (x ) ; 
K le 

l 'application i se prolonge en une application l inéaire 

Î : C , ( X ) - I N - L C ' N - K ( X ) ; 

pour tous A € C. (X) et c? € C K , K ( X ) . on pose le T 

cp ~ < Ï ( A ) , Cp > . 
"A 

Tout élément A de C, (X) possède une expression 

A « Z n. A . , n. € 2T , A . ç S k ( x ) ; 
i£I 

une t e l l e expression est unique si on lui impose les conditions : 

i ) A. irréductible pour tout i G I , 

i i ) A_. ^ A pour i f j ; 

on l 'appellera alors expression canonique de A , et l'ensemble |Aj « U A 
i€I 

sera appelé support de A , 

On désignera par C * ( x ) 1!ensemble des éléments A de C, (X) 

de la forme 

A a S n. A . , n. € ST* , A . € S. ( X ) . 
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L emme 13 . 

L 1 application ï est inject ive; pour tout A £ C (X) , |A | 

est l e support du courant i ( A ) . 

Preuve • 

L'expression canonique de tout élément A de C (X) s 'écr i t de 

manière unique A ^ A' - A " , avec A 1 G C ^ ( X ) et A» 6 C * ( X ) • On a 

| A | » | A ' | U | A « | . 

Comme |A'j ^ JA"| , l'un des deux ensembles |A' | et | A " | 

est non vide ; supposons par exemple JA'j ^ 0 ; soit x un point de JA' | 

vérif iant x j£ | A n | ; soit (z_. ) * ^ . ^ un système de coordonnées holomorphes 

IL I Si sn 

dans un voisinage ouvert U de x vérif iant U 0 | A " [ » 0 ; soit p une fonction 

indéfiniment • différent!able dans X , à valeurs réel les £ 0 , à support compact 

dans V ; soit 
9 « p ( i S dz A dsL)"* ; 

1*j£n J 

on a p r 

> 0 et cp =5 0 f 

J A ' J A » 

d foù 
Cp > 0 . 

J A 

Ceci démontre que 'i est inject ive et aussi que x appartient au support du 

courant I ( A ) T 

On a donc 

|A'i U | A » | - jA1! fl ÎA"j C supp i ( A ) C |A| 

comme la fermeture du premier ensemble est jA'J U JAnj » |A| , on a supp I ( A ) « | A J , 

Vu le lemme 12 , on convient d ' ident i f ier tout élément A de 

C, (x) a son image X ( A ) , de considérer C (X) (resp. C*(X)) comme sous-espace 

de ICn~^ f n ~ k ( x ) , de le munir de la topologie induite par ce l l e de K n k ' n ~ l C ( x ) , 

et de dire qu'une partie de ^ * ( X ) e s t bornée si c 'est une partie bornée de 
Kn-lc,n-lc ( x ) ^ 
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Lemme 14 • 

Soit S une partie de C ^ ( X ) # Supposons qu ' i l existe un compact 

I de X te l que jAj c Z pour tout A £ S . Si l 'on a sup vo l (A) < + & pour 
AGS 

le choix d'une métrique her mi tienne sur X , la mfeme condition est réalisée pour  

toute autre métrique hermitienne sur X , 

C'est une conséquence immédiate du lemme 9 , où l 'on remplace 

Cp par g 1 , p étant la forme d i f fé ren t ie l le extérieure d'une seconde métrique 

hermitienne sur X . 

Proposition 9 . 

Une partie S jde C*(x) est bornée si et seulement si e l l e v é r i f i e 

les conditions : 

i ) i l existe un compact K de X te l que jAj C I pour tout A Ç 2 ; 

i i ) pour toute métrique hermitienne sur X , sup vo l (A) < + » . 

Preuve . 

L'ensemble des conditions i ) et i i ) relat ives à S équivaut, vu 

le lemme 14 , à l'ensemble de la condition i ) et de la condition 

i i i ) pour toute cp G C I V , I V ( X ) , i l existe un nombre réel c 1 ( c p ) t e l que l 'on 

a i t 

J j cp I £ c f ( c p ) pour tout A G E . 
J A 

Vu la caractérisât!on des bornés de K*1"1""^*n~i<c(x) rappelée ci-dessus, 

l'ensemble des conditions i ) et i i i ) s ignif ie que S est borné . 

Remarque . 

Si k a 0 , vo l (A) est là somme des multiplicités des points 

de A . 



- 46 -

10 # Dornainés h o1 orno r phi gu ement q ̂convexes . 

Le sous-espace 

Z r ' S ( x ) * C ç ; ti € C r ' s ( x ) , d»<? » 0} 

de C ' (X; est ferme ; c'est donc encore un espace de Frêchet-Schwartz et un 

espace de Montel. L 1 application linéaire naturelle 

i : K n ~ r ' n ~ S ( x ) - ( Z r ' s ( x ) ) « 

de K n ~ r , n ~ s ( x ) dans le dual topologique ( z r , s ( x ) ) f de Z P , S ( x ) est surjec-

tive et continue . 

Définition « 

Soi;*: Y un ̂ ouvert relativement compact d'une variété analytique 

cpmj)l_exe X . Nous dirons c¡ue Y es t̂  h q lomo rph.JQujg.irien t k-£onyejKe^^si les condi

tions suivantes sont équivalentes : 

i) 2 est une partie bornée de C*(Y) . 

i i ) j ( S ) est une partie bornéenle ( Z L C '^(Y) ) 1 et il existe sur X une mé

trique hermitienne telle que sup VO1(A) < + » , 

Remarqu.e^J « 

Si X admet une métrique le *âhlê ri enne, la condition relative au 

volume est redondante : elle est certainement réalisée si j(S) est une partie 

bornée de ( ?f} K ( Y ) ) 1 • 

Remarque 2 , 

En remplaçant C*(x) par S. ( x ) ? on obtient une notion plus le Je 
faible ; nous ne savons pas si cette notion est strictement plus faible. 

Remarque 3 • 

Pour que Y soit holomorphiquement le-convexe, il faut et il 

suffit que la condition ii) de la Définition ci-dessus entraîne l 1 existence d'un 

compact I de Y tel que jA| c K pour tout A Ç S # 
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Lemme 15 » 

Soijb X ;^g_.variété analytique complexe fortement q-pseudocon-

yexe [ t | c 'est-à-dire sur laquelle xi st e june_ fonction $ indéfiniment differen

tial) le > ? [ vérif iant les conditions : 

i ) cp est fortement q-PAgAd^j?^VGxe hors d'un compact I de X ; 

i i ) pour tout c G K , iîi-nserable 

B c = {x ; x 6 X , cp(x) < c} 

est^^relativement compact dans X • 

Soit c = sup CD(X) • Pour _jtout k > q et tout A € C*(x) , 
° xÇK 1 ~ l c 

on a |A| C î = B p . 

"o 

Preuve • 

Supposons qu ' i l existe un élément A de S (X) , qui ne soit pas 
contenu dans I , Soit x f A , te l que 

o " ' 1 

ç(x ) ^ sup g ( z ) • 
xÇA ' 

Soit ( z . ) , . ^ un système de coordonnées dans un voisinage U de x . s'annu-

lant au point x^ . et i*:èl que la restr ict ion de cp au disque 

D ~ fz ; z Ç U , z , z =s 0} n-q •* 7 n-q'+l n 

soit fortement plurisousharmonique . 

L'ensemble B s A f l U f l D ^ est analytique dans U , et de d i 

mension ^ 1 au point x ; la restr ict ion de çp à B est fortement sousharmo-

nique, ce qui contredit l 'existence d'un maximum au point intérieur X Q . 

Corollaire . 

Toute variété analytique complexe fortement q-pseudoconvexe est  

holomorphiguement le-convexe pour k > a 
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Théorème 4 . 

Tout sous-ensemble ouvert strictement q~j^jgudoconvexe d'une  

variété analytique complexe est holomorphiquement k-convexe pour tout le > q . 

Preuve # 

Pour le > q , la conclusion résulte du corol la i re ci-dessus. 

Soit Y un sous-ensemble oiivert strictement q-pseudoconvexe d'une variété 

analytique complexe X . Soit S un sous-ensemble de C + ( Y ) , te l que : 

i ) i l existe sur X une métrique hermi tienne t e l l e que 

sup vo l (A) < + » 

i i ) pour toute cp 6 Z q , q ( Y ) , on a 

S U P I cp j < + 0 3 • 

Soit ( l ) _4T une suite de compacts de Y tels que 

U K - Y et I C I pour tout v 6 N , 
v€ïï v v v+1 

I l existe un indice V q t e l que l 'on ai t 

|Aj C I pour tout A Ç S . 
V o 

En effe t , si un te l indice n'existe pas, on peut choisir, pour tout v € , 

un élément A^ de S te l que JA ĵ 3Ĉ  ; i l existe alors un point x de 

bY , adhérent à la suite d'ensembles JA ĵ ; la démonstration de la Proposition 7 

reste valable quand on y remplace les «nsembles analytiques A^ par des éléments 

de C + ( Y ) , et la conclusion qu 'e l le fournit est incompatible avec la condition 
q 
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11 . Séparation de C*(x) . 

Soit X une variété analytique complexe, et soit A un élément 

de C*(x) f ayant pour expression canonique 

A = S n. A ; 

pour tout § Ç H l v(X,Q i < C) , on pose naturellement 

§ = 2 x ' Ç . 

Définition # 

Nous dirons que ^ ( ^ ) est holomorphiquement separable si» 

pour tout couple (A,B) d'éléments différents de (x) , i l existe un é l é -

ment § € H (X,Q C) t e l que 

Théorème 5 . 

Soit X une variété analytique complexe vérif iant les condi

tions : i ) H q + ^ ( X J J T ) = 0 pour tou/t. faiscéa-i analytique cohérent ^..de^is X . 

i i ) pour tout A G C + (x) » i l existe un % € H q (X ,O q ) t e l que j \ § ^ 0 . 
"TT~ • q 

Alors C*(x) est holomorphiquement separable • 

Preuve # 

Soient A et B deux éléments différents de C+(x) ; l'élément 
q , 

A-B de peut encore s 'écr i re A ' -B ' , où A' et B' so»t des éléments 

de C*(x) dont les expressions canoniques 

A 1 = E m. A! et B1 « S n. B'. 
i€I 1 1 j€J J J 

sont te l les que A! ^ B'. pour tous i € I et j £ J # Soit A" » U A! et 
1 J i€I 

B!f « U B'. # Appliquons la Proposition 8 aux ensembles analytiques A" et B11 , 
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avec une classe § t e l l e que f_. § ^ 0 , \ s= C et p, = 1 . Nous obtenons un 

élément Tj 6 H q (X ,Q q ) t e l que 

T] = 2 m. T( « X 2 m. [ § = O 
A» iÇI 1 J A j i c i 1 J A n ! 

et 

11= S n H « S n Ç a § ^ 0 . 
B' j6J J B1. j€J J 3'. J B» 

J J 

Alors 

I T) - i Tj = T] - \ f] « f' n ^ 0 . 
" B J A JB> *A« J B« 

Remarque . L'hypothèse i ) du théorème 5 est vér i f iée en particulier si X 

est q-complète. 
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