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UNE VARIANTE DE L�IN�EGALIT�E DE CHEEGER POUR

LES CHA�INES DE MARKOV FINIES

LAURENT MICLO

R�esum�e� Soit P un noyau markovien r�eversible par rapport �a une pro�
babilit�e � sur un ensemble �ni de cardinal n � N

�� on montre que
l�on a toujours �I � � � I�	n � 
�� o�u � et I sont respectivement
le trou spectral et la constante isop�erim�etrique associ�es �a P et �� La
constante n � 
 ci�dessus est optimale� on verra toutefois comment il
est possible de l�am�eliorer dans certaines situations particuli�eres 	arbres
point�es radiaux �a nombre �ni de g�en�erations�� Une application de l�en�
cadrement pr�ec�edent est de retrouver imm�ediatement le comportement
�a basse temp�erature des trous spectraux associ�es aux algorithmes de
recuit simul�e g�en�eralis�es �nis� Une approche similaire permet �egalement
d�obtenir tr�es simplement une caract�erisation de l��energie virtuelle due
�a Trouv�e�

�� Introduction

Dans un cadre de g�eom�etrie riemannienne� Cheeger �����	 a introduit une
in�egalit�e permettant de minorer un trou spectral en termes d
une constante
isop�erim�etrique� Ce r�esultat a ensuite �et�e �etendu �a d
autres situations �voir
par exemple Pignataro et Sullivan ����	� Mohar ����		 et notamment �a
celle des cha��nes de Markov r�eversibles �e�g� Lawler et Sokal ���	� Diaconis
et Stroock �����	� Salo��Coste �����	 et les r�ef�erences qui y sont donn�ees	�
Commen�cons donc par rappeler la forme que prend cette in�egalit�e dans ce
dernier contexte �
Soit �S�S	 un ensemble mesurable sur lequel on se donne un noyau

markovien P admettant une probabilit�e r�eversible �� La constante isop�eri�
m�etrique I�P� �	 associ�ee est alors d�e�nie par

I�P� �	 � inf
A�S� ����A�����

���IAP ��IAc		

��A	

�si � est une masse de Dirac� on convient plut�ot que I�P� �	 � �	�
D
autre part P se prolonge uniquement en un op�erateur �alors autoad�

joint� positif et de norme �	 sur L���	 et on note ��P� �	 le trou spectral de
I � P � o�u I est l
op�erateur identit�e� c
est��a�dire que l
on pose

��P� �	 � inf
f�L����nf�g���f���

��f�I � P 	f	

��f�	

�avec la convention que ��P� �	 � �� si � est une masse de Dirac	�
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� LAURENT MICLO

L
in�egalit�e de Cheeger s
�enonce alors

��P� �	 � I��P� �	

�
�

En g�en�eral l
exposant � ci�dessus ne peut pas �etre am�elior�e� comme le
montre l
exemple classique de la marche sym�etrique aux plus proches voisins
sur Z��nZ	� quand n � N� devient grand� Mais qu
en est�il si on impose �a
S d
�etre un ensemble �ni de cardinal donn�e�
Cette note a pour objectif de v�eri�er que dans cette situation o�u l
espace

est �g�e� I�P� �	 et ��P� �	 sont plut�ot du m�eme ordre� asymptotiquement
quand l
une de ces quantit�es devient petite�

�� Une variante lin�eaire de l�in�egalit�e de Cheeger

Soit n � N� �x�e� consid�erons S � f�� � � � � ng muni de sa tribu usuelle S�
et notons Rn l
ensemble des couples �P� �	 form�es d
un noyau markovien P
r�eversible par rapport une probabilit�e � sur �S�S	� Notre but est de montrer
le r�esultat suivant� qui est plus int�eressant que l
in�egalit�e de Cheeger d�es que
I�P� �	 � ��n� et moins bon sinon �
Th�eor�eme ���� Pour tout �P� �	 � Rn� on a

��P� �	 � �

n
I�P� �	�

Rappelons d
autre part que l
on a toujours trivialement ��P� �	 � �I�P� �	
�pour le voir� il est commode d
introduire l
autre constante isop�erim�etriqueeI�P� �	 � infA�S� ����A��� ���IAP ��IAc		����A	��Ac	�� qui v�eri�e �I�P� �	 �eI�P� �	 � I�P� �	 et clairement eI�P� �	 � ��P� �	� car la d�e�nition de eI�P� �	
calque celle de ��P� �	� mais o�u dans l
in�mum on ne retient que les fonctions
de la forme �IA� ��A	� pour A � S	� ce qui permet d
obtenir l
encadrement

�I�P� �	 � ��P� �	 � �

n
I�P� �	� ����	

Avant de donner la d�emonstration du th�eor�eme ���� revenons au cas g�en�e�
ral d
un couple r�eversible �P� �	 sur un espace mesurable �S�S	 quelconque�
et introduisons la quantit�e

���P� �	 � inf
f�H���

��f�I � P 	f	

��f�	

avec H��	 � ff � L���	 � f � �� ��ff � �g	 � ���g�
Cette constante ���P� �	 a d�ej�a �et�e consid�er�ee par Mathieu �����	 et se

compare tr�es bien au trou spectral �

Lemme ���� De mani�ere g�en�erale� m�eme si � est seulement suppos�ee inva�
riante pour P � on a

���P� �	 � ��P� �	 � ����P� �	�
Ce r�esultat peut s
interpr�eter comme une version L� des in�egalit�es �I�P� �	

� eI�P� �	 � I�P� �	�

Preuve� Quitte �a remplacer P par �P �P �	��� o�u P � est l
adjoint de P dans
L���	� on peut se ramener au cas o�u � est r�eversible pour P �
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VARIANTE DE L�IN�EGALIT�E DE CHEEGER 	

Pour prouver la premi�ere in�egalit�e� soit une fonction f � L
���	� soit

a une de ses m�edianes �i�e� a est un r�eel satisfaisant ��f � a	 � ��� et
��f � a	 � ���	 et posons g
 � � � �f � a	 et g� � � � �a � f	� qui sont
bien des �el�ements de H��	�
En consid�erant les di��erents cas qui se pr�esentent �f�x	� a � g
�x	 ou

�g��x	 et f�y	� a � g
�y	 ou �g��y		� on obtient que pour tous x� y � S�

�f�y	� f�x		� � �g
�y	� g
�x		
� � �g��y	� g��x		

��

Ainsi� en utilisant que

��f�I � P 	f	 �
�

�

Z
�f�y	� f�x		���dx	P �x� dy	�

on fait appara��tre que

��f�I � P 	f	 � ��g
�I � P 	g
	 � ��g��I � P 	g�	

� ���P� �	���g�
	 � ��g��	�

� ���P� �	���f � a	�	

� ���P� �	���f � ��f		�	

d
o�u en �n de compte ��P� �	 � ���P� �	�
L
in�egalit�e inverse ���P� �	 � ��P� �	�� est due �a Mathieu �����	� rappe�

lons son argument dans notre contexte �
Soit f � H��	� on a

��f�I � P 	�f		 � ���f � ��f		�I � P 	�f � ��f			

� ��P� �	���f�	� ��f	��

et il reste �a remarquer que par l
in�egalit�e de Cauchy�Schwarz�

��f	� � ��f�	���If��	 � �

�
��f�	�

Un des int�er�ets de la quantit�e ���P� �	 est qu
elle est aussi relativement
proche de la constante isop�erim�etrique� car remarquons que I�P� �	 se d�e�nit
comme ���P� �	� mais o�u on impose en plus dans l
in�mum aux fonctions de
H��	 d
�etre des indicatrices� ce qui prouve que l
on a toujours I�P� �	 �
���P� �	�
Par ailleurs� le lemme ��� montre qu
il su�t de prouver la proposition

suivante�

Proposition ���� Pour tout �P� �	 � Rn� on a

���P� �	 � �

n
I�P� �	�

La cl�e technique de cette proposition est donn�ee par le r�esultat suivant �

Lemme ���� Soit �P� �	 � Rn et f une fonction positive d�e�nie sur S telle
que ��ff � �g	 � ���� alors si � � p � n � � d�esigne le nombre de valeurs
di	�erentes prises par f 
avec une probabilit�e strictement positive sous ���
on a Z 
�

�
���t� f	�If�tP ��If�t		 dt � I�P� �	

��p� �	��f
�	�
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� LAURENT MICLO

Preuve� Notons � � f� � f� � � � �� fp�� les di��erentes valeurs prises par f
avec une probabilit�e strictement positive sous �� On peut �evidemment sup�
poser que f ne prend que ces valeurs� quitte �a modi�er �eventuellement cette
fonction sur un ensemble ��n�egligeable� ce qui ne change rien au probl�eme�
Soit A la sous�tribu de S engendr�ee par f � On pose PA � EAPIA� o�u EA

est l
op�erateur de projection orthogonale de L��S�S� �	 sur L��S�A� �	 �i�e�
d
esp�erance conditionnelle sachant A	 et IA est l
inclusion de L��S�A� �	
dans L��S�S� �	� Alors PA est un noyau markovien sur �S�A	 r�eversible par
rapport �a �A� la restriction de � �a A� et il appara��t imm�ediatement que
I�PA� �A	 � I�P� �	� Clairement on peut ainsi se ramener �a ne consid�erer
que le cas o�u S � A� On supposera donc d�esormais que S � f�� � � � � p� �g
muni de sa tribu usuelle S� et on repr�esentera P et � respectivement par la
matrice �Pi�j	��i�j�p�� et le vecteur ��i	��i�p�� dont toutes les coordonn�ees
sont strictement positives� A une permutation pr�es de S� on peut �egalement
faire l
hypoth�ese que pour tout i � S� f�i	 � fi�
Exprimons avec ces notations les termes apparaissant dans le lemme �

Z �

�
��f�If�tP ��If�t		 dt �

X
��i�p��

Z fi��

fi

��f�If�tP ��If�t		 dt

�
X

��i�p��

Z fi��

fi

X
��j�i

�jfj
X

i�k�p��

pj�k dt

�
X

��j�i�k�p��

�jpj�k�fi
� � fi	fj

�
X

��l�j�i�k�p��

�j�khi
�hl

o�u on a pos�e pour tous � � j� k � p� �� �j�k � �jpj�k et hj � fj � fj�� � �
�en convenant que f�� � �	�
De mani�ere similaire on obtientZ �

�
t���If�tP ��If�t		 dt

�
�

�

X
��j�i�k�p��

�jpj�k�f
�
i
� � f�i 	

�
�

�

X
��j�i�k�p��

�j�kh
�
i
� �

X
��j�i�k�p��

X
��l�i

�j�khi
�hl

de sorte que �nalementZ 
�

�
���t� f	�If�tP ��If�t		 dt ����	

�
�

�

X
��j�i�k�p��

�j�kh
�
i
� �

X
��j�l�i�k�p��

�j�khi
�hl

� �

�

X
��j�i�k�p��

�j�kh
�
i
��
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VARIANTE DE L�IN�EGALIT�E DE CHEEGER �

Or notons que par d�e�nition de I�P� �	� et en utilisant le fait que ��f �
�	 � ���� on a pour � � i � p� � �x�e�X

��j�i�k�p��

�j�k � I�P� �	
X

i�k�p��

�k

d
o�u en �n de compteZ 
�

�
���t� f	�If�tP ��If�t		 dt � I�P� �	

�

X
��i�k�p��

�kh
�
i �

Par ailleurs� on a

��f�	 �
X

��i�p��

�i

�� X
��j�i

hj

�A�

� �p� �	
X

��j�i�p��

�ih
�
j ����	

ce qui permet de conclure au r�esultat annonc�e�

Nous sommes d�esormais en mesure de prouver la proposition ���� et tout
d
abord identi�ons le terme du membre de gauche apparaissant dans le
lemme avec ��f�I � P 	f	���
En e�et� en �ecrivant que

f �

Z �

�
�If�t dt

et en utilisant la sym�etrie de

R
�

 � �t� s	 	
 ���If�t�I � P 	��If�s		�

on fait appara��tre que

��f�I � P 	f	 �

Z
����

dtds ���If�t�I � P 	�If�s	

� �

Z
����

dtds �It�s���If�t�I � P 	�If�s	

� �

Z �

�
dt ���If�t�I � P 	�t � f		

� �

Z �

�
dt ���If�t�I � P 	�t�If�t � f�If�t		�

Mais remarquons d
une part que

���If�t�I � P 	��If�t		 � ���If�t�I � P 	��I� �If�t		
� ����If�t�I � P 	��If�t		

� ���If�tP ��If�t		�

et d
autre part que

���If�t�I � P 	�f�If�t		 � ����If�tP �f�If�t		
� ���f�If�tP ��If�t		
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ce qui prouve la formule

��f�I � P 	f	 � �

Z 
�

�
���t� f	�If�tP ��If�t		 dt�

La proposition ��� s
en d�eduit imm�ediatement� via le lemme ����
Dans la d�emonstration du lemme ���� seul a import�e qu
il existe des

r�eels � � f� � f� � � � � � fp�� tels que
P

��i�p�� ��ff � fig	 � � �et

��ff � �g	 � ���	� et le r�esultat pr�esent�e reste satisfait sous cette hypo�
th�ese� sans autre condition sur l
espace mesurable �S�S	� la �nitude de S
ne nous ayant servi qu
�a assurer la validit�e de cette hypoth�ese en permet�
tant de majorer p par card�S	� mais on peut plus pr�ecis�ement le majorer
par n � � �minfcard�A	 �A � S� ��A	 � ���g� ce qui montre que dans le
th�eor�eme ��� et dans la proposition ���� on peut remplacer n par

n� ��minfcard�A	 �A � S� ��A	 � ���g�
mais ce nombre� qui d�epend alors de �� est toujours minor�e par n��� ce qui
au mieux permet de gagner un facteur ��

�� Optimalit�e de l�in�egalit�e pr�ec�edente

Nous allons donc v�eri�er que ��n est la meilleure constante ind�ependante
de �P� �	 � Rn que l
on peut esp�erer mettre dans l
in�egalit�e du th�eor�eme
���� et ceci m�eme asymptotiquement pour I�P� �	 petit� i�e�

lim
i���

sup
�P����Rn���I�P����i

I�P� �	

��P� �	
� n� ����	

D
ailleurs d�es que n � �� la constante n n
est optimale qu
asymptotique�
ment pour I�P� �	 petit� au sens o�u pour tout � � i � ��

sup
�P����Rn� i�I�P���

I�P� �	

��P� �	
� n� ����	

Pour prouver l
a�rmation ����	� on va utiliser un exemple sugg�er�e par
la preuve du lemme ��� �si l
on voulait seulement montrer que ��n est la
meilleure constante possible dans l
in�egalit�e de la proposition ���� il su�rait
de consid�erer ci�dessous 	 � ��� et faire tendre 
 vers �
	 �
Pour � � 	 � ��� et � � 
 � �	���n��	� soit P��� la matrice markovienne

donn�ee par  � � i� j � n�

P����i� j	 �

�����������������������

��� si � � i � n � � et j � i� ��

��� si � � i � n � � et j � i� ��

���� �		 si i � � et j � ��


���	� ��n� �	
	 si i � n et j � n � ��
�� 
���� �		 si i � � � j�

�� 
���	 � ��n� �	
	 si i � n � j�

� sinon�
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VARIANTE DE L�IN�EGALIT�E DE CHEEGER �

laquelle est clairement r�eversible par rapport �a la probabilit�e ���� d�ecrite
par

 � � i � n� �����i	 �

�����
�� 	 si i � ��


 si � � i � n � ��
	 � �n � �	
 si i � n�

Puisque pour tout � � i � n � �� on a �����i	P����i� i� �	 � 
��� on se
convainc facilement que I�P���� ����	 � 
���		 �le minimum �etant atteint en

A � f�� � � � � ng	� D
autre part soit ef la fonction d�e�nie par ef�i	 � i� pour
tout � � i � n� On calcule que

����� ef�I � P���	� ef		 � n
��

et

����� ef�	� ����� ef	� �
�n� �	n��n� �	

�

� �	 � 
�n� �		n� �

	
�n� �	n

�

 � �	 � 
�n� �		n


�
�

Ainsi� 	 �etant �x�e comme ci�dessus� si on fait tendre 
 vers �
� on s
aper�
�coit que

lim
����

I�P���� ����	

��P���� ����	
� lim

����




�	

������ef � ����� ef		��
����� ef�I � P���	�ef		

� ��� 		n

et il reste �a faire tendre 	 vers �
 pour obtenir ����	 �plus directement� on
pouvait aussi par exemple poser 
 � 	� pour 	 assez petit et faire tendre 	
vers �
	�
Montrons maintenant que la constante n n
est jamais atteinte d�es que

n � �� en prouvant que pour tout � � i � � �x�e�

sup
�P����Rn� i�I�P���

I�P� �	
���P� �	

� n ����	

�d
ailleurs remarquons que pour i � ��n� l
in�egalit�e de Cheeger et le lemme
��� a�rment que ce supremum est major�e par ��i � n	� ce qui entra��nera
����	�
Par l
absurde� supposons donc qu
il existe une suite ��Pm� �m		m�N d
�el�e�

ments de Rn telle que

 m � N� I�Pm� �m	 � i

lim
m��

I�Pm� �m	
���Pm� �m	

� n� ����	

Par compacit�e de Rn �que l
on aura muni de la topologie h�erit�ee de celle
de �Rn
��Rn
�	�Rn
�	 et quitte �a extraire une sous�suite� on peut faire
l
hypoth�ese que les �Pm� �m	 admettent pour m grand une limite �P� �	 �
Rn� De la m�eme mani�ere et d
apr�es ����	 �car on convient que ���P� �	 � �
si � est une masse de Dirac	� on se ram�ene au cas o�u aucune des proba�
bilit�es �m n
est une masse de Dirac� ce qui nous assure pour tout m � N de
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l
existence d
une fonction fm � H��m	 n f�g telle que

���Pm� �m	 �
�m�fm�I � Pm	�fm		

�m�f�m	
�

�A une renormalisation pr�es� on peut supposer que maxS fm � n� et �a une
r�eindexation pr�es� que fm est croissante sur f�� � � � � ng� On peut encore faire
l
hypoth�ese que f � limm�� fm existe�
Nous allons maintenant utiliser les �etapes de la preuve du lemme ��� pour

obtenir une contradiction�
L
in�egalit�e ����	 implique n�ecessairement� si l
on veut que ����	 soit satis�

fait� d
une part que f est la fonction d�e�nie par f�j	 � j pour tout � � j � n
�et notamment pour m assez grand� fm prend p � n� � valeurs distinctes	�
et d
autre part que

 � � j � n � �� lim
m��

�m�j	

�m�n	
� ��

Ces derni�eres convergences ont pour cons�equence que P �n� �	 � �� En
e�et� si l
on devait avoir P �n� �	 � �� �ecrivons que

I�Pm� �m	 � �m��IfngPm��If����� �n��g		

�m�fng	

�

P
��j�n �m�j	Pm�j� n	 � �m�n	Pm�n� �	

�m�n	

pour faire appara��tre que cette expression converge vers � pour m grand�
ce qui n
est pas autoris�e� Ainsi P �n� �	 � �� En tenant compte de ce qui
pr�ec�ede� on voit alors dans le second membre de ����	 �o�u des m doivent
�etre mis en indice partout	� puisque n � �� que le dernier terme n
est pas
asymptotiquement n�egligeable devant le premier� ce qui �nalement nous fait
aboutir �a une contradiction�
Si n � �� pour tout �P� �	 � R�� I�P� �	 � ���P� �	� et ����	 est donc

faux� Pour voir que ����	 n
est pas plus juste� on peut utiliser directement

la param�etrisation suivante de eR�� en convenant d�esormais de noter eRn

l
ensemble des couples �P� �	 � Rn tels que � ne soit pas une masse de
Dirac � soit  � f�	� a	 � ��� ������ �� �a��� 		 � 	g et pour �	� a	 �  �
notons

���a � ��� 	� 		

P��a �

�
�� a a

��� 		a�	 �� ��� 		a�	

�
de sorte que eR� � f�P��a� ���a	 ! �	� a	 �  g�
Cependant on calcule que pour �	� a	 �  �

I�P��a� ���a	 �
��� 		a

	 � ��� 		

��P��a� ���a	 �
a
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et il su�t donc de prendre a � 	���� 		 et de faire tendre 	 vers �
 pour
r�ealiser que pour tout � � i � ��

sup
�P����R�� i�I�P���

I�P� �	

��P� �	
� ��

Les consid�erations pr�ec�edentes nous ont fait e"eurer la question de la
continuit�e des applications I � Rn � �P� �	 	
 I�P� �	 et � � Rn � �P� �	 	

��P� �	 �ainsi que celle de eI et ��	� L
exemple pr�ec�edent des �P���� ����	� avec
� � 	 � ��� et � � 
 � �	���n � �	� est su�sant pour nous convaincre
qu
elles ne sont pas continues sur Rn� toutefois notons qu
elles y sont semi�
continues sup�erieurement �vu les conventions faites� qui assurent que le
maximum de ces applications est notamment atteint en les couples �P� �	 �
Rn n eRn	� et on peut �egalement v�eri�er que l
ensemble de continuit�e de ces

applications est R�
n � Ry

n� o�u R�
n est l
ouvert form�e des couples �P� �	 �

Rn tels que � charge tous les points de f�� � � � � ng et o�u Ry
n est le ferm�e

f�P� �	 � Rn � I�P� �	 � �g des couples r�eversibles r�eductibles�

�� Exemples d�am�eliorations possibles

Bien que de mani�ere g�en�erale l
in�egalit�e du th�eor�eme ��� soit optimale�
on peut toutefois l
am�eliorer dans des situations particuli�eres� Pour ceci�
remarquons que dans la d�emonstration du th�eor�eme ���� il su�t dans la
preuve de l
in�egalit�e ��P� �	 � ���P� �	 du lemme ��� de prendre pour f
l
un des vecteurs propres �non nul	 associ�e �a ��P� �	� puis de consid�erer
par la suite �f � a	
 et �f � a	� o�u a est une m�ediane de f � ainsi si pour
certaines raisons �de sym�etrie par exemple	 on sait qu
il existe un tel vecteur
ne prenant qu
un nombre donn�e de valeurs en��� on peut alors substituer en
�respectivement �en	 �a n dans le th�eor�eme ��� �resp� dans la proposition ���	�
Nous allons illustrer ceci pour les noyaux P r�eversibles d�e�nissant naturel�

lement une structure #d
arbre point�e radial$�
Soit �P� �	 � Rn� comme d
habitude� on associe �a P un graphe �non

orient�e� sans ar�etes multiples mais avec d
�eventuelles boucles	 sur S en im�
posant pour x� y � S� �a fx� yg d
�etre une ar�ete si et seulement si P �x� y	 � ��
On note E l
ensemble des ar�etes ainsi d�e�nies� Le graphe �S�E	 est appel�e
un arbre point�e radial s
il est connexe� s
il existe un �el�ement particulier �la
racine	 de S� disons �� un entier N � N �le nombre de g�en�erations plus �	 et
une suite �nie �dk	��k�N d
entier�s	 strictement positif�s	� tels qu
en notant
pour � � k � N � �� Sk l
ensemble des �el�ements de S �a une distance k de
� �rappelons que la distance entre deux points est la longueur du plus petit
chemin les reliants dans �S�E		� on ait SN
� � � et pour tout � � k � N et
tout x � Sk � que x a � � dk voisins di��erents de x� un appartenant �a Sk��
�son p�ere� appel�e p�x		 et dk appartenant �a Sk
� �ses �ls� dont l
ensemble
est not�e F �x		� On a ainsi dN � � et on pose d� � card�S�	�
On dit que P est compatible avec cette structure de graphe� si de plus

pour tout � � k � N��� tout x � Sk et tout y � F �x	� dkP �x� y	 ne d�epend
que de k� et vaut disons pk � �� et si pour tout � � k � N � tout x � Sk�

qk
d�ef�
� P �x� p�x		 � � ne d�epend aussi que de k� N�ecessairement pour tout
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� � k � N � rk
d�ef�
� P �x� x	 ne d�epend pas non plus du choix de x dans la

�k � �	i�eme g�en�eration Sk�
Une fonction f d�e�nie sur S sera dite sp�eciale �sous�entendu relativement

�a E	 si sur toute g�en�eration Sk� pour � � k � N � f ne prend au plus que
deux valeurs� Notamment le cardinal de l
image d
une telle application est
born�e par �N � �� Rappelons qu
une fonction f est dite radiale pour �S�E	
si elle est constante sur chacune des g�en�erations Sk� � � k � N � elle est
donc aussi sp�eciale�
Nous allons v�eri�er ci�dessous que sous les conditions pr�ec�edentes� si �

est une valeur propre de P � alors il existe un vecteur propre associ�e qui est
sp�ecial�
En e�et� remarquons que la formule explicite �cf� le lemme ��� p� ��� du

livre de Freidlin and Wentzell ����		 qui donne � en termes de P �car ce
dernier est irr�eductible d
apr�es ce qui pr�ec�ede	 montre que l
application S �
x 	
 ��fxg	 est radiale� Soit D la matrice diagonale index�ee par S�S� dont

les �el�ements diagonaux sont donn�es par Dx�x �
p
��fxg	 pour tout x � S�

Soit eP � DPD�� �il s
agit de #l
op�erateur de Schr%odinger discret$ associ�e �a

la matrice markovienne P 	 et notons que par l
hypoth�ese de r�eversibilit�e� eP
est sym�etrique� De plus P et eP ont m�eme spectre et leur vecteurs propres
respectifs se d�eduisent r�eciproquement par application de D ou de D���
Pour obtenir l
a�rmation pr�ec�edente� il su�t donc d
appliquer �a eP le lemme
suivant�
Introduisons tout d
abord une notation � �a l
arbre point�e radial �S�E	 on

associeM�S�E	 l
ensemble des matrices sym�etriques r�eellesM � �Mi�j	i�j�S
telles que
� pour i� j � S� si fi� jg �� E� alors Mi�j � ��

� pour tout � � k � N � � et tout i � Sk
�� mk
d�ef�
� Mp�i��i ne d�epend que

de k et est non nul�

� pour tout � � k � N et tout i � Sk� lk
d�ef�
� Mi�i ne d�epend que de k�

Lemme ���� Soit M � M�S�E	 et soit � une valeur propre de M � Il existe
alors un vecteur propre sp�ecial qui lui est associ�e�

Preuve� La d�emonstration repose sur une r�ecurrence sur N � N � supposons
donc le r�esultat �etabli pour tout arbre point�e radial �S	� E		 dont le nombre
de g�en�erations est plus petit que N et tout M 	 � M�S	� E		� et soit M �
M�S�E	� o�u le nombre total de g�en�erations de �S�E	 est N��� Consid�erons
une valeur propre � de M et f un vecteur propre associ�e� Pour x � SN
��
on a

mNf�p�x		 � lN
�f�x	 � �f�x	�

Distinguons deux cas �
� Si � � lN
�� n�ecessairement f�x	 � � pour tout x � SN � Soit S

	 �
S�t � � �tSN�� que l
on munit de la structure d
arbre point�e radiale h�erit�ee
naturellement de celle de �S�E	� Posons aussi M 	 � �Mi�j	i�j�S� et f

	 �
�f�i		i�S� et remarquons que

M 	f 	 � �f 	�

Dans un premier temps� supposons que f 	 n
est pas la fonction identique�
ment nulle� ce qui assure que � est aussi une valeur propre de M 	� Par
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l
hypoth�ese de r�ecurrence on peut alors trouver un vecteur propre sp�ecial ef 	
associ�e �a la valeur propre � sur S	�
Posons alors  � � k � N � ��  x � Sk�

ef�x	 �
�����
ef 	�x	 si � � k � N � ��
� si k � N�

�mN��
ef�p�p�x			��dNmN	 si k � N � ��

En tenant compte des �egalit�es

mN��
ef�p�x		 � lN ef�x	 �mN

X
y�F �x�

ef�y	 � � � � ef�x	
valables pour x � SN � et de l
hypoth�ese � � lN
�� il est clair que ef est une
fonction sp�eciale non nulle satisfaisant M ef � � ef �
Venons�en maintenant aux cas o�u f 	 � � �ou N � �	� qui est la situation

int�eressante car c
est elle qui introduit deux valeurs di��erentes dans une
g�en�eration� N�ecessairement �sinon f � �	 dN � �� et pour chaque x � SN �
choisissons un de ses �ls r�x	� puis notons R � fr�x	 ! x � SNg� Il su�t
alors de poser  � � k � N � ��  x � Sk�

ef�x	 �
�����
� si k � N�

��dN � �	 si k � N � � et si x � R�

� si k � N � � et si x �� R�

car on se convainc facilement que cette fonction est sp�eciale� non nulle et
propre pour ��
� Si � �� lN
�� n�ecessairement pour x � SN
�� f�x	 � mNf�p�x		����

lN
�	� Ceci nous am�ene �a consid�erer S
	 � S� t � � � t SN muni de la struc�

ture d
arbre point�e radiale h�erit�ee naturellement de celle de �S�E	 et M 	 �
�M 	

i�j	i�j�S� � M�S 	� E		 la matrice d�e�nie par

 i� j � S	� M 	
i�j �


lN � dNmN ��� lN
�	�� si i � j � SN �

Mi�j sinon�

Soit �egalement f 	 � �f 	�i		i�S�� il appara��t que f
	 �� �� sinon f � �� et que

M 	f 	 � �f 	� Par l
hypoth�ese de r�ecurrence� il existe ef 	 une fonction sp�eciale
qui est propre pour la valeur propre � de M 	�
En cons�equence� si on pose  � � k � N � ��  x � Sk �

ef�x	 � ef 	�x	 si � � k � N�

mN
ef�p�x		���� lN
�	 si k � N � ��

on obtient un des vecteurs propres sp�eciaux que nous cherchions�
Reste �a noter que l
initiation de la r�ecurrence en N � � est triviale�

En fait la condition de sym�etrie des matrices de M�S�E	 est inutile� elle
ne nous a servi qu
�a assurer qu
elles �etaient diagonalisables� Sinon il faut
consid�erer les valeurs propres et les fonctions sp�eciales complexes ��evidem�

ment il faut rajouter l
hypoth�ese que nk
d�ef�
� Mi�p�i� ne d�epend pas du choix

de i � Sk
�� � � k � N � �� et est non nul� en revanche� on peut aussi
autoriser les matrices �a �etre complexes	�
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La preuve pr�ec�edente permet �egalement de pr�eciser un peu plus la possibi�
lit�e du choix d
un #bon$ vecteur propre � soit il en existe un qui est radial�
soit il en existe un� disons f � qui a la structure suivante ! il existe � � k� � N
tel que pour tout x � S� t � � � t Sk� � f�x	 � �� tel qu
�a la g�en�eration
k���� f prenne deux valeurs� l
une strictement positive et l
autre strictement
n�egative �avec pour tout x � Sk� �

P
y�F �x� f�y	 � �	� et tel que si l
on ne

consid�ere que les descendants d
un �el�ement x� de Sk�
�� la restriction de f
est radiale sur ce nouveau sous�arbre plant�e en fx�g�
Cependant� v�eri�ons sur l
exemple suivant �avec N � �	 que l
on n
a pas

toujours de vecteur propre radial� m�eme dans le seul espace propre associ�e
au trou spectral� On consid�ere pour � � a � ��� et � � b � � la matrice�� �� �a a a

b �� b �
b � �� b

�A �

On calcule que ses valeurs propres sont �� ��b et ���a�b et que l
espace
propre associ�e �a � � b �le trou spectral valant b	 est la droite vectorielle
engendr�ee par ��� ����	�
Revenons au cas g�en�eral d
un noyau P compatible avec une structure

d
arbre point�e radial� il appara��t donc que dans cette situation� on peut rem�
placer dans le th�eor�eme ���� n � card�S	�� � d����d��� � ����dN��	 � � �		
par �N �
Ceci fournit d
ailleurs une famille d
exemples o�u l
on peut appliquer une

variante du th�eor�eme ��� �a des ensembles in�nis� car ce qui importe ci�dessus
c
est que le nombre de g�en�erations soit born�e et non pas que le graphe soit
localement �ni�
Soit N � N� et donnons�nous une famille ��Ei� Ei� mi		��i�N d
espaces

mesurables s�eparables probabilis�es� Supposons que pour tout � � i � N �x�e�

il existe une suite �B
�i�
n 	n�� � ��B

�i�j�
n 	��j�di�n	n�� de partitions de plus en

plus �nes de Ei� telle que Ei � ��B
�i�j�
n ! n � �� � � j � di�n	 et satisfaisant

mi�B
�i�j�
n 	 � mi�B

�i�k�
n 	� pour tout n � � et tous � � j� k � di�n� Comme

exemple typique� on peut prendre pour tout � � i � N � �Ei� Ei� mi	 �
���� ���B���� ��	�mj����	� o�u m est la mesure de Lebesgue�
Pour � � i � N � notons Si � E� � � � � � Ei� muni de la tribu Si �

E� � � � � � Ei et posons S � f�g t S� t � � � t SN � S � ��S�� � � � �SN	� Pour
x � �e�� � � � � ei	 � Si� � � i � N � on note p�x	 � �e�� � � � � ei��	 � Si��
�avec la convention que p�x	 � �� si i � �	 et si i � N � m�x� d�esignera la
probabilit�e e� � � � � � ei �mi
� sur Si
��
En�n donnons�nous trois familles �pi	��i�N � �ri	��i�N et �qi	��i�N de

nombres positifs tels que q� � pN � �� pi� ri� qi � � pour tout � � i � N �
et pi � � et qi
� � � pour tout � � i � N � On suppose que la matrice

markovienne eP d�e�nie par

 � � i� j � N� eP �i� j	 �
���������
pi si j � i� ��

ri si i � j�

qi si j � i� ��
� sinon�

admet une probabilit�e r�eversible � � ���i		��i�N �
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Consid�erons maintenant le noyau markovien P d�e�ni par  x � S�

P �x� �	 �

�����
r�x��	 � p�m���	 si x � ��

qip�x���	 � rix��	 � pim
�x���	 si x � Si� avec � � i � N � ��

qNp�x���	 � rNx��	 si x � SN �

on v�eri�e qu
il est r�eversible par rapport �a la probabilit�e � �
P

��i�N ��i	�i�
o�u �i est la probabilit�e m� � � � � �mi sur Si� pour � � i � N � et m� � ��
On a alors

I�P� �	

�N
� ��P� �	 � �I�P� �	� ����	

En e�et� ceci s
obtient par une proc�edure d
approximation � pour � � i �
N �x�e� soit �A�i�

n 	n�N la suite croissante de sous�tribus �nies de Ei d�e�nie
par A�i�

n � ��B
�i�j�
n ! � � j � di�n	 pour tout n � N� Tout naturellement on

pose pour n � N� S�i�n � A���
n � � � ��A�i�

n � puis Sn � ��S�i�n ! � � i � N	� On
a clairement S � ��Sn ! n � �	� de sorte que l
on soit assur�e de

I�P� �	 � lim
n��

I�PSn � �Sn	

��P� �	 � lim
n��

��PSn � �Sn	!

or d
apr�es ce qui pr�ec�ede� pour tout n � N�
I�PSn � �Sn	

�N
� ��PSn � �Sn	

ce qui� �a la limite� prouve ����	�
Remarquons �egalement que pour ce type d
exemples� la constante isop�eri�

m�etrique se calcule relativement facilement � ainsi on a� si ���	 � ����
I�P� �	 � min

��k�N

qk
� � sk � sksk
� � � � �� sk � � �sN��

avec pour � � i � N � si � pi�qi
� �en e�et� consid�erer d
abord le cas o�u
les Ei� � � i � N � sont �nis� sous l
hypoth�ese que ��f�g	 � ���� il est
clair que le minimum d�e�nissant I�P� �	 est atteint en un sous�arbre form�e
d
un individu et de tous ses descendants� et noter que par r�eversibilit�e� la
probabilit�e � s
exprime tr�es simplement �a partir de ��f�g	 en fonction des
donn�ees	�
N�eanmoins l
hypoth�ese de structure est ici tr�es forte � si l
on veut que ����	

reste satisfait #avec des � en indice$� au sens donn�e dans l
introduction� il
faut exiger du potentiel perturbateur U qu
il soit radial�
La remarque du d�ebut de cette section peut �egalement s
appliquer �a cer�

tains exemples de marches al�eatoires sur un groupe �ni � on suppose que
l
ensemble �ni S est muni d
une structure de groupe et d
une probabilit�e m�
La cha��ne de Markov associ�ee est celle dont les probabilit�es de transitions
sont donn�ees par la matrice P d�e�nie par

 x� y � S� P �x� y	 � m�yx��	

Soit � la probabilit�e �equidistribu�ee sur S� elle est clairement invariante
pour P et sera r�eversible si m est sym�etrique �i�e� m�x	 � m�x��	 pour tout
x � S	� Outre cette sym�etrie� supposons que m est une fonction de classe�
c
est��a�dire que m�x	 ne d�epend que de la classe de conjugaison �a laquelle
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appartient x � S� A partir du th�eor�eme � p� �� du livre de Diaconis ���	�
on constate alors sans di�cult�e que chaque valeur propre de P admet un
caract�ere du groupe comme vecteur propre �et donc aussi� soit sa partie
r�eelle� soit sa partie imaginaire	� et il est bien connu que ceux�ci sont des
fonctions de classe� Sous ces hypoth�eses� il appara��t donc que l
on peut
remplacer dans le th�eor�eme ���� la constante n par le nombre de classes
de conjugaison du groupe moins �� Ceci est �evidemment sans int�er�et si S est
ab�elien� mais par exemple si S � SN � le groupe sym�etrique d
ordre N � on
est ainsi amen�e �a substituer �a N &� � �� p

��N exp�N ln�N	�N	 pour N
grand� par la formule de Stirling	 le nombre de partitions de N moins �� qui

asymptotiquement pour N grand est �equivalent �a exp�
p
����

p
N	���

p
�N	

�cf� le th�eor�eme ��� p� ��� du livre de Ayoub �����		�

Appendice � sur le recuit simul�e

Le th�eor�eme ��� montre que si l
on dispose d
une famille ��P	� �				��
d
�el�ements deRn telle que la limite de ��� ln�I�P	� �			 existe pour � grand�
alors les quantit�es ��� ln���P	� �			 convergent �egalement et admettent la
m�eme limite�
Ce r�esultat a �et�e sugg�er�e par le comportement �a basse temp�erature de

la constante isop�erim�etrique et du trou spectral associ�es aux algorithmes
de recuit simul�e g�en�eralis�es� Pour ceux�ci� on dispose d
un noyau markovien
Q sur �S�S	� irr�eductible� mais pas n�ecessairement r�eversible par rapport
�a sa probabilit�e invariante� On se donne �egalement une fonction de co�ut
V � f�x� y	� x �� y � Sg 
 R
 t f��g� satisfaisant  x �� y � S� V �x� y	 �
��� Q�x� y	 � �� On pose ensuite pour tout � � ��

 x� y � S� Q	�x� y	 �


exp���V �x� y		Q�x� y	 si x �� y�

��Pz�SnfxgQ	�x� z	 sinon�

ce qui d�e�nit un noyau Q	 irr�eductible sur �S�S	� admettant donc une
unique probabilit�e invariante �	 �
Les algorithmes de recuit simul�e g�en�eralis�es associ�es �a la famille �Q			��

et �a une fonction de classe C�� � � R
 
 R
 �qui repr�esente l
�evolution
temporelle de l
inverse de la temp�erature	 satisfaisant limt�
� �t � ���
sont alors les processus de Markov inhomog�enes en temps continu� qui �a tout
instant t � �� admettent Q	t � I comme g�en�erateur� Ce type d
algorithme a
�et�e beaucoup �etudi�e� car initialement il servait �a trouver les minima globaux
de probl�emes d
optimisation combinatoire� et la forme g�en�eralis�ee pr�esent�ee
ci�dessus appara��t par exemple quand on cherche �a parall�eliser ces processus
�pour plus de pr�ecisions sur ce sujet� on renvoie �a Trouv�e �����a	� Trouv�e
�����b	 et aux r�ef�erences que contiennent ces articles	�
L
une des �etape cruciale de l
�etude de ces algorithmes revient �a �evaluer

pour � grand le comportement de ��� ln���P	� �			� o�u P	 est le noyau
markovien r�eversible par rapport �a �	 donn�e par �Q	 � Q�

		�� �sym�etris�e

additif de Q		� o�u Q�
	 est l
op�erateur adjoint de Q	 dans L

���		� Or par

ailleurs� il est bien connu �cf� Freidlin and Wentzell ����		 qu
il existe deux
fonctions � � S 
 R
 et U � S 
 R
 �cette derni�ere pouvant se d�ecrire
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uniquement en termes de V 	 telles que pour � grand

 x � S� �	�x	 � ��x	 exp���U�x		�
ce qui permet d
obtenir imm�ediatement ��ecrire I�P	� �		 sous sa forme sy�
m�etrique � minA�S� �����A��� �	��IAP	��IAc		�min��	�A	!�	�A

c			 que

lim
	�
�

��� ln�I�P	� �			 � �c

avec c � maxA
S�D�A	�maxfU�A	!U�Ac	g	� o�u
D�A	 � min

x�A�y ��A
minfU�x	 � V �x� y	!U�y	� V �y� x	g

U�A	 � min
x�A

U�x	�

D
apr�es l
encadrement ����	� il appara��t donc que

lim
	�
�

��� ln���P	� �			 � �c ����	

ce qui en fournit une preuve alternative� peut��etre plus intuitive que l
argu�
ment usuel par choix de chemins pour aboutir �a des in�egalit�es de Poincar�e
�voir par exemple Holley et Stroock ���	� G%otze �����	� Miclo �����	 et
Deuschel et Mazza �����		� En rempla�cant des consid�erations de chemins par
une approche plus ensembliste� on peut �egalement retrouver tr�es simplement
une caract�erisation de Trouv�e de l
�energie virtuelle �cf� Trouv�e �����a		� ce
que nous allons maintenant faire� bien que cela ne soit pas li�e au th�eor�eme
���� car cela aidera �a traiter le cas du temps discret �a la �n de cet appendice�
L
expression donn�ee pour D�A	 fait clairement appara��tre que pour tout

A � S� D�A	 � D�Ac	� mais remarquons que l
on a aussi

D�A	 � min
x�A�y ��A

U�x	 � V �x� y	� ����	

En e�et� on a m�eme plus pr�ecis�ement� pour tout � � � et tout A � S�

�	

�
�IA

�
Q	 � Q�

	

�

�
��IAc	

�
� �	��IAQ	��IAc		 � �	��IAcQ	��IA		 ����	

et ����	 en d�ecoule en en prenant le logarithme� en divisant par �� puis en
passant �a la limite pour � grand�
L
�equation ����	 montre �egalement que l
on aurait aussi pu prendre pour

I�P	� �		 l
une des deux d�e�nitions �equivalentes suivantes�

I�P	� �		 � inf
A�S� �����A�����

�	��IAQ	��IAc		

�	�A	

I�P	� �		 � inf
A�S� �����A�����

�	��IAcQ	��IA		

�	�A	

ce qui peut encore s
�enoncer en disant que la constante isop�erim�etrique as�
soci�ee �a un couple �Q� �	 seulement suppos�e invariant n
est autre que la
constante isop�erim�etrique associ�ee au couple r�eversible sym�etris�e additive�
ment ��Q� Q�	��� �	�
Pour prouver ����	� il su�t �evidemment de montrer sa derni�ere �egalit�e�

et pour cela on �ecrit �en laissant tomber les indices �� qui ne jouent aucun
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r�ole ici	�

���IAQ��IAc		 � ���IAQ��I� �IA		
� ���IA	� ���IAQ��IA		

� ��Q��IA		� ���IAQ��IA		

� ����I� �IA	Q��IA		
� ���IAcQ��IA		�

Pour A � S� notons
H�A	 � D�A	� U�A	

qui est parfois appel�e la hauteur de sortie de A �relativement �a la fonction
de co�ut V 	� on retrouve donc que

c � min
A�S

minfH�A	!H�Ac	g
�hauteur maximum des #puits secondaires$	 et cette constante peut aussi
se d�ecrire de mani�ere plus traditionnelle en termes de l
�el�evation associ�ee
�a V � pour x� y � S� notons Cx�y l
ensemble des chemins allant de x �a y
�i�e� des suites �nies �ri	��i�m d
�el�ements de S telles que r� � x� rm � y et
satisfaisant V �ri� ri
�	 � �� pour tout � � i � m��	� et si r � �ri	��i�m �
Cx�y� son �el�evation est d�e�nie par e�r	 � max��i�m�� U�ri	�V �ri� ri
�	� On
pose ensuite

H�x� y	 � min
r�Cx�y

e�r	

�en convenant que H�x� x	 � U�x	 pour x � S	 l
�el�evation minimum pour
aller de x �a y� et on v�eri�e alors sans di�cult�e que

c � max
x�y�S

H�x� y	� U�x	� U�y	�

Il est int�eressant de noter que les consid�erations pr�ec�edentes fournissent en
fait des caract�erisations de la probabilit�e invariante et de l
�energie virtuelle�
ainsi par exemple on a �

Proposition ���� Soit Q un noyau markovien sur un espace mesurable
quelconque �S�S	 et � une probabilit�e telle que l�on ait l��equilibre des ux �

 A � S� ���IAQ��IAc		 � ���IAcQ��IA		�

alors � est invariante pour P �

Preuve� Il su�t de remarquer comme pr�ec�edemment que pour tout A � S�
on a d
une part

���IA	 � ���IAQ��IAc		 � ���IAQ��IA		

et d
autre part

��Q��IA		 � ���IAcQ��IA		 � ���IAQ��IA		�

Ce r�esultat est sans int�er�et en lui�m�eme� n�eanmoins en revenant �a S �ni�
si on rajoute des � en indice et si on ne consid�ere que ce qui se passe dans
une �echelle logarithmique pour � grand� on obtient une heuristique pour la
caract�erisation suivante de l
�energie virtuelle �
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Soit eU � S 
 R
 une fonction arbitraire satisfaisant seulement minS eU �
�� Par analogie avec ce qui pr�ec�ede� posons pour A � S�

D
eU
�A	 � min

x�A� y ��A

eU�x	 � V �x� y	

Proposition ���� Supposons que pour tout A � S n f�� Sg� on ait

D
eU
�A	 � D

eU
�Ac	 � ��

alors eU � U �

Remarquons que la �nitude de D
eU
�A	 pour tout A � S n f�� Sg est �equi�

valente �a l
irr�eductibilit�e du noyau de communication a priori Q�

Preuve� Pour � � �� soit �	 la probabilit�e sur S d�e�nie par
 x � S� �	�x	 � eZ��

	 exp��� eU�x		
avec eZ	 �

P
y�S exp��� eU�y		� et notons h	 � d�	�d�	 � Par compacit�e de

������S� soit ��n	n�N une suite de r�eels positifs telle que limn�� �n � ��
et telle que h	n converge vers une certaine fonction h � S 
 R
�
Soit A � fx � S � h�x	 � �g� par l
absurde supposons que A �� � et

�ecrivons que

exp��nDeU
�A		�	n��IAP	n��IAc		

� eZ��
	n

X
x�A� y ��A

h	n�x	q�x� y	 exp���n�eU�x	 � V �x� y	�D
eU
�A	�	�

expression qui converge vers � pour n grand� par d�e�nition de A� de D
eU�A	

et du fait que lim	�
�
eZ	 � card�fx � S � eU�x	 � �g	 � ��

Par ailleurs�

exp��nDeU
�A		�	n��IAcP	n��IA		

� eZ��
	n

X
x��A� y�A

h	n�x	q�x� y	 exp���n�eU�x	 � V �x� y	�D
eU
�A	�	�

or en consid�erant un couple �x� y	 � Ac � A o�u le minimum d�e�nissant
D

eU
�Ac	 � D

eU
�A	 est atteint� on constate que la limite inf�erieure pour n

grand de la quantit�e pr�ec�edente est strictement positive ��eventuellement
m�eme in�nie	� On obtient ainsi une contradiction qui montre qu
en fait
A � �� i�e� h � �� En consid�erant ensuite A � fx � S � h�x	 � ��g� on
prouve d
une mani�ere similaire que h � ��� On en d�eduit ensuite que pour
tout x � S�

� � lim inf
	�
�

h	�x	 � lim sup
	�
�

h	�x	 � ��

�en fait lim	�
� h	�x	 existe	 puis le r�esultat annonc�e�

Rappelons maintenant la caract�erisation donn�ee par Trouv�e �cf� la propo�
sition ���� de l
article de Trouv�e �����a		 de l
�energie virtuelle U par sy�

m�etrie des �el�evations� Soit toujours eU � S 
 R
 une fonction telle que

minS eU � �� on pose pour r � �ri	��i�m � Cx�y et x� y � S�

e
eU
�r	 � max

��i�m��
eU�ri	 � V �ri� ri
�	
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puis

H
eU
�x� y	 � min

r�Cx�y
e
eU
�r	

�toujours en convenant que H
eU
�x� x	 � eU�x	� pour tout x � S	�

Proposition ���� Supposons Q irr�eductible� on a �equivalence entre
�i	  x� y � S� H

eU
�x� y	 � H

eU
�y� x	�

�ii	 eU � U �

La preuve originale est relativement complexe et est bas�ee sur une r�ecur�
rence sur le cardinal de S et des d�ecompositions en cycles� La d�emonstration
que nous proposons est plus #globale$� ce qui nous laisse l
espoir de pouvoir
la g�en�eraliser �a d
autres situations� Elle repose sur le lemme suivant� qui
peut �etre vu comme une simple r�e�ecriture de la condition �i	�

Lemme ��	� Soit eU comme ci�dessus� on a �equivalence entre
�i	  x� y � S� H

eU
�x� y	 � H

eU
�y� x	�

�ii	  A � S n f�� Sg� D
eU
�A	 � D

eU
�Ac	�

Preuve� Supposons �i	 satisfait� soit A � S n f�� Sg� x � A et y �� A tels

que D
eU
�A	 � eU�x	 � V �x� y	� Consid�erons r � �ri	��i�m � Cy�x tel que

e
eU
�r	 � H�y� x	 � H�x� y	� eU�x	 � V �x� y	� Il existe � � i � m� � tel que

ri � Ac et ri
� � A� et on a alors D
eU�A

c	 � eU�ri	 � V �ri� ri
�	 � e
eU �r	�

Ainsi on a montr�e que pour tout A � S n f�� Sg D
eU�A

c	 � D
eU�A	� ce qui

implique en fait �ii	�
R�eciproquement supposons �ii	 satisfait� soit x �� y � S� puis posons

A � fz � S �H
eU
�y� z	 � H

eU
�x� y	g � fyg� Par l
absurde supposons que

x �� A� ce qui nous assure que si r � Cx�y alors e
eU
�r	 � D

eU
�Ac	 et ainsi

il appara��t que D
eU
�A	 � D

eU
�Ac	 � H

eU
�x� y	� Mais soit z � A et z	 �

Ac tels que U�z	 � V �z� z		 � D
eU
�A	� on aboutit �a la contradiction que

H
eU
�z� z		 � H

eU
�x� y	� d
o�u �nalement x � A� et le r�esultat annonc�e s
en

d�eduit ais�ement�

Pour terminer� consid�erons la situation du temps discret ! de mani�ere simi�
laire au d�ebut de cet appendice� on dispose d
une �evolution � � N 
 R


et on s
int�eresse aux cha��nes de Markov inhomog�enes dont le noyau de pro�
babilit�es de transition �a tout instant n � N� est Q	n � Pour �etudier ces al�
gorithmes� on est amen�e �a �evaluer plut�ot le comportement pour � grand de
��� ln���Qr�

	 Q
r
	 � �			� o�u r � � est un entier� on aura remarqu�e que le noyau

markovien Qr�
	 Q

r
	 est bien r�eversible par rapport �a �	 � il est parfois appel�e

le sym�etris�e multiplicatif de Qr
	� Plus pr�ecis�ement� on a montr�e dans Miclo

�����	 en consid�erant des chemins� que la limite suivante existe pour tout
r � ��

cr � � lim
	�
�

��� ln���Qr
	Q

�r
	 � �			 � ������ ���'	

et surtout� du moins si V ne prend pas que les valeurs � ou ��� ce que l
on
supposera d�esormais �sinon on est dans le cas homog�ene o�u Q	 ne d�epend
pas de � � �� et il peut alors se poser des probl�emes de p�eriodicit�e	� qu
il
existe r� � card�S	� � tel que pour tout r � r�� cr � c�
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En s
inspirant de ce qui pr�ec�ede� on peut retrouver plus simplement ces
r�esultats � tout d
abord prolongeons V sur S � S en posant

 x � S� V �x� x	 � � lim
	�
�

��� ln�Q	�x� x		

�ainsi V �x� x	 � � d�es que Q�x� x	 � � ou s
il existe y �� x tels que � �
V �x� y	 � ��� et V �x� x	 � �� sinon	� On pose ensuite pour r � ��
x� y � S� Vr�x� y	 � min

x����� �xr���S
V �x� x�	 � V �x�� x�	 � � � �� V �xr��� y	

de sorte que pour tous x� y � S et tout r � ��
lim

	�
�
��� ln�Qr

	�x� y		 � �Vr�x� y	�
En utilisant alors que� pour tout A � S�

�	��IAQ
r�
	 Q

r
	��IAc		 � �	�Q

r
	��IA	Q

r
	��IAc		�

on obtient que

� lim
	�
�

��� ln�I�Qr�
	 Q

r
	� �			

� max
���A
S� A��S

min
x�S� y�A� z�Ac

U�x	 � Vr�x� y	 � Vr�x� z	� U�A	� U�Ac	

ce qui par le biais du th�eor�eme ��� montre que ���'	 existe bien et que cr
vaut l
expression ci�dessus�
Par ailleurs� chacun des termes �	�Q

r
	��IA	Q

r
	��IAc		 est croissant en r �

N
� �en e�et �	��Q

r
	��IA		

�	 � �	�Q	��Q
r��
	 ��IA		

�		 � �	��Q
r��
	 ��IA		

�	 et

�	�Qr
	��IA	Q

r
	��IAc		 � �	�A	� �	��Qr

	��IA		
�		� et d
autre part notons que

pour tout r � N�� cr � c� En e�et� en utilisant la d�e�nition de la probabilit�e
invariante� il appara��t que pour tous x� y � S� U�x	 � V �x� y	 � U�y	� Pour
x� y � A et z � Ac� soient x�� � � � � xr�� � S tels que Vr�x� z	 � V �x� x�	 �
V �x�� x�	 � � � �� V �xr��� z	� et consid�erons un indice � � i � r � � tel que
xi � A et xi
� � Ac �en convenant que x� � x	� on a alors U�x	�Vr�x� z	 �
U�xi	 � V �xi� xi
�	 et Vr�x� y	 � �� ce qui prouve que

min
x�A� y�A� z�Ac

U�x	 � Vr�x� y	 � Vr�x� z	 � D�A	

et d
une mani�ere similaire� on obtient

min
x�Ac� y�A� z�Ac

U�x	 � Vr�x� y	 � Vr�x� z	 � D�Ac	 � D�A	

dont d�ecoule l
in�egalit�e cr � c annonc�ee�
Pour montrer l
existence d
un r� � card�S	 � � tel que cr � c pour

r � r�� il su�t donc de voir que pour tout � �� A � S� A �� S �x�e� il existe
r��A	 � card�S	� � tel que

min
x�S� y�A� z�Ac

U�x	 � Vr��A��x� y	 � Vr��A��x� z	 � D�A	� ����	

Pour ceci� soit �x�� y�	 � A � Ac tel que U�x�	 � V �x�� y�	 � D�A	 �de
mani�ere analogue� on peut consid�erer le cas o�u U�y�	�V �y�� x�	 � D�Ac	 �
D�A		� Si V �x�� y�	 � �� on a V �x�� x�	 � �� ainsi en prenant r��A	 � ��
puis x � x� � y et z � y� dans ����	� on obtient le r�esultat voulu�
Sinon� soit p � �pi	��i�N � Cy��x� tel que e�p	 � H�y�� x�	 � H�x�� y�	 �

U�x�	 � V �x�� y�	 � D�A	� On supposera de plus que p est injectif � pour
tous � � i �� j � N � on a pi �� pj �
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S
il existe � � i � N � � tel que V �pi� pi
�	 � �� soit j � minfi � k �
N � fpk� pk
�g �� A ou fpk� pk
�g �� Acg� o�u on a convenu que pN
� � y��
Il su�t alors de prendre r��A	 � j� i�� et� suivant les cas� x � pi� y � pi�
z � pj
� ou x � pi� y � pj
�� z � pi dans ����	� pour conclure au r�esultat
escompt�e�
Si p ne satisfait pas la propri�et�e pr�ec�edente� notons qu
alors pour tout

� � i � N � U�pi	 � U�x�	 � U�y�	� Ceci nous am�ene �a d�e�nir C l
ensemble
des z � S pour lesquels il existe un chemin plat allant de y� �a z et un
chemin plat allant de z �a y�� un chemin q � �qi	��i�N � �etant dit plat si
pour tout � � i � N 	� U�qi	 � U�q�	 et V �qi��� qi	 � �� Notamment tout
le chemin p est inclus dans le plateau C� Puisque V ne prend pas que les
valeurs � ou ��� il existe n�ecessairement x� � C et y� � S tels que� soit
� � V �x�� y�	 � ��� soit V �x�� y�	 � � et U�x�	 � U�y�	� Quitte �a modi�er
p� on peut supposer qu
il passe par x�� et soit � � i � N tel que xi � x�
�p n
est plus n�ecessairement injectif� mais on suppose par contre que le
chemin �pk	i�k�N l
est	� On consid�ere alors l
indice i � j � N d�e�ni comme
pr�ec�edemment� Si V �x�� y�	 � �� on proc�ede de la m�eme mani�ere que ci�
dessus pour se rendre compte que l
on peut prendre r��A	 � j � i � �� Si
par contre on a V �x�� y�	 � � et U�y�	 � U�x�	� distinguons encore deux
possibilit�es �
� si x� et y� n
appartiennent pas tous les deux soit �a A soit �a Ac� on peut

alors reprendre les consid�erations pr�ec�edentes avec x� � x� et y� � y� pour
voir qu
il existe un r��A	 � card�S	� � qui convient�
� Si x� et y� appartiennent tous les deux soit �a A soit �a Ac� construisons

une suite �nie y�� � � � � yj�i
� telle que pour tout � � k � j�i� V �yk � yk
�	 �
� �c
est possible car pour tout z	 � S� il existe au moins un z		 � S tel que
V �z	� z			 � �	� Suivant que x� � A ou x� � Ac� tous les y�� � � � � yj�i
� restent
dans A ou dans Ac� Il appara��t donc en consid�erant x � x�� y � yj�i
�� z �
pj
� ou x � x�� y � pj
�� z � yj�i
�� dans ����	� que r��A	 � j � i � �
convient�
En �etant un peu plus soigneux� les arguments pr�ec�edents permettent d
ob�

tenir un r� qui convient de la mani�ere suivante � on appelle point plat un
�el�ement x de S tel que V �x� x	 � �� et tel que pour tout y � S� V �x� y	 � �
implique que U�y	 � U�x	� Un chemin injectif p � �pi	��i�N � avec N � ��
sera dit un pont� si p� n
est pas un point plat� si V �p�� p�	 � U�p�	�U�p�	�
si pour tout � � i � N � �� pi est un point plat� et si V �pN��� pN��	 � ���
Un chemin p � �p�� p�	 de longueur � sera quant �a lui dit un pont� si
V �p�� p�	 � �� On note C l
ensemble des couples �x� y	 de points x �� y � S
pour lesquels il existe un pont p les reliants et satisfaisant e�p	 � H�x� y	�
On d�e�nit ensuite d�x� y	 comme �etant la plus petite longueur d
un tel che�
min� On peut alors prendre� toujours si V ne prend pas que les valeurs � ou
���

r� � max
�x�y��C

d�x� y	

ce qui est une estim�ee de minfr � � � cr � cg di��erente� et souvent un peu
meilleure� de celle pr�esent�ee dans Miclo �����	�
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