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A PROPOS D’UNE DEMONSTRATION
DE K. TANDORI

Michel WEBER

Université de Strasbourg

Dans un article bien connu des spécialistes de la théorie des fonctions orthogonales
(T], K. Tandori démontre la proposition suivante

Proposition A. ([T), Hilfsatz p.249) Soit (a,,1 < n < M) une suite de réels positifs.
Soit (¢1,...,9Mm) un systéme orthonormal d’un espace L%(X, u) ot (X, A, i) est un espace
probabilisé. Alors

2 M 2 2
< Clloghf.Y allog LTI

1Snrlnach la1o1(z) + ... + ampm(z)|

ou C est une constante universelle.
Cette proposition améliore le résultat séminal de Rademacher-Menchov

Proposition B. ([A], 2.3.1. p.79) Soit (an,1 < n < M) une suite de réels positifs.
Soit (p1,...,pm) un systéme orthonormal d’un espace L?(X, u) ot (X, A, p1) est un espace
probabilisé. Alors

2

lsr?nag(M larp1(z) + ... + amom(T)]

M
< C.(log M)%.) " af,
k=1

2.u

ot C est une constante universelle.

Ces deux inégalités permettent d’obtenir sans peine par une technique de blocs, des
critéres pour la convergence presque sire des séries & termes orthogonaux.

Théoreme A. ([T}, Satz p.249) Soit (an)n>1 une suite de réels positifs. Soit (Pn)n>1
un systéme orthonormal d’un espace L*(X, u) ou (X, A, 1) est un espace probabilisé. Sous
la condition

1
Zai(log k)(log.,. -a—z) < 20,
k>1 k

la série > k>1 Ck¥k converge p-presque sturement.
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Dans ’énoncé précédent, on a posé

T st T2>e,
log, r =
1 st 0<z<e.

Théoreme B. ([A], 2.3.2. p.80) Soit (an)n>1 une suite de réels positifs. Soit (Yn)n>1
un systéme orthonormal d’un espace L?(X, u) ot (X, A, 1) est un espace probabilisé. Sous
la condition

Z a(log k)? < oo,
k>1

la série Y-, crpr converge u-presque sirement.

L’énoncé A est, dans ’absolu, strictement meilleur que 1’énoncé B. 1l suffit pour s’en
convaincre de considérer ’exemple suivant:

n=3 si k=127,
b2 sinon,

ot (bi)x vérifie >, b2 (Iog + Elf) (log k) < co. On vérifie facilement que

1
Z a2 (logk)? = oo, Z a2 (log k)(log, a—2) < 0.
E>1 k>1 k

Alors que la proposition A se démontre a ’aide du chainage binaire classique, Tandori
introduit pour démontrer la proposition B, un chainage binaire pondéré par les coefficients
a2, ceux-ci agissant comme des poids pour découper l'intervalle [1, M]. L’idée consiste en
effet & scinder {1, M| en deux sous-intervalles suivant la position de la médiane de la suite

(ZKn a?,n < M), puis & répéter successivement la méme opération a chacun des sous-

intervalles obtenus, en l'alternant avec le découpage binaire classique, de fagon a conserver
un épuisement exponentiel de Uintervalle [1, M] en sous-intervalles. La démonstration
repose sur un argument combinatoire-clé explicité en (F), et qui est intéressant en lui-
méme. En effet, il s’agit d’évaluer pour tout 1 < k < M, le nombre de sous-intervalles
obtenus contenant k. Malheureusement, seuls les passages essentiels de la démonstration
sont indiqués dans la preuve originale de K. Tandori. L’estimation (F) par exemple,
est énoncée sans démonstration. Ayant passé un certain temps & chercher a obtenir
une compréhension rigoureuse de la démonstration de cette proposition, et notamment
de 'argument combinatoire-clé, il m’a semblé utile de proposer une rédaction détaillée de
la preuve de Tandori, afin d’en faire profiter le lecteur éventuel, en lui évitant ainsi d’avoir
a refaire le méme travail.



Démonstration.

Etape 1 : (Emiettement de l'intervalle [1, M]) On suppose M > 3. Sans restreindre
la généralité. on peut aussi supposer que

M
0o = Z aﬁ =1
k=1
On pose pour alléger I’écriture
ck=a£, k=1,2.....M.
Pour tous entiers 1 < a < b, on note
[a,b] = {a,a+1,...,b} [a] = {a}.

On convient que Y, 4 = 0. On définit deux correspondances.

S (césure): soit 0 =) _, ., Ck et notons

1
m=inf{k2a:ca+...+ck2§a}, N=b-a+1.

On distingue 3 cas:
Cas I: N=1,a=b;  alors §([a,b]) = S([a]) := {0}.
Cas 22 N =2,a+1=b; alors 8([a,d]) = S([a,a + 1]) := {[a], [a + 1]}

Cas 3 N > 3; alors on distingue deux nouveaux cas:
(83—a) m=a (c; > 50); alors S([a, b)) = {[a], [a + 1,0]}.
(3—0) a<m<b alors a <m —1 et S([a,b]) = {{a,m — 1], [m,b]}; et on

observe que 3, m1] Gk < ls.

D (division): on distingue 2 cas:
Casl: N=1lou2; alorsD=S8
Cas 22 N >3; posons m = a + [1—V-2il] alors

D([a,t]) = {la,m — 1, [m, b]}.

On émiette I'intervalle de départ I = [1, M] par composition successive et alternée des
correspondances S et D:

S—DoS—8SoDPoS —DoSoDoS — ...

Notations :
-étape 0 : c’est [ = [1, M].
-étape 1 : c’est le résultat produit par 'action de S sur I.
-étape 2 : c'est le résultat produit par 'action de Do S sur I.
(etc...)



-pour tout k > 1, les intervalles produits a ’étape k sont notés

Ijlv“'vjk jl""?jkzoou 1

On note (mj,,... j,)j....j. les points de divisions (i.e. les valeurs de la quantité m inter-
venant dans la définition des opérations S et D) réalisées a l'étape k (k > 1). Et on

pose
o-jlv'--ejk = : : q.

La correspondance D va garantir un épuisement exponentiel de l'intervalle I'; ’exemple
de la suite ¢y = 27%, k = 1,..., M montre la nécessité de 'introduction de D. Notons

ici que cette suite est pourtant une bonne suite pour la convergence presque partout des
séries orthogonales.

Etape 2 : (Nombre d’étapes) Si a I'étape 2h, h > 1, on trouve encore un intervalle
de longueur > 2; c’est qu’il est contenu dans un intervalle existant & 1’étape précédente,
lui-méme moitié d’un intervalle obtenu par D & l’étape 2(h — 1). Par suite, en remontant
les étapes paires

2h < M.

Il n’y a donc qu'un nombre fini d’étapes paires pour lesquelles on puisse trouver un intervalle
de longueur > 2. Soit 2H la derniére étape paire; alors 27 < M.
L'émiettement de I est donc achevé au plus a I’étape 2H + 1. On a donc montré

nombre mazimal d'étapes < 2logo M + 1 < 3logy, M.

FEtape 8 : (L’estimation-clé) Notons 13, 1 < k < M, le nombre d’apparitions de k
dans les intervalles I;, . ;, ! < 3logy M. Nous allons établir

T <10 <log+%+1>. (E)

Montrons comment conclure a 'aide de cette estimation. Notons
Tjtrsin = Z arpr.

Toute somme partielle peut s’écrire sous la forme
alcpl(x) + ...+ amcpm(:c) = 5'-,'1 (1?) + 5‘,;11'2(213) + oo+ Fig ik (.’E)
L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

k (3log, M]
~ - 2 - 2
165, () + Giyi (@) + -+ Giy i (@ KD |Giy,iy ()] < Bloge M D [y, (@)
i=1 j=1

Par suite
[3logy M] 0
2 -
Ignas}{M larpr(z) + ...+ amem(2)|” < 3log, M Zl |(fz-l ,,,,, i (a:)l .
J'__



En intégrant

[3log, M]
\nax laip(z) + - ,, S3log M Z Z
M
= 3logy, M Za?Tz
=1
M

1
< 30log, MZ af log,, =
=1 l

FEtape 4 : (Démonstration de l'estimation-clé) C’est la partie délicate de la démons-
tration: le probleme réside dans le contrdle des facteurs d’erreur inhérents aux ” petits nom-
bres” (voir exposition des cas dans ce qui suit). Introduisons aussi une notation commode:

n fois

N
nx0,1=0,...,0,1.

Notons 7',% le nombre d’apparitions de k dans les intervalles de la forme [1,z], z > 1,
produits par l’émiettement jusqu’a ce que 1 soit isolé. Pour évaluer 7%, nous commencerons
par évaluer 7}. Nous distinguerons plusieurs cas.

e (8 >3): Donc, il existe au moins trois intervalles de la forme [1,z], z > 1,
différents et contenant k. Il existe par conséquent un unique entier j > 2 tel que:

k € [mjxo,1, M(j-1)x0,1]-
Nécessairement,
k< mop,1 <m; < M.

Et 'on a aussi
k

Tix0,1 < Zcz < O(j-1)x0.1-
=1
On montre que pour tout entier a > 0

Oaxo01 < 276 gy,

sia =2b+ 1 ou a = 2b. Montrons-le dans le cas impair; dans le cas pair, le raisonnement
est similaire.

1

26701 < 5501 < G790

Oax0,1 < O(g—1)x0,1 < §U(a—2)xo,1 <.. 2b

D’ou:
k
- ot
ZCz < oG-1x01 < 2047 g < 2l 1o
=1



En raisonnant suivant que m;xo.; = 1 ou > 1, on montre que 'r,i =jouj+ 1. Et donc
Jj+1>7i. Dou,

k
237 3" ¢ < o, (a)
=1

Mais quel que soit ¢ > 3 entier, [5]log2 > €. D’ou l'on tire

1 k ,
exp(gﬂi) (Z cz> < 0. (a)
=1

Notons U} U'intervalle résiduel dans lequel se trouve & & 1’étape 7}. On a encore

eXP(%Ti) D al <oo (8)

leU}

e 7t =2 Ou bien k = 1, et donc 7, = 7} = 2. D’ou (E) directement. Ou bien
1 < k < M: comme on suppose M > 3. nous tombons dans le cas (3) de la définition de
la correspondance S. Alors, ou bien m = 1, et dans ces conditions la césure S produit les
intervalles (1], |m, M|. Mais comme 7} = 2, cela implique nécessairement que k = 1, ce
qui est exclu. Enfin si m > 1, la césure S produit les intervalles [1,m — 1] et [m, M]. Donc
k€ [l.m — 1], et I'on sait que ¢y n_qy € < 5.

Il en résulte ici aussi que ZteU; a < Zle[l,m—l] g < % Et par conséquent, la encore

(B) est réalisée puisque
e%'22c152201§00.
leU; leU}
e 7l =1 Alors k apparait dans [1. M] seulement. En utilisant la définition de m
dans la correspondance S, onam < k < M.
a) -ou bien m < k < M; alors ZleU; a < Zle]m,M] < -é— Et ceci implique

ek ZCZSQquJO.
leU} leU;

Dot (8).

b) — ou bien m = k; on distingue encore deux sous-cas (cette situation correspond
au cas ol on étudie le nombre d’apparitions de 1 dans les intervalles de la forme [1, z])

i) k+ 1= M; alors 7 = 3, cela correspond a ([1, M|, [M — 1, M|, [M —1}])

1) k+ 1 < M; donc Card([k, M]) > 3.

— ou bien le nombre d’apparitions de k dans les intervalles de la forme {k, z| est

< 2: et alors 7y, < 2+1 = 3. Ici encore, (F) est directement établi, car le processus s’arréte.

~ou bien il est > 3. On tombe alors dans le premier cas de figure. D’olt, 7, < 14¢
avec ¢ > 3 et 2l8le, < 1.

On a donc e(cg)® < 1; par suite ¢ < 5log 31; Le processus s’arréte, et l'on a I’estimation
1 1

Tk <1+5log— <5{({1+log—}. (7)
Ck N Ck

6



Par suite. le cas (7} = 1)-b) implique (v).
Seules les configurations (7; > 2) et (7} = 1)-a) permettent de réenclencher le processus
d’émiettement. Notons U} = [a,(]. Pour compter le nombre d’apparitions de k dans

les intervalles de la forme [o, 2], & < z < 3, on opére comme précédemment. Soit 77 ce
nombre. Rappelons (3):

1
Z a < exp(—gré)oo,
leu}

et notons U7 I'intervalle résiduel correspondant. Dans les cas (72 > 2) ou (77 = 1)-a), on
a

1
exp(—5-(‘r,§ + 1)) Z gl <Ll
ley?

Sinon, dans le cas (17 = 1)-b), 7x < 3+ 7} ou 7 < 7} + ¢+ 1 avec 21#9¢; < 1. Ceci
implique

T <10 (1+logci>.
k

Soit 7 > 1 l'entier tel que 'on puisse écrire
Tk =Tp+...+ 7L
Suivant que 7 tombe dans l'une ou I'autre des classes de configurations, on aura soit

1 1 1
exp(g*rk).c;c = exp(gr,i +.. + T <1 = T < blog p_

soit

1 1
exp(gr,é+...+7',:_1)ckSexp(gT,i+..-+T;:_l) Z a <l

Etm <3+7i+...+7 toun <7t +...+7 ' +c+1lavecc >3 et ecc < 1. Donc,
soit 7 < Slogi, soit T §3+510gi ou soit 7 < 510g21:+510g;1;+1.
En définitive, on a montré

Tk§10(10g+ci+1>.
k
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