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Un problème de régularité dans l'équation de 

cobord 

Stéphane Le Borgne 

IRMAR, Université de Rennes I, 35042 Rennes Cedex 

I Introduction 

On dit qu 'une fonction / définie sur un système dynamique (À", T, / i ) est un cobord 

s'il existe une fonction h mesurable telle que 

f = h - T h . (1) 

Les cobords ont vis à vis de la dynamique T un statut particulier. Par exemple , si h 

est continue dans (1 ) , la somme des valeurs de / le long d'une orbite périodique quel­

conque de T est nulle. Dans de nombreux cas cette propriété est une caractérisation 

des cobords réguliers ([2],[6],[7]). 

Nous nous intéressons ici à un problème légèrement différent. Dans (1) lorsque / est 

régulière que peut-on dire de la régularité de Kl Soit h une fonction mesurable telle 

que h — Th soit régulière. Peut-on trouver dans la classe de h une fonction régulière 

h1 telle que h - T h = h ' - Th'1 

Nous montrons comment on peut aborder ce p rob lème sur deux exemples : 

1) La transformation T est un automorphisme ergodique de tore 

2) La transformation T est l 'application au temps 1 associée au flot géodésique sur 

une surface compac te de courbure -1 . 

Dans un premier temps, nous utilisons le théorème suivant pour nous ramener au 

cas où h est de carré intégrable. 
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Théorème 1.1 Soient (X,B,ji,T) un sytème dynamique inversible, A une sous-

tribu de B telle que A C TA et f une fonction dans L2 (fi) d'intégrale nulle telle 

que 

£ (/!•/*») Ib < « > et £ | | / - £ ( / | X ) | | 2 < o o , 
n>0 n<0 

où An = T~nA. Alors, il existe deux fonctions g et h dans L2(fi), telles que g 

engendrent une suite de différences de martingale et f = g + h — Th. Si g n'est pas 

nulle presque partout la suite n~1/2Sn(f) converge en loi vers une variable gaussienne 

non dégénérée. 

La notation Snf désigne la s o m m e de Birkhoff Snf = YlkZo Tkf. 

Si une fonction / est un cobord mesurable alors n _ 1 / 2 5 n ( / ) converge en probabili té 

vers 0. Si de plus la fonction / vérifie les hypothèses du théorème précédent alors 

il existe une fonction h de carré intégrable telle que / = h — Th (sinon n - 1 / 2 S n ( f ) 

convergerait en loi vers une variable gaussienne non dégénérée). 

Cette information étant acquise, nous poursuivons l 'étude en utilisant l 'analyse de 

Fourier pour le premier exemple , le théorème de Birkhoff pour le second. 

II Exemple 1 

Une matrice carrée de taille c/, à coefficients entiers et de déterminant ± 1 , définit 

un automorphisme T du tore de dimension d préservant la mesure de Lebesgue m 

T : TTd —>TTd : x\—> Mx m o d 1. 

Le système dynamique ^2T^,T, rnj est ergodique si et seulement si M n'a pas de 

valeur propre racine de l 'unité. 

Notons IZjfd la classe des fonctions f (z L2 (jTd^ de série de Fourier 

/(') = Yl c*exp(2Mr(fc,-)) 

telle qu'il existe R > 0 et 6 > 2 tels que, pour tout b > 0, 

Nous avons construit dans [4] une filtration (An)neN de la tribu borélienne sur le 

tore telle que, si / appartient à la classe TZ^d on a : 

£ | | £ ( / I A ) | | 2 < o o et £ | | / - £ ( / | . 4 n ) | | 2 < o o 

n>0 n<0 
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Proposition II. 1 Soient T un automorphisme ergodique non nécessairement hy­

perbolique du tore TTd et f une fonction d fois différentiable de dérivée dxme hôldéri-

enne. Si f est un cobord mesurable alors c'est un cobord dans l'ensemble des fonc­

tions holdériennes. 

Sous ces hypothèses la fonction / appartient à la classe TZjpd donc , si / est un cobord , 

c'est un cobord dans l 'ensemble des fonctions de carré intégrable (cf. Introduction). 

La proposit ion est alors une conséquence directe de résultats de Livshits (remarque 

3 dans [6]) et de Veech (corollaire 5.14 dans [7]). 

Nous donnons ci-dessous une autre preuve n'utilisant pas ces résultats. Elle repose 

sur les deux lemmes suivants. On trouvera une preuve du premier dans l'article de 

Katznelson [3] ou dans le livre de Leonov [5]. 

Lemme II .2 Soit M une matrice carrée d x d à coefficients entiers. Soient V et 

W deux sous-espaces M-stables de IRd tels que lRd = V (&W et les restrictions de 

M à V et W n'ont pas de racines communes. Si V fl 2Zd = { 0 } ; alors il existe une 

constante K > 0 telle que, pour tout keZd\ { 0 } , on ait 

d(k,V)>K\\k\\-\ 

où q désigne la dimension de V. 

Lemme II .3 Soient f et h dans L2(lRd), Ck et <4 leurs coefficients de Fourier 

respectifs. Supposons que f et h soient liées par la relation : f = h — Th. S'il existe 

K > 0 et l > 0 tel que 

\ck\<K\\k\\-1, 

alors, pour tout e > 0, il existe K' tel que 

|4| < K' ||*||e-''. 

Preuve. La série de Fourier de h — Th est donnée par : 

{dk ~ d t M - i k ) exp(2i7r(fc, •)) 

Les deux fonctions f et h — Th étant égales, elles ont mêmes coefficients de Fourier. 

Pour tout k dans 2Là\ on a : 

Ck = dk — d t M - \ k . 

En sommant les relations c t M J k = dtMJk — dtMJ-ik, on obtient : 

l i 

dk — d t M - i - i k = ^2 CtM-Jk et d t M i k — dk = CtMJk-

i=o j = i 



4 

Si k est un élément non nul de lorsque | / | tend vers l'infini, le vecteur
 tMlk tend 

vers l'infini, donc | r f t M^l tend vers zéro et les égalités précédentes entraînent : 

oo co 

dk = Yl CtM~Jk = - CtMJk-
j=0 j=l 

Soit F'u (resp. F s ', resp. F'e) le sous-espace vectoriel *M-stable associé aux valeurs 

propres de modu le plus grand que (resp. plus petit que, resp. égal à) 1. Pour 

a = e, u, s, notons ira la project ion sur F'a parallèlement à la somme des deux autres 

F6'. Considérons une norme | | • | | sur IRd qui soit la somme de normes définies sur 

chacun des trois espaces F'a. Il existe a G { e , u , s } tel que ||7raA;|| > | |A: | | /3 . 

Si ||7ruA;|| > | | fc | | /3 alors, c o m m e la restriction de lM à F'u est dilatante, il existe 

Ro > 0 et a > 1 tel que l 'on ait 

> H ^ M ^ H = W'M^kW > Ro^\\7ruk\\ > ^ 8 ! . 

En utilisant les relations dk = — YjJL\CtM^k e^ \ck\ < K nous obtenons 

1 — a 1 

Si ||7r 5fc|| > ||A;||/3 alors, l 'égalité dk = YlJLo&M-Jk e ^ le fait que la restriction de 
t M " 1 à F's soit dilatante fournissent une inégalité similaire. 

Si ||7reA;|| > | | fc | | /3 alors, d 'une part, c o m m e la restriction de lM à Fe n 'a que des 

valeurs propres de module 1, il existe Ri > 0 tel que 

iiMf*n > i r M ^ i i > ^ i f y M > 

D'autre part, le l emme II.2 (avec V = F'e + F'a et W = F'u) permet d'affirmer 

l 'existence d'un nombre R2 > 0 tel que 

| | ' M ' f c | | > H ' M ^ f c l l > R0a
J\\7ruk\\ > RQcPR2\\k\\-d. 

Il existe A > 0 et un entier j(k) < A l o g tel que, pour j plus grand que j(k), on 

ait 

R0a
jR2\\k\\-d>a^2\\k\l 

On peut alors écrire 

j(k) oo 

K l = \YsCtMJk+ CtMik\ 

j=l j=j(*)+l 
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j = \ \ ÔJ I j=j(k) + l 

Cela prouve l 'existence d'un nombre R3 > 0 tel que 

\dk\<R3(\og\\k\\f+i\\k\ri. 

Le résultat est maintenant clair. • 

Preuve de la proposition. Si la fonction / vérifie les hypothèses de la proposit ion II.l 

alors il existe des nombres K et (3 strictement positifs tels que les nombres {ck)kç.%d, 

les coefficients de Fourier de / , vérifient les inégalités 

MkeZd, \ck\ < K \\k\\-d-a. 

Si de plus / est un cobord , il existe une fonction h de carré intégrable de coefficients 

de Fourier {dk)k€2Sd telle < l u e / = ^ ~ D'après le l emme II.3, il existe des 

nombres K1 et 7 strictement positifs tels que les coefficients de Fourier de h vérifient 

les inégalités 

\/ke%d
 \dk\<K' \\k\\-d-\ 

Ceci entraîne que h est égale presque partout à une fonction hôldérienne (la somme 

de sa série de Fourier). • 

III Exemple 2 

Une surface compac te de courbure constante S est le quotient du demi-plan de 

Poincaré M2 par un sous-groupe discret co -compac t T de SL(2,1R) : 

S = M2/T. 

En identifiant TlS, le fibre tangent unitaire de 5 , au quotient 5 L ( 2 , M)/r, on peut 

représenter le flot géodésique sur TlS c o m m e l 'action sur 5 L ( 2 , M)/T du groupe à 

un paramètre 
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Les flots horocycl iques sont définis par l 'action des deux groupes à un paramètre 

suivants : 

{ * • * = ( i i) / î €4 
On vérifie immédiatement les deux égalités : 

gth
u

rg;X = hu

etr gtK9Ïl = K-<r. (2) 

L'application 

T : SL(2,M)/T —> SL(2,R)jT : xT >—> gxxY 

préserve la mesure de probabili té homogène m . 

Nous munissons TlS d 'une distance Riemannienne quelconque, notée d, et désignons 

par B(x, r) la boule de centre x et de rayon r. Soit A un nombre strictement positif. 

Les égalités (2) permettent d'établir l 'existence d 'une constante Pa > 0 telle que 

l 'on ait, pour tout x G T 1 *? , tout t G [—A, A) et tout k G W : 

d(gkx,gkh
s

tx) < PAe~k d(x,hs

tx) et d(g.kx,g.kh
u

tx) < PAe~k d(x,hu

tx). (3) 

Proposition III. 1 Soit f une fonction holdérienne sur TXS d'ordre (3 < 1 sur 

TXS. Si f est un cobord mesurable alors il existe une fonction ip holdérienne d'ordre 

(3/2 telle que f — i\) — Ti/j. 

Preuve. Nous avons construit dans [1] une filtration (An)neN l a tribu borélienne 

sur TlS telle que, pour toute fonction g holdérienne, on a : 

£ l | £ ( / l - 4 « ) | | 2 < 0 0 et Y,Wf-EU\An)\\2<™ 
n>0 n<0 

L'argument présenté dans l ' introduction s'applique à / : / est un cobord mesurable 

donc c'est un cobord dans l 'ensemble des fonctions de carré intégrable. En parti­

culier, il existe (f> intégrable d'intégrale nulle telle que / = <f> — Tcf). Pour tout entier 

n > 1, notons Snf et S-nf les sommes 

Snf = E Tkf, 
o 
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L'égalité de cobord fournit les identités suivantes : 

i N i N 

i N -i N 

Notons Xq l 'ensemble des points x tels que la valeur de <j> en x soit donnée par les 

limites 

<f>(x) = l im 1Ç S B / ( s ) = - l im 1Ç 5 _ „ / ( x ) . 

Les transformations T et T " 1 étant ergodiques, l 'ensemble sur lequel les suites 

jj Tnà et jj Yli T~n(f) tendent vers 0 est de mesure 1, donc X0 est de mesure 1. 

Soit t un nombre réel appartenant à [—A, A]. Supposons que x et h\x appartiennent 

tous les deux à Xq. Soit R > 0 tel que, pour tout x et y dans r 1 ^ , on ait \f(x) — 

f(y)\ ^ R d(x, y)P. La propriété (3) de contraction de T le long des flot horocycliques 

conduit à l'inégalité suivante : 

\f(Tkx) - f(Thhs

tx)\ < Rd(Tkx,Tkhs

txf < RP^e^d(x,hs

txf. 

On en déduit 

\Snf{x) - Snf{h\x)\ < RPi(Ze-k0)d{xX^f, 
0 

puis 
oo 

M*) - 4>{hs

tx)\ < RPH(Y,e-kfi)d(x,hs

txf. (4) 
0 

Notons R'A le réel RP^YÏq e~k(3). Si x et h%x appartiennent tous les deux à X0 on 

montre de la m ê m e façon en utilisant l 'égalité <f>(x) = — lim S-nf que l 'on a 

\<l>(x) - <f>(hu

tx)\ < R'Ad(x,hu

txf. (5) 

Cela signifie que la restriction de <j> à Xq est régulière le long des orbites des flots 

horocycliques et suffit à prouver que <f> coïncide preque sûrement avec une fonction 

hôldérienne. La raison en est que deux points x et y de TlS peuvent être joints 

par quatre morceaux d'orbites des flots horocycl iques de longueurs comparables à 

yjd(x, y). C'est ce qu 'expr ime le l emme suivant dont on trouvera une démonstrat ion 

plus bas. L 'énoncé un peu compl iqué donné ici est nécessaire à cause du fait que 

nous disposons des inégalités (4) et (5) uniquement si Itfx, hs

tx appartiennent à 
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Lemme III.2 / / existe C > 0, a > 0 et X4 de mesure 1 tels que pour tout x G X4, 

pour presque tout y G B(x,a), il existe (^1,^2,^1,^2) G [—Cyjd(x, y ) , Cyjd(x, y ) ] 4 tel 

que x, hs

hx, h^h^x, h^h^h^x et y — h^h^h^h^x appartiennent à Xq. 

Finissons la preuve de la proposit ion III. 1. Soit x un élément de X4. Pour presque 

tout y G B(x,a), il existe { t u t 2 j v u v 2 ) G [-Cyjd(x,y), Cyjd(x,y)]4 tel que x, hs

hx, 

h^h^x, h^h^h^x et y = h^h^h^h^x appartiennent à î 0 . En prenant pour A le 

nombre C \ / a , les inégalités (4) et (5) entraînent : 

| # * ) - # y ) | < l ^ - ^ ^ l + l ^ ^ - ^ ^ x ) ! 

+ W / « * ) - < W A > t > ) l 

< R'A(d(x,hs

tixf + d(hs

tix,hu

Vlh
s

hxf 

Les applications £ i-> et i i-> / ^ z sont lipschitziennes (uniformément en z) et 

le quadruplet (£1,^2,^1^2) appartient à [—C^d(x, y ) , Cyjd(x, y ) ] 4 donc les quatre 

distances apparaissant ci-dessus sont comparables à yjd(x, y ) : il existe L > 0 tel 

que 

\<K')-<Ky)\<^yf/2-
Pour tout a; G T 1 *? , notons P(x,a) l 'ensemble des points y de B(x,a) tels que 

\(f>(x) — 0 ( y ) | < Ld(x,y)0/2. Convenons de plus que P1(x,a) est égal à P(x,a) 

tandis que P~l(x,a) désigne °B(x,a). Nous avons montré que si x G X4 alors 

m(P(x,a)) = m(B(x,a)). Soit ( x n ) n > i une famille d'éléments de X | , dénombrable , 

dense dans TlS. Pour tout n, on a 

m l U ( \ p € k ( x k , « ) ) = l . 

La famille d 'ensembles 

( u fl^feû) 
\e€{-l , l}"fc=l / „ > ! 

étant décroissante, si on note Xoo sa limite, on a 

m ( X 0 0 ) = m ( [J n ^ ^ ^ a ) ) = 1. 

\ c € { - l , l } I V * k = l / 

Soient a: et y deux points de Xoq tels que d(x,y) < a et (xk^ieN* u n e suite tendant 

vers x. Si i est suffisamment grand, c o m m e x et y sont éléments de X ^ , on a : 

\cj>{x) - <f>(y)\ < \4>{x) - 4>(xkt)\ + \<j>(xkt) - <f>(y)\ < L(d(x,xktf'
2 + d(xkt,y)^2). 
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On en déduit que la restriction de <f> à Xoo est holdérienne d'ordre (3/2. La fonction ip 

continue sur T 1 .!?, égale à <j> sur est holdérienne d 'ordre (3/2 et vérifie / — ^ — Tift. 

• 

Lemme III .2 / / existe C > 0, a > 0 et X4 de mesure 1 tels que pour tout x G X4, 

pour presque tout y G B(x,a), il existe (£1, £2, ̂ 1, 2̂) £ [—C\Jd(x, y ) , Cyjd(x, y ) ] 4 tel 

que x, hs

tix, h" h\ x, h\h*h\x et y = h" h\ h* h\ x appartiennent à XQ. 

Preuve. En tout point l 'application 1—>• h^gvh
s

wx fournit un système 

de coordonnées locales en x de TlS. La variété TXS étant compac te , on peut la 

recouvrir par un nombre fini d'ouverts dans lesquels ces coordonnées sont définies. 

En appliquant le théorème de Fubini, on montre qu'il existe a > 0 (lié à la taille des 

cartes locales choisies) tel que : 

Il existe X\ de mesure 1 tel que, si x appartient à A \ , alors h\x G XQ pour presque 

tout t G [—a,a], 

Il existe X2 de mesure 1 tel que, si x appartient à X2, alors h%h*x G XQ pour presque 

tout (t, v) G [—a, a ] 2 . 

Posons X 3 = X0 D Xi fl X 2 . Si x appartient à X3 alors, pour presque tout G 

[—a, a ] 2 , et h^hs

tx appartiennent à XQ. 

On montre de la m ê m e façon qu'il existe X 4 , un ensemble de mesure 1, tel que si x 

appartient à X4 alors, pour presque tout (t,v) G [—a, a]2, s, /ifz et h„h%x apparti­

ennent à X 3 . Lorsque h"hs

tx appartient à X 3 , pour presque tout (t',v') G [—a, a ] 2 , 

h^htX, h^,h^hs

tx et h^th
s

tth^hs

tx appartiennent à XQ. Finalement, si x appartient 

à X4 alors, pour presque tout (t,v,t2,v2) G [—a, a ] 4 , x , h*tx, h^hîx, h^h^h^x et 

h"2h
s

t2hvh*x appartiennent à XQ. 

Pour tout r £ M, posons 

vi = yj\e~r - 1|, u 2 = - e r v u t 2 = e ( r ) y / | e " r - 1| et t x = - e r i 2 , 

où c ( r ) vaut 1 ou -1 selon que ( e ~ r — 1) est positif ou négatif. On vérifie immédi­

atement la relation 

Ceci permet d'affirmer qu'il existe a < a et C > 0 tel que, pour tout x et dans TXS 

et tout r < a , l 'application 

[Cyfi/2,C,fi/2}4—ïT'S : ( < i , « i , < 2 , f 2 ) — ^ ^ ^ ^ ^ x 

est surjective sur un voisinage de x contenant la boule B(x,r). C o m m e l ' image 

d 'un ensemble de mesure nulle par cette application est de mesure nulle, si x ap­

partient à X4 et r est inférieur à a ce qui précède montre que, pour presque tous 
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les points y de B(x,r), il existe (ti,t2,Vi,V2) ^ [ — C y ^ r / 2 ] 4 tel que £, 

h^h^x, h^h^h^x et y = h^h^h^h^x appartiennent a Xo. En particulier, pour 

tout entier k, pour presque tous les points y de de B(x,2~ka) \ B(x, 2~k~1a), il 

existe ( t u t 2 , v u v 2 ) G [ - C v ^ - ^ a , C v ^ - ^ a ] 4 tel que x, / ^ z , h^h^x, hs

t2h
u

vh
s

tix 

et y = h^h^h^h^x appartiennent à XQ. Dans ce cas 2~k~la est inférieur à d(x,y). 

C o m m e B(x,a) = UkB(x,2~ka) \ B(x,2~k~la) le l emme est prouvé. • 
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