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Fonctions harmoniques bornées sur 
certains groupes de Lie 

Christophe CUNY 
IRMAR, Université de Rennes I 

Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex, France 

1 Résumé 

Soit G un groupe de Lie résoluble connexe, /i une mesure de probabilité 
sur les boréliens de G. On cherche à résoudre l'équation de convolution suiv­
ante : h = /i * i i où h est une fonction borélienne bornée et pour tout j G G , 
h*f*{g) = fGh(gx)fi(dx). Nous appelons fonctions /i-harmoniques bornées 
les solutions h de ce problème. Sous certaines conditions sur /x (essentielle­
ment une condition d'étalement ) on obtient une représentation intégrale de 
ces solutions. 

2 Rappel de quelques résultats 

Raugi ([3],1977) obtient, pour G résoluble connexe, fi une mesure étalée 
ayant un moment d'ordre 1, la représentation intégrale suivante : Il existe une 
décomposition G = G f+G~, une mesure v sur G/G+ tels que toute fonction 
harmonique bornée h s'écrive : 

h(9) = / h(g- x)is(dx) 
JG/Gi 

pour une fonction borélienne bornée sur G/G+. Et les groupes G~ et G+ 
sont explicitement décrit en fonction du comportement de la marche aléatoire 
droite de loi ji. G/G+ est appelé /i-frontière. 

Jaworski ([2], 1996) montre que cette représentation intégrale reste val­
able sans hypothèse de moment : la //-frontière est alors un espace homogène 
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de la forme G/H où. H est un sous-groupe de G, contenant un groupe Cartan 
de G. Cette description n'est malheureusement pas explicite. 

Nous nous proposons ici de redémontrer ce résultat dans le cas où G est de 
nilradical abélien en précisant H en fonction du comportement de la marche 
aléatoire. 

3 Construction de la marche aléatoire (Xn) et 
généralités 

Soit fi, l'espace produit G N * , (K)n>i les applications coordonnées. 
On note Tn la tribu engendrée par {Yk)i<k<n et T = Vn>\Fn et on considère 
la suite de variables aléatoires (v.a.) (Xn = Y\ . . . Yn)n>\. 
Le théorème de prolongement de Kolmogorov nous assure alors l'existence 
d'une unique mesure de probabilité P sur fi telle que pour toute fonction 
borélienne bornée / sur Gn on ait : 

E[f(Yu...,Yn)} = / f(Yu....Yn)dP{u) 

= / f(gi,--- ,9n)n(dgi)...ti(dgn) 
JGn 

On considère aussi sur les deux transformation suivantes : 

- 0 l'opérateur de décalage sur fi : 

9(u) = 0((uu... , u ; n , . . . )) = (u ; 2 , . . . , a ; „ , . . . ) 

- r] l'application de G x fi dans G x fi : 

V(9,v) = {gv\*0(u)) 

On voit immédiatement que Y^ + 1 = Yn o 0 et que Xn+i = Xnorj (où l'on 
a identifié fi et G x fi ) et il est bien connu que le système (fi,jF, P ,^ ) est 
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ergodique. Pour r G { 7 7 , 0 } on appelle variable r-invariante toute v.a. Z telle 
que Z o r = Z et ensemble r-invariant tout ensemble mesurable B tel que 
T-XB = B. 

Soit alors /i une fonction harmonique bornée ; pour tout g € G la, 
suite de v.a. (h(gXn))n>i est une martingale bornée relativement à ( J F n ) n > 1 . 
Elle converge donc P-p.s. vers une v.a. Z(g,.) bornée, ^-invariante telle que 
h(g) = E[Z(g,.)}.^ 
Réciproquement à toute v.a. Z bornée, 77-invariante on associe une fonc­
tion harmonique bornée h définie par h(g) = E[Z(#,.)]. En effet, écrivant 
l'invariance de Z par 77, il vient : 

h(g)= f Z(g,Lo)dF(uj)= [ Z ^ u ) ^ ^ ^ ) 
JQ. JGxQ 

h(g)= / h(gvi)dti(ui) = h*[i(g) 
JG 

On établit ainsi une correspondance biunivoque entre les variables aléa­
toires bornées 77-invariantes et les fonctions harmoniques bornées. 

Définit ion 1 : 

Etant donnée une mesure de Haar à gauche mo on dit que la mesure fi est 
étalée si elle admet une convolée d'ordre n, ^u*n, non étrangère à m^. 

Définit ion 2 : 

Soit h une fonction harmonique bornée. On dit que x G G est une période 
pour h si pour tout g G G on a : 

h(gx) = h(g) 

On appelle //-période tout élément x £ G vérifiant cette relation pour toute 
fonction //-harmonique bornée h. On voit immédiatement que l'ensemble 
des périodes est un groupe et on verra par la suite que sous l'hypothèse 
d'étalement de /i, h est continue, donc que ce groupe est fermé. 
Rappelons quelques résultats importants sur les fonctions harmoniques bornées. 
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L e m m e 1 (résultat dû à Azencott [1]) 
Toute fonction harmonique bornée est uniformément continue à droite dès 
lors que ji est étalée. 

preuve : 

L'uniforme continuité à droite signifie l'équicontinuité de la famille (h(g-))GEG. 

Soit n G N tel que //* n soit non étrangère à mg. 
Alors fi*n = an + P U ^ G où f3n G L+(G) et an est une mesure vérifiant 
an(G) = a < 1. Quitte à considérer / i * 2 n on peut supposer que (3n est uni­
formément continue sur G. 
De plus lorsque l'on convole une mesure de densité continue par rapport à 
TUG et une mesure de Radon quelconque on trouve une mesure ayant une 
densité continue par rapport à m e . Donc on peut écrire pour tout p G N : 

M*np = < C + /3n,pmG 

Soit alors h harmonique bornée, pour tout x,g G G on a : 

\h(gx) - h(g)\ = I / (h(gxz) - h(gz))fn*(dz) 

I JG 

< 2 1 1 / 1 1 1 0 0 0 * + / | % u ) | . | / ? n , p ( o : - 1 u ) - / ? n , p ( u ) | m G ( c / u ) 
JG 

Soit alors s > 0. 

On choisit p tel que ap < 2 j p ^ -
L'uniforme continuité de /3niP nous permet alors de trouver un voisinage V 
de e, élément neutre de G, tel que pour tout x G V : 

\(3niP(x~lu) - Pn,p(U)\ ^ o l i f i l P O U r t O U t U ^ G -

2\\h\\oo 

Donc pour tout (g,x) G G x V 

\h{gx) - h(g)\ < e • 

Au cours des démonstrations, nous serons amenés à utiliser des fonctions 
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harmoniques uniformément continues à gauche : 
On se donne une suite ( a m ) m € N de fonctions continues sur G à support 
compact dont les supports forment une base fondamentale de voisinage de 
l'élément neutre e de G et vérifiant fGam(g) mG(dg) = 1. On associe alors 
à toute fonction harmonique bornée h la suite de fonctions harmoniques 
bornées (hm(-) = JGh{g-)am{g) rrtG(dg)) qui sont uniforméments continues 
à gauche et convergent simplement vers h (ce dernier point découlant immé­
diatement de la continuité de h). On leur associe les v.a. ^-invariante Z m . 
Montrons l'uniforme continuité à gauche des hm. Soit m > 1 fixé et x,g G G, 
on a : 

\hm(xg) - hm(g)\ < / \h(ug)\ • \/^(x"l)am{ux~l) - am(u)\ 
JG 

< \\h\loo / |A (x~ 1 ) a m (uo : " 1 ) - am(u)\mG(du) 
JG 

où A est le module du groupe G. 
Soit V un voisinage compact de e alors les fonctions (aM('X~l))xev ont leur 
support inclus dans un compact. Cela permet d'utiliser le théorème de la 
convergence dominée dans la dernière expression obtenue et de montrer le 
résultat désiré. 
L'introduction de ces fonctions se justifie par la séparabilité de G(G) pour 
la topologie de la convergence uniforme sur les compacts et par le lemme 
suivant, généralisant un résultat dû à Azencott [1], th 1.3 . 
Ce lemme nécessite la notion suivante : 

Définit ion 3 : 

Soit G un groupe localement compact, X un espace homogène (i.e. un espace 
sur lequel G opère continûment et transitivement) localement compact. On 
appelle mesure quasi-invariante sur X , toute mesure a telle que g a et a soit 
équivalente pour tout g E: G. 

On reprend les notations de la définition dans le lemme. 

L e m m e 2 (extension d'un résultat d'Azencott [1]) 
Supposons qu'il existe une mesure v sur X absolument continue par rapport à 

file:////h/loo
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a telle que toute fonction fi-harmonique h, uniformément continue à gauche, 
s'écrive : 

h(g) = h(g> x)u(dx) 
Jx 

pour une fonction h G L°°(X,a). 

Alors il en est de même pour toute fonction \i-harmonique. 

preuve : 

Soit h une fonction //-harmonique. On lui associe une suite (hm) de fonctions 
//-harmoniques uniformément continue à gauche, convergeant uniformément 
sur les compacts vers h. On associe alors à (hm) la suite (hm) comme dans 
le lemme. 
Soit Fp une suite dense dans Ll(mG). Considérons la suite (HP) de L°°(X) 

définie par : 

Hp{x) = jjp{g)^-(x)mG{dg) 
Par construction les Hp sont dans LL(X, a). D'autre part, les hm sont bornées 
par \\h\\oo donc forment une famille relativement compacte pour la topologie 
(T(L°°(X, a ) , LL{X, a ) ) . Quitte à extraire une sous-suite, il existe donc une 
fonction h de L°°(X,a) telle que : 

lim / hm(x)Hp(x)da(x) = / h(x)Hp(x)da(x) 
m->+oo JX JX 

Posons h' = h * v et montrons que h1 — h. On a : 

/ hm(x)Hp(x)da(x) = I hm(g)Fp(g)mG(dg) 
JX JG 

Or, la convergence uniforme sur les compacts de (hm) vers h, implique que : 

lim / hm(g)Fp(g)mG(dg) = / h(g)Fp(g)mG(dg). 
N-++°° JG JG 

On en déduit que pour tout p > 1, JQ h,(g)Fp(g)mG(dg) = JQ h(g)Fp(g)mG(dg). 
Mais h et h' étant //-harmonique, avec fi étalée, elles sont continues et donc 
h = h'. • 
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Nous allons maintenant redémontrer le résultat obtenu par Jaworski dans 
le cas particulier d'un groupe de Lie résoluble connexe de nilradical abélien 
en précisant cependant les liens entre l'espace homogène intervenant dans la 
description des fonctions //-harmoniques et le comportement de la marche 
aléatoire. Puis nous appliquerons ce théorème à des groupes de matrices 
particuliers pour lesquels l'espace homogène sera caractérisé précisément. 

4 théorème 

T h é o r è m e 1 
Soit G un groupe de Lie résoluble connexe de nilradical abélien N, JJ une 
mesure de probabilité étalée sur G. Alors il existe un sous-groupe de Lie 
H de G et une mesure de probabilité v sur G/H tels que toute fonction 
fi-harmonique bornée h sur G s'écrive h(g) = fa/H ^(9 ' x)v(dx) pour une 
fonction borélienne bornée sur G/H et une mesure de probabilité v sur G/H. 
Le groupe H contient un groupe de Cartan P de G et si Von note n la projec­
tion de G sur G/H , H est le plus petit sous-groupe de Lie de G contenant 
P tel que, avec les notations précédentes (7r(Xn)) converge P p.s.. 

remarque: 

Un résultat de Jaworski [2] montre qu'un sous-groupe de Lie H d'un groupe 
de Lie résoluble connexe G contenant un sous-groupe de Cartan de G est 
connexe, fermé et est son propre normalisâteur. 

preuve : 

On supposera dorénavant que le semi-groupe fermé engendré par le support 
de ji est G tout entier. Cette hypothèse est nécessaire pour appliquer le 
lemme 5 ci-après. 

Nous allons construire le groupe H par récurrence. Soit P un groupe de 
Cartan de G, N son nilradical. Rappelons que tous les groupes de Cartan 
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d'un groupe résoluble sont conjugués. 
Soit Q, l'algèbre de Lie de G, V et Af les sous-algèbres associées à P et N. 
Soit E, l'ensemble des poids de la représentation adjointe ad de V sur l'algèbre 
complexifiée Afc de Af. Comme M est nilpotente, tout poids de la représen­
tation adjointe Ad de G dans M est nul sur N et donc chaque poids de la 
représentation de G dans M s'identifie à un poids de la restriction à P de 
Ad. Soit {</>pi/3 G £ } les poids de Ad, p = dimA/\ 

Posons = P| Ker (ad(#) - (3(H)I)P. 

Alors Afc = ®peEiïp 

On peut se ramener au cas où M D V = {0} et aucun </>p n'est de module 1 
grâce au lemme suivant : 

L e m m e 3 
Soitfio tel que l i m s u p n - > + 0 0 |<Ad(*n) > 0 etU G C\HevKer(Ad{H)-(t)pQ{H)I). 
Alors si flo est complexe, exp (U + U) est dans les fx-périodes et si (3$ est réel, 
exp U est dans les fi-périodes. 

preuve : 

Soit h une fonction ^-harmonique. 
Supposons (3o complexe, la preuve est identique si /3Q est réel. Soit U comme 
dans le lemme. Alors : 
(X~lexp(U+U)Xn = exp(</> / ?0(A^1)t/+<l>/30(X~1)U)n>i admet une sous-suite 
convergente. Soit donc telle que : 
(X~*exp(U + U)XUk) converge vers un élément w G G- Alors, d'après 
l'uniforme continuité à droite des fonctions //-harmoniques on a P-p.s. : 

lim h(g exp(U + U)Xn) = lim h(gXnw) 
n—ï+oo n—ï+oo 

Pour tout g G G. 

Le lemme 5 que nous montrerons en annexe, nous permet d'affirmer que 
(h(gXnkw)) et (h(gXnk)) ont P-p.s. même limite. 

Le groupe {expa(U + U) , a G R } = Q étant distingué, on peut quotienté 
par Q et si n est la projection de G sur G/Q les fonctions //-harmoniques 
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s'identifie à des fonctions 7r(/i)-harmoniques sur G/Q. • 
On est ramené au cas où limn_»+oo <f>p(Xn) = 0 P-p.s. et alors M n V = {0}. 
En effet, ad V agit sur AfDV. Comme V est nilpotente, le seul poids de cette 
représentation est le poids nul et le poids </>p associé vérifie les conditions du 
lemme. On peut ainsi se ramener au cas où M fl V est trivial. Alors V est 
abélienne. Un résultat de Raugi [3] prop 4.3 nous assure que N D P = {e} 
et que N est simplement connexe, donc s'identifie à son algèbre de Lie via 
l'application exponentielle. 

On utilisera alors la décomposition en produit semi-direct G = N x P et 
on écrira Xn = NnAn, g = N(g)A(g), l'application A ainsi définie est un 
homomorphisme continu de G sur P , et Nn = exp Mn. 

On écrira pour g G N, g = Wpç^g^ où g& s'identifie via l'application expo­

nentielle à un élément de Afp. 

De la relation (1) :Nn+i = NiAi(Nn o Q)A~[l, on déduit que le borélien 
B = { l i m s u p n ^ + 0 0 \\Afn\\ = + 0 0 } est ^-invariant, donc de P-mesure 0 ou 1. 

Supposons que P(B) = 0. 

Montrons que (Nn) converge P-p.s.. 
On montre en fait que N% est P-p.s. convergente pour tout /? G E. 
Soit donc f3 G H et m le plus petit entier, 1 < m < p, tel que : 

W m = fl Ker(ad(tf) - 0{H)I)m = f] Ker(ad(tf) - f3(H)I)m+\ 

Alors il existe des entiers 1 < i\ < • • • < i m = p et des éléments 
e i , . . . , e p G tel que pour tout 1 < k < m, e i , . . . , et-fc soit une base 
de r\HevKer(ad(H) — /3(H)I)k. Il s'agit d'une base dans laquelle les ad H 
se représentent tous par des matrices triangulaires supérieures. 
Soit ( /x , . . . , / p ) la base duale associée. 

Montrons par récurrence descendante sur 1 < k < m que (fj(ATn)) con­
verge P-p.s. pour tout ik-i + 1 < j < 
Soit g G G, alors pour z m _ i + 1 < / < i>m 

Ad g(ei) = <f>p(g)ei mod Wp-i. 

Donc fi{K+i) = fi{tfi) + MAi)MMn)o6. 
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Nous avons alors besoin du lemme suivant qui constitue un résultat intéres­

sant en soit : 

L e m m e 4 Soit (Un) et (Vn) des suites de variables aléatoires complexes sur 
fi telles que Vn converge P-p.s. et 7 un homomorphisme continu sur G, à 
valeurs dans (C — {()},•), non constant en module. Si : 

Un+l = Vn+'1(Xl)Uno9 

Alors (Un) est P-p.s. non bornée ou P-p.s. convergente. 

Nous ferons la démonstration de ce lemme en annexe. 

On applique alors le lemme en prenant 7 = <f>p o A, (Un) = (//(A/^)), 

(Vn) = 
Ce qui prouve le résultat au rang m. 
Supposons le résultat acquis pour 2 < k < m. 
Soit ù _ i + 1 < l < i k . 
On a, d'après la relation (1) : 

/KAT n + 1 ) = / K M ) + fiWn)MAdg(ei)) + MAi)Miïn)oe 

Par hypothèse de récurrence, on voit de suite que l'on est en mesure d'appliquer 
le lemme 4 et donc d'établir la convergence de (fi(J\fn)-
Au total nous avons bien démontré que (Nn) converge P-p.s. . Soit sa 
limite. 
Comme dans la démonstration du lemme 2, on considère une suite (hm) de 
fonctions //-harmoniques, uniformément continues à gauche et convergeant 
vers h uniformément sur les compacts. 
Soit g G G. 
D'après l'uniforme continuité à gauche des hm et la convergence de (A r

n ) , 
hm(gAn) converge P-p.s. pour tous m > 1 vers une variable aléatoire ^m,g{') 
clairement 77-invariante. Par construction, la fonction //-harmonique associée 
admet le groupe N pour période et s'identifie donc à une fonction harmonique 
bornée sur le groupe abélien P pour la mesure étalée 7 r ( / / ) où TT est la pro­
jection de G sur G/N. 

D'après le théorème de Choquet-Deny sur les groupes abéliens, ifrm,g = il>m(g) 
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est P-p.s. constante et vérifie xl)m(ga) = i/>m(g) pour tout a e P. 
Soit (gi)i>\ une suite dense dans G. On a donc construit un borélien C c f i 
de P-mesure 1, tel que pour tout w G C , tout z, m > 1: 

lim hm(giAn(u)) = if>m(gi) (2) 
n—H-oo 

L'uniforme continuité à gauche des hm permet de voir que les i\)m sont limites 
simples sur un ensemble dense de suites de fonctions équicontinues, ce qui 
implique la convergence uniforme sur les compacts. En particulier la relation 
(2) vaut sur tout g G G, les %j)m sont continues sur G et s'identifient à des 
fonctions sur G/P. 

On a alors pour tout g £ G, m > l,o; 6 C : 

lim hm(gXn)(u;) = ^ m ( # N < x > ) ( ^ ) 

Et donc hm(g) = E ^ ^ À ^ ) ) 

Ce qui grâce aux arguments développés précédemment et dus à Azencott [1], 
démontre le théorème dans le cas où P(B) = 0. 

Considérons donc le cas P(B) == 1. On va en fait se ramener au cas précédent 
par récurrence. 

Pour ce faire, considérons, l'application définie sur fi, à valeur dans 
l'ensemble K des compacts de M x R+ : 

Où si LÛ e B, I/J(UJ) est l'ensemble des valeurs d'adhérences de : 

, u , ( x / _ ^ H L _ _ \ \ 

Si LU £ £?, IJ)((JS) = 0. Nous munissons alors l'ensemble K de la topologie 
associée à la base d'ouverts suivante : Pour O une famille finie d'ouverts de 
M x R+, K un compact de M x R+, on note : 
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B{K,0) = {F G K : F D K = 0 , F n O + 0 VO G 0} et on rajoute 
le singleton {0}. Fell [5] montre que cette topologie peut être associée à 
la famille A = {fi = min(l , d(x1-, •)), i G N } de fonctions (où d(a?tv) est 
la fonction distance de X{ à •) sur /C, où (a? t-)j€N

 e s * u n e suite dense dans 
Af x R+ , puis il établit que cette famille sépare les points de JC. 
Montrons que l'application rj) est mesurable relativement à la tribu borélienne 
associée à cette topologie. La tribu borélienne considérée est en fait engendrée 
par les ensembles mesurables A(K) suivants : à K compact de x R^" , on 
associe le borélien A(K) = {H : H est compact, H C K}, A(K) est bien 
un borélien : A(K) = (£(0 , / i c ) c . 
De plus si K est un compact et O = {Ok, 1 < k < M} une famille d'ouverts 
de M x R j , en considérant une suite d'ouverts (Un)n>i telle que C\n>iUn = K 

et une famille de compacts (Kn)n>i telle que M x R^" = U n > i Kn on voit que : 

B(K, O) = UfriAiKj n oc)c n ( U „ > i ( A ( C £ n Kn)) 

où Oc = UoeoOc. Donc la famille des A(F) engendrent bien la tribu boréli­
enne. 
Nous sommes alors en mesure de montrer la mesurabilité de l'application xf). 
Soit K un compact de M x R J . Alors : 

rl>~l(A(K)) = {u G ÏÏ : lim rf(Wn(o;), / i ) = 0} 
n—>4-<x> 

qui est clairement mesurable. 

Considérons alors l'application <j> de K dans l'ensemble KJ des sous-algèbres 
de M définie par : 

4>{K) = Alg({(yu ... , yp) : (yi,... , y p, 0) G K}) 

Où A/<gr(-) signifie algèbre engendrée par et comme Af est abélienne il s'agit en 
fait de l'espace vectoriel engendré par. Si l'on munit KJ de sa tribu borélienne 
(elle est engendrée par les boréliens B(F) : espaces vectoriels contenus dans 
la sous-algèbre F de Af ), <f> est mesurable. En effet, pour F sous-algèbre de 
Af : 

fl(B(F)) = A{F). 

D'autre part ^ ( W ) = {0} U U ^ S ^ x {0},{Af x R+}) . Où les K'n 
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sont des compacts tels que Af = U n >iK f

n . 
Au total <f> est mesurable. 

Montrons que 0 o ^ est P-p.s. constante. 
Il est clair par construction que (j>o est 77-invariante. Soit (fj) la famille de 
fonctions réelles séparant les points de /C', soit j G N , fj est bornée sur /C'. 
Alors fjocfroip est une variable aléatoire 77-invariante, donc associée à une 
fonction /^-harmonique bornée i: 

i(g) = E[fj0(f>oï,(g,.)}. 

Soit alors g G G, ui G fi, U € Af et (n*,) une sous-suite telle que : 

lim M = C/ 

lim . . . . (a;) = 0 

Or A / ^ u , ) = tfflïM) + Ad g{Mnk{u)). 

Donc ^ n f c ^ , a ; | e t ^7^1 Ad g-Jrp-rr ont même limite (quitte 

à prendre une sous-suite pour que le deuxième terme converge. 
On en déduit que <j> o xj;(g,uj) = Ad g (<f> o ^(u>) = Ad A(g)(f) o ^(LJ) (*) car 
Af est abélienne. 
Donc i admet N pour période et s'identifie à une fonction harmonique sur le 
groupe abélien G/N. On a déjà vu qu'alors, d'après le théorème de Choquet-
Deny pour les groupes abéliens fjocfroi/; est P-p.s. constante. 
Comme, d'après Fell, la famille dénombrable fj séparent les points de fC' 
donc <p o tl) est P-p.s. constante, égale à une sous-algèbre A4. 
Posons donc C — {(j) o ijj = M} et notons M le sous-groupe associé. 
Montrons que M est dans les /^-périodes. 
De la relation (*), on déduit que Adg (M) = MVg € G. Donc ad H (M) C 
AA et AA est un idéal de Q. 
On a alors la décomposition : 

M = ®pezM n Af£ = ®pezMp 

Soit f3 G Z,U G et H tel que (3(H) ^ 0. Alors il existe V G tel que 
ad/ f (V) = U. Par définition de M, V s'écrit V\ + ... + Vi pour des V{ dans 
F . 



14 

Montrons que pour tout H G V, tout W e F, exp (adi / (W)) est dans les 
/i-périodes. 
Soit H eV,W e F,UJ e B,i\ existe t € R - {0}, € Af et une sous-suite 
(nfc) tels que : 

jy = tw 

*->+<*> ||jyrnj| 

lim . = 0 
fc^+oo ||ATnJ| 

Posons alors a n = exp (p7q[)> ank converge donc vers e. 
On a : 

r m 

unk = ankNnha^N^ = exp [Exp a d p f ~ j | " ' K ^ J 

qui converge vers exp a d f i ^ W 7 ) = exp &dH(W). 

Comme aUk converge vers e et d'après l'uniforme continuité des hm on a pour 
tout g 6 G : 

lim hm(gXnk) = lim hm(gunkXnk) = lim hm(gexp a,dH(W)Xnk) 
A;—>-+oo /c—>-+oo /c—>--foo 

ce qui prouve le résultat. 
En résumé nous avons construit un idéal A4 non nul tel que le groupe dis­
tingué exp A4 soit dans les périodes. On peut donc passer au quotient et se 
ramener à un groupe résoluble connexe de dimension strictement plus petite. 
Soit 7r la projection de G sur G/M. Cependant, le nilradical Àr de G/M n'est 
pas nécessairement n(N). Dans le cas contraire, cela signifie que le groupe 
de Cartan n(P) (n(P) est un groupe de Cartan de G/Md'après [4], cor. 2 
p.20) est d'intersection non triviale avec N. Soit L cette intersection, il s'agit 
d'un sous-groupe distingué qui est dans les 7r(/i)-périodes, d'après le lemme 
5. 
On se ramène donc à démontrer le résultat, pour G/ML. En itérant ce 
procédé, on construit un sous-groupe distingué if, tel que si n est la projec­
tion de G sur G/H, (n(Xn)) converge P-p.s. et tel que tout élément de H Ci N 
soit dans les //-périodes. 

Il ne reste alors plus qu'à prouver que H est le plus petit sous-groupe de 
G, contenant P tel que, si l'on note TT la projection de G sur G/H, 7r(Xn) 
converge P p.s., appelons (**) cette propriété vérifiée par H. 
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Soit H' le sous-groupe, intersection des sous-groupes vérifiant (**). Par un 
argument de dimension sur les algèbres correspondant à ces sous-groupes, on 
voit que H' est l'intersection finie de tels sous-groupes. De plus, l'intersection 
de 2 sous-groupes vérifiant (**), vérifie (**), donc H' est le plus petit sous-
groupe vérifiant (**). 
Donc H' C H. Supposons que H' Ç H. Soit alors H et H' les algèbres de 
H et H' respectivement. Alors H (resp. H') s'écrit V 0 M (resp. V © M) 
pour des sous algèbres M et M! de M. Soit X un supplémentaire de M! 
dans M, I le sous-groupe associé. Alors par définition de H', si l'on note 
7r ; la projection de G sur G/PM' alors (ir'(Xn)) converge. Notons v' sa loi 
limite. Alors pour toute fonction borélienne bornée h sur G/PM', la fonc­
tion h(-) = f G / P M i h('x)i/(dx) est harmonique et admet, par construction de 
H, 7r'(I) pour périodes ce qui est absurde car v1 étant une mesure finie sur 
G/PM' elle ne peut être invariante par translation par 7r'(I). 
Donc I ne peut qu'être trivial et H = H', ce qui termine la démonstration 
du théorème. 

5 Quelques exemples 

Regardons le cas du produit direct de p groupes affines. Soit G = (R*)p x R p 

muni du produit : 

( ( a i , . . . , a p ) , ( x i , . . . ((&i, . . . ,&p),(yi , . . . ,y p ) ) 

= ((ai&i, . . . , apbp), (aij/i + x u . . . , apyp + xp). 

On reprend les notations précédentes, A s'identifie à (R*)p et N k Rp. 
Posons k = = card { j G { 1 , . . . ,p} / (xj(Xn)) converge P-p.s. } et notons 
(Nn(k)) la suite convergente correspondante, à valeurs dans Rk . 

T h é o r è m e 2 
Soit ji une mesure de probabilité étalée sur le produit direct G de p groupes 
affines, h une fonction ^-harmonique bornée. 
Si k = 0, les fonctions fi-harmoniques sont les constantes. 
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Sinon (Nn(k)) converge P-p.s. vers une v.a. de loi v et il existe une fonction 
borélienne bornée h sur Rk telle que h(g) = fnk h(g • x)v(dx) 

Pour 1 < / < p , considérons les ensembles mesurables : 

Bi = { l imsup | z / ( X n ) | = + 0 0 } . 
n—»-+oo 

Ils sont clairement ^-invariant, donc de P-mesure 0 ou 1. 
Le lemme4 en annexe prouve que si P(Bi) = 0 alors (xi(Xn)) converge P-p.s.. 
Rfc s'identifie alors au sous-groupe de N correspondant à {/, 1 < / < p, P(Bi) = 
0}. 

Passons au cas d'un groupe tel que l'action de Ad P ne soit pas semi-simple. 
Soit G = R+ x R 2, muni du produit : 

(a, (xu x2)) • (6, (yi, ï / 2 ) ) = (ab, (xx + ayx + aloga y 2 , x2 + ay2)) 

Ici P s'identifie à R+ et N k R2. Explicitons l'espace homogène G/H du 
théorème 1, dans les divers cas qui se présente. 
Le borélien B = {lim sup n_^ + < x > ||iVn|[ = + 0 0 } est ^-invariant, donc de P-
mesure 0 ou 1. 

cas 1 : F(B) = 0 

Le lemme 4 en annexe nous permet d'en déduire que G/H s'identifie k N = 
R2. 

cas 2 : ¥(B) = 1 

On sait, d'après la relation x2(Xn+i) — x2(Yi) + A(Yi)X2(Xn) o 6 que le 
borélien C = { l imsup n _^ + 0 Q | x 2 ( X n ) | = + 0 0 } est ^-invariant. On est alors 
ramené à étudier 2 nouveaux cas. 

sous-cas 1 : P(C) = 1 

D'après le théorème 1, dans ce cas H contient un élément (0, (a?i, # 2 ) ) avec 
x2^0. 
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Pour tout a > 0, les éléments : 

ga = (a, (0,0))(0, ( t f i , ^ ) ) ^ - 1 , (0,0)) — (0, ( a x i + aloga x2,ax2)) sont aussi 
dans H (ce qui permet de supposer X \ ̂  0). 
Donc g2

a • ^ = (0, (2alog2 z i , 0 ) ) e H et H contient {((),(*, 0)), i G R}. 
D'où, comme x2 ^ 0, H = G et les fonctions /x-harmoniques bornées sont les 
constantes. 

sous-cas 2 : P(G) = 0 

Comme P(J3) = 1 donc (xi(Xn)) est P-p.s. non bornée et G/ i f s'identifie à 
{0} x R. 

6 Annexe 

Démontrons le lemme utilisé au début de la démonstration du théorème. 

L e m m e 5 Soit h une fonction fi-harmonique bornée. Alors pour tout g G G 
et tout x dans le semi-goupe fermé TM engendré par le support de fi h(gXn) 
et h(gXnx) ont P-p.s. même limite . 

preuve : 

Soit x,g G G. On considère la suite (un(x,u;) = (h(gXnx) — h(gXn))
2)n>i 

Comme (h(gXn))n>i est une P-martingale relativement à Tn on voit que 

/ E[un(x, .)}fi(dx) = E[h2(gXn+1] - E[h2(gXn)} = vn 

JG 

Donc les sommes partielles de la série ^ vn forment une suite croissante, 
bornée par ||/i||^o, donc converge. 
Donc Ylun converge normalement, pour la norme L1 sur G x fi. 
En particulier, d'après le théorème de convergence monotone, u n ( v ) con­
verge donc fi (g) P p.s. vers 0. Donc pour /i-presque tout x (un(x,.)) con­
verge P -p.s. vers 0. Mais les propriétés de continuité de h entraîne que 
{ x G G/ h(gXnx) et h(gXn) ont P p.s.même limite } est un fermé de G 
de complémentaire de /i-mesure 1, donc contient le support de fi. Sachant 
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qu'une fonction /i-harmonique est aussi /i* r-harmonique, le résultat vaut pour 
tout x G TM . 
En particulier si un élément g du centre de G, appartient à T^T~l alors g est 
dans les périodes. 
En effet, g s'écrit st~x avec s,t G TM. D'après ce qui précède on a alors, pour 
tout u G G : 

l i m n ^ + 0 0 h(ugXn) = l im n _> + 0 0 h(ugXnt) car i G TM 

= lim^+oo / i ( w l n s ) car p = st'1 est central 
= l i m n _ > + 0 0 h(uXn) car s G TM 

Au total h(ug) = et g est dans les périodes. 
On retrouve ainsi le théorème de Choquet-Deny : les fonctions harmoniques 
bornées sur un groupe abélien, pour une mesure de probabilité étalée, sont 
les constantes. • 

Démontrons le lemme 4 : 

l e m m e 4 

Soit (Un) et (Vn) des suites de variables aléatoires complexes sur H telles que 
Vn converge F p.s. et 7 un homomorphisme continu sur G, à valeurs dans 
( C — {0}, •), non constant en module. Si : 

Un+l = Vn+liXJUnOO 

Alors (Un) est P p.s. non bornée ou P p.s. convergente, 

preuve : 

La relation vérifiée dans l'énoncé du lemme montre immédiatement que le 
borélien { l i m s u p ^ + o c | ï / n | < + 0 0 } est ^-invariant, supposons-le de mesure 
pleine. 
Soit alors x l'application de fi dans l'ensemble K des compacts de C qui à 
UJ associe 0 si u G J° et les valeurs d'adhérences de (Un) sinon. Nous avons 
déjà établi la mesurabilité d'une telle application pour les tribus ad hoc au 
cours de la démonstration du théorème. 
Soit alors S de /c dans R^j. qui à K G K associe son diamètre pour le module. 
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Montrons que 8 est mesurable pour la tribu borélienne sur R + . 
Soit a € R+, soit (çn)n>i les rationnels. Alors : 

6-\]a, +oo[) = |J (J B ( 0 , { ] - oo, g n - - [ , ] q n + a + - , +oo[ j J 

donc ^ est mesurable. 

De la relation supposée dans le lemme, résulte la relation pour CJ G J : 

£oX(u,) = 7(^(0;)) £ o X ( % ) ) 

Donc le borélien o \ = 0} est ^-invariant, supposons-le de mesure nulle et 

appelons a la loi image de P par l'application log(<£ o x). Nous avons alors : 

a = log(|7|)(/i)*a 

Comme 7 est un homomorphisme donc (\og(\y\)(fi))*n = log(|7|)(//*n) et 

comme 7 est continu, de module non constant égal à 1 donc log(|yy|)(/x) est 

étalée. On peut donc conclure comme dans la démonstration du lemme 1 à 

l'absurdité de la relation de convolution. Au total 8 o \ est F-p.s. nulle et 

donc (Un) converge F-p.s. . • 
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