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Théoreme ergodique multiplicatif.

Produits de matrices aléatoires indépendantes.
par
Albert RAUGI

IRMAR, Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu,
35042 Rennes Cedex, France

Résumé. — Nous démontrons une version algébrique du théoréme ergodique
multiplicatif d’Oseledec réalisée avec une cohomologie de Lyapounov explicite.
Dans le cas des produits de matrices aléatoires indépendantes nous donnons :
un critére de séparation des exposants caractéristiques (plus général que celui
donné habituellement) ; des conditions suffisantes pour la ”Log-intégrabilité” de la
cohomologie et une expression intéressante de la variance dans le théoréme de la
limite centrale.

Abstract. — We prove an algebraic version of the Oseledec’s multiplicative ergodic
theorem realized with an explicit Lyapunov cohomology. In the independent case we
give a criteria of separation of the Lyapunov exponents, some sufficient conditions
of ”Log-integrability” for the cohomology and an expression of the variance in the
central limit theorem.

0. Introduction

¢ Notations

Nous notons G = GL(d,IR) le groupe des matrices carrées d’ordre d,
inversibles, a coefficients réels. Pour toute matrice g de G, nous appelons 0 <
aq(g) < ... < a1(g), les racines carrées des valeurs propres de la matrice définie

positive 'gg ; ou {g désigne la matrice transposée de g. Nous notons I la matrice
identité de G. Nous désignons par K = O(d, R) le sous-groupe des matrices
orthogonales, i.e. des matrices g de G telles que g*g = 'gg = I. Pour tout g € G,
nous posons :

lgll = a1(g), et Q(g) = max{|lgll,llg”*]I} > 1.

Nous désignons par (2, F) un espace mesurable et par 7 une transformation
bijective de  telle que 7 et 7~! soient mesurables. A toute application L de Q2
dans G, nous associons le cocycle matriciel, (L,),ez, défini par :

L0=I;\7’n21,Ln=LLo'r---Lo7'"—1 et L_,=Lor t...L7 or ",



en notant L~! l'application qui & w € Q associe L(w)~!. Nous avons alors les
relations :

Vn,p € Z, Loyp = Lnp LpoT".

Les cocycles associés aux deux applications L et M de (2 dans G sont dites
cohomologues, sur un sous-ensemble mesurable 7-invariant Qg de , s’il existe
une application ® de 2y dans G telle que

Yw € Qo, M(w) =@ 1 (w) L(w) ®(r(w))
et par suite,
Vn € Z,Yw € Qy, My(w) = @71 (w) La(w) ®(7"(w)).

Nous disons que la cohomologie ¢ est de Lyapounov si
1
Vw € Qo, lim = Log ||®*!(r"(w))|| = 0.
n—toco N

Lorsque ’on muni ’espace mesurable (2, F) d’une probabilité r-invariante IP,
nous disons que la cohomologie ® est IP-Log-intégrable si

/9 Log Q(&(w)) P(dw) < +oo.

Dans ce cas, la cohomologie ® est de Lyapounov sur un sous-ensemble mesurable,
T-invariant de €.

Soit M une application de §2 dans G. Appelons (2, le sous-ensemble mesurable
T-invariant de ) constitué des éléments w possédant les propriétés suivantes :

1
1) V1< r <d, la suite (; Log ar(Mn(w)))n>0 converge vers un réel noté
Tr(w);

1) V1 < r < d la suite (% Log a,.(M_n(<.«))))n>0 converge vers le réel
—Yd+1-r(w);

1 t10 n B
i) lim = Log [M*¥(r" ()] = 0.

Les variables aléatoires réelles v;, 1 < ¢ < d, sont 7-invariantes. Pour tout
w € (2 les réels v;(w), 1 < < d, sont appelés les exposants caractéristiques de
la suite de matrices (Mn(w))nez ; ils vérifient les inégalités v;(w) > ... > vy4(w).
Nous désignons par s(w) le nombre d’exposants distincts et par nj(w), 1 < j <
s(w), les multiplicités de ces exposants classés par ordre décroissant.



Théoreme ergodique multiplicatif
¢ Enoncé du théoréme ergodique multiplicatif.

Théoréme. Il eziste un sous-ensemble mesurable T-invariant Qy de Q; sur lequel
le cocycle (Myp)nez est Lyapounov cohomologue d un cocycle (T'p)necz tel que,
pour tout w € Qy :

i) la matrice Tp(w) est diagonale par blocs, constituée de s(w) blocs de
dimensions n;j(w), 1 <j < s(w);

i) nﬁrilm -~ Log ||*e; Tp(w)|| = 7i(w); ot {e,...,eq} désigne la base cano-

nique de IR®.

De plus, il eziste un réel C > 0 tel que,

(*) Vn € Z,Vw € Qa, [Ta(w)| S C [Ma()ll et [Tl < C IM7H ().

Pour toute mesure de probabilité T-invariante IP sur (Q,F), vérifiant

/Q Log Q(M(w)) dIP(w) < +o0,
nous avons IP[Q;] = 1.

Pour tout 1 < j < d, posons §; j = {w € Q3 : s(w) = j}. Nous obtenons ainsi
une partition de §2; en d sous-ensembles mesurables T-invariants. Sur chaque 2, ;,
1< 7 £d, le cocycle (My)nez est Lyapounov cohomologue a j cocycles ayant un
seul exposant caractéristique.

Il existe de nombreuses démonstrations du théoreme ergodique multiplicatif
(voir par exemple [7], [10], [13], [17], [18], [20], [23]) mais elles ne montrent pas que
la cohomologie est de Lyapounov. Dans [15], Margulis s’intéresse a cette propriété.
11 plonge le systéme dynamique initial dans un systéme plus gros (a tel point que
tout cocycle devient cohomologue & un cocycle triangulaire) et la cohomologie de
Lyapounov obtenue est définie sur le nouvel espace.

Notre construction permet de travailler avec le systeme initial et d’expliciter
la cohomologie. De plus tout est fait indépendamment de la mesure. Dans le cas
de produits de v.a. indépendantes nous obtenons des conditions suffisantes pour la
Log-intégrabilité de la cohomologie, propriété ”plus forte” que celle de Lyapounov.

¢ Résumé de la construction de Q; et de la cohomologie ¢ .
Soit @ = {ry,...,rm} avec r; < ry < -+ < rm un sous-ensemble de cardinal

mde {1,...,d—1}. On appelle drapeau de type O, tout m-uplet , (Uy,,...,Us,,),
de sous-espace de IR tel que

Vre®O,dmU,=r et Vr,s€0O, r<sU,CUs,.

3



Nous notons Dg ’espace des drapeaux de type ©. Le groupe G = GL(d, IR) opeére
sur I’espace de drapeaux.

Considérons le drapeau canonique eg défini par Vr € O, U, = [e1,...,e,].
Tout drapeau J de type © sécrit k - eg, avec k¥ € K. Si on note Kg [resp.
Po] le stabilisateur du drapeau canonique dans K [resp. dans GJ, I'espace des
drapeaux Dg s’identifie & K/Kg [resp. G/Pg]. Nous notons me 'unique mesure
de probabilité K-invariante sur Dg.

La construction repose sur le lemme suivant :

Lemme Soit (gn)n>1 une suite de matrices de G. Nous posons, pour tout entier
n>1, S,=g¢1--gn et nous supposons que

1)V1<i:<d, lim %Loga;(sn) =%

n—-+oo
. 1
2) limsup [|gZ'|%) < L.
n—-<00

Appelons O l’ensemble des entiers r de {1,...,d—1} tels que v, > vyr41. Alors
la suite de mesure (S, - M@ )n>1 converge vers une mesure de Dirac 6.

La propriété énoncée ci-dessus, équivaut a dire, en notant S, = rpa,k, une
décomposition polaire de S,, que la suite z,Ke converge vers 0. Elle est aussi
équivalente & la propriété, mise en évidence, par Raghunatan [18], que la suite de
matrices définies positives ([Sp*S,]27 )30 converge.

En fait pour montrer que la cohomologie est de Lyapounov, nous démontrerons
un résultat plus précis que le lemme précédent (Cf théoréme (2.1)). Ce résultat
nous permettra aussi d’éviter le recours (désagréable) a des sections mesurables.

1) Appliquons le lemme a la suite (Mn(w))n>0, pour w € ;. La suite

de mesures (M, (w) - m@(w))n>0 converge vers la mesure de Dirac d’un certain

drapeau 9(w) de type O(w) = {r € {1,...,d — 1} : 7+ > 7¥r41}. De l'égalité
M, =M M,_; or, il résulte que :

M(w) - 0(r(w) = O(w).

Choisissons une section mesurable s de ’application naturelle de K sur Dg. et

posons h(w) = s(0(w)). Nous obtenons alors une application mesurable h de €2,
dans K telle que

Vw € @1, k7 (w) M(w) h(1(w)) - eo(w) = €0 (w)-
Autrement dit, pour tout w € Q;, la matrice T(w) = A~} (w) M(w) h(r(w))

appartient a Pg(q, ( i.e. est triangulaire supérieure par blocs de dimensions n;(w),
1<) < s(w)).

et V1<i<d, lim %Log I*e; Tn(w)ll = -

—<00
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Théoréme ergodique multiplicatif

2) Appliquons le lemme & la suite (M_n(w)), ,, , pour w € Q. De la méme
fagon, il existe une application mesurable f de ; dans K telle que

f7Hw) M7H(17 () (77} (w)) € Pgy,

f7H(w) M(w) f(r(w)) € Pgy,y 5

avec Ow)={d+1-rpw),...,d+1—ry(w)}.

Soit x la matrice avec des ”1” sur la diagonale secondaire et des ”0” ailleurs. La
matrice

f’(w) =x f7Y(w) M(w) f(r(w)) x appartient & tPQ(w)

. . 1 =
et Vi1<i<d, lim = Log|['eiTa(w)|| = —v.

n—4oco N

3) Désignons par {2, le sous-ensemble mesurable de §2; constitué des éléments
w de £, tels que :

Vr € O(w), Ar(x f7(w) h(w)) #0;

ou, pour g € G, on note A,(g) le mineur principal d’ordre r de la matrice g.
D’apres ce qui précede, pour tout w € Qy, il existe deux matrices U(w) et
V(w) de Pg(u) telles que :

Xf7H(w) h(w) = xf7H(w) M(w)M ™ (w)h(w)
= 'U(w) xf7(1(w)) h(1(w)) V(w).
Ce qui montre que 2, est T-invariant.

Pour tout w € ,, la matrice xf~!(w)h(w) s’écrit alors, de facon unique,
comme le produit d’une matrice é(w) triangulaire inférieure dont les blocs diag-
onaux de dimensions nj(w), 1 < j < s(w), sont des matrices identités et d’une
matrice m(w) triangulaire supérieure par blocs de dimensions n;(w), 1 < j < s(w).
En posant ¥(w) = f(w) x é(w) = h(w) 7~} (w) on obtient que la matrice

P(w) =87 (w)M(w)®(r(w))

est diagonale par blocs.

La classe modulo Kg(,) de ®(w) ne dépend pas du choix des représentants
h(w) et f(w). Il vient ||®|| = ||€]| et 'intégrabilité de Log ||@Q(®)||, par rapport & une
probabilité IP sur (2, F) équivaut a celles des logarithmes des valeurs absolues des
mineurs principaux d’ordre r, r € ©O(w), de la matrice x f ~!(w)h(w). (On observera
que les valeurs absolues de ces mineurs sont indépendantes des représentants h(w)
et f(w) choisis). De plus, la matrice £ ne sert qu’a supprimer les coefficients
n’appartenant pas aux blocs diagonaux de la matrice T et les blocs diagonaux
de I'; sont ceux de T. D’ot1 les inégalités (*) annoncées.



e Plan de ’article.

Dans la premiére section nous introduisons les outils algébriques nécessaires
et nous étudions minutieusement les propriétés de contraction des applications
projectives. La deuxiéme section est consacrée a la démonstration d’un théoréme
multiplicatif déterministe qui sera appliqué dans la troisieme section pour établir
le résultat.

Dans la section suivante, nous illustrons la théorie en prenant 1’exemple des
produits de matrices aléatoires indépendantes. Nous énongons un résultat concer-
nant la Log-intégrabilité de la cohomologie. Nous en profitons aussi pour donner
(sous forme de survol) un critére de séparation des exposants caractéristiques plus
faible que celui donné habituellement ([2], [7]).

La derniére section est consacrée a la démonstration de la Log-intégrabilité de
la cohomologie dans le cas indépendant. Au passage nous obtenons une expression

intéressante de la variance dans le théoréme de la limite centrale pour un produit
de matrices aléatoires indépendantes.

1. Préliminaires algébriques

e Décompositions polaire et d’Iwasawa du groupe linéaire

(1.1) Toute matrice g de G s’écrit sous la forme g = = a(g) k, ou = et k sont deux
matrices orthogonales et a(g) = diag(ai1(g),...,ad(g)).

Le couple (z, k) n’est pas unique. Si C, désigne le centralisateur de a(g) dans
K, nous avons ¢ = z c a(g) ¢! k, V ¢ € Cy, et on obtient ainsi toutes les
décompositions polaires de g. En particulier lorsque a1(g) > --- > aq4(g) > 0, Cy =
{dia.g(&‘l, .o ,Ed) 1€ = :i:l}.

(1.2) Nous désignons par N = N(d,IR) le sous-groupe de G constitué des
matrices triangulaires inférieures a éléments diagonaux égaux a 1 et par A =
A(d,R) le sous-groupe de G constitué des matrices diagonales a coefficients
strictement positifs. Toute matrice ¢ de G s’écrit de fagon unique sous la forme
g = 1(g) bg) x(g), ot n(g) € N, b(g) = diag(bs(g),---,ba(g)) avec, V1 < k <
d, bk(g) > 0 et k(g) € K.

o Espace projectif

(1.3) Nous identifions IR® & 1’espace vectoriel des matrices colonnes d’ordre d. Le
groupe G opére de fagon naturelle sur JR? ; ’action d’une matrice g de G sur le
vecteur u de IR? est notée gu. On munit JR? du produit scalaire canonique (,) et
de sa norme euclidienne || ||; [|ul| = ($%, u?)!/2, pour u = (uy, ..., ug).
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Théoreme ergodique multiplicatif

Pour toute matrice carrée M d’ordre d, on pose
IM|| = sup{||Mul| : u € R?,|jul| = 1}.

Nous avons V g € G, ||g]| = a1(9).

A tout élément non nul u de IR?, nous associons la droite @ = Ru de direction
u. Nous appelons P(IR?) = {@: u € R\ {0}} I’espace projectif associé & IR®. Le
groupe G opére sur P(IR?); 'action d’une matrice g de G sur la droite @ de IR?
est notée g - w (= gu).

e Contractions de ’espace projectif

(1.4) Définition. Une suite (gn)n>0 de matrices de G contracte P(IR?) s'il existe
un vecteur non nul z de IR? tel que toute matrice M valeur d’adhérence de la suite

de matrices (”%:-”_)"20 soit de rang 1 et ait pour image la droite 7 = R z.

Nous disons alors que la suite (gn)n>1 contracte P(IR?) en direction de Z. En
effet, si (cp(n))n>1 est une suite strictement croissante d’entiers telle que la suite

de matrices (—‘L(ﬁ)—

)
”Qp(n)” n21
n’appartenant pas a ’hyperplan ker M, la suite (gy(n) - @)n>1 converge vers Z.

converge vers une matrice M, alors pour tout u € RY,

Les deux lemmes suivants mettent en évidence des comportements asymp-
totiques remarquables, en coordonnées polaire et d’Iwasawa, pour les suites con-
tractantes. Certaines propriétés font intervenir le produit extérieur d’ordre 2 de
IR?; le lecteur pourra se référer 4 la section (1.7), pour la définition de ce produit
extérieur.

(1.5) Lemme. Soit (gn)n>0 une suite d’éléments de G. Pour tout entier
n > 0, désignons par g, = zna(gn)kn = Tn diag(al(gn),...,ad(gn)) k, une
décomposition polaire de la matrice gn.

a) La suite (gn)n>o contracte P(R?) en direction de 7 € P(IR?) si et

. . as . —_ —
seulement s lim — (g,) = 0 et lim z,-& =7Z.
n—+oco aj n—-+oo

b) Lorsque la suite (gn)n>o0 contracte P(IR?) en direction de Z € P(IR?), alors
pour tous vecteurs u et v de R?,

t t
lim a(gn)'znu _ (u,2) et lim a(gn) zn(u A v) —

= ——— ¢ 0.
n—too  ay(gn) =l n—too  a3(gn)

Preuve. a) Nous avons

an _ an
llgnl a1(gn)

. a a
=Tn dla'g(lv —Z(gn)a R —d'(gn)) kn )
a a
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qui admet des valeurs d’adhérence M de la forme z diag(l,7s,...,7q) k, avec
z,keKetl>mn>...27172>0.

Il s’ensuit que la suite (gn)n>o0 contracte P(IR?) en direction de Z si et
seulement si 7, = ... =74 = 0 et Im M = IR ze; = IR z, ce qui prouve la
premiére assertion du lemme.

b) Supposons que la suite (gn)n>0 contracte P(IR?) en direction de Z.
-1

a(gn) z7'u
ai1(gn)

diag(1,0,---,0) z7'u avec z € K tel que = - &7 = Z. En décomposant u dans

(u, 2)
1=

La suite ( )n>0 admet des valeurs d’adhérence de la forme Myu =

la base orthonormée (ze;,...,zeq), on obtient Myu =

€1, ce qui prouve la

premiére convergence du b).

D’autre part, nous avons :

a(gn)'za(uAv) = D ai(gn)aj(gn) (uAv,ZaleiAej)) eiAe;;
1<i<j<d

d’ou 'on déduit la seconde convergence. =

(1.6) Lemme. Soit (gn)n>0 une suite d’éléments de G qui contracte P(R?) en
direction de Z. Pour tout entier n > 0, désignons respectivement par

gn = Tn diag(al(gn),. .. ,ad(gn)) ko, et gn =17n diag(bl(gn), .. .,bd(gn)) Kn

des décompositions polaire et d’Iwasawa de gn.

a) Nous avons les convergences suivantes

b
tim () =[S kel = sign((ze)) e

n—-<o0o ai

et, pour tout j € {2,...d}, nli’l_lk_loo =L (gn) = O.
1

b) Si z n’est pas orthogonal d ey, alors,

b.
<j< im L = i =
v2sjsd lim otlgm) =0 et lLm me = 7=

Preuve. Nous avons

a(gn)tznel = kntgnel = kn’ir—zlb(gn)tﬂnel = bl(gn) knn;Iel.
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Théoréme ergodique multiplicatif

Les deux premiéres convergences de I’assertion a) résultent alors de la convergence

% vers <eu1£||2) e1 ( lemme (1.5)).

D’autre part nous avons, pour tout entier 2 < j < d,

de la suite

<a(gﬂ)tzn(el A €j), kn";l(el Aej)) = <b(gn)tnn(el Aej),er Aej)
= b1(gn) bj(gn)

La troisieme convergence du a) résulte alors du lemme (1.5).

Lorsque (e;,2) # 0, pour tout entier j, 2 < j < d, les suites (:—i (9n))

tendent vers zéro d’apres l’assertion a).

n>0

D’autre part nous avons :

lim nnb(gn)’cnkglel = lim xna(gn)el — 2
n—<00 al(gn) n—+00 al(gn) "Z"

Mnb(gn) _ gnk;I

et les coefficients des matrices =
ai(gn)  |ignll

restent bornés. Il s’ensuit que

. Mab(gn)rnky'e1 T -1 Mnb(gn)er
I P I

car, pour tout entier 7, 2 < i < d, lig*_l (knk;le1,e;) = 0., d’aprés 1'assertion a).
n—+-1+00
‘1 . z .
On en déduit que 111_1}‘1 Nnel = .Dou le lemme. =
n—-1+00

(z,e1)

¢ Produits extérieurs de R

(1.7) Nous posons & = {1,2,---,d—1}. Pour tout entier r de £, nous notons /\ R*
r

le produit extérieur d’ordre r de IR?. Un élément de A IR? est appelé r-vecteur. Un
T

r-vecteur non nul qui s’écrit sous la forme u; A- - - Au, pour des vecteurs uy, ..., u,
linéairement indépendants de IR? est dit décomposable. Tout r-vecteur est donc
une combinaison linéaire de r-vecteurs décomposables.

Nous notons C, I’ensemble des r-uplets {(¢1,...,ir):1 <11 <12 < ... <, <
d}. Nous mettons sur C, I'ordre lexicographique noté <. Nous munissons 1’espace
vectoriel A\ IR? de sa base canonique {e;, A---Ae;, : (i1,...,ir) € (Cr, X)}. L’espace

T
A\ R? s'identifie alors & R*", avec d(r) = Cj.
A
Nous munissons A R? du produit scalaire {( , ) qui est induit, via cette
T

identification, par le produit scalaire usuel sur R*™ . On sait que I'on a :
(ug A+  Aupyvy A--- Avy) = Det[(((ui,v5)))1<i,j<r]-

9



On note || || la norme euclidienne associée a ce produit scalaire.
Le groupe G opére sur A IR?; l’action d’une matrice g sur un r-vecteur

A
décomposable u; A --- A u, étant définie par gu; A --- A gu,. Nous notons A g
r

la matrice de GL(d(r),IR) correspondant & cette action. La matrice inverse de
A\ g est donnée par A g~!. D’autre part, considérons deux r-uplets (i,...,1,) et
(rjl, ..y Jr) de Cy. Lerproduit scalaire (e;, A,...Ae;. , gej, A...Age; ) est égal au
déterminant de la matrice extraite de g en conservant seulement les lignes ¢4,...,1,
et les colonnes jy,...,jr. De méme, le produit scalaire (*ge;, A...A'ge; , ej A

. A ej,) est égal au déterminant de la matrice extraite de ‘g en conservant
seulement les lignes ji,...,Jjr et les colonnes 4, ..., ,. Les deux produits scalaires

considérés sont donc égaux. Par linéarité, il s’ensuit que la matrice transposée
(dans GL(d(r), R)) de /\g n’est autre que la matrice /\ g.

Avec les notations de (1.1) appliquées au groupe Tinéaire GL(d(r), R), nous
avons

(A9 _ ax(9) ... ar1(9)ars1(g) _ arta(9)
ai (/r\ g) ai(g) . .- ar-1(g9)a-(9) ar(g) '

Pour tout matrice g de N, la matrice /\ g est une matrice triangulaire inférieure
T

dont les éléments diagonaux sont égaux a 1. Pour tout r € £, Atg (e1A---Ae,) =
r
e3N---Ae,.

(1.8) Notations: Pour tout multi-indice : = (z1,...,%,) de C,, et toute matrice
g € G, posons ai(g) = ai,(9) - - ai,(9), bi(g) = bi, (9) - - - bi, (9), et &i = ei, A - -Ae, .

Nous notons i, et j, les r-uplets de C, définis par :, = (1,2,...,r) et
)r=(1,2,...,r=1,r+1).

e Contractions de P(A R%)

(1.9) Définition. Nous disons qu’une suite (gn)n>0 de matrices de G contracte
P(A\R?) ¢'il existe un r-vecteur z tel que la suite de matrices (/\ gn)n>o0 de
r r =

GL(d(r), R) contracte P(A IR?) (identifié & P(IR¥ ")) en direction de Z. Nous
disons alors que la suite (gn)n>1 contracte P(/\ Rd) en direction de Z.

Le lemme suivant montre que le r-vecteur z est nécessairement décomposable.

Les résultats obtenus dans le cas particulier r = 1, s’étendent, sans difficulté, de
la facon suivante.

(1.10) Lemme. Soit (gn)n>o une suste d’éléments de G. Pour tout entier

n > 0, désignons par gn, = zna(gn)kn = Tn dlag(al(g,,) ad(gn)) k., une
décomposition polaire de la matrice g,.

10



Théoreme ergodique multiplicatif

Alors la suite (gn)n>0 contracte P(A\ R*) en direction de z € P(\ IR?) si et
seulement si ’

az((/,\ gn)) i ar4+1(gn)

m = ————= =0e lim Az, e, =%
wFoo G((Aam)) | nee ar(ga) w0 =

Lorsque la suite (gn)n>0 contracte P(A\ R?) en direction de 7 € P(\ R%),

alors pour tout r-vecteurs u et v de )\ IR,
T

Nalgm) A'onu ()

lim - €,
n—+oo a,,(gn) ll=|l
 Aa(gn) Atzn (uAv)
et lim L a =0
n—+o0 a,, (gn)

(1.11) Lemme. Soit (gn)n>0 une suite d’éléments de G qui contracte P(/\ R?)
r
en direction de Z. Pour tout entier n > 0, désignons respectivement par

gn = Tn diag(ai(gn),...,ad(gn)) kn €t gn = nn diag(bi(gn),-..,bd(gn)) Kn

des décompositions polaire et d’Iwasawa de gy.

Alors

lim kpx;'e,, = sign({(z,e,.)) e, ;
n—-+oo

. . . b b;
et, pour tout j € C,,j < 1y, nl‘.‘i‘w i (agznng()gn)
1, \9In

b, (gn) _ l(z’e'r >| .
n—+oo Gy (gn) 2]l

= 0. 52 z n’est pas orthogonal

\
a e,,., alors,

. . bj(gn) ; ad
r 1 —_ . = ]. nCs = *
Vi €Cr, j <, n—1-1>I-I+-loo by, (9n) 0 n_lg}oo i (z,e:,)

e Comparaison des composantes diagonales en coordonnées po-
laires et d’Iwasawa
(1.12) Lemme. Pour g € G et pour tout j € {1,...,d}, on a

11
g~ a(g™")

= a4(g) < bj(9) < ai(g) = llgll-

11



Preuve. Les trois égalités sont claires. On remarque d’autre part que ’on a

bi(g) = (*k(9)e;, ‘gei) < |I*gll = llgll,
et
g™l = (*x(g)es g™ ej) = (e, b(g) 'n(g) "te;) = bj(g)™!. m

(1.13) Corollaire. Pour tout g € G, toutr € {1,...,d} et tout j = (j1,...,Jr) €
Cr, nous avons :

ad—r+1(9)aa—r+2(9) - - aa(g) < bj,(g) -+~ b5,(9) < a1(g) - - - ar(g).

Preuve. On applique le lemme précédent & la matrice A g, en notant que
T

a1(\g) = ai(g) ... ar(g) et aa(\g) = ast1-r(a)...as(g). =

(1.14) Lemme. Soitg € G et g = z(g)a(g)k(g) une décomposition polaire de g.
Alors pour toutr € {1,...,d}, on a :

Log a,,(g) + ¢+(kz(g)) < Log b,,(kg) < Log a,,(9);
ot ¢r(k) = Log|(e,,, /r\ ke,)l.

Preuve. La décomposition d’Iwasawa de kg donne

b, (kg) = | \‘(ka) ex, | = | A'g Ak eI
Nous avons donc :
1A' A el
1Al
HAalo) A9 \E el
- Al
(Zjec, aj(g)z(e,,, /r\ k /r\ z(g) ej)z)

a,.(9)
> l(ew, AR Aalg)er,)|-

b, .
a_,,(kg) =

W=

(1.15) Lemme. Pour tout r € {1,...,d}, la fonction ¢, appartient d tous les
espaces LP(K,mxk), p > 1, ou myk désigne la mesure de Haar normalisée sur K.

12



Théoréme ergodique multiplicatif

Preuve.
Premiére étape

Pour tout r € {1,...,d}, posons A,(g9) = (e,,, A\ g e.,). Nous montrons que
r

Vg €G, Vre{2,...,d1|A:(g) 2 |Ar-1(9)l l{ger, ur(g))l;

ou ur(g) est un vecteur normé appartenant au sous-espace V; = @, <;<, Re; de
IR4, orthogonal aux vecteurs ge;, ..., ge 1.

Soient g une matrice de G et r un entier de {2,...,d}. Appelons =, le
projecteur orthogonal de IR? sur V. Si A,_;(g) = 0 alors I'inégalité cherchée
est trivialement satisfaite. Nous supposons donc que A,_;(g) # 0; les vecteurs
nr(ge1),...,mr(ger—1) sont donc linéairement indépendants et le sous-espace de
V; orthogonal a ces vecteurs est de dimension 1.

Pour tout : € {1,...,r}, appelons §;(¢9) le déterminant de la matrice
carrée d’ordre r — 1 extraite de la matrice [7.(ge1),...,7(ger—1)] en suppri-
mant la i-éme ligne. Le vecteur v(g) = ;<. (—1)! 8i(g) e; est orthogonal
aux vecteurs gey,...,ger—1. En effet, au signe pres, le produit scalaire (v(g), ge;)
est égal & Det [r.(ge1),...,mr(ger—1),mr(gei)] = 0. Il s’ensuit qu’au signe preés

v(g)
“(9= Tl

Nous avons alors :

|Ar(g)| = |Det [n,(ger),- .., mr(ger-1), mr(ger)]|
= [(ur(g),ger)| |Det [r-(ge1),...,7r(ger—1),ur(g)]|
= [(ur(9), ger)| |lv(9)ll
> [(ur(9), ger)| 16+(9)] = [(ur(g), ger)| |Ar-1(g)l-
D’ou le résultat.

seconde étape

Nous montrons le lemme par récurrence sur r.

Désignons par Sq_; la sphére unité de IR et par o4—; la loi uniforme sur
S4—1. Pour 7 = 1, nous avons, pour tout p > 1,

| Tog 1u(IP mac(ak) = | iog i enl sas(av)
K

Si-1

<C / |Log |cosé||? db < +oo;
0

pour un réel positif C.
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Supposons le résultat acquis pour r < ¢ < d. D’apres la premiere étape, la
p-intégrabilité de Log |A4(-)| est ramenée a celle de Log |(- eg, uq(+))|. Soit X une
variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, F, IP), a valeurs dans K de
loi mk. Nous avons

E[|Log [(Xeq,ug(X))| IP] = E[E[|Log (Xeq,ug(X))| P | Xe1,..., Xeg—1]].

Soit (v1, .. .,Vg—1) un systéme de vecteurs orthogonaux de JR?. La distribution
du vecteur aléatoire Xe, sachant que Xe; = vy,...,Xeq—1 = vg—; est la loi
uniforme sur la sphére unité du sous-espace vectoriel de IR? orthogonal aux
vecteurs vy, ...,vg—1. Si bien que :

E[E[|Log [(Xeq,ug(X))| IP| Xe1 =v1,...,Xeq1 = vg—1]]

- / ILog [(v, e2)] [P 0aqg(dv)
Sa-

q

™
<C / |Log |cos8||P df < +oo;
0
pour un réel positif C ne dépendant que de la dimension d —gq. D’ou le lemme. =

e Décompositions semi-polaires du groupe linéaire

(1.16) Notations. Soit © = {1,...,tm} aveci; < 12 < < im un sous-ensemble
de cardinal m > 1 de {1,...,d — 1}. On convient que 79 =0 et ¢;p41 = d.
Nous associons a © le sous-groupe de K :
Ko = {diag(K;,K2,...,Km+1):Vj € {1,...,m+1}, K; € O(¢; —tj_1,R)} ,
des matrices diagonales par blocs, les blocs étant des matrices orthogonales.
De méme on définit les sous-groupes suivants du groupe linéaire G :
NQ - {diag(Nl,N2, ey Nm+1) . V] € {1, R 117 + 1},NJ € N(ZJ - ij_l,R)} )
Ge = {diag(Gl,Gg, v ,Gm+1) : V] € {1, NN (s 1}, Gj € G(ij - ij_l,R)} s
Po = Go'N.
Ce groupe s’écrit aussi sous la forme
Pe = Ge'Ng
ou
I
Lip-in  (0)
(%)
Iim+1'im

14
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Toute matrice g de G s’écrit alors sous la forme g = (o(g)k1co(9)k: ou k; € Keg,
k2 € K, Co(9) € Ng et co(g) = diag(ce,1(9),---,ce,d(9)) avec V1 < j <
m+1, coi;_,+1(9) > ... > ce,i;(g) > 0. Le passage de la décomposition d’Iwasawa
g9 =1(g)b(g)k(g) a la décomposition O©-semi-polaire se fait de la fagon suivante :

—on décompose 7(g) en produit de deux matrices (o(g)ée(9) avec (o(g9) € Ng
et £o(g) € Ne. On notera que cette décomposition est unique et la matrice £g(g)
s’obtient en conservant uniquement les m + 1 blocs diagonaux de n(g).

— on décompose ensuite en coordonnées polaires les m + 1 blocs de la matrice
£o(9) b(g) de Ge.

Les composantes (o(g) et ce(g) sont uniques. Nous avons aussi

9 = Co(9)kikco(g)k ™ k2,

pour toute matrice k appartenant au centralisateur de cg(g) dans K ; on obtient
ainsi toutes les décompositions ©-semi-polaires possibles pour g.

On observera que les décompositions polaire et d’Iwasawa sont les cas
extrémes des décompositions semi-polaires ; la premiére s’obtient en prenant © = &
et la seconde © = 0.

L’ensemble des matrices Ng Pe est un ouvert de G constitué des matrices
g dont les mineurs principaux, A,(g) = (e,,, A g €, ), r € O, sont non nuls.
r

(1.17) Lemme. On a, pour tout g € G :
Vr €0, cou(9) = b.(9),

(Il < llgll g™ 115 In~* (oIl < llgll Nlg ™Il 5
Ice(@l < C llgll® g™ et NISe™ (@I < C llgll* llg™"1I*.
ot C > 0 est une constante réelle indépendante de g € G

Preuve. La matrice co(g) s’obtient en décomposant chacun des m + 1 blocs de
la matrice £o(g) b(g) en coordonnées polaires. D’ou la premiére assertion.

Nous avons 7(g) = g k~!(g) b~*(g). D’ott I'on déduit :

1

lIn(a)ll < llgll 18~ (DIl < gl o) = lgll llg~ I

et [l (@Il < Il g™ I < ax(9) g™ Il < llgll g™l

D’autre part, nous avons 7(g9) = (e(g)ée(g) ou la matrice {o(g) de Ne
s’obtient, & partir de la matrice n(g), en conservant uniquement les m + 1 blocs
diagonaux. Comme les matrices de Ng normalisent le sous-groupe Ng, la matrice

15



o !(g) s’obtient, & partir de la matrice n~!(g), en conservant uniquement les m+1
blocs diagonaux. On en déduit qu'il existe C > 0, indépendant de g, tel que

Iée(9)ll < C lin(g)ll et lI€s™ ()l < C lIn~*(9)lI-

On en déduit que les matrices (o(g) et (5" (g) ont des normes inférieures ou
égales & C [In(9)lllin~"(g)ll.

e Espaces de drapeaux

(1.18) Nous appelons espace des drapeauz homogénes d’ordre r '’ensemble, noté
D, des sous-espaces de dimension r de IR®. Si U est un sous-espace de dimension
r de IR? dont une base est {u1,...,ur}, nous identifions U a la droite u; A~ Au,
de P(A, IR%). L’espace des drapeaux homogeénes D, apparait donc comme le
sous-ensemble de I’espace projectif P(A, IR?) constitué par les droites de A, R?
associées uniquement a des r-vecteurs décomposables. C’est un sous-ensemble
fermé de P(A,. IR?), qui est égal a l'orbite sous G de chacun de ses points.

(1.19) Soit ©®© = {¢1,...,im} avec &3 < i3 < :-+ < ip un sous-ensemble de
cardinal m > 1 de {1,...,d — 1}. Nous appelons drapeau de type ©, tout m-uplet
de sous-espaces de R*, (U;,,...,Ui,.), tels que : Vi € ©, dimU; = ietV i,j €
0,1 < j,U; C Uj. Nous notons Dg l'ensemble des drapeaux de type O.

Lorsque © est réduit & un entier r, on retrouve ’espace D, des drapeaux
homogenes d’ordre r. Pour chaque entier r de ©, nous notons 7, ’application
naturelle de Dg sur D,. Nous appelons drapeau canonique de type © le drapeau
Op défini par

Vr € 0O, 71',-(89) =¢,.

Le groupe linéaire G opeére de fagon naturelle sur les espaces de drapeaux de type
©. Le stabilisateur dans G du drapeau canonique Jg n’est autre que le groupe
Pe. L’espace Dg s’identifie donc a I’espace homogéne G/Pg, ou encore 3 K/Ke.

Nous disons que deux drapeaux 0;,d, de Dg sont en position non sin-
guliére si, pour tout r € O, les deux directions 7,(3;) et 7,.(3;) de A\ IR ne sont
T

pas orthogonales.
e Contractions des espaces de drapeaux

(1.20) Définition. Nous disons qu’une suite (gn)n>o0 de matrices de G contracte
I’espace des drapeaux Dg s’il existe un drapeau 0 tel que pour tout r € O, cette
suite contracte chaque espace projectif P(A IR?) en direction de m(8).

r

Nous disons alors que la suite (¢ )n>1 contracte Do en direction de 0.
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(1.21) Lemme. Une suite (gn)n>o0 de matrices de G contracte ’espace Do en
direction d’un drapeau 0, en position non singuliére par rapport au drapeau canon-
ique Og, 31 et seulement si pour tout (r,j) € O XCyp, j < tp, lim —Ciﬂg—")— =0

n—+0o Cg,4,(gn)
et la suite de matrices (Ce(gn)) a>; Converge vers une matrice ( telle que (-9o = 0.

. co
Dans ce cas, pour tout r € O, la suste —==

(gn) converge vers un réel non
tr

nul.
Preuve. 1) Sila suite de matrices (gn)n>0 contracte I’espace Dg en direction d’un

drapeau non singulier par rapport au drapeau canonique, alors, pour tout r € O,
nous avons :

a) lim Qr41 (gn)

nFoo “a(gn) = 0 (lemme (1.10));

b) la suite n(gp)e,, converge (lemme (1.11));

C) lim b"(gn) = I<7rr(a)’elr)
n—oco ay,(gn) [[7-(3)]

Or n(gn)e,, = Co(gn)e:, et la convergence des suites (o(gn)e.,.,r € O,
équivaut a la convergence de la suite (o(gn). Soit r € ©. Pour tout entier n > 1,
désignons par g, = (e(gn)k1,nce(gn)k2,» une décomposition O-semi-polaire de gy.
Les égalités

| (lemme (1.11) ; notation évidente).

/r\gn _ ACe(gn)Akl,nACe(gn)Akz,n

) TAeT ~ @ (92) ’

et la convergence de la suite de matrices (o(gn) montrent que les valeurs
d’adhérence de la suite de matrices diagonales ((a.,(gn)) - A\ ce(gn)) sont de rang
1.Orona:ce,,(gn) = b, (9n) (lemme (1.17)) et d’apres la gonvergence c) la suite
((a., (gn))_lce,,,(gn)) converge vers un réel > 0.

On en déduit que
1im Cen"(g")

=0,V <1,
n CG,;,.(gn)

2) Inversement, les égalités (*) impliquent, sous les hypotheses réciproques,

gn
e toute valeur d’adhérence M de la suite s’écrit
48 r Aol

M=/T\C/r\kldiag(c,O,---,O)Akg,
avec ( € Ng, k1 € Ko, c>0et k; € K.

17



Ceci montre que M est de rang 1 et son image est ¢ - e, . Autrement dit
la suite (g,) contracte 'espace projectif P(/ IR?) en direction de ¢ - &;.. D’ou la
T
réciproque. ®

2. Théoréme multiplicatif déterministe

Pour toute matrice g de G, nous appelons t;;(g) le coefficient de la ligne et
de la colonne j de la matrice g.

(2.1) Théoréme. Soit (gn)n>0 une suite de matrices de G. Nous posons S, =
g1 -gn €t nous supposons que

1
hmsup Hg:tl” < letVie{l,...,d}, lim — Logai(Sn)= 7.

n—+o00 n—+oco 1N

Appelons © l’ensemble des entiers r de {1,...,d — 1} tels que vr > Yry1.

Alors la suite de matrices (Sp)n>1 contracte espace des drapeauz De en
direction d’un drapeau 8. Pour tout k € K tel que le drapeau k - O soit en position
non singuliére par rapport au drapeau canonique Og, nous avons :

Q) Vie{l,...,d, lim %Log coi (kSn) = i ;

n—-o0o

b) la composante (o(kSy) converge dans N vers une matrice Co(k) et lon
a, pour tout i,j € {1,...,d} :

limsup [t5(¢5" (kSwo(W)I¥ < €% ; limsup [ti5(C5" (¥)Co(kSn)IF < ¢

n—-o0o n—-o0o

et lim — Log Itei CTH(R)ESR] = i ;

n—-+o00
C) k-ICe(k) -0 =0

Le reste de cette section est consacré & la démonstration du théoreme (2.1)
qui posséde certaines similitudes avec le théoréme 2.4 de [10]. Dans toute la suite,
(gn)nzo est une suite de matrices de G, et nous posons S, = g1 - gn.

(2.2) Proposition. Supposons que

Vie{l,...,d}, lim lLoga,-(f],,):v,-.

n—+oco N

Appelons © Uensemble des entiers r de {1,...,d — 1} tels que v > vr41.
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Alors, pour mk -presque tout k € K,

Vi e {1,...,d}, lim %Log bi(kS,) = lim %Log co,i(kSn) = 7.

n—-+oo n—+4o00

Preuve. Soit r un entier de {1,...,d}. Pour tout entier n > 1, appelons f,
la fonction sur K définie par fn(k) = 1 Log(b,.(kSs)). (Rappelons que, pour
toute matrice g, b, (g) désigne le produit b;(g)---br(g)). Soit S, = z,a(Sp)kn
une décomposition polaire de la matrice Sy,.

Pour tout k € K, nous avons, d’aprés le lemme (1.14),

~ Log(a,,(Sw) + = #r(kza) < falk) < = Log(as,(S2))-

Pour obtenir la convergence mg-presque partout de la suite de fonctions (f,)
vers le réel 1 + ... + vy, il suffit de montrer que la suite de fonctions (£ ¢.(-za))

converge mg-presque partout vers 0. Comme ¢, € L?(K,mxk), ceci résulte de la
convergence de la série

> [ #ithen) m(d) = el Y o

n>1 n>1

D’ou la premiere assertion de la proposition.

Ecrivons © = {ry,...,rp},avec1 < r; < ... < 7Ty < d. Nous associons a © la
partition de {1,...,d} en intervalles {J; : 1 < £ < ¢} suivante : ¢ = m + 1 et pour
1 <2< q Je = {re-1+1,...,7m¢}, avec les conventions 7 = 0 et rp41 = d.

Le passage de la décomposition O-semi-polaire a la décomposition d’Iwasawa,
s’obtient par passage dans chacun des ¢ “blocs”, de la décomposition polaire a
la décomposition d’Iwasawa.

Notons K, le groupe des matrices diagonales par blocs défini par
K, = {diag(Irl yeooy I"(‘"t—l’ K[, I"l+l""l’ ee ,Id_rm) Ky € 0(’!‘[ —Te—1, R)}

Ce groupe s’identifie a O(r¢ — r¢—1,R). Nous notons m,, la mesure de Haar
normalisée sur K,.

D’apres le lemme (1.14) appliqué aux différents blocs, nous avons, pour tous
Le{l,...,q},7 € Ji, k € K et g € G, les inégalités

(%) Loglco,r_,+1(9) - co,;(9)] + #(kF(g)) < Loglbr,_,+1(xg)) ... br(rg)]
< Log[ce,r_,+1(9) - - co,i(9)]-

La fonction ¢ est définie, de fagon analogue & la fonction ¢, du lemme (1.14),
sur O(rg — r¢—1,IR). Pour tout p > 1, elle est p-intégrable par rapport a m,,. Si
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g = ((g)k1co(g)ks est une décomposition ©-semi-polaire de g, la matrice k; de
Ke s’écrit par blocs diag(ky,1,...,k1,9) et on a défini (g) comme étant le {-ieme
bloc, k¢ , de k.

Montrons que, pour tout 7 € {1,...,d} et pour mk-presque tout k,
I "~ Log b; (kkS dr) =
N e (£kSn) my, (dr) = 7i.

D’apres la premiere assertion, pour tout ¥ € Ky, on a % Log b;(kkSy) — ~i, pour
myg-presque tout k. D’apres le théoréme de Fubini, il s’ensuit que pour mk-presque
tout k, on a

— Log bi(kkSn) — vi, pour mk,-presque tout k.
n

Les majorations
o0 < inf = Log aa(S,) < + Log bi(kkSs) < sup = Log a1(S,) < +o0
- - — LO N n) > -
21 p gdp—n g pzll)P g a1\9p

permettent d’appliquer le théoréme de convergence dominé.

Par intégration en « les inégalités (%), écrites pour g = kSy, nous donnent
1 1 ~
~Loglco,ri-i+1(kSw) 0,5 (k)] + 1 [ B(x) e, (d)
n n K,

1
<L / Loglbr,_,+1(KkSn)) + - - - + bi(KkSp)myc, (dr)
K,

n
1
< —Loglce,r,_i+1(kSn) - -~ ce,j(kSn)]-

En passant a la limite en n, on obtient le résultat voulu. =

(2.3) Proposition. Soit © un sous-ensemble de {1,...,d—1}. Supposons que :

. : . 1
lim sup ”gle% <1 e Vie{l,...,d}, lim — Logce, (Sx) = 7i;

n—+oo n—+oco n

avecYr ¢ O, vr = Yr41.
i) St pour tout r € O, v, > Y41, alors la composante (o(Sy,) converge dans

N vers une matrice (o et l'on a, pour touti,j € {1,...,d} :

limiup It:5(¢51(Sn)Co)|™ < €%7; limsup |t;;(C5 Co(Sn))|* < €%

n—-+400
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Théoréeme ergodique multiplicatif

et lim 1 Log ||*e; (5" Snll = -

n—<+o0o N

i1) Si pour tout r € ©,7, < Yr41, alors, pour tous 1,5 € {1,...,d},

limsup |t;j(co(Sn)(o(Sn)ca' (Sn))* < 1

n—-4o00

et limsup |t;;(co(Sn)5 (Sn)cgt(Sa))l" < 1.
n—+oo

Preuve. Ecrivons © = {ry,...,rm},avec 1 <r; <... < rp < d. Nous associons
a O la partition de {1,...,d} en intervalles {J,: 1 < £ < ¢} suivante: g =m+1 et
pour 1 <¢<gq, Jy={rj-1+1,...,r;}, avec les conventions ro = 0 et 41 = d.

Remarquons que pour tout ¢ € NE’ tij(¢ — I) est nul pour i < j et, pour ¢ > j, 1
et j appartenant au méme bloc Jp,1 < £ < g. Les seuls indices (¢, ) & considérer
sont ceux qui vérifient ¢ > j et i,; appartiennent a des blocs différents.

Pour tout entier n > 0, écrivons S, = (e(Sn)k1,nco(Sn)ks2,n avec k1, € Kg
et k2, € K. Nous avons

Sn+1 = Sngn+1 = CG(Sn)kl,nce(Sn)kZ,ngn-i-l-
D’ou CG(Sn+l) = C@(Sn)Tn+1 en posant
Tot1 = k1,nc0(Sn)Co(k2,ngn+1)ce’ (Sn)kin.

D’apres le lemme (1.17),

. L . 2 -1 2
limsup [Co(k2ngnt1)ll* < limsup lgna® lgmtall™ < 1.
n—-1+00

n—-+00
Posons R, = ce(S'n)C@(kg,,,gn_,.l)c(f)l(.S'n). Nous avons

tij(Rn) = co,i(Sn)tij(Co(k2,ngn+1))co ;(Sn) ;
et par suite

1 R
lim sup |t,~,-(R,,)|" < T,
n—+00

La “grandeur” de 1'élément t; j(R,) ne dépend que des intervalles Jy,1 < £ <
g, auxquels les indices 7 et j appartiennent. La matrice T}, s’obtient & partir de R,
par conjugaison par une matrice de K. Cette conjugaison "respecte les blocs” ;
il s’ensuit que 'on a encore

1 s
lim sup |t,-j(Tn)|" < eTTY,
n—-00
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On a donc, pour tout € > 0, il existe un réel C(g) > 0 tel que, pour tous n > 1
et 7,5 € {1,...,d},
It: ;(T0)| < Ce(vi—vite)

Observons aussi que pour toutes matrices y;,...y, de N, le produit de
matrices (y; — I)---(yq — I) est nul.

¢) Supposons que l’on ait, Vr € ©, v, > 7,4;. Nous avons :

(o' (Sn)¢o(Sn+p) = Tnt1-* - Tatp
=+ (To41 — 1)) (I + (Tnsp — 1))

Itk Y (Tari =D (Tapigs — ).
ISi1<...<iq_1Sp

On en déduit que, pour tout € > 0, vérifiant g¢ < min{y, —v,41 : 7 € O}, il existe
C'(e) > 1, tel que, pour tous ¢,5 € {1,...,d},

sup |t j(C51(Sn)Co(Sntp))| < C'(e)em¥i—r+(a=1)e),
p21
Dol la convergence de la suite ((o(Sn)),, >, et l'inégalité
limsup [t:(¢5"(Sn))el* < %Y.
n—+oo

D’autre part, nous avons

(6" Co(Sa) = lim Tl T,

et, pour tout entier n > 1,
Tot1 = k1,nc0(Sn)C5" (F2,ngn+1)cg’ (Sa)ki a-

Comme précédemment, on obtient 'inégalité

lim sup It,-j(Cé'l(@(Sn))ﬁ < YT
n—-+o0

Enfin, nous avons

IeiCe™ Snll = lI'eils" Co(Sn)k1,nca(Sa)ll

De ce qui précede, on déduit que, pour tout 7,5 € {1,...,d}

b)

1
limiup Itij(C@_)lCe(Sn)kl,nce(Sn))|" <e™
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Théoreme ergodique multiplicatif

et par suite

limsup — Log tei¢s™ Snll < 7i-

n—-o0o

Mais, pour tout couple (y, z) € N x Gg, nous avons |lteiyz|| = ||*eiz||. Par suite

I*eiCe™ Sall > II*eik1,nco(kSn)

D’ou 'on déduit que

liminf ~ Log [[ei¢G" Snl > %

n—--o00

Ceci termine la preuve de I’assertion ¢) de la proposition.

1) Supposons maintenant que Vr € ©, v, < ¥r+1. Nous avons :

(Sa)=T+ > (Tu-D+...+ > (Tu-D- (T, -]

1<iy<n 1<i1 <...<ig-1<n

'S =I+ > (T'-D+...+ >, (@ -D--(T7'-D.

1<i1<n 1$i1<...<iq_15n
Comme précédemment on obtient

limsup [t (Ce(Sn DIF < e et limsup [t:;(¢5" (S NIF < e,

n—-+4o00 n—<o0o

D’ou 'on déduit ’assertion ) de la proposition. =

Preuve du Théoréme (2.1). Des propositions (2.2) et (2.3), il résulte que, pour
mxk-presque tout k € K :

) Vie{l,...,d}, lim 1 Log co,i (kSn) = 7i;

n—+oo N

it) la composante (g(kS») converge dans N vers une matrice ((k).

Du lemme (1.21), il s’ensuit que, pour mk-presque tout k € K, la suite de
matrices (kSn)n>1 contracte I’espace des drapeaux Dg en direction de ((k) - Je.
Autrement dit la suite de matrices (Sp)n>1 contracte I’espace des drapeaux De
en direction d’un drapeau 0 tel que

k~1¢(k)- 8o = 8, pour mk — presque tout k € K.

A cette étape de la démonstration, les assertions du théoréeme sont établies
pour mk-presque tout k. Nous allons montrer qu’elles sont vraies pour tout k € K
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tel que le drapeau k - @ ne soit pas en position singuliére par rapport au drapeau
canonique.

Soit k un tel élément. D’aprés le lemme (1.21), la composante (o(kSh)
converge dans N vers une matrice que nous noterons Co(k) et

. 1
(F1) Vreo, nkr_?w -~ Log co,, (kSn) = m+...+7r.

D’autre part, des inégalités V g € G,V 1 < r < d,
IAG @I IAco@l < IAgl < 1A I Acols)l]

et de la convergence de la suite de matrices (g(kSy), il résulte que :

(F) Vi<i<d, lim %Log a (co (kSn)) = .

n—-4oo

Des relations (F) et (F;), on déduit alors que, pour tout 1 < ¢ < d,

lim — Log ce,; (kSn) = <. La proposition (2.3) permet alors de conclure. =
n

n—<oo

3. Théoréme ergodique multiplicatif

Dans toute cette section, nous désignons par : (£, F) un espace mesurable ; 7
une transformation mesurable de 2 et M une application mesurable de §2 dans G.
Pour tout entier n > 1, nous posons M, = M Mot --- Mor™1,

e Cas général

(3.1) Nous appelons g le sous-ensemble mesurable, 7-invariant, de {2 constitué
des éléments w pour lesquels :

1) les suites (£ Log ai(Mn(w))) 2>10 1 ¢ < d, convergent vers des réels notés
%i(w); )

11) les suites (1 Log |[M*! o m™w)ll),,5, converge vers zéro.

Pour tout w € Qg, posons O(w) = {r € {1,...,d = 1} : v (w) > vr+1(w)}.
Nous appelons m(w) le cardinal de ©(w). Lorsque m(w) > 1, nous écrivons
O(w) = {ri(w),. -, "m)(@)}, avec 1 < r(w) < ... < TpE)(w) < d. On
convient que, ro(w) = 0 et 7 (y,)+1(w) = d. On voit facilement que les applications

w — vi(w), 1 € {1,...,d}, w - O(w) et w — m(w) sont mesurables et 7-
invariantes.
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Théoréme ergodique multiplicatif

Pour tout 1 < ¢ < m(w) + 1, nous posons

V(@) = ®r_ywyigi<a R e
Pour tout 1 < £ < m(w) + 1 et tout w € Qy, nous avons (cf. notations (1.16)) :
Vit (@) C... CVa @) CVi @) = R 5 Vy(rw) = V,(w)

et Vg€ Py, V. (w)g=V,(w)

(3.2) Théoréme. Il eziste une application mesurable h de Qo dans K telle que,
pour tout w € Qy, la suite de matrices (Mn(w))n>1 contracte l’espace des drapeauz

Dy, en direction du drapeau h(w) - Oy, -

Pour tout w € Qo, la matrice h™'(w) M(w) h(Tw) appartient & P, et pour
tous 1 <L <m(w)+1, u €V (w)\V,,(w),

. 1 -
lim ” Log |luh™ ! (w)Mu(w)| = 'Yr,(u)(w)‘

n—-+400

Preuve. Nous appliquons le théoreme (2.1).

La suite de matrices (My(w))n>1 contracte Dy, en direction d’un drapeau
O0(w). Des relations Vn > 1, Mp(w) = M(w) M _l(rw) il s'ensuit que O(w) =
M(w) - 0(Tw).

Pour tout £ € K tel que le drapeau k - (w) soit en position non singuliere
par rapport au drapeau canonique, nous avons

k™ o(w)(k,w) - do(w) = O(w).

Appelons V 'ouvert de K constitué par les matrices k telles que, pour tout
r € {1,...,d — 1}, A.(k) # 0. De la compacité de K il résulte qu’il existe des
matrices ki,...,k, de K telles que K = k{'V U---U k;'V. On désigne alors
par : Q ;1 I’ensemble des w € Q tels que le drapeau k; - 3(w) soit en position non
singuliére par rapport au drapeau canonique ; puis par g 2 I’ensemble des w € o,
w & Qo 1, tels que le drapeau k2 -0(w) soit en position non singuliere par rapport au
drapeau canonique et ainsi de suite... Nous obtenons ainsi une partition mesurable
de Q. Pour tout w € § j, 1 < j < p, nous prenons pour h(w) la composante sur
K, dans la decomposmon G = KA*N, de la matrice &} (e(w)(k],w)

Le résultat s’en déduit aisément. =

La proposition suivante montre que pour toute probabilité P sur (§,F),
T-invariante et pour laquelle 'application Log Q(M) est intégrable, nous avons

P[Q] = 1.
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(3.3) Proposition. Soit IP une probabilité T-invariante sur (Q, F) telle que
/ Log Q(M) P(dw) < +oo.
Q

Alors il existe des fonctions mesurables 7;,...,7vq telles que la suite de
matrices diagonales (% Log a(Mn)) 5, converge, IP-p.s. et dans L'(Q,F,P),
n>1
vers la matrice diag (v1,...,74)

De plus les suites (5 Log ||M*! o ™(w)|]), 5, convergent vers zéro.

Preuve. Soit r € {1,...,d}. Posons W, = | A M,|| = a,,(My,). De I'inégalité
Log W,.(Mu4p) < Log W,(M,) + Log W, (M,)o "

et du théoréme ergodique sous-additif ([12], [4]), il résulte que la suite de variables
aléatoires (Log W,(My))n>1 converge, IP -p.s., et au sens de L'(Q,F, IP).
La derniére assertion résulte de l'intégrabilité de la v. a. Log Q(M). =

(3.4) Lorsque le systéeme dynamique (2, F, 7, IP) est ergodique, les applications
vi, 1 <1<d, © et m sont IP-p.s. constantes.

¢ Cas inversible

(3.5) Nous supposons que la transformation 7 est inversible, d’inverse mesurable.
Nous posons

My=Tet¥Vn>1, M_,=M"1tor71... M~1or ™"
Nous avons alors la “relation de cocycle” :
Mnyp = My Mpot™, Vn,p€ Z.

Nous appelons 2; le sous-ensemble mesurable, T-invariant, de {2y constitué des
éléments w pour lesquels :

i) les suites (1 Log a;(M_n(w)))
—Ya+1-i(w);

i) les suites (£ Log M*! o 77"(w)) ., convergent vers zéro.

a>1? 1 < 7 £ d, convergent vers les réels

(3.6) Théoréme. Il eziste un sous-ensemble mesurable 2 de 2y de IP-mesure
1 et une application mesurable ® de Q, dans G tels que, pour tout w € Qy :

i) Vn e Z, la matrice Tp(w) = 71 (w) My(w) ®(7"w) appartient ¢ G

ow)

. . 1
i)  lim ;L-Log @ (r"w)|| = 0;

n—ztoco

. 1 t &—1 _ : 1 t_. —_— . .
i) lim = Log ||'i®™!(w) Ma(w)l| = lim = Log |‘eiln(w)]l = 7(w) ;

n—=+oco
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Théoreme ergodique multiplicatif

En outre, il eziste un réel C > 0 tel que

Yw € Qy, Vn € Z, |Th(w)|| £ C ||Mn(w)]-

Preuve.
Premaére étape.

D’apres le théoreme (3.2) et la relation de cocycle, pour tout w € g, nous
avons :

— pour tout entier n € Z, A~} (w)M,(w)h("(w)) appartient & P

O(w)"

- pour tous £ € {1,...,m(w) + 1} et u € V,(w),

lim % Log |[uh™ (w)Myu(w)|| < 7r‘(w)(w).

n—<+oo

Le méme théoréme, appliqué a la suite de matrices (M _n) 2> Dous dit qu'’il existe
une application mesurable f de Q; dans K telle que, pour tout w € ; :

— pour tout entier n € Z, la matrice f™!(w)M_,(w)f(7~"(w)) appartient

aP.
O(w)
- pour tout £ € {1,...,m(w) + 1} et tout u € f/’:(w),
. 1 -1
= < — :
Jim 2 Log [uf (@) Mon@)l €~ @)
avec

OW) = {d=rm(w),...,d—ri(w)}
i‘/;l(“‘)) = ®d+l_rm(u)+2-z(“’)ﬁi$d R tei.

Appelons x la matrice de K définie par t;;(x) = 6(i,d + 1 — 2) (symboles de
Kronecker).

On obtient, sur §; :

Vne Z, Xf—l(‘)M—n(')f(T—n('))X € XP@(.)X = tP@(-)

: 1 -
et Ve {l,...,m+1}, Yue U, nBr_Eoo ;Log“uxf TM_.| £ Y, 3
ou Up(w) = Di<i<ri(w) IR te;.
Deuziéme étape.
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Désignons par 2, le sous-ensemble mesurable de ; constitué des éléments w
de 2 tels que :

Vr € O(w), Ar(x f7(w) h(w)) # 0.
Des relations précédentes, il résulte que €2, est T-invariant (Cf Introduction). Pour
tout w € Q2, la matrice xf~'(w)h(w) appartient & I'ouvert N_P, de G. Nous
écrivons xf ! (w)h(w) = {(w)m(w), avec {(w) € N et m(w) € Py
Posons, pour tout entier n € Z, A, = xf !M,f o 7"x. Pour tous entiers
n,p € Z, nous avons Ap4p = Ap Apo ™.
Puisque A, appartient a ‘Pe(w), écrivons A, = (o(w)(An)I'n, en posant

I'n = k3 nco(w)(An)ks,n, avec k3, k4 n € Keo(u). Pour tous entiers n,p € Z,
nous avons :

(F3) Fn+p =TIy Fp or" et C@(w)(An+p) = CG(w)(An)FnCG)(w)(AP 0 Tn)rr—;l'

Soit w € Q3. Nous avons V n € Z, a(An(w)) = a(Sa(w)) et les suites de
matrices (An(w))n>1 et (A_n(w))n>1 vérifient les hypothéses du théoréme (2.1).

La suite de matrices (An(w))n>1 contracte ’espace D, en direction du
drapeau x f~!(w)h(w) - 0oy = €(w) -—6@(‘“). Il s’ensuit que, sur 2 :

a) Co(Ap) converge vers €

b) pour tout ¢ € {1,...,d}, lim 1 Log co,i(An) = 7i;
n—+oco N

c) Vi,j € {1,...,d},limiup |tij(C51(An)§)|7l‘_ < e,

1
n

< 7T

d) VZ,] € {Lvd}’hm up |tij(‘£_1<®(An))|

S
n—<00

La suite de matrices (x A_,,(w))n>1 contracte ’espace des drapeaux D.

O(w)
en direction du drapeau canonique. D’ou, sur 25 :
e) (5(xAn) converge vers la matrice identité ;
. ) 1
f) pour tout : € {1’ -1d}’ nllvr-f-loo ; Log Cg,i (XA—n) = —Yd+1-i
c’est-a dire )
lim - Log €O, (A_n) = = .
n—+oco n

Cela dit nous avons, sur {25,

VneZ, A bor™ =1 (Ap)T€o "

= f—ICO(An)[Fn§ ° an‘;llrn
= Pn )
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Théoréme ergodique multiplicatif

car, d’apres les relations (F3), £ = (o(An)[né oL

Cette derniére relation, nous donne aussi
Eor™ =T, (g (An)Tn et € o™ =T ¢ (AT n.
Des propriétés b), c¢) et d) ci-dessus, il résulte que :

(Fy) Vi,je{1,...,d},limsup ||€or™||* <1let limsup |67 o7 < 1.
n—+oo

n—-00

D’autre part, nous avons, pour n € Z et p € IN,

Apor7 P = A:Il, Anp

= F:;C(;l (A—p)Co(An—p)Tnp.

Par suite
Co(AnoT™?) = F:1C51(A—p)C®(An—p)F—p'
D’ou :
§or™? = I (" (Ap)ET—,
=T2,05" (A—p)T T €T p;
Puisque

A—p = A—IA—I 0o 7-—1 ‘e A—l o T-(P—l)
1
t Vi<i<d, lm = Log(ci(A_,)) = —mi,
o Vi<i<d, lm llesta(ro) = -
il résulte de la proposition (2.3), assertions i), que

(Fs) limsup || o T—"”% <1

n—<4o00

De la méme fagon on obtient

(Fs) limsup ||~ o7 " < 1.

n—-o00

En posant ® = hr~! = fx¢, on obtient alors la cohomologie voulue. On notera
que ’assertion 7z) du théoréme résulte des inégalités (Fy), (Fs) et (Fg) précédentes
et des relations Vn € Z, 1 < ||®o ™| |[(®o7™)7}.

Enfin, le fait que 2, soit de IP-mesure 1, résulte de la proposition suivante.

(3.7) Proposition.  Pour toute probabilité IP sur (2, F), T-invariante, pour
laquelle Uapplication Log Q(M) est intégrable, nous avons IP[Q] = 1.

Preuve.
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1) Nous montrons d’abord que P[Q,;] = 1.

Compte tenu de la proposition (3.3), il reste seulement a montrer que la
convergence, IP-p.s. et dans L'(Q,F,P), de la suite de matrices diagonales
(1 Log a(M_,,))n>1 a lieu vers la matrice diag (—v4,..., —71)-

Or pour n > 1, nous avons
M_,=M,or™) ' =(kpor ™) aaor ") Hzqor™™)7!

1 1
_ —n\—1 : —n\—1
= (knp o717 ") " xdiag (ad(Mnor‘")’“"al(Mnor‘"))X(anT ).

D’ou le résultat.

2) Soit w € 4. Pour tout £ € {1,...,m(w)}, posons

M,(w) = V‘H(w)h_l(w) N Ul(w)xf_l(w).

Soit u € M,(w). Nous avons

llull = [luMn(w)M_n(r™(w))|l
< en[7'l+l (“’)_7rl+€n(w)+7ln(rn(w))] ;

avec des suites de v.a.r. (€n)n>1 €t (7n)n>1 convergeant presque-siirement vers
zéro. La suite (7o7")n>1 converge donc en probabilité vers zéro. On en déduit que
pour IP-presque tout w € Q;, My(w) est réduit au vecteur nul.

On en déduit que, pour IP-presque tout w € Qy, A (xf ! (w)h(w)) # O,
pour tout 7 € O(w). [ En effet, pour tous éléments =,k de K et tout entier r de

(1,....d},

A,-(.‘C—lk) =0« Det(((mei, kej))) 1<i,j<r = 0
& 3 (ay,...,ar) € R\ {0}, Za,- ke; € ®r1<i<alR Te;
=1
& Di<i<rR ke; ﬂ®r+1§i_<_dR ze; # (0)
< @15i_<_rt€ik-1Rn®r+1§i5dt6’il‘_lm # (0).]

D’ou le résultat. m.
4. Cas d’un produit de matrices aléatoires indépendantes.

Dans cette section, nous traitons l’exemple d’un produit de variables aléatoires
indépendantes. Les résultats résumés ci-dessous sont ceux de (8] et [9]. Travaux
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Théoréme ergodique multiplicatif

qui font suite respectivement & ceux de Furstenberg [5] et ceux de Golsheid et
Margulis [6].

Nous désignons par {2 I’espace produit G” et par F la tribu des boréliens de
Q. Nous appelons (X ")n ez les applications coordonnées de ’espace produit Q et
6 Popérateur de décalage sur Q. Pour tout entier n € Z, X, 06 = X,,4;. Nous
considérons le cocycle (S )nez défini par :

SO=I; VTZZ]., Sn=X0"'Xn_1 et S_n=X;1"'X;l.

Soit y un mesure de probabilité sur les boréliens de G. Nous supposons que
Jo log Q(g) p(dg) < +oo. Nous appelons P la probabilité produit ®,u. La
probabilité IP est f-invariante et ergodique. Nous notons 7;,. .., 74 les coefficients
caractéristiques du cocycle (Sp)nez défini sur (Q, F, IP). Lorsque ces coefficients
sont tous égaux, le théoreme ergodique multiplicatif ne nous dit rien. Le but
recherché est de donner un critére de séparation de ces coefficients.

e Notions d’irréductibilité au sens faible.

(4.1) Définition Nous disons qu’un sous-espace V, non trivial, de A_IR? est de
type (S) si V admet une base formée de r-vecteurs décomposables et si V est
contenu dans ’orthogonal d’un r-vecteur décomposable non nul.

(4.2) Définitions. Nous disons qu’un sous-semi-groupe T de G agit de fagon
irréductible, au sens faible, sur A, IR%, §’il n’existe pas de sous-espace non trivial
de A\, IR?, de type (S), stable par T. L’action de T est dite totalement irréductible,
au sens faible, s’il n’existe pas de de réunion finie de sous-espaces non triviaux de
A, R?, de type (S), stable par T.

Les notions d’irréductibilité et de totale irréductibilité, au sens fort, s’obtiennent
en supprimant dans les définitions précédentes la mention “de type (S)”. Pour
r = 1 les notions fortes et faibles d’irréductibilité coincident.

(4.3) Lemme. Soient T un sous-semi-groupe de G et H le sous-groupe fermé de
G, engendré par T. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) T agit de fagon totalement irréductible, au sens faible, sur \, R?;
it) T permute une famille finie de sous-espaces de type (S) de méme dimension ;
ii1) H agit de fagon totalement irréductible, au sens faible, sur A\ IR?;
iv) tout sous-groupe d’indice fini de H, agit de fagon irréductible, au sens faible,
sur A\, R ;
v) le groupe transposé 'H du groupe H agit de fagon totalement irréductible,
au sens faible, sur \, IR?;
vi) il eziste un r-vecteur décomposable u et une réunion finie, R, de sous-
espaces, non triviauz, de /\, IR%, chacun orthogonal & un r-vecteur décomposable,
tels que Tu = {tu:t € T} C R.
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Tout groupe conneze agit de fagcon totalement irréductible, au sens faible, si
et seulement s’il agit de fagon irréductible, au sens faible.

(4.4) Exemple Prenons d =4 et appelons T le groupe simplectique, SP(2, IR),
défini comme ’ensemble des matrices de GL(4, IR) préservant la forme quadratique
®(z,y) = T1Y2 + Toy1 — T3y — T4y3 sur RL. Nous avons T = {g € GL(4, R) :
tgJg = J}; ou J désigne la matrice (? —0I2) . Une matrice g de GL(4, R) ap-
2
partient & T si et seulement si elle s’écrit sous la forme g = = diag(e®,e?,e™¢,e7%) k,
pour des matrices z, k appartenant au groupe K' = SP(2, IR) N O(4, IR) constitué
des matrices de la forme ( 91 92 , avec g = c930cos¢ —sinf cosn et
—g2 01 sinfcos¢ cosfcosn
9 = <cos€sin¢ —sinfsinn
2 —

. . . : , 0, t ;
sinfsing cos@sing )’ pour des réels ¢,d € IR, 0,¢,n appartenant a

[0, 2x].

On voit facilement que les bi-vecteurs de {te; Ate; : t € T'} sont orthogonaux
a e; Aes+ ey Aeg. On en déduit que T n’agit pas de fagon irréductible, au sens
fort, sur A, R*.

Supposons que pour deux bi-vecteurs u; A u; et v; Avg, on ait Vt € T, <
Uy A ug,tvy A tvy >= 0. Comme le groupe T est symétrique, nous avons aussi
Vs,t € T, < suj A sug,tv; A tvg >= 0. Tout vecteur normé u de R* s’écrit ke,
pour une matrice k de K'. On en déduit alors qu’il existe deux vecteurs u et v de
IR* tels que Vs,t € T, < se; A su,te; Atv >= 0. A 'aide de la suite de matrices
diagonales (diag(l, n,1/n, 1)),1>1 de T, on se rameéne alors a des vecteurs u et v de
la base canonique. Ce qui signifie qu'il existe deux entiers 7, ; de {2,3,4} tels que
pour tout g € T, le déterminant extrait de g en conservant les lignes 1 et i et les
colonnes 1 et j est nul. Ce qui est manifestement faux. On vient donc de montrer
que T agit de fagon irréductible, au sens faible, sur A, R*.

Comme le groupe T est connexe, T' agit de fagon totalement irréductible, au
sens faible, sur A, R*.

e Critére de séparation des exposants.

(4.5) Théoreme. Soit r un entier de {1,...,d}. Supposons que le semi-groupe

fermé T, engendré par le support de p agisse de fagon totalement irréductible, au

sens faible, sur \ IR® et posséde une suite contractant l’espace projectif P(\ IR?).
T T

Alors nous avons vy, > Yr41-

L’idée de démonstration est la suivante. Par un argument de martingale,
emprunté a H. Furstenberg [5], on montre que pour IP-presque tout w € , la
suite de (Sn(w))n>o0 contracte I'espace des drapeaux homogenes D, en direction
d’un drapeau, Z(w). La loi v de ce drapeau est 1’'unique mesure de probabilité u-
invariante sur D, et elle est “faiblement irréductible” ; c’est-a-dire que pour tout
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sous-espace propre V de /A R? de type (S), P[z € V] = 0.
T
On en déduit que, pour tout k € K et pour IP-presque tout w € , la
suite (kSn(w))n>o0 contracte I’espace des drapeaux homogenes D, en direction

du drapeau, k- z(w), en position non singuliére par rapport au drapeau canonique
€,, de D,. Pour tout k¥ € K, nous avons donc, IP-p.s. (lemmes (1.10) et (1.11)) ,

a

b
. r+1 _ . r+1 _
nhliloo . (Xn)=0et nllrfoo 5. (kXn) =0.

Pour tout : € {1,...,d}, la fonction o; sur K x G définie par o;(k,g) =
Log bi(kg) vérifie les relations :

VkeK, Va1,92 € G, oi(k,9192) = oi(k,91) + oi(k - 91,92) -

Nous avons identifié K a I’espace homogeéne NA\G (i.e. k- g1 = x(kg1)).
Appelons F; la fonction sur K définie par Fi(k) = [; oi(k,g) p(dg). En

utilisant la loi des grands nombres pour des accroissements de martingales de

carrées intégrables, on montre, a ’aide d’une troncature, que la suite de v.a.

n—1

(%[gi(k,s,,) - Z Fi(k - 55)]) nx0

=0

converge ; IP-p.s. vers zéro.
Posons F' = F, — F,4;. Nous avons alors :

n—1
(f1) vk €K, lim ZO F(k-S;) = +o0, P-ps.
]=

et pour mg @ IP-presque tout (k,w) € K x Q, (proposition (2.2))

1 n—1

Z F(k-S;) = Y —Yr+1-

j=0

(f2) lim

n—+4+oco n

De (f1) et (f2) il résulte alors ([1]) que v > Yr41-

(4.6) Dorénavant, nous supposons que le semi-groupe fermé T, agit de fagon
totalement irréductible, au sens faible, sur tous les produits extérieurs, A R¢,
T

1<r<d-1.
Pour tout sous-semi-groupe T' de G, nous posons

OT) = {re{L,....d~1}: inf “Zl (g) = 0}.
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Nous notons O, l’ensemble ©(T,). Du théoréme (4.5), il résulte que ©, = {r €

{1,...,d=1} : 47 > vr41}. En particulier ©, est vide si et seulement si un conjugué
zTz~! de T est contenu dans K.

(4.7) Adhérence algébrique d’un sous-semi-groupe de G.

Soit R[¢1,. . ., £42] 'anneau des polynémes & d? indéterminées. Nous désignons
par n 'application du groupe linéaire G dans R? qui a la matrice g associe ses
coeflicients ordonnés par ordre lexicographique.

_ Une fonction réelle S sur G est dite polynomiale si elle s’écrit S = So n, avec
S € R[£,...,&a2]. Nous notons R[G] I’anneau des fonctions polynomiales sur G.
Nous appelons degré de S € IR[G] et nous notons dg(S), le degré du polynéme S.
Pour tout entier n > 0, nous désignons par IR,[G] ’espace vectoriel des fonctions
polynomiales sur G de degré inférieur ou égal a n.

Pour tous z € G et S € R[G], la fonction L,(S) définie par L.(S)(g) =

S o n(zg) est polynomiale. De plus dg(L.(S)) = dg(S). Autrement dit, G opére
(par translation & gauche) sur tous les espaces vectoriels IR, [G].

Soit T un sous-semi-groupe de G. Appelons 7 l'idéal de IR[G] constitué des
fonctions polynomiales sur G qui s’annulent sur T. Nous posons H = {z € G :
VS € Z,L.(S) € I}. Puisque T est un semi-groupe, H contient T.

Dans ’anneau des polynémes IR[£;,...,£2] tout idéal est engendré par une
famille finie de polynomes. Il s’ensuit que 1’idéal 7 est engendré par une famille finie
{Si : 1 < i < r} de fonctions polynomiales. Posons s = max{dg(S;):1 < < r}.
T N IR,[G] est un espace vectoriel de dimension finie et pour tout z € G, L, est
une application linéaire bijective de IR[G] car L; o L, -1 est 'identité de IR[G]. On
en déduit que H = {z € G : L,(Z N R,[G]) = I N R,[G]}; ce qui montre que
H est un sous groupe fermé de G. Ce groupe algébrique H est appelé [’adhérence

algébrique de T dans G. En général, H est bien plus gros que le sous-groupe fermé
de G engendré par T.

Toute propriété sur un sous-semi-groupe T' de G, s’exprimant par ’annulation
d’une famille de fonctions polynomiales sur G, passe a I’adhérence algébrique H

de T. C’est le cas des propriétés d’irréductibilité et de totale irréductibilité, au
sens faible ou fort.

Appelons H, I’adhérence algébrique du semi-groupe T},. Nous avons alors :
(4.8) Théoréme. ([9])

i) ©, = 0O(H,).
it) il eziste y € G tel que yHy™! sécrive K'A'K'; ou K' est un sous-
groupe du groupe orthogonal et A' est un sous-groupe du groupe diagonal A pour
lequel Vr ¢ ©,,¥ge A, 2 (g)=1.
a

T
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En particulier, de la premiere assertion du théoréme, il résulte que ©, posséde
la propriété de symétrie suivante : r € ©, & d+1—-r€0,.

Cela dit, appelons m le cardinal de ©, et écrivons ©, = {ry,...,rn}. Nous

convenons que r',4+; = d. Nous avons :

(4.9) Théoreme. Il eziste une variable aléatoire ®, ¢ valeurs dans G, une
suite de matrices (Kp)nez de Ko, et des suites de réels strictement positifs
(ci(n))nez, 1 <i<m+1, telles que, IP-p.s :

i)V neZ, S,=2 diag(ci(n)lry,...,cm41(n) =y, ) Kn @10 T™.
y . . 1
1) V1<i<m+1, nkrilw ~ Log ci(n) = .

1 41
i11) n_lirinoo - Log ||2* o T"|| = O.
1
w)V1<e<d, Hr—f =~ Log ||tei¢ ™ Sall = 7.

Lorsque p est étalée ou lorsque [ Q%(g) p(dg) < +oo, pour un certain réel
a >0, alors la v.a. Log Q(®) est IP-intégrable.

Preuve. Toutes les assertions du théoréme, excepté la derniére résulte de [9],
section (1.10).

Appelons ji I'image de u par 'application ¢ — g et ¥ l'unique mesure de
probabilité fi-invariante sur Dg,. L’intégrabilité de la v. a. Log Q(®) équivaut a
I’existence des intégrales

/ / Log |A(u™v)| #(du) v(dv) r € O,.
Do, JD.

La convergence de ces intégrales sous les hypotheses du théoreme sera prouvée
dans la prochaine section. =

(4.10) Exemple Prenons le cas d = 4 et T, = SP(2,IR). Nous avons O, =
{1,2,3}. Nous pouvons écrire S, = z, diag(an,bn,a,;’,b;!) kn; avec Tp,kn €
K' = KNSP(2,R) et a, > b, > 1. Une décomposition polaire de la marche
aléatoire X,, est alors donnée par X,, = z,m diag(an,bn,b;',a;!) m~kp; oum

désigne la matrice (I2 0 ), avec Jo = (0 1). On notera qua la matrice m

0 J2 1 0
n’appartient pas au groupe simplectique. Nous avons, IP-p.s. :
a) lim —~=0et lim — =0;
n—+o00 Qap n—-oo bn

b) la suite de drapeaux z,m - 3@“ converge.
L’affirmation b) équivaut & dire que les vecteurs colonnes de la matrice z,
convergent, au signe preés; ou encore que les angles 0,,¢, et 1, associés a z,
(Cf (4.4)), convergent modulo =.
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5. Variance dans le théoréme de la limite centrale

On sait que sous des hypothéses convenables, les composantes sur A, dans
la décomposition d’Iwasawa G = NAK, des produits de matrices (Sy)n>0 vérifie
un TLC. Le but de cette section est de donner une expression intéressante de la
variance de la loi normale limite.

Dans toute la suite on considére un entier r de {1,...,d} pour lequel le semi-
groupe T}, agit de facon totalement irréductible, au sens faible, sur A R? et posséde

T

une suite contractant P(/\ R%). Si ji désigne I'image de x par l’application g — g,
T
alors le semi-groupe T; posséde également ces propriétés. Nous supposons que

Jo Log Q(9) u(dg) < +oo.
Nous notons v [resp. 7] I'unique mesure de probabiité u-invariante [resp. ji-

invariante| sur les boréliens de D,. Nous appelons v la somme Z;=1 7v; des r-
premiers coefficients caractéristiques de (Sn)n>0-

Pour travailler avec des espaces homogeénes a droite, nous sommes amenés
a considérer les produits gauches X, ---X;. Nous introduisons les notations
suivantes.

(5.1) Notations. Nous désignons par : Q4 l'espace produit GV " par Fy la
tribu des boréliens de Q4 et par IP la probabilité produit ®@,.u sur ;. Nous
appelons (X,)a>1 les applications coordonnées de (2.

Soit n ’application de Q4 x D, dans DN " définie par :
nw,u) = (U, X1(w) ty..., Xn(w) - X1(w) - u,...).

Nous désignons par (Zn)n>0 les applications coordonnées de ’espace produit va )
et par 0 Popérateur de décalage sur DI " . Pour toute mesure de probabilité A sur
les boréliens de D,, nous notons IP, 'image par 1 de la probabilité produit IP ® A.
Si A\ est la mesure de Dirac en z, nous notons P, la probabilité IPy. Pour toute

mesure de probabilité A, le processus (Zy)n>0 est, sous [Py, une chaine de Markov
de loi initiale A et de probabilité de transition P, définie par

P, f(u) = /G f(g-u) u(dg) (ueDy),

pour toute fonction borélienne bornée f sur D,.

(5.2) Lemme. Nous avons :

1) Si h est une fonction borélienne bornée sur D,{N' telle que P,h = h, v-p.s.,
alors h est v-presque sirement constante.

11) Le systéme dynamique (DiN',G,]P,,) est ergodique.
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112) S1 f est une fonction continue sur Dy, alors pour tout u € D,, la suite de

v.a. (%: Z f(Z,,))nZl converge IP,-p.s. vers v(f).

k=1

Considérons la fonction p sur G x K définie par :
p(g, k) = Log b,, (*(gk)) = Log || A(9) e, -

Pour tous g € G, k € K et z € K, nous avons p(g, kz) = p(g, k). La fonction p
est donc une fonction sur G x D, vérifiant les relations :

Va1,92 € G,Yu € Dy, p(g192,u) = p(91,92 - u) p(g1,u).

Nous avons le résultat suivant ([5]):

(5.3) Lemme. Pour tout u € Dy, la suite de v.a. (% p(Xn--- Xy, u))n>1 converge,
P-p.s., vers [ fDr p(g,u) p(dg) v(du) = 7.

Preuve. La loi des grands nombres pour des accroissements de martingales permet
’ . £ d
de remplacer la suite de ’énoncé par la suite de v.a. sur DIV

(_:;_ Z L plg,Z;) ﬂ(dg))nZI'

La convergence, IP,-presque siire, de cette suite vers [q f‘Dr p(g,u) v(du) u(dg)
résulte alors du lemme (5.2), assertion 7:1).

D’autre part, nous avons, pour mk ® IP-presque tout (w,k) € 2 x K,

Jim S (X XK= lim = Log by, (K71 X,)
= lim % Log a, (*X;---'Xy)
= nli»r-f-loo % Log a, (Xn--- X))
= lm - Loga, (X Xa) =7

D’ou le résultat. =

(5.4) Lemme. Pour tout g € G et tous =,k € K,

p(lg, k) + ¢(('g - k)'z) = plg,z)+ (k7 (g 2));

avec d(k) = Log |(e.,, A\ ke.. )|, pour k € K.
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Preuve. Considérons le réel A(z~ttgk) = |(A(z~!'gk)e.r, €., )|. Nous avons : d’une

part en prenant la décomposition d’Iwasawa (G = KA*'N) de gk
A(z"gk) = b, (k7'g) (AT (‘g - K))ews e )l 5

et d’autre part en prenant la décomposition d’Iwasawa du produit gz,
Az™''gk) = b, (z7"g) (A(g - =) k)es, e, ).

D’ou le résultat. =

(5.5) Remarquons que la fonction ¢ vérifie les égalités suivantes :
Vk € K,Vz € K., ¢(zk) = ¢(kz) = ¢(k).

Posons, avec des abus de notations évidents,
Vu €Dy, H(u)=— / S(k~1u)5(dk).
D,

La fonction H est a valeurs dans [0,+oo] et d’apres le lemme (1.15), toutes les
puissances de la fonction H sont m-intégrables (On notera encore mg l'image
de my dans D, = K/K,). Nous avons :

(5.6) Corollaire. La probabilité v({H < +oo}) est égale 4 0 ou 1 et
v=HC) = [ o) ude) = PLHO),

Preuve. La deuxiéme assertion du corollaire (5.6) se déduit du lemme (5.4) par
intégration par rapport a la mesure u(dg) 7(dk).

Nous avons alors : H(z) < +o0 < P,H(z) < +o0. Il s’ensuit que 'indicatrice
de I’ensemble {H < +oo} est P,-sous-harmonique et donc P,-harmonique, v-

p.s.. D’apres le lemme (5.2), assertion ¢), cette indicatrice est v-presque siirement
constante. W

Pour tout u € D,, posons A(u) = fG p(g,u)u(dg) —v. Nous avons

n—1

.. k
(5.7) Lemme. v(H) < H(u)+ Er&irg kZ_o P A(u).
Preuve. On montre (voir [8] Corollaire (5.2)) que, pour tout drapeau u de D,
la suite de drapeaux aléatoires (X no X1 u)n> converge en probabilité vers un

>1
drapeau aléatoire 9 de loi v.
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Soient u € D; et (¥(n))n>1 une suite strictement croissante d’entiers telle que

PY™H(u) = liminf P?H(u).

n—-4o00

1l existe alors une sous-suite (¢(n))n>1 de la suite (¥(n))n>1) telle que la suite de
drapeau (X‘,,(,,) cee Xy - u) n>; converge, IP-p.s., vers 0.

La fonction —¢ est a valeurs dans [0,4+c0] et est continue sur I’ouvert
{¢ > —oo}. Comme la loi v est faiblement irréductible, pour tout k£ € K, la
suite ¢(k™1 X p(ny - - - X1 - u) converge, IP-p.s. vers ¢(k~1Z).

D’apres le lemme de Fatou, on en déduit que

v(H) < E‘Ei‘?.f PrH(u).

Des égalités

n—1
¥n >0, PPH=H+Y_ PiA
k=0
il résulte alors que, pour tout u € Dy,
n—1

o . k
v(H) < H(u)+ lil—lt‘lilg ,;__0 PyA(u).
D’ou le résultat. m

(5.8) Corollaire. L’intégrale v(H) est finie, ezcepté si la suite (Z P,’f./\)n21

k=0
converge, myg-p.s., vers +oo.

Pour toute fonction borélienne positive ou bornée h sur D, nous désignons
par &, la fonction sur G x D, définie par :

en(g,u) = plg,u) — /G p(y,u) u(dy) + h(g - u) - /G By - u) u(dy) ;

et nous posons

ol = /D , /G £2(g,u) (du) u(dg).

(5.9) Proposition. Supposons que [, Log?Q(g) u(dg) < +oo et qu’il eziste une
fonction borélienne h sur D, de carré v-intégrable telle que

jG 0(g,) w(dg) =y = (I— P)h().
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Alors, pour v-presque tout u € D, la suite de variable aléatoire
1
(\/—T—L (p(Xn -+ Xq,u) — n7)n20

converge en loi vers la loi normale centrée de variance o.

Si en outre la fonction h est continue, alors cette convergence a liev pour tout
u € D,.

Preuve. Nous avons

YgeG, plgu)—7 = [o(gu) - /G p(g,u) u(dg)] + (I = Pu)h(x).

D’ou, pour tout n > 0,
p(Xn--Xp,u)—ny = h(u) = h(Xn-- X1 u)+ Y Uj(u);
i=1

avec Uj(-,u) = & (X}, Zj-1 0 n(-,u)). Nous avons E[U;(:,u)|Fj—1] =0; ot F;_
désigne la tribu engendrée par les v.a. Xi,...,X;j_1. Les v.a. Uj(-,u) sont donc
des accroissements de martingale.

Posons Vo (-, u) = + 37, E[UF(,u)|F;-1]. Nous avons

Val(yu) = %Z /G €2(9, Zj-1(n(-,u))) u(dg).

Du théoréme ergodique, via le lemme (5.2), assertion ), il s’ensuit que pour IPQ@v-
presque tout (w,u), la suite (V,(w, u))n>0 converge, vers o2. Si h est continue, cette
convergence a lieu, IP-presque sirement, pour tout u € D, d’apres le lemme (5.2),
assertion 11).

De méme, pour tout € > 0, la suite réelle

1 n
(= BEUF(54) 1gu; e wizer]) nxo
=1

converge, pour v-presque tout u € D,, vers fDr Ja € Lien>ey(g,u) p(dg) v(du).
Il s’ensuit que, pour tout ¢ > 0, la suite

1 n
(= BlU7(w) Lgy;cmizvie)) aso
Jj=1

converge vers zéro, pour v-presque tout u € D,. Lorsque h est continue, ces
convergences ont lieu pour tout u € D,.
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La proposition est alors une conséquence du théoréme 2 de [3]. =

n
(5.10) Proposition. Supposons que la suite de fonctions continues (Z PXA)
k=0
soit bornée dans IL%(D,,v) et ne converge pas, mg-p.s., vers +oo.
Alors H appartient & IL%*(D,,v). Lorsque fG Log?Q(g) u(dg) < +oo, pour
v-presque tout u € Dy, la suite de variable aléatoire

n>1

(% (p(Xn -+ X1,u) = n7) 5,

converge en loi vers la loi normale centrée de variance o%.

Si la suste de fonctions continues (Z P:A)n>1 converge simplement sur D,
. . k=0 B . . .
vers une fonction continue, alors, pour tout u € Dy, la suite de variable aléatoire

(% (p(.Xn v Xlau) - n7)n20

converge en loi vers la loi normale centrée de variance o%.
n—1

Preuve. Pour tout entier n > 1, posons S, = E P¥A. Nous avons
k=0

—P)(= Z S) = A—=Sn.

n

D’aprés l'assertion i11) du lemme (5.2), la suite =S, converge vers v(A) =
D’autre part la suite 2 3 7_, Sk est bornée dans L? (Dy,v) et par suite il ex1ste
une sous-suite qui converge faiblement vers une fonction A de L%(D,,v). D’ou la
relation A = (I — P,)h.

Nous avons alors P,(H + h) = H + h; c’est-a dire que la fonction H + h
est P,-harmonique. D’apres le corollaire (5.8), la fonction H est v-intégrable. Du
théoreme ergodique, il résulte alors que, v-p.s.,

n—1

H+h= lim Z PY¥(H + h) = v(H + h).

n—-o00

Ce qui montre que H, comme h, appartient & L?(D,,v).
Les derniéres assertions de la proposition résultent alors de la proposition
(5.9). m

Lorsque p est étalée (i.e. qu’il existe une convolée p*? non étrangere a la
mesure de Haar de G), P, — v est un opérateur de rayon spectral strictement
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inférieur & 1 sur ’espace de Banach Loo(Dr,v). De la proposition (5.10) il résulte
que v(H) < 400 et le théoréme de la limite centrale est satisfait, pour tout u € Dr,
avec la variance o%.

Nous notons C(D,.) l’espace des fonctions continues sur D, muni de la norme
de la convergence uniforme || ||oo. Pour tout réel s,0 < s < 1, nous considérons
’espace L,(D,) des fonctions sur D, lipschitziennes d’ordre s, muni de la norme
|| Ils définie par :

I flls = ms(f) + [[ fll oo
ou
{ |f(w) — f(v)]

6(u,v)*

Du critére de séparation de la section précédente, on déduit le résultat suivant
du & E. Lepage ([14]) :

ms(f) = sup :u,v € Dp,u # v}.

(5.11) Théoréme . Supposons qu’il eziste un réel a > 0 tel que [, Q(g9)* pu(dg) <
+o0.

Alors il eziste so > 0 tel que, pour tout s < sg, P, — v est un opérateur de
rayon spectral strictement inférieur ¢ 1 sur l’espace de Banach L,(D,).

Lorsque [; Q(g)* p(dg) < +oo, la fonction H est donc v-intégrable et le
théoréme de la limite centrale est satisfait, pour tout u € D;., avec la variance o%.
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