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CONVERGENCE D’UNE SUITE LE LONG DE SOUS-SUITES
D'INDICES A CROISSANCE EXPONENTIELLE

Emmanuel LESIGNE
Juin 1996

Abstract

Does the convergence of a sequence along index subsequences of the type ([y*])n>0 insure
the convergence of the whole sequence ?

Introduction

Si 7 est un nombre réel, on désigne par [y] sa partie entiére.
Plusieurs preuves de Lois Fortes des Grands Nombres (voir par exemple [1] et [2]-lemme 1.5)
utilisent le résultat suivant.

Proposition 1 Soit (v(n))n>1 une suite de nombres réels positifs et u(n) := l—(v(l) +v(2) +
2 - n

.+-+v(n)) la suite de ses moyennes de Césaro. Si, pour tout v > 1, la sous-suite (u([Y"]))n>1

converge, alors la suite (u(n))n>0 converge.

Voici le résumé d’une démonstration de cette proposition: pour k entier, on pose 7 := 23%
et on remarque, par un argument immeédiat de sous-suite, que la limite [ de la suite (u([y£]))n>0
est indépendante de k; pour montrer que la suite (u(n)) converge, on utilise un argument
d’interpolation (Y7* < n < y7**!) pour encadrer u(n) — I puis on fait tendre k vers I'infini.

Le fait que (u(n)) soit la suite des moyennes de Césaro d'une suite positive entraine une
certaine régularité. C’est important dans I’argument précédent mais est-ce nécessaire pour avoir
le résultat de la Proposition 1 ? Nous allons voir que la réponse est négative. Mais nous verrons

aussi que cette hypothése est importante pour les applications au Calcul des Probabilités.

1 Deux résultats

Proposition 2 Soit (u(n))a>o une suite dans un espace métrique compact et a, b deuz nombres
réels tels que 1 < a < b. Si, pour tout vy dans lintervalle |a,b[, la sous-suite (u([Y"]))n>0
converge, alors la suite (u(n))n>o converge.

Il est remarquable que, pour obtenir ce résultat il soit inutile de faire une hypothése sur des
nombres v proches de 1. 11 suffit de tester la convergence de la suite le long de sous-suites tres
lacunaires. D’un autre c6té, le résultat suivant montre qu’il est nécessaire d’avoir une hypothese
sur un grand nombre de réels 7.



Proposition 3 Il existe une suite réelle non convergente (U(Tl))nzo telle que, pour presque tout

v > 1, la sous-suite (u([7"]))a0 converge.

., . . lo
Plus précisément: soit E un ensemble de nombres entiers naturels tel que Z 28T < 400;

meE
pour presque tout y > 1, lim,_ o 1g([y"]) = 0.
(Dans cet énoncé, le "presque tout” fait référence a la mesure de Lebesgue sur la droite réelle,
et 1 est la fonction indicatrice de E.)
La condition est par exemple satisfaite par I’ensemble E des carrés de nombres entiers.

2 Les démonstrations

Soient a, b deux nombres réels tels que 1 < a < b. Montrons que, si £ et F sont deux
sous-ensembles infinis de IV, il existe v €]a, b[ tels que les ensembles {n € IV : [y"] € E} et
{n € IN : [y"] € F} soient infinis. Ceci démontrera la Proposition 2, car si une suite non con-
vergente u posséde une valeur d’adhérence, alors il existe deux ensembles fermés disjoints C et
D tels que les ensembles E := {n € IV : u(n) € C} et F := {n € IN : u(n) € D} soient infinis.

Lemme 1 Sotent ¢ et d deuz nombres réels tels que 1 < ¢ <‘ d. Pour tout nombre entier m
assez grand, il existe un nombre entier positif n tel que ¢ < m» < d.

Démonstration du Lemme 1
Notons n(m) la partie entiére Inm/Ind. Le nombre n(m) est le plus grand nombre n tel que

1 1
mn > d. 11 suffit alors de remarquer que lim m~™ — m~m+1 = (.
m—00

Démonstration de la Proposition 2

Soient E et F' deux sous-ensembles infinis de IV. Le Lemme 1 nous permet de construire par
récurrence une suite croissante d’entiers (my), une suite d’entiers (nj) et une suite décroissante
de segments [ck, d] tels que

my € E, resp. € F, si k est impair, resp. pair;
L L
a<cr<dp<b et [ek,di] C [mk" y (Mg + 1) [ ﬂ lek=1, @k-1[-
(Indication: poser ¢g = a, do = b, et construire successivement, pour k > 1, les nombres
™M, ng et (Ck,di).)
On a bien sir limg_.ong = +o0o. L’intersection de tous les segments [ck, dk] contient un
nombre réel v. Un tel nombre vy vérifie [y™*] = my, et le résultat annoncé est démontré.

Démonstration de la Proposition 3

1
Soit E un ensemble infini d’entiers tel que Z % < +o0o. La suite (1Lg) est une suite

meE

divergente de 0 et de 1. Soit I' ’ensemble des nombres réels v vérifiant: il existe une infinité
d’entiers n tels que [y"] € E. Nous voulons montrer que ’ensemble I' est négligeable. Notons A
la mesure de Lebesgue sur la droite réelle.

Fixons a > 0.



Lemme 2 Quqnd m tend vers l'infini,

M U s, (m+1)5[) = 0O

n>alogm

logm
m

)-

Démonstration du Lemme 2
Soit C une constante telle que, pour tout z € [0,1], e* —1 < Cz. De l'inclusion

U W5 m+)si ¢ U w5 m+)5 U L me]
n>alogm alogm<n<m
on déduit que

M U mhmand) < mF-n+ 5 (m+DE-mi)

n>alogm alogm<n<m

logm 1 1 1
< C + >, mna (exp (—log(1+ —)) - 1)
m alogm<n<m n m
< Clogm + Z eaC log(]_ + —)
n<m
< C,logm c ok Z 1
m m n<m
logm

=O(

)- (1)

Ce qui prouve le Lemme 2.
Revenons a la démonstration de la Proposition 3. Notons

pm,N):=A( U [m=,(m+1)3]).
n>a’llo>gl(\1r'n+1)

Grice au Lemme 2, on a Z sup p(m, N) < +oo et, pour tout m fixé, hm p(m, N) = 0. Donc,

meE N>0
par convergence dominée, ].un > p(m,N)=0.
meE
Ceci entraine que
L L
dm AU U w13 =
meE

n>
n>a log(m+l)
c’est a dire A
A((limsup U [m¥, (m + I)LN[)ﬂ[l,eﬁ]) =0.

N—co meE
Ainsi, pour presque tout 7 entre 1 et es , pour tout entier N assez grand, pour tout m € E et
tout entiern > N, v ¢ [mn,(m+ 1) [
Ceci prouve que, pour presque tout y > 1, I’ensemble EN{[y"] : n > 0} est fini, et la Proposition
3 est établie.



3 Le cas des suites de variables aléatoires

Dans I’étude de la convergence presque siire de suites de variables aléatoires, (comme dans (1] et
[2]), 1a figure est tout a fait différente. La Proposition 1 s’étend & ce cas, mais pas la Proposition
2. On a en effet les résultats suivants.

Proposition 4 Soit (U(n))nyo une suite de variables aléatoires réelles qui est la suite des
moyennes de Césaro d’une suite de variables aléatoires positives. Sipour touty > 1, la sous-suite
(U([v"]))n>0 converge presque sirement, alors la suite (U(n))n>0 converge presque sirement.

Proposition 5 Il eziste une suite bornée (U(n))n>o0 de variables aléatoires positives qui diverge
presque sirement et telle que, pour tout v > 1, la sous-suite (U([7"]))n>0 converge presque
sirement vers zéro.

La Proposition 4 est une conséquence directe de la démonstration de la Proposition 1 que
nous avons résumeée. Dans cette démonstration on n’utilise en effet I’hypothése que pour une
famille dénombrable de nombres ~.

Pour démontrer la Proposition 5 il suffit d’exhiber une suite presque sirement divergente
(U(n))nzo telle que, pour tout 7 > 0, nz0 B(U(["])) < +o0. (Nous notons E Pespérance
mathém;.tique). Une telle construction est classique, par 1'argument de la ”bosse glissante”.
Voici un exemple: ’espace de probabilité est le cercle {exp(i6) : § € IR} muni de la probabilité
uniforme; la variable aléatoire U(n) est la fonction indicatrice de I'arc délimité par exp(2in(1+3+
.t E)) et exp(2ir(1+3+.. .+ 35)); ona E(U(n) = 747 et limsup U(n) = 1 sirement, mais,
pour tout ¥ > 1, limsupU([y™]) = 0 presque siirement, d’apreés le lemme de Borel-Cantelli.
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