MICHEL GUILLEMEAU

Quelques résultats de convergence en loi vers des
processus de Lévy a-stables

Publications de I’Institut de recherche mathématiques de Rennes, 1996-1997, fascicule 2
«Fascicule de probabilités », , p. 1-19

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1996-1997___ 2 A2 0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1996-1997, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1996-1997___2_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Quelques résultats de convergence en loi vers
des processus de Lévy a-stables

Michel Guillemeau

1. Introduction

Nous présentons ici quelques résultats, dans des situations simples, de convergence
en loi vers des processus a-stables. Certains sont siirement connus, d’autres le
sont moins. Le premier est de type Donsker pour les lois a-stables, ou nous
remplagons les conditions sur les moments par la connaissance d’équivalents pour
les queues de probabilité. Ce résultat, découlant indirectement d’un théoréme de
Skorokhod (1957), n’est pas nouveau ; la démonstration donnée ici est directe et
permet d’obtenir quelques généralisations. Le deuxiéme concerne la convergence
de certaines formes quadratiques et en passant on montre un résultat qui donne
le comportement en probabilité des sommes Y % ou les variables aléatoires
X; sont symétriques et dont les fonctions de répartition ont de bonnes propriétés
a 'infini.

Dans le deuxiéme paragraphe, nous rappellerons quelques notions tirées de
'ouvrage ” Limit Theorems for Stochastic processes” de Jacod et Shiryaev concernant
les caractéristiques locales des semimartingales, puis nous verrons brievement
dans un troisiétme paragraphe les quelques propriétés des lois stables qui nous
seront utiles. Le paragraphe quatre énoncera les résultats de type Donsker tandis
que dans le cinquiéme, nous donnerons un résultat de convergence pour des formes
quadratiques assez particuliéres.

Le parametre a sera toujours compris strictement entre 0 et 2, autrement dit
on n’étudiera pas la situation ou l’on a un théoréme central limite fonctionnel.

2. Caractéristiques des semimartingales

Les caractéristiques des semimartingales sont destinées a remplacer les trois
notions : dérive, variance de la partie Gaussienne, et mesure de Lévy, qui caractérisent
la loi d’un processus a accroissements indépendants.



L’idée générale est la suivante : soit X un PAI avec Xo = 0 et sans instants
fixes de discontinuité. Pour chaque ¢ > 0, X; a une loi infiniment divisible et on
peut écrire sa fonction caractéristique

E (expiuX;) = exp [iubt — %zct + / (ei“’ —1—iuh (a:)) F, (da:)] = exp ¥: (u)

(Formule de Lévy-Khintchine)

ou b, € R,¢; € Ry, F; est une mesure positive qui intégre 1 A z2, et h est
n’importe quelle fonction borélienne bornée a support compact qui se comporte
comme ¢ au voisinage de zéro.

De plus, les accroissements indépendants donnent :
( exp tuX;
exp . (4)

Alors, si X est maintenant une semimartingale, on va définir deux processus
B et C et une mesure aléatoire v tels que la formule suivante soit vérifiée :

) est une martingale.
t

E (expiuX:) = E [exp [iuB, - “?20, + [ (= = 1= iuh (2)) v ([0,1] x d:c)”

2.1. Définition des Caractéristiques

On suivra ici la présentation donné dans le livre de Jacod et Shiryaev.
Considérons une semimartingale d-dimensionnelle X = (X tX?.X d) définie

sur une base stochastique (2, F,F, P). On écrira X € S¢.

Définition 1. On appellera C? la classe des fonctions h : R® — R? qui sont
bornées, a support compact et satisfont h(z) = z sur un voisinage de zéro.

Soit h € C?. Alors AX,—h (AX,) # 0 seulement si |AX,| > b pour un certain
b > 0, et la formule suivante :

{ X (R), = Toct [AX: — R (AX,)]
X(h)=X-X(h)

définit un processus d-dimensionnel X (k) a variation finie et une semimartingale
d-dimensionnelle X (k). De plus AX (k) = h(AX) est bornée donc X (h) est

une semimartingale spéciale ( [JS] p.44) et on peut considérer sa décomposition
canonique :

X (h) = Xo + M (k) + B (k)

ot M (h) martingale locale partant de 0, B (k) prévisible et & variation finie.
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Définition 2. Soit h € C? fixé. On appelle caractéristiques de X le triplet
(B,C,v) tel que :

(i) B = (B*),<4 est un processus prévisible a variation finie, exactement le
processus B = B (h) ci-dessus.

(ii)) C = (C""j)i,j« est un processus continu i variation finie, tel que C* =
(X*e; X7¢) (X est Ia partie martingale locale continue de X ).

(iii) v est une mesure aléatoire prévisible sur R, x R?, qui est le compensateur
prévisible de la mesure u* associée aux sauts de X.

Lorsque M et N sont des martingales locales, localement de carré intégrable,
on note par (M, N) la covariation quadratique prévisible de M et N, c’est & dire

le processus a variation finie prévisible, nul en 0, tel que (M, N) — M N est une
martingale.

Définition 3. On appelle seconde caractéristique modifiée de X (associée a h)
le processus prévisible C' & variation finie défini par :

CHi = <M(h)i , M(h)j> ou M (h) est définie ci-dessus

Théoreme 4 (JS). Il y a équivalence entre

a) X est une semimartingale avec pour caractéristiques (B, C,v)

b) Les processus suivants sont des martingales locales :

(i) M (h) = X (h) — B — Xo;

(i) M (h) M (hY — C¥i Vi, j < d;

(iii) g*pX —g*v Yg € C* (Rd) o Wy, représente [io 1, p W (w, 3, 7) p (w, ds, dz)
lorsque W est intégrable et +o0 sinon,

et ou C* (Rd) est n’importe quelle famille de fonctions boréliennes bornées
sur R%, s’annulant sur un voisinage de zéro, avec la propriété suivante : si deux
mesures positives ) et n' avec n({0}) = 7' ({0}) = 0 et n(z: |z] > €) < co et
7' (z: |z| > €) < oo pour tout ¢ > 0 sont telles que n(f) = n'(f) pour tout
fect (Rd), alorsn =7’

Avec les définitions précédentes, X est une semimartingale a accroissements
indépendants si et seulement si ses caractéristiques locales B, C, v sont déterministes.

2.2. Le cas d’une somme discrete

Commencons avec une base discrete B = (Q,F, Fk, P), et considérons un
processus adapté X = (X,),.n, avec les accroissements U, = X, — X1 (et
Uo = Xo).

Dans le cas qui nous intéresse, on aura besoin de "normaliser en temps” le
processus X. Considérons donc le processus en temps continu suivant :



Yi= 2 Ui=Xa
0<k<aoe
ol o, est un processus adequat, croissant, a valeurs dans N ou N (dans ce

dernier cas un probléme de convergence se pose). Le processus o; devra satisfaire
quelques exigences :

Définition 5. Un changement de temps sur la base B est une familled = (0y),5,
telle que : B

(1) tout oy est un temps d’arrét sur B ;

(ii) 00 = 0;

(iii) toutes les trajectoires t — oy sont croissantes, continues a droite, avec
des sauts égaux a 1.

On associera a ce changement de temps une base stochastique en temps
continu B’ = (Q,}', G = (Gt),50 > P), avec G, = F,,.

On pose 7, = inf (t: 0, > k), k € N:

Nous posons maintenant

Y: = Zlgkga, Ur = ZkZl U’cl{‘rkSt}
)/tn = EISkSmAn Ur = Z:ISkSn (-rk]-{TkSt}

Théoréme 6 (JS). Soit h € C? une fonction de troncation quelconque.
a) La formule ci-dessus définit une semimartingale Y sur B’ si et seulement si
pour tout t € Ry,

Tick<o |E (B (Ui) | Fr-1)| < o0 p.s.
215/:50, E (|Uk!2 A 1|fk_1) < 00 p.S.

(Ces conditions, tout comme la propriété de martingale, sont évidemment vérifiées
lorsque oy < oo p.s. pour tout t € Ry ).
b) Dans ce cas, les caractéristiques (B,C,v) de Y relativement a h sont :

B: = lekSm E (h (Uk) |Fe-1)
Ct = 0
v([0,t] X 9) = Ticheo E (g (Ur) 1{Uk¢0}|-7:k—1) , pour g > 0 borélienne.

2.3. Convergence en loi de semimartingales vers des PAI représentés
par leurs caractéristiques

Les notations des sections précédentes sont reprises. De plus,on considére X™
une semimartingale de caractéristiques locales B™, C™, v™ avec XJ = 0 et X
est un PAI de caractéristiques locales B, C, v. Pour obtenir un théoréme limite
(en loi) a partir des caractéristiques locales, on regardera la convergence des
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mesures compensatrices des sauts »"™ vers v sur une classe de fonctions notée

C2 (R) constituée des fonctions continues bornées, s’annulant sur un voisinage de
zéro.

On introduit une classe de fonctions simples déterminante pour étudier les
convergences des sommes dans les cas explicites :

Définition 7. On notera C,(R) la classe des fonctions de la forme : z —

Gan () = _(|_.t|;_a.)+_ Al etz — fon(z) = gan(z)sgn(z) pour tous les rationnels

a#0etn#0.

Lemme 8. La classe C; (R) est déterminante pour la convergence des mesures

sur C (R).

Preuve. En effet, soient v™ et v des mesures positives sur R, x R qui ne
chargent pas {0}, qui sont finies sur tout complémentaire d’un voisinage de zéro

et telles que Yf € Cy,Vt € Ry,v™([0,t] x f) — v ([0,t] x f) avec f de la forme
fae Ou goe. Alors, on a

Vi€ OVt e R ([0,1] x f) — v ([0,8] x f)

Soient a,b € Q7 , on montre facilement que v™ ([0, ] x [a, b]) — v ([0,1] x {a, b])
pour deux nombres a et b qui ne sont pas chargés par la mesure v. En outre, on
a bien str v™ ([0,t] x [a, +00[) — v ([0,¢] X [a, +00[).

De méme pour a,b € Q*. On a donc la propriété. O

On a le théoréme suivant qui donne des conditions suffisantes de convergence
en loi de X™ vers X, en termes de comportement de caractéristiques locales. La
convergence en loi considérée correspond a la convergence étroite des lois des
processus X™ vers celle de X, sur 'espace de Skorokhod, (D,D), muni de la
topologie J; de Skorokhod :

Théoreme 9. ([JS], p.423)Supposons que X n’a pas de temps fixe de discontinuité,
et que D est un sous-ensemble dense de R.

sup,; |By — Bs| 2, 0 pour tout t € R,
Alors { Cr 5 C, pour tout t € D
g*vl L g%, pour tout t € D, g € C; (Rd)

implique
Xt 5X
oit C" = C" + h?xv" — T, (AB?)

Ce théoreme sera l’outil principal pour montrer la convergence des sommes
considérées dans les sections suivantes.



3. Quelques rappels sur les processus a—stables
Commencons par deux définitions élémentaires sur les lois stables.

Définition 10. Une variable aléatoire réelle X a une loi stable si et seulement
si

Vn>2,3c, > 0,d, € R tels que S X; = ¢, X + dn
=1

ou X, Xi,...,X, ont la méme loi et sont iid.

Définition 11. On appelle domaine d’attraction normal d’une loi a—stable
X (noté DNA (X)), ensemble des variable aléatoires Y telles que si Y1, Y2, ...
sont des copies indépendantes de Y :

~—-';-=—17—}:— — X en loi.
n; n—+o0c

Ce n’est pas la notion la plus générale de domaine d’attraction d’une loi
stable. En général, (lorsque ce n’est pas le domaine d’attraction normal ), la
normalisation des variables Y est une fonction de n variant lentement & infini
(telle que f (uz)/f (z) — 1) que multiplie n'/<.

Pour montrer des résultats asymptotiques, on utilisera la caractérisation suivante
du domaine d’attraction normal d’une loi a-stable. On peut trouver ce résultat
dans Feller (tome 2, page 547), on la redémontrera en fait dans la section suivante :

Proposition 12. La v.a. X est dans le domaine d’attraction normal d’une loi

a-stable de parameétres d’échelle o et de dissymétrie § (rappelons que o < 2) si
et seulement si :

AP (X > \) — oEC,

AP (X < —)) —» oZ2C,

ou la loi stable limite Z a pour fonction caractéristique

E (expibZ) = exp [—or" i (1 — 1fBsgnftan 7r2_a)]

-1

et ol Ca=(ooosn zdm)

1-0



4. Convergence d’une somme vers un processus a—stable

4.1. Somme de v.a. indépendantes }_ X

Des résultats analogues a ceux présentés ici existent pour les variables aléatoires
au lieu de processus, notamment dans I’ouvrage de Gnedenko-Kolmogorov [GK]
au chapitre concernant les lois stables.

4.1.1. Cas non symétrique avec a # 1

Prenons (X} )¢y une suite de v.a.r. indépendantes telles que :

(z) AP (X > X) ol ﬂC uniformément en k, avec Cy = (f°° sinz g ) - ,
(12) AP (X, < —=)) = —C uniformément en k.

On notera L* le mouvement de Lévy a—stable et d’intensité de décalage 3,

c’est a dire le PAI dont la loi de la variable LY est une loi a—stable, donnée par
la fonction caractéristique suivante :

E (expiuLf) = exp [— lu|* t (1 —13sgn (u)tan ng)] pour a # 1

Appelons B, C, v les caractéristiques de LY. La formule de Lévy-Khintchine
pour les PAI permet de les identifier :

E (eiuL;’) = exp [iuBt _ -;—ung + /R (eiuz —1—zuh (:z)) v ([0,t] x d:z:)]

D’ou l'on tire C = 0, v (dt,dr) = dt.dz [W + sgn xﬁn] ou K est défini

comme suit : o 1
— cos v
K=2 / ™ I““

Avec de plus : B; = IIETIK lorsqu’on choisit A () = zl|gi<1-

Théoreme 13. Si a < 1, le processus

[nt]
( > Xk) converge en loi vers L°.

"°k1



Preuve. Calculons le triplet de caractéristiques associé a SP = - 5:‘;]1 Xk.
na

On a
a < —y) dy]

= ot (s (3)
= TR (P (2 ) - P (e <)) a2 (X S 0) (x5 )

»

I ——tCals

Fag (P (3 2v) = P (3 < =) dy+ 57 (P (¥ 20) = P (35 <)) ay
et pour M assez grand, on voit que B} — tC,j3 [ a]
De plus C?" = 0.
[nt] ['n,t]
st e = () 17) - § ()
Nna Ta

1

Montrons que v ([0,t] x g) — v ([0,%] x g) pour tout g de la forme "=+ (=I- a)
1, a,n € R".

I — 1
v, 9) = F fn, HEE G
= %[f:ﬁ; lea d:z+f% ll“*‘d }
= ri—nﬁ [( +n)'” a—al""]

Par ailleurs
A0 = THE( (5 -0) )
_ Zgnt]f;OP(% (J’—Yfl—a> AlZ:c)d:r
na« +

TP 3 PIXk > (20 + a)n) de
M et LP (1% > 2nt) da

La convergence uniforme A*P (|X;| > A\) — C, nous donne immédiatement

n t ot Ca Cat — _
(0t xg) = [T e = s [ ) -0t



(une condition plus faible que I’'uniformité, comme la convergence au sens de
Césaro, conviendrait également).
En outre, on trouve : K =2 [§° %dm d’ou la relation C, = %K'l.

Ainsi v" ([0,t] x g) — v ([0,t] x g) et B} — B,

Montrons de méme que v™ ([0,t] x g) — v ([0,%] X g) pour tout g de la forme
(ﬂz'—;a-)-‘h A 1) sgn(z), a,n € R".

Bsgn(z)(jz|/n—a Al
v([0,t] x g) = %fR-}- gn( )(L:c/le /), dz

U [fotn —zmtrde + [, herdal

l—o -
= AL a[(a+17) —a!

On a de méme pour v™ : v™ ([0,t] x g) — % Jorn Cad (lc"g)’n [(a + )7 = al“"]

Il reste donc seulement & montrer que C* = h? x v™ — h?x v = C. On a déja

([O t] % h2) ZtK"l

“a

v ((0,t] x b?) = TiE ( (ﬁ))

El—t-]l 0 > P —-f-ll._fl<l >z |dz
= 2% [z [P (1Xk| > naz) — P (|1Xi] > n%)| da

Posons ¢* (z) = P (|Xk| > xn%) - P (leI > n'«li) Comme ¢* (z) < 1 et

ngk (z) — (z=* — 1), Yz > 0, on a par le théoréme de convergence dominée :

limp_o ™ ([0,t] x A?) = 2tC, [ [z'~* — z]dz

2—a &

Ce qui nous donne la derniére condition de convergence. O

Théoréme 14. Sia > 1, le processus

[nt]
(LL E (Xy — E (Xk))) converge en loi vers L*.

Ne k=1



Preuve.

_ [nt) Xi— E(Xk) X E(Xk)
= Y3 F 1

nila nila X— IE/SQXI >1
oo Xy —F (Xk) Xy —F (Xk)
= - ek, Bl el 24 - ek, i el VA YR
2/1 P( ~7a _>_y>dy /1 P( e <-y|dy
—P (X, — E(Xe) > n!/*) + P (X — E (X)) < —ni/®)
tCala

(1)

Le calcul de la convergence des v™ est le méme que dans le cas a < 1 car

*P(|X — EX| > )) = C, O

4.1.2. Cas symétrique

Dans la situation ou les variables aléatoires X sont symétriques, il n’y a plus
lieu de considérer les cas o < 1 et @ > 1 de manieére différente. De plus, on a
aussi facilement le résultat pour a = 1.

Prenons (Xj),cn une suite de v.a.r. indépendantes telles que :
(i) AP (1Xe| 2 %) — Ca uniformément en k, avec Cy = (f5° #22ds z)”,

(iz) VEE N, X; est symetrlque.

On notera LY le mouvement de Lévy symétrique a—stable, c’est a dire le PAI
dont les lois de dimension finie sont des lois symétriques a—stables, de fonction
caractéristique

E (expiuLy) = exp[— |u|* t]

Théoreme 15. Le processus

[nt]
( > Xk) converge en loi vers L°.

n"kl

Preuve. On se limite au cas a = 1, non traité dans le cas dlss¥rnetr1que
Calculons le triplet de caractéristiques associé a S7* = _L k=1
On a B} = 0 car les X\ sont symétriques et B} = lem]E( (T")), en
choisissant h (z) = z1jz<1.
De plus C7 = 0.

Et v ([0,t] x g) = %E(< ) Fr 1) [f:]E< (Xk)>

Montrons que v ([0,¢] x g) — v ([0,t] X g) pour toute fonction borélienne g

de la forme ﬂa-:?i A1l, a,n € R™.

10



(lz{—a)
/(0,8%9) = el — e
— a+t x—a oo 1
= [{l n nl"l’ z=edz + [o1n I?Ifdm]
a na a =11 -1
- [see s gy
#[In(a+7n) —1Ind]

Par ailleurs

([0, xg) = YME ((lﬂ ~2), A 1)
— [nt]fo ((LnTTl—%)+/\l 2.’3) dz
= TP P(Xkl 2 (en + a)n)da
= ["t] ST 2P (|Xk| > zn) dz

La convergence uniforme AP (| X| > A) — C; nous donne immédiatement

a+n Cy

v" ([0,¢] x g) — Tl/a :cd —Tlt[ln(a-{—n)—lna]

En outre, on trouve : K =2 [;° °°Sx+"1dz d’ou la relation C; = 2K,

Ainsi v" ([0,t] x g) — v ([0,t] x g)

I reste donc seulement & montrer que C™ = A% xv™ — h? v = C. On a déja

v ([0,2] x %) = £t
v ((0,8] x B} = Y E (h2 (Knh))
= TP

= 2zfo‘w[P(|Xk|znm) P (1Xk| 2 n)}de
Posons ¢f (z) = P (|Xk| > zn) — P(|Xk| > n).

>:c dz

Comme ¢* (z) < 1 et n¢f (z) — Cy(z7' — 1), Vz > 0, on a par le théoréme
de convergence dominée :

limpo v" ([0,8] x B2) = 2C, [}l — 2] dz
= 0,

Ce qui nous donne la derniére condition de convergence. O

Remarque : La classe des fonctions de C (R) est une classe déterminant la
convergence pour la convergence faible dans 1’ensemble des fonctions continues
bornées de R — R qui sont nulles autour de zéro et qui admettent une limite
a l'infini, c’est a dire que si 'on considére 7,7n™ des mesures ne chargeant pas
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{0}, finies sur les complémentaires de tout voisinage de 0, alors 7™ (f) — n(f)
pour tout f € C; (R) implique 5™ (h?) — n (h?) pour toute fonction A continue,
bornée, nulle en zéro.([JS], p.354-357)

Ainsi, & condition de choisir une fonction h continue et bornée, la convergence

C™ — C découle en fait de la convergence des v™ ([0, 1] x g) vers v ([0,¢] x g) pour
tous les g € C; (R). ([JS})

Remarque : On obtient de méme le résultat de convergence suivant en posant

(nt]
Y2 =3 Zn;

i=1
ol (Zni);en sont indépendants :
Théoréme 16. Si
(@) 2 TR P(|Zn,] 2 A) = tCa
(22') Zy, ; est symétriqueVn,1 € N

Proposition 17. Alors
[nt]
S Zog 5 LY
k=1
Remarque : Notamment, si les (X;) sont iid et tels que X; € DNA(SaS)
et A*P (|X;] > A) — C,, on a pour une suite de réels (a;) non tous nuls :

Proposition 18. Posons a, = (¥, |a,~|°’)§ :

Si
a;
sap 14l g
i€{1,2,..,n} Qn "X
Alors )
kn(t
1
— 5 aX: DL
Qanp i=1
ou k, (t) est tel que
Ak, (t) <t < QAL (t)+1
a’n - an

Preuve. On pose simplement le calcul de la quantité

kn(t)

A“ZP(

1=1

Q:

a;
_X'.
Qn

> A) —tC,

12



que ’on majore pour n assez grand :

Q < TP aep (|X-| > b)) - e,
kn(t
< 0L [per (11> )
< zf:§ ) J%'—e = € pour n assez grand.

Ykn(t)

O

4.2. Somme de variables indépendantes ¥ | X;|*

Le résultat présenté ici peut étre vu comme une conséquence indirecte d’un
théoreme donné par Feller ([F], p.544 ) ou par Paul Lévy [L}].

Considérons ici encore (X}),cy une suite de v.a.r. indépendantes telles que :

-1

(z) AP (|Xk| > N) l Cy uniformément en k, avec C, = ( o s;‘:fdx) :

(12) Vk € N, X} est symétrique.

Soit (a;);cy une suite de nombre réels, tels que u, = 7, |a;|* tende vers
'infini quand n tend vers ’infini.

Soit k, (t) une fonction a valeurs réelles telle que Vt € R, i";"ﬂm <t< 1""—1{—:)11—,
Supt(n—lgd_ — Oet Supi<p togled” = 0

unlogun n_co logun p—oo

Proposition 19. Sous ces conditions

En(t) X,
la somme Z I " 1l converge vers tC,
o unlogu,

Preuve. Séparons la somme en deux termes :

kn(t) o ka() e
e Xl O Jaxil
Z 1 Xi|">un logun + E lai X|*<unlogun
T uplogu, T unlogu,

On a alors pour le premier terme

kn(t)

kn Q¢ Ay Ty Ay
P [Zt—gt) ;L;%I; |ei X | >un logun = 6] < P U {;l,,_loig_%: lai Xi|®>un logun > 1}
< ¥ “’Pu Xi|* > un log u,]
~ Un l;gun ‘L=£t) |a1| - O

On sépare a nouveau en deux le second terme

1 "(t) 0’ Yl 14
Un 10g un Zl [la"lX 1[a i Xi|*<unlogun — (la)\l 1|a i Xil* <unlogu,.)] +
n(t)
Un logun El E |a X I llalel <uﬂ losun

13



Or,

A = u"lo zkn(t)E (|a,X| Lia;xip® <u,,10gu,.)
7t) fo ( ai Xi|*

un logun 1|“-'Xi|a$“n logun = y) dy
= (‘) Ja P (Ja: X:|* > yunlogun) — P (aiXi]® > unlogu,) dy
= T8O [P (laXil* 2 yualogua) dy — 1™ P (1aiXi|® 2 unlogus)

Comme Z’f"(t) P (a:X:|* > unlogu,) — 0, il ne restera que le premier terme :

B = Zf"(t) fo (|a; X;:|* > yunlogu,) dy
— kn(t) fun P (lX l > gunlosu,,) d + an(t) f 1 ('X |o: > yun l(ignu,.) dy
Le deuxiéme terme de cette nouvelle somme converge vers tC, car

t |a,-|a Ca

. e > ' ~
P(la; X:|* > yunloguy,) yulogu,

quant au premier on peut voir qu'’il tend vers zéro, par exemple en le séparant a
nouveau en deux :

D = k"(t)f P (la; X:|” > yunlogu,) dy

kn(t) IEAI:P Y. 1 d kn (1) 711: P ,X,Ol 1 d
21 o (Ia,X1| > yunlogun) dy + 3= f]:,_t (la:iX:|® > yuq logun) dy

Kun

I

t | i|%(log K+1 n—l & =1
Zl"”"" 4 Sokn(t) Lail? (log K Hlogun ~logle:|* ~logun)

Kun un logun
< OE K an(t l 105 a;
- logun un logun
llog| i |
< 7\: + —Ll:))gf, + sup;<, ‘l)og“’: K étant choisi arbitrairement grand.

1 (?) a .
Donc, g 21 E (IaiX,-| Lia; X% <un logu..) — (4. On va maintenant montrer

1 n ' -] a ’,
que P [|a,~A,-| Lig: X.[* <un logun — E (]a,-X,-I Lia; Xil=<un logu")] tend vers zéro
en prouvant que sa variance tend vers zéro (sa moyenne étant déja nulle, on aura

14
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le résultat) :

V = m llc"(t) [E (IaiXi|2a 1|a.'{\’.'|°_<_u,.logun) - E2 (Ianila lla.-X.'IGSun 1ogu,.)]

() [ p (| iXi|® > \/Yunlog un) dy
kn(t) ( P (la; X:|* > yu, log u,) dy) (log;un)
kn(t)

< 2/ P (|a:Xi|® > /yunloguy,) dy+

—0 car \/_>y
1 kn(t) , 11
+ [sup P (|a: X:|* > yunlogu,) dy] 3 (/ P (|a; X;|* > yuy, logu,) dy)
i<n Jo 1 0
~0 par }Typothése -';ba
To (1081“11)

D’ou Z’l‘?n(t) g% Ximn|® - tC O

Remarque lu %n a le méme résultat si ’on ne considere pas forcément que
X est symétrique puisque dans ce cas A*P (| Xx| > A) — Cq4 de toutes facons.

C’est ce type de résultat qui peut étre déduit de [F] ou de [L]; on n’a
évidemment pas la convergence presque sire de la somme en question.

Remarque 2 : La proposition précédente ne donne pas la convergence de
sommes du type Y (1ogr§floglogn) car la condition sup;<, l%ﬂ%“—'l‘— R 0 n’est pas
vérifiée. En revanche, lorsque a; = 1, les hypothéses sur les a; sont satisfaites et
on obtient [m]

S £ o

nlnn

De méme, on a la convergence de cette somme lorsque Im > 0, M > O,tels
que Vi, m < a; < M ou bien pour a; = i—}-,pour B <1.

15



5. Convergence de certaines formes quadratiques

5.1. Convergence vers une intégrale stochastique itérée
5.1.1. Cas non-symétrique

Ici, nous nous plagons dans le cas ou @ # 1. Considérons des variables
aléatoires réelles (X;) iid et telles que Xj soit dans le domaine d’attraction normal
d’une variable aléatoire a-Stable, avec \*P (X; > A) — %QC,,, et \*P(X; < -)) —

l_ﬁ Cq alors on a pour une suite de réels (a;) non tous nuls, en posant encore

an, = (X%, |a:}” ) et k, (t) défini comme dans la section précédente :

Proposition 20. Sia <1 etsup;eq o a5  — 0 alors expression
rEyen n n—oo

kn(t)

EZaXaJ

"111<]

converge vers le processus

/ Lo dLe

Preuve. Enposant X! = 1 Ek"(’) a;X;,on a exactement a% Ef;(lt) Yicj aiXia; X; =

e Xr_dX! et X 4, Lg, il sufﬁt donc de passer a la limite sous le signe somme.
On peut le faire notamment en utilisant la condition U.T. pour X" introduite
par [JMP] : X™ est un PAI et une semimartingale. Si I’on pose

X = qukAX liaxr>a
= 2500 aiXilix>na

alors Xp* = Xp — XM® = ;%Zk"(s) a; Xilix, [<2aq est une martingale locale,

sa caractéristique B! = Zf"(t) E (h (anX,-)) = aﬁT“’f‘lB” comme nous ’avons vu

précédemment (avec B® — B une constante), converge vers tB. Sa variation est

donc bornée et le lemme 3.1 de [JMP] nous donne la condition U.T. pour X™. O
On a pour a > 1, le résultat analogue :

Proposition 21. Sia >1 et sup;cq . lsd 0 alors I’expression

n} On n—oo

kn(t)
‘15 Z_: Yoai(Xi — E (X)) a; (X; — E (X))



5.1.2. Cas symétrique

Ici, @ € ]0,2[. Considérons des variables aléatoires réelles (X;) iid et telles que
X; soit dans le domaine d’attraction normal d’une variable aléatoire Symétrique
a-Stable, avec AP (|X;| > A) — C, et X; symétrique pour tout :, alors on a

1
pour une suite de réels (a;) non tous nuls, avec a, = (T%, |a:|*)< :

Proposition 22. Sisup;c(, —_ 0 alors I’expression

$
1 1"'} An n—

kn(t)

az > > aiXiaX

n g=1 i<j

converge vers le processus

/ L dLS
Preuve. Dans la preuve précédente, on a exactement By = 0. O

5.2. Somme de produits de 2 v.a. indépendantes }_ X;_ X;

Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées et appartenant au domaine d’attraction normal d’une loi a — stable.
Les X; sont supposées de plus symétriques. Soit (a;);cy une suite de nombre réels,
tels que u, = Y_%., |a;|* tende vers I'infini quand n tend vers !'infini.

Proposition 23. Sik, (t) est tel que V¢ € Ry, 22l <t < Ztaliith

s18Up; ¢, u—l%‘)-'g—r — 0 et sup,¢, l‘l)fg‘::i =, 0 alors la suite (Sn) de processus
définie par
L ke
Sn(t) = m ; a;1 Xi1 X;

converge en loi vers un P.A.I. a — stable.

Preuve. Appelons B?, C7, et v} les caractéristiques de S,,.

Ona:
kn(2)

=§E<h($‘— X;) | 7Y

(un log u, )V/e"

Posons alors m(z) = E (h <(u" logun)uxY)) = 0 car X; est symétrique. On

obtient donc B} = Ef;gt)m(a,_l)(,_l) = 0. De plus C}* = 0. Il reste a calculer
vy
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204 9) = TV E (9 (EoE0) Lo | 77)
= B (o (i) 177)

zX;

Posons f(z) = E g(W))
— 1 _8a
= E (n ey ,,)+A1)
1 1 zX; a
= fO P ((7_, (unlogu")l7a - ;)+ 2 y) dy
= fot1p (1] > (eelogl o) gy

z X;

_ a+n Ca |:z:l
- fa nun loguny® dy + (lu logu")
!a+n! -a
- u,.Qlloglu,. | I ( (l—a)n ) +o (u logun)
= z|® S S
T uplogun +o (un logun
D’o P'on déduit que v™ ([0,t] x g) = Q T~ I“';‘"llolfu:” +o (loglu") :

. .o () 1Xiol® .
Or, on connait la limite de cette somme : ®) J"—log%: — tC,, ce qui nous

donne v™([0,] x g) — QtC4. Le calcul de C™ — C se réalise de méme. On a donc
bien la proposition. O

Remarque : On a le mémerésultat en considérant les sommes ﬁ; Y Xok-1X2k

sans changement dans la démonstration, ou en considérant la somme z———-——)—ﬁ; ¥ XY,
ou les variables aléatoires X; et Y; sont indépendantes et vérifient les mémes

conditions que les X; ci-dessus. On peut voir ceci, par exemple, directement dans
le cas ou ces variables aléatoires suivent une loi de Pareto de densité %#ﬂ-ltrbl
puisqu’alors 2P (|XY| > A) — v, et on se retrouve dans la situation d’une
somme de variables aléatoires appartenant au domaine d’attraction (non normal,
cependant) d’une loi stable.

On n’est donc pas treés loin d’un cas d’indépendance.
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