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QUASI-COMPACITE

CAS DES NOYAUX LIPSCHITZIENS ET DES NOYAUX MARKOVIENS

H. HENNION

La quasi-compacité s’est révélée étre un outil trés efficace principalement pour ’étude,
dans un cadre aléatoire, des itérées de tranformations. Cette notion a été introduite par
J. Neveu [Nev] dans le but d’étudier les propriétés ergodiques d’un opérateur markovien.
Ionescu Tulcea et Marinescu [I.T.M.] ont donné une condition suffisante de quasi-compacité
qui, jointe au fait que cette propriété est stable par perturbation, est un argument essentiel
dans la preuve des théorémes limites pour les fonctions de certaines chaines de Markov [Le],
[G.R.], [G.H.]. Il apparait également que la quasi-compacité est utile en Théorie Ergodique
pour ’étude de 'opérateur de Perron-Frobenius associé & une transformation dilatante
[Kel2.], en Mécanique Statistique pour celle de l'opérateur de Ruelle [Rul), ainsi qu’en
Analyse dans le cadre de la théorie des ondelettes [Her.]. Dans ces situations, & priori non
markoviennes, il semble que la formule de Nussbaum [N.} soit 'outil adapté & la preuve de
la quasi-compacité.

Le but des pages qui suivent est de rassembler les résultats d’Analyse Fonctionnelle
sur lesquels repose l'utilisation de la quasi-compacité et d’en donner des preuves aussi
simples et élémentaires que possible. Ces énoncés sont illustrés par leurs applications au
cas type des noyaux lipschitziens. Enfin, on montre comment la quasi-compacité permet
I’étude des fonctions et des suites harmoniques pour un noyau markovien sur un espace
compact ayant une propriété de quasi-compacité.

L’indulgence du lecteur est demandée pour cette rédaction qui n’est que provisoire et,
avant tout, destinée & marquer une étape de ma participation a un travail collectif plus
conséquent. On voudra bien excuser en particulier le caractére incomplet des références
bibliographiques. ‘



1. GENERALITES SUR LA QUASI-COMPACITE

1.1. Notations et définition

Dans ce qui suit (B, ]| - ||) est un espace de Banach complexe et @ un opérateur borné
de B.

Le spectre de @, c’est a dire le sous-ensemble des z € @ tels que (2 — Q) ne soit pas
inversible, est noté o(Q) ; le rayon spectral de @ est désigné par p(Q), on a, [D.S.],

p(Q) = sup{|z| : z € 0(Q)} = Lim, ||Q"[I*/".
Rappelons que, si z €@ est une valeur propre de @), le sous-espace U ker(z — Q)t est
£1
nommé sous-espace caractéristique, et que z est dite d’indice p, si p est le plus petit entier
tel que ker(z — Q)P = U ker(z — Q)*.
£>1
La restriction de @ au sous-espace stable G est désignée par Qg.

Définition 1.1.
On dit que @) est quasi-compact, si Uon a une décomposition en sous-espaces fermés,
Q-stables,
B=F@®H,
ot F est de dimension finie et QF n’a que des valeurs propres de module p(Q) tandis que

p(Qu) < p(Q)-

La théorie spectrale des opérateurs compacts [D.S.] montre qu’un tel opérateur
est quasi-compact, mais la notion de quasi-compacité est évidemment moins restrictive.
L’intérét de la quasi-compacité réside en grande partie dans le fait que, comme nous le
verrons au paragraphe 7, elle est conservée par perturbation.

Apportons quelques compléments a la définition de la quasi-compacité.

Le sous-espace F' introduit dans la définition se décrit canoniquement.

Proposition 1.1.
Si Q est quasi-compact, alors Q n’a qu’un nombre fini de valeurs spectrales de module

p(Q), ce sont les valeurs propres notées zq,...,2y €t
n
F = @ ker(z: — Q).
=1 £>1
Démonstration

Soit 2, |z| = p(@). (z — Q) est inversible donc (z — Q) est inversible en méme temps
que (z — QF), c’est & dire lorsque z n’est pas une valeur propre de Q. Pour £ > 1,

ker(z — Q)* = ker(z — Qr)* + ker(z — Qu)¢ = ker(z — Qr)?,

il résulte de ’analyse spectrale en dimension finie que
F= @( | ker(z: — Qr)") = @(U ker(z; — Q)°). i
i=1 £>1 i=1 £>1

Il sera parfois utile d’exprimer la quasi-compacité en termes d’opérateurs plutét que
géométriquement.



Proposition 1.2.

St Q est quasi-compact, alors Q=U+V,
ou U et V sont des endomorphismes de B tels que UV =VU =0,
p(V) < p(Q), U est de rang fini, les valeurs propres non nulles de U coincident avec les
valeurs propres de module p(Q) de Q et les sous-espaces caractéristiques sont identiques.

Démonstration

D’apres le théoréme du graphe fermé, les projecteurs IIr et Iy de la décomposition
B = F @ H sont continus, on pose U = QIIp et V = QIly. Les propriétés de U et V
résultent immédiatement de la proposition précédente. ]

Pour tirer profit de cette écriture de @, notons que, pourn € N,ona Q" =U"+ V"
et que, si r < 1 est tel que p(V) < rp(Q), alors

Q™ = U"llyi/n _ (V)
11m == <1,
e = 7@
de sorte que
A |
lim ————— = 0.
no Q|

L’étude du comportement asymptotique de (Q"), se raméne & celle de (U"),,.

1.2. Convergence des moyennes ergodiques
d’un opérateur quasi-compact

Un cas particuliérement intéressant est celui ou les valeurs propres de module p(Q)
de @ sont d’indice 1.

Proposition 1.3.
Soit Q quasi-compact de rayon spectral p . On a I’équivalence
(i) sup, p~"[|Q"|| < +o0,
(i) toutes les valeurs propres de module p sont d’sndice 1.
Supposons vérifiée lune ou Uautre de ces conditions.
Pour z €@, |z| = p, il existe un endomorphisme continu II, de B tel que

1n—1
: = ~knk __ =0
hﬁ“'“nZo" QF ~IL|=0;

siz¢o(Q), I, =0, siz € 0(Q), II, est un projecteur sur le sous-espace F, = ker(z—Q).
Si de plus Q n’a qu’une seule valeur propre zy de module p, pour tout r tel que

P(QH) <r<p,
lim(- )_"” 0 Q" —T,|| =0.

Démonstration

Puisque p(Qm) < p, sup, p~"||Q"|| = sup, p™"||Q%[, dautre part, d’aprés la
proposition 1.1, @ et @ ont mémes valeurs propres et mémes espaces caractéristiques
associés, il suffit donc d’établir I’équivalence de (i) et (i) pour 'endomorphisme Qp, or
cette équivalence résulte immédiatement de la réduction de Qr en blocs de Jordan.

Lorsque 1'une de ces conditions est réalisée, @ r est diagonalisable, la suite
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A5 vap)
=0
converge vers 0 si z n’est pas valeur propre de QF, vers un projecteur II’, de F sur
ker(z — QF) = ker(z — Q) si z est valeur propre ; d’autre part, puisque lim p~"||Q%|| = 0,
on a

1 n—1
. —knk _
; hrrln-ﬁkg_oz Qi =0,

d’ot la convergence annoncée avec I, = II, Il p.

Soit r, p(Qu) < r < p. Si z est la seule valeur propre de module p de @,
Qrllp = 2llp et 2z;"Q" —1lp = 2, "Q™ly, d’od
lima(£)~"lz5 Q" — Tg| = 0. 0

Les projecteurs construits ci-dessus permettent de retrouver la décomposition de la
définition 1.1.

Corollaire 1.1.
Avec les notations et sous les hypothéses de la proposition 1.8, st z1,...,2, sont les
valeurs spectrales de module p de Q,

B=(éin)€BH, avec H=ﬁkerﬂz,.,

i=1 =1
H est fermé, stable par Q et tel que p(Qp) < p.
Démonstration .
Pour i # j, H,II,; =0, donc,si f € B, f — Y I, f € H.

=1 .
kerII,, est fermé et, puisque II,; et ) commutent, stable par @ ; H posséde les mémes
propriétés. Si Qg avait un rayon spectral égal a p, il aurait, d’apres la propriété de quasi-
compacité, une valeur propre de module p, ce qui contredit la définition de H. I

1.3. Chaine de Markov
et quasi-compacité

Indiquons briévement l’intérét de la quasi-compacité pour ’étude des chaines de
Markov.

Soit E un espace métrique séparable et complet et () une probabilité de transition sur
E. On note (Q,F,(Pr)zeE,(Xn)n>0) la chaine de Markov canonique de probabilité de
transition @ et, pour n > 0, F, la tribu engendrée par les variables aléatoires Xy,..., X,.

Soit B un espace de Banach de fonctions continues sur E tel que @ soit quasi-compact
sur B.

Nous montrerons, au paragraphe 9, que, moyennant quelques hypothéses sur B, la
quasi-compacité permet, lorsque E est compact, une étude de la chaine trés similaire &
celle qui peut étre faite dans le cas ou E est fini.

Pour obtenir des théorémes limites, on peut, grace a la quasi-compacité, utiliser la
théorie des martingales. En effet, si 1 est une valeur propre d’indice 1 de @ opérant sur
B, il résulte de la proposition 1.1. que I'on peut écrire B = (1 — Q)(B) & ker(1 — Q). Pour
f € B, il existe donc des fonctions g et h de B telles que f = (¢ — Qg) + h et Qh = h. De
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la, pour n > 1, la formule,
Y (XK = (9(Xe) — Qa(Xk-1)) + O h(Xk) — [Q9(Xn) — Qg(Xo),
k=1 k=1 k=1 .

oti, pour toute probabilité P, (k(Xk))x est une martingale par rapport & la filtration
(Fr)k>o tandis que, pour tout k > 1, E,[g(Xi) — Qg(Xi—1)|Fr-1] = 0.

Définissons maintenant ce qu’est un noyau lipschitzien et voyons comment se pose le
probléme de la quasi-compacité pour un tel noyau.



2. NOYAUX LIPSCHITZIENS

Soit (E,d) un espace métrique compact.

Nous considérons sur E des noyaux positifs, associés a des transformations lipschitzi-
ennes de E.

Précisément. Soient G un ensemble d’applications lipschitziennes de E dans lui-méme,
muni d’une structure d’espace mesuré, d’une probabilité u, et ¢ une fonction mesurable,
bornée de E x G dans IR;. Pour f borélienne bornée sur E et = € E, on pose

Qf(@) = [ o(z,9)f(g2)duto).

@ est un noyau positif, il n’est pas supposé markovien. Il opére sur l'espace b(€) des
fonctions boréliennes bornées sur E muni de la norme de la convergence uniforme || - ||co-
Le rayon spectral de @ agissant sur b(E) est

A(Q) =lim Q11"

out 1 désigne la fonction constante égale & 1 sur E.

Nous supposerons que ¢ et u sont telles que

(@=_ s [ o008 du(g) < oo

z,yEE, z#y

et nous dirons @ est lipschitzien.
Les itérés de @ sont définis par

Q" f(z) = /---/qn(w,gl,---,gn)f(yn---91w)du(91)-~-d/t(gn),
ol g =gqet

Qm+n(37, g1,... sgm+n) = qm(z,gl, v agm)qn(gm o Q1T 9mA1y - - agm+n)'

Posons

d(gn---91%,9n ... 91Y)
(@")= su // Ty g1,.-. : : d ...d
(Q ) z,yEE,pz;éy qu( » g1, ,gn) d(m,y) /“(gl) :u'(gn),
il est facile de vérifier que ¢(Q™*") < ¢(Q™)c(Q™), de sorte que, pour tout n, Q™ est un
noyau lipschitzien et que la suite (c(Q")Y/ ")n>1 converge.

Définition 2.1 ]

Pour @ tel que p(Q) > 0, on pose k(Q) = mli,rlnc(Q")l/”.



Exemple 2.1 [C.R.]
E =[0,1] et d la distance définie par la valeur absolue. Soit u une fonction positive,
bornée sur E, 'opérateur

:z:+1 z+4+1

),

est lipschitzien G est ici 'ensemble des deux tranformations affines a et b définies par
a(e) = ==
2u(a(m)) et q(a:, b) = 2u(b(:z))
n.-91Z,gn---g1Y) n
=1/2
dz.9) /

Quf(z) =u(z )f( )+ u(

on pose ¢(z,a) =

, donc

Pour ¢4,...,9, € G,

Q") = 5 sup{/ /qn(w 915> 9n)dp(g1) ... du(gn) 1 € E} = n”innoo-

Sip(@Q)>0, x(Q)=1/2. k(Q) n’est pas défini lorsque 5(Q) = 0, ce qui est le cas, par
exemple, pour u(z = sup{z(1 — 2z),0}. 0

Exemple 2.2.
E est Pespace projectif associé & R?.
Pour z,y € E et 0 < a <1, on pose

da,y) = LAy ) = (1),

ol les normes figurant au dénominateur et au numérateur sont respectivement la norme
euclidienne sur IR® et la norme induite sur ]R? A R? par cette norme et #,§ sont des
représentants dans IR? de z,y. d et dy sont des distances sur E. Si 6 est une mesure de
Pangle des vecteurs % et 4, d(a:,y) = |sin4)|.

Le groupe G des automorphismes de 1'espace vectoriel R? agit sur E, chaque g € G
définit une transformation lipschitzienne de (E,d,) de sorte que, si u est une probabilité
sur GG, le noyau markovien

Qf(z) = / f(gz)du(g)

est lipschitzien sur (E, dq).

'On sait [Le], [G.R.] que, moyennant des hypothéses convenables sur le support de g,
il existe un a tel que le coeflicient ko(Q) associé a 'action de @ sur (E,d,) soit < 1. A
titre d’exemple, ceci est établi pour un cas particulier dans P’exercice suivant.

Exercice
1. En supposant que, pour tout g du support de u, |det g| = 1, prouver I'inégalité

dp(g)
(@) < sup o = Fla).
C_*( ) #€R4 ||%|I=1 llgz(|? (@)

2. On suppose d = 2 et y = §, * m, ou m est la probabilité uniforme sur SO(2) et

A0
a=(0 A__]_),A>1.



- 1 [ de
a. Vérifier que F(a) = 2 Jy P oos? 6+ A2 a2 B)a"
b. Montrer que F' est strictement convexe et que F(0) = F(1) = 1.

c. Conclure que, pour 0 < a < 1, k,(Q) < 1.

Afin de tirer parti de la propriété de lipschitz dans une étude fonctionnelle de @), on
fera agir cet opérateur sur P’espace des fonctions lipschitziennes sur E.

Pour une fonction complexe f définie sur E, on pose

Il = sup{l7 @) 12 € B, i) =sup{ LT 0y € By 243,
1Al = [ flleo + m(f).
C est P’espace de Banach des fonctions continues sur F, muni de la norme de || : ||co-

L est Pespace de Banach des fonctions f sur E telles que m(f) < +o0o muni de la norme ||-||.

Le théoréme de Stone-Weierstrass montre que £ est dense dans C.

Proposition 2.1
Soit Q un noyau lipschitzien tel que supm(q(-,9)) < +oo, alors Q opére sur C et
g

sur L.
Pour tout fe L etn>1,

m(Q"f) < Q" )m(f) + Ral flloo,

ot Ry = sup{m(qn(.,91,---,9n)) : 91,-..,9n € G} < +o00.
Démonstration
Puisque ¢ est bornée sur E x G et continue en z pour ¢ fixé, si f € C, Qf € C, de plus

@ flloo < sup |lg(-, 9)llooll f1lco-

[

Par hypothése R; < 400, un raisonnement par récurrence utilisant la définition de ¢,
et l'identité u'v’ — uv = (v’ — u)v' + u(v' — v), montre que R, < +o00. La méme identité
permet d’établir que, pour f € L, 0on a

Q" f(x)-Q" f(y)| < / o /qn(w, g1se oy 9n)lf(gn ... g12)—f(gn - .. g19)|dp(g1) . . . dp(gn)

+Rnd(z, y)|| flloo-
On en déduit que Qf € L, puis vient I'inégalité annoncée et la continuité de @ sur £. |
Considérons, maintenant, un cas particulier dans lequel il est possible de mettre en

évidence rapidement la quasi-compacité sur £ de I'opérateur Q).
Nous supposons ¢ = 1, c’est & dire

Qﬂm=/ﬂwwmn

8



Dans ce cas A(Q) =1 et £(Q) = lim,, c(Q™)/".

Proposition 2.2.

Sig=1 et si k(Q) <1, alors
Q est un noyau markovien ayant une probabilité invariante unique v,
L=FOH, ot F={21:2€Q@}, H={f: fe L, v(f) =0},
F et H sont fermés, stables par Q et p(Qy) < s(Q).

Pour tout 1 > r > k(Q),

lim = sup{Q"f ~ (f): £ € £,1f =1} = 0

de plus, pour f € C, 1i7rln||Q"f —~v(flloc = 0.

Démonstration
D’apres la proposition 2.1, pour f € L et n > 1,

m(Q"f) < ¢(@™)m(f)-

Soit A = sup{d(z,y) : z,y € E} le diametre de E. _
Distinguons un point zp de E. Puisque F est compact, il est possible d’extraire de la
suite de probabilités (m,)n,

1 n-—1
Tpn=— Z Qk(207 '),
n k=0

une sous-suite convergeant faiblement vers une probabilité v, nécessairement Q-invariante.
Soit v' une probabilité @Q-invariante. Pour f € L,

lv(f) —v' (Ol =| / (Q@"f(=) - Q" f(y))dv(z)dv'(y)] < m(Q"F)A < (@™)m(f)A,

par passage a la limite en n, il vient v(f) = v/'(f) et, de la densité de £ dans C, on conclut
que V' =v. o
QF est 'identité de F.
Puisque la forme linéaire v est continue sur C donc sur £, H est fermé.
m définit sur H une norme équivalente & la norme initiale || - ||, plus précisément, pour
feH,
m(f) < [IFl £ 2A + Dm(f);

en effet, si v(f) = 0, il existe zo et z; dans E tels que Ref(zo) = Imf(x1) = 0 ce qui
conduit 3 la seconde inégalité. L’inégalité figurant en téte de la preuve montre que, dans
I’espace de Banach (H,m), le rayon spectral de @y est < k(Q), le rayon spectral n’étant
pas modifié par passage & une norme équivalente, on a p(Qn) < k(Q).

La convergence uniforme a vitesse exponentielle sur la boule unité de £ découle de la
proposition 1.3. La convergence ponctuelle sur C résulte de la convergence ponctuelle sur
L, de I'équicontinuité sur C des opérateurs Q", n € IV, et de la densité de £ dans C. [}



Exemple 2.3.

Pour illustrer I'importance du choix de ’espace fonctionnel sur lequel on fait opérer
Q, étudions plus en détail le cas particulier de ’exemple 2.1. ou, sur E = [0, 1],

@f(e) = ;UG + 1D = [ fg)duco)

Munissons, cette fois, E de la distance do(z,y) = |z —y|*, ot 0 < a < 1.

On a
neeo ~gn... @ 1
(Q") = sup //(lg g1T — g glyl) d#(gl)"'d/‘(gn)zzﬁa

2,9€E, z#y lz -yl
et 1
K@) = 55

La proposition 2.2. s’applique & l'action de @ sur Pespace L, des fonctions da-
lipschitziennes ou a-holderiennes.

v est ici la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

En posant Hy, = {f : f € La,v(f) = 0} et avec F comme dans 1’énoncé de la

proposition, on a L, = F @ Hy et p(Qu,) < 5a

1 .
Montrons que p(Qpm,) = 5a" Soit z € @, |2| < 1. La série 3, 2"~ cos(2"nz)

converge uniformément sur F et la fonction

foz) = Z 2" cos(2"nz)

n>1

est une fonction continue, non nulle, vérifiant les relations Qf, = zf, et v(f;) = 0.
Si |z|] < 1/2, cette fonction est contintiment dérivable, donc lipschitzienne, et, plus
généralement, d’aprés [C.R.], a-holderienne dés que la série de terme général |2"2"¢|,
n > 1, converge, i.e. pour |z| < 1/2% De l’existence de ces fonctions propres et de la

compacité de o(Qpn,), il vient o(Qu,) = {2 : |2] £ %} et p(Qu,) = -2—1;
Il apparait que la convergence & vitesse exponentielle de (Q"),, vers v sur ’espace Lo
est d’autant plus rapide que « est grand, c’est & dire que 'on se place sur un espace de
fonctions plus réguliéres. '
Si l'on considére, maintenant, 'action de @ sur C, on écrira C = F @ H,, ou
Hy = {f : f € C,v(f) = 0}, mais Pexistence des fonctions propres continues f,, |z| < 1,
montre que p(Qp,) = 1, par suite

lim(sup{[|Q"f — ¥(f)lloo : f € C, [ flloo = 1P)*/" =1
et la convergence a vitesse exponentielle est perdue. 0

L’étude de la quasi-compacité d’un noyau lipschitzien @@ dans le cas ol ¢ n’est pas
identiquement égal & 1 nécessite un développement plus important, la clé est I'inégalité de
la proposition 2.1. Nous montrerons, au paragraphe 4, a ’aide d’un théoréme énoncé au
paragraphe 3 que, dans le cas général, sous la condition x(Q) < 1, @ est quasi-compact
sur £. D’autre part, la proposition 1.3. et la proposition 2.2. aménent & préciser la notion
de quasi-compacité en introduisant le rayon spectral essentiel d’un opérateur.
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3. RAYON SPECTRAL ESSENTIEL
THEOREME DE IONESCU TULCEA

Les notations sont celles du paragraphe 1. ’
Les notions de spectre et de rayon spectral essentiels d’un opérateur ont été introduites
par F.E. Browder [B.]. Le rayon spectral essentiel peut étre défini comme suit.

Définition 3.1.

Le rayon spectral essentiel de lopérateur Q, noté p.(Q), est la borne inférieure de
p(Q) et des réels r, 0 < r, pour lesquels il existe une décomposition en sous-espaces fermés,
Q-stables,

B=F.®H,, ’
ot F,. est de dimension finie et QF, n’a que des valeurs propres de modules > r tandis que
p(Qu. ) <r.

La quasi-compacité s’écrira désormais p.(Q) < p(Q).
Si Q est compact p(Q) = 0.
La conclusion de la proposition 2.2. s’énonce p.(Q) < #(Q).

On généralise sans difficulté la proposition 1.1. et avec les notations de la définition
on a

Proposition 3.1.
St Q quasi-compact et si p(Q) < r < p(Q), @ n'a qu’un nombre fini de valeurs

spectrales de module > r, ce sont les valeurs propres notées z,...,2;, et
o .
Fr = P ker(zi - @)H).
i=1 £>1

De cet énoncé, il résulte que, si 2 € 0(Q) et |z| > pe(Q), 2 est un point isolé de o(Q).
Dans le cas de ’exemple 2.3, on en déduit que p.(Q) > 2% et, finalement, on a p.(Q) = 51;-

Dans les situations qui seront envisagées ultérieurement, ’argument principal pour la
preuve de la quasi-compacité est 1’énoncé suivant qui généralise le théoréme de Ionescu
Tulcea Marinescu [I.T.M.], [Nor.]. Le trait essentiel du théoréme est 'usage d’une norme
auxiliaire introduisant une propriété de compacité.

Théoréme 3.1.
Soit | - | une semi-norme sur B telle que

(i) QU{f : f € B,||fl| S 1}) est précompacte dans (B, |- |),

(ii) il existe une constante M telle que,
pour tout f € B, |Qf| < M|f|,
(112) il eziste k € IV* et des réels positifs r et R tels que,
r < p(Q) et, pour tout f € B, |Q*fI| < RIf| +r*|If],
alors Q est quasi-compact et p.(Q) < r.

Rappelons que la partie A de B est dite précompacte dans (B, |- |) si, pour tout € > 0,
il existe un recouvrement fini de A par des boules D(f,e) = {g:|g — f| < €}, f € B.
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Ionescu Tulcea et Marinescu ont montré que @ est quasi-compact lorsque |- | est
une norme, que Q({f : f € B,||f|| < 1}) est compacte dans (B, |- |), et que I'on adjoint
aux conditions (1) et (1) les hypotheses p(@) = 1 et sup, |Q"] < +oo0. Lénoncé ci-
dessus repose sur des hypothéses moins contraignantes et fournit une conclusion plus
précise puisqu’il donne une estimation du rayon spectral essentiel de P’opérateur Q. On
peut d’ailleurs en déduire une caractérisation du rayon spectral essentiel.

Proposition 3.2.

Soit r, p.(Q) < r < p(Q), alors il egiste une semi-norme | -] sur B satisfaisant auz
conditions (i), (i), (#1) du théoréme 3.1. avec cette valeur de r ; de plus, pour toute norme
|-V, (#3) est satisfaste.

Démonstration
Ecrivons, commme dans la définition 3.1, B = F, @ H, et, pour f € B, posons

(i) et (i) résultent de dim F;. < +oo et de la relation QIIp, = IIp, Q. Pour f € B et

k>0,0ona
1Q% Il < 1Q%, NITLr, £1I + 1Q%, WL, NI £,

et, pour établir (i), il suffit de choisir k tel que r~*||@Q% [IIlx, || < 1, ce qui est possible,
puisque p(Q’iIr) <r.

Soit | - |' une norme sur B. Puisque F, est de dimension finie, | - | est continue sur
F, muni de sa topologie canonique, || est donc bornée par un réel ¢ sur le compact
{F: f € Fuo|fI' = 1}, par suite, pour tout f € Fy, |f] < c|f, d'oi (i) i

Comme remarqué dans [H.], le théoréme 3.1. est un corollaire d’une formule générale
de Nussbaum [N.] pour le calcul du rayon spectral essentiel d’un opérateur. Cette formule
sera énoncée au paragraphe 5, nous y montrerons comment on peut en déduire le théoréme
3.1. (corollajre 5.2.), ainsi que le résultat de J. Neveu [Nev.] sur la quasi-compacité, sous la
forme plus précise obtenue dans [B.R.] (corollaire 5.3. ) La preuve de la formule elle-méme
sera faite dans ’appendice A.

Une des difficultés d’application du théoréeme 3.1. réside dans la vérification de
I'inégalité r < p(Q). Il est parfois plus facile d’estimer la croissance de la suite (|Q"|)n
que celle de la suite (||Q™||)n, d’ott 'intérét du corollaire 3.1. ci-dessous, qui reprend le cas
envisagé par Jonescu Tulcea et Marinescu ; on notera que cet énoncé n’établit pas la quasi-
compacité lorsque p(Q) < 1. Le résultat intermédiaire qui fait ’objet de la proposition 3.3.
pourra étre utile en relation avec la proposition 1.3.

Proposition 3.3.

Supposons que |- | soit une norme et que Q) satisfasse auz conditions (ii) et (iii) du
théoréme §.1. Alors,
pour un réel a > r, supa Q" < +oo implique sup o QM < +oo,

et, en posant p(Q) = hmn 1Q™*™, on a p(Q) < ma.x{r, @)}

Démonstration
Pour une meilleure lisibilité, nous supposerons k = 1, il ne sera pas difficile au lecteur
de compléter ’argumentation pour traiter le cas général.
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En itérant (741) et en utilisant la continuité de @ sur (B, |- ]), il vient, pour f € B,

n-—1

1Q™fIl < R 1@ If] + r*li £,

i=0
d’ou, en posant b = sup, a™"|Q"|,

b

1—a 1lr +1

n—1
a—n”Qn” < Ra~! Z(ra—l)ia—(n—i-l)lQn—i—l| +(a'1r)" < Ra~1

i=0

L’implication établie a pour conséquence que, si & > mé.x{r, A(@)}, on a a > p(Q),
d’ou P'inégalité annoncée. _ (]
Corollaire 3.1.
Ajoutons auz conditions (i), (1) et (i) du théoréme 3.1. Uhypothése sup|Q"| < +oo
n

et supposons r < 1, alors
soit p(Q) < 1 et, pour p(Q) < r' <1, lim, r'~"||@Q"]| = 0,
soit (@) = 1 et p(Q) < r-

Démonstration
Avec les notations de la proposition 3.3, on a p(Q) < 1, dou p(Q) < 1. Le second
terme de l’alternative résulte du théoréme 3.1. i

Appliquons maintenant le théoréme 3.1. au noyaux lipschitziens.
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4. QUASI-COMPACITE DES NOYAUX LIPSCHITZIENS

Le contexte est celui du paragraphe 2.
Si @@ est un noyau lipschitzien satisfaisant aux hypothéses de la proposition 2.1, il
opere sur C et L.
Son rayon spectral sur C est 3(Q) = lim ||Q"||3[" = li'1;n Q1))
n
Son rayon spectral sur £ est noté p(Q).

On remarque que p(Q) > 5(Q).
En effet 5(Q) = im||Q 1|3 < Lim [|Q"1|'/" < Lim |Q™|M/*|2]*/™ = p(Q).

Proposition 4.1.

Soit Q un noyau lipchitzien tel que p(Q) > 0, x(Q) < 1 et satisfaisant 4
sup, m(q(+,9)) < +oo.

Alors Q est quasi-compact sur L, plus précisément p.(Q) < x(Q)p(Q), de plus
A(Q) = p(Q).

Démonstration

Vérifions les hypothéses du théoréme 3.1. avec la norme auxiliaire |} - ||co-

QU{f : f € L,||f]l £1}) est une partie bornée de (L, | - ||). Soit A une partie bornée
de (L,|| - |- Supposons que A ne soit pas précompacte dans (L, || : ||loo), alors il existe
un € > 0 et une suite (f,)n de A telle que, pour tout m et n, m # n, ||fm — falleo 2 €
Mais A étant bornée dans (L, || - ||), les fonctions de A sont uniformément bornées et
équicontinues, du théoréme d’Ascoli il résulte que 'on peut extraire de (f,)n une sous-
suite (fp, )x convergeant dans (C, || - ||cc); (fn,)r est une suite de Cauchy pour || - "oo, ce
qui contredit 'inégalité || fm — fnlloo = €. L’hypothése (i) est vérifide.

@ est continu sur C, d’ou ().

Pour f € L, on a, d’aprés la proposition 2.1,

QA1 < (1@ Llloo + i)l flloo + (@I 1

la condition (1) est satisfaite pour tout k tel que (c(Q*))/* < p(Q), c’est & dire, pour
tout k supérieur & un entier ko, car

lim(c(@*))** = K(@)A(Q) < H(Q) < H(Q).

Le théoréme 3.1. s’applique avec tout entier k > ko, il vient p.(Q) < (¢(QF))'/*, puis
pe(Q) < (Q)A(Q).

Dans P’action sur £, les valeurs spectrales de @ de module p(Q) sont des valeurs
propres, puisque £ C C, 11 en résulte que 5(Q) > p(Q) et, finalement, que 5(Q) = p(Q). []

Exemple 4.1.
+1, . z+1
)f(

=[0,1, Qf(2)=uZ)f(5)+u(= ),

ol u est une fonction lipchitzienne sur E. Si 5(Q) > O ona k(Q) = 1 et Q est quasi-compact

sur £ avec pe(Q) < 1p(Q). i
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Dans le cadre de ’étude de certaines transformées de Fourier (cf. ex. 4.2. ci-dessous),
on est amené a associer au noyau lipschitzien @ des noyaux qui ne sont plus positifs ; pour
ces noyaux, ’énoncé précédent est affaibli.

Précisément. Soient Q un noyau lipschitzien et ¢ une fonction complexe, mesurable
sur E x G, telle que, pour tout (z,9) € E x G,

'¢($,g)l = q(a:,g).

1 définit sur b(E) uh'opérateur ¥ par la formule
(@) = [ W9 fe)duto).

Proposition 4.2.
Soit ¢ satisfaisant auz hypotheses de la proposition 4.1. et 1, U tels que ci-dessus.
Si sup m(P(-,9)) < 400, ® opére sur C et L.

Ss, de plus, p(Q) >0etk(Q)<1l,ona V.
pe(¥) < w(Q)p(Q) et p(¥) < p(Q).
Noter que cet énoncé ne permet d’établir la quasi-compacité de ¥ que moyennant une
estimation supplémentaire de p(¥).
Démonstration ‘
La premiére assertion s’établit comme dans la proposition 2.1. et la preuve fait
apparaitre I’existence de constantes R}, telles que, pour f € L,

1Z* 51l < (19" U0 + Ri)lIflloo + (@F)IIFI-

Si p(¥) < k(Q)p(Q), les deux inégalités sont évidentes.

Supposons p(¥) > #(Q)p(Q) = limy c(Q¥)!/*. En reprenant ’argumentation de
la proposition précédente, on conclut que ¥ est quasi-compact sur £ et que p(¥) <
£(Q)p(Q). De cette quasi-compacité, on déduit que p(¥) > p(¥), et on termine en

remarquant que (%) = limy, ¥ < lim, |Q7[I" = A(Q) = A(Q)- I

Exemple 4.2.
Supposons () markovien et donnons nous une fonction ¢ € L.
Avec les notations probabilistes du paragraphe 1, la fonction caractenanue, sous la

probabilité P,, de la v.a. ¢(X;) est, pour A € R,
B[] = [ 4690, g)au(o).
En posant ¥a(z,9) = er¢92) g(z, g) et
Urf(e) = [a(@9)f(g)duts) = [ X497 (a,)f(ga)dte) = B, [0 ()],

on a donc | ) ‘
\Il)‘l(x) = Ez[ez)\fi’(Xl)],
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et, plus généralement,

fn,A(fD) — Ez[eu E:=1 ¢(Xz)] — Ez[e'.)“b(xl)Ex [ei)\ z:;, ¢(Xz)|f1]]

. . n-1 .
= E,[eMX) By (2 20l #X0)| = Uy fo_y A(z) = T31(a).

Si @ satisfait aux hypothéses de la proposition 4.2, on a, pour tout A,
p(T) S K@) <1 et pTy) <L
Si p(¥y) < 1, alors, pour tout r'/, p(¥y) < r' < 1, li'Enr"”||\Il§|[ =0;si p(¥y) =1,
¥, est quasi-compact.
L’ensemble A = {\A : A € R, p(¥,) = 1} joue un rdle essentiel dans la preuve de
n

certains théorémes limites pour les sommes Z #(Xe), cf. [G.H.]. 0]
=1

Remarque 4.1.

Utilisant une méthode différente, D. Ruelle [Ru2] a établi les inégalités de la propo-
sition précédente, dans le cas ot il existe un 8, 0 < 8 < 1, tel que tous les éléments de G
soient lipschitziens de coefficient 6. Dans ce contexte, il a également envisagé, comme nous
allons le faire maintenant, le cas ou E est une variété différentiable et ou les éléments de
G sont des applications différentiables.

Supposons que E soit une variété riemanienne. _
Les différentielles successives au point  d’une application A de E dans{ ou dans F
sont désignées par d’h, les normes de ces applications multilinéaires sont notées ||d%h||.
Soit £ un entier > 1 tel que
q(+, g) est £ fois continiiment différentiable pour tout g € G et

sup sup sup [|dza(-,9)|| < +oo,
i=1,...,4 g€G z€F

G est un ensemble d’applications £ fois continliment différentiables de E dans lui-méme et

sup sup sup ||dig|l < +oo.
i=1,...,£ g€EG z€FE

On pose

ce(Q™) = :gg/---/qn(w,gu---,gn)lldx(yn--'91)|!‘d#(gx)-~-du(9n)-

ce(Q™) est fini et la suite (c,(Q™)!/™), est sous-multiplicative.
Définition 4.1.

: n\l/n
Pour Q tel que p(Q) > 0, on pose £(Q) = imn c(Q") .

Q)
L’espace adapté & l’action de @ est alors I’espace C* des fonctions complexes £ fois
continiiment différentiables sur E. Pour f € C¢, on pose

£

Iflle = sup [|d; £}

1=0 z€E

16



D’aprés un théoréme classique sur les suites de fonctions différentiables (C, || le) est un
espace de Banach.

Proposition 4.3.
Un noyau Q 3atzsfazsa.nt auz conditions ci-dessus opére sur C*. .
S5i p(Q) > 0 et £(Q) < 1, alors Q@ est quasi-compact sur C, plus p'reczsement

pe(Q) < £1(Q)p(Q), de plus §(Q) = p(Q).

Démonstration

Soiti=1,...,0et f €Ct

D’apres la régle de différentiation d’un produit de fonctions, la condition sur les
différentielles de ¢(-,g) et I’expression de g, & l'aide de g, il existe des constantes a;;,
J=0,...,t —1, telles que, pour tout g1,...,9, € G,

i—1
I d2lgn(- » 915+ -5 9a)f 0 (gn - gl < ) aijlld f o (gn- - g1)]|
3=0
+gn(-1 915+, gn)lde F 0 (gn -+ g1)]l-

Les régles de différentiation d’une fonction composée et les conditions sur les différentielles
des éléments de G montrent qu'il existe des constantes b;j, j = 0,...,i— 1, telles que, pour
tout ¢g1,...,9n € G, on a, en posant ¢ = g, -+ - g1,

i—1 i—1
ldif o gll ) bijlidd, £l + lldhe f(dag,. .., deg)l] <Y bijlld, Il + ldi, £l dag]l’.
Jj=0 j=0 :

11 en résulte I’existence de constantes c;;, j =0, ..., — 1, telles que, pour tout g;,...,gn €
G,

i=-1 :
Id5lgn(- » 915+ 9n)f 0 (gn -+ g0)ll S D cislldl,, ..y S +ldgn gy Flllde(gn - - g)II"

J=0

Ces estimations légitiment la différentiation sous le signe intégral dans I’expression de

Q*f.Ona

29" @) = [ .. [ dilaal,91,--,00)7 0 gn-+90)ldiso1) .- duan),

d’olt .
1—1

u di r )] < Ci; Su d{: + ¢;(Q") sup dif.
sup Q" 3 i sup ) + Q") sup i

Finalement, Q opére sur C¢ et, pour tout entier n il existe une constante R, telle que, pour
tout f € C¢,

197 flle < Rallflle-1 + Q") sup Iz FIl € Rall flle-1 + ce(Q™)|flle-

Appliquons le théoréme 3.1. avec pour norme auxiliaire || - [|¢-1.
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QU{f: f € L,|Iflle < 1}) est une partie bornée de (C%, || - ||¢)- Soit A une partie bornée
de (C%, || |l¢). Supposons que A ne soit pas précompacte dans (C%, || -||e-1), alors il existe un
e > 0 et une suite (f)n de A telle que, pour tout m et n, m # n, || fm — falle-1 = €. Comme

A est une partie bornée de (C%, | - ||¢), les fonctions de la suite (di f,),, sont uniformément
bornées et équicontinues, pour: = 0,...,£—1, du théoreme d’Ascoli il résulte que ’on peut
contruire une sous-suite (ng)x telle que, pour ¢ = 0,...,£ — 1, la suite (d'f,, )i converge

uniformément vers une fonction k;. On sait, que dans ce cas, la suite (f,, )x converge dans
(C*1,|| - lle=1), ce qui contredit I'inégalité || fm — frlle—1 > €.
La preuve se poursuit comme celle de la proposition 4.1. |

Exemple 4.3.

E=[1), Q) =uf)fE) +u A,

L’énoncé précédent s’applique directement lorsque u est la restriction a [0, 1] d’une fonction
£ fois continiiment dérivable sur IR, de période 1 et que ’on opére sur des fonctions ayant
la méme propriété. Il s’adapte immédiatement au cas ol ces périodicités sont omises, la
définition des espaces C? étant alors modifiée pour tenir compte des dérivées a droite en 0

o\l - 1
et & gauche en 1. Dans ces conditions, si 5(Q) > 0, on a x¢(Q) = >t et, sur C¢,

pe(Q) < :0(Q).

Une étude dans ce cadre de 'exemple 2.3. montre que 1'égalité p.(Q) = 3 p(Q) est
possible. ‘

Notons que, dans [C.L], une estimation similaire est obtenue pour le cas d’une
tranformation dilatante plus générale .

Remarque 4.2.
Si ’on substitue & la fonction ¢ une fonction ¥ telle qu’en 4.3. et possédant les mémes
régularités différentielles que g, les conclusions de la proposition 4.3. deviennent

pe(¥) S ke(@)p(Q) et p(¥) < p(Q). I

Les propriétés des valeurs propres de plus grand module d’un noyau lipschitzien et les
théorémes de convergence qui en résultent seront énoncés au paragraphe 8.
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5. LA FORMULE DE NUSSBAUM

Comme indiqué précédemment, le théoréme 3.1. qui fournit une estimation du rayon
spectral essentiel d’un opérateur est un corollaire d'une formule de Nussbaum. Dans ce
paragraphe, nous énoncons cette formule et en déduisons, entre autres conséquences, le
théoréme 3.1.

L’élément de base de la formule de Nussbaum est la fonction d’ensemble v mesurant
le défaut de compacité des parties de B.
Pour r, r > 0, f € B, on pose B(f,r) = {g: ||g fll < r} et, plus particuliérement,
= B(0,1).
Définition 5.1. '
Soit A C B, 7(A) est la borne inférieure des réels r, r > 0 tels qu’il eziste un
recouvrement fini de A par des boules de B de rayon r.

Indiquons quelques propriétés de la fonction 4.
Proposition 5.1.
Soient A et B deuz parties de B,

(i) 7(A) < 400 3i et seulement si A est bornée,
(31) v(A) = 0 si et seulement si A est compacte,
(iii) si AC B, v(A) < ~(B),

(iv) ¥(A + B) < +(A) +~(B),

(v) si A est compa.cte v(A + B) = ~(B),

(vi) ¥(B1) =1 sauf si B est de dimension finie.

Démonstration

La vérification des assertions (i} et (i) est immédiate.

La condition y(A) = 0 signifie la précompacité de A, puisque B est complet, ceci
équivaut & la compacité de A. ’

Soit r > v(A)+7(B). Ecrivons r = r' +r" avec r' > y(4) et r"" > 4(B). Par deﬁmtlon
de v, il existe f;,9; €B,i=1,...,m,j=1,...,n tels que

Ac|JB(#r'), Bc B

i=1 =1
Soient f € B(fi,r') et g € B(g;,r"), alors
”(f + 9) - (f: +gj)” < "f - f:” + Ilg - gj” <r' 4= r,‘

donc

m n
A+Bc U B(fi+gir)
=1 j=1
On en déduit que v(A4 + B) < r, d’ott (iv).

Supposons y(A4) = 0, alors, d’aprés l'inégalité précédente, y(A + B) < v(B), mais,
d’autre part, A étant supposée non vide, pour f € A,ona f+ B C A+ B, dou
4(B) = v(f + B) < 7(A + B); on conclut que ¥(A + B) = v(B).

Par définition v(B;) < 1. L’inégalité 7(B;) < 1 implique, par homothétie et
translation, ¥(B;) = 0. D’aprés le théoréme de Riesz et (i), v(B1) = 0 équivaut a
dim B < +oo. []
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La fonction d’ensemble + induit une fonction d’opérateur, encore notée +.

Définition 5.2. _
v(Q) est la borne inférieure de l’ensemble des réels k, k > 0, tels que, pour tout A C B,

Y(Q(4)) < ky(4).

Proposition 5.2.

Q) =(Q(By)) <@,
la suite (v(Q"))n est sous-multiplicative et, en posant p.,(Q) = hm('y(Q"))I/” on a

(@) < 0(Q).

Démonstration

L’inégalité v(Q(B1)) < || Q|| est immédiate.

Par définition de ¥(Q), on a ¥(Q(B1)) < %(Q)¥(B1) < ¥(Q). Pour établir I'inégalité
inverse, considérons une partle A bornée, quelconque de B. Soit r > ~(A) et (fi),

une suite de B tels que A C U B(f;,r), alors Q(A) C U Q(B(fi,r)) dou y(Q(A)) <
t=1 =1

v(Q(B(0,7))) = rv(Q(B1)). De la condition initiale sur r, on déduit 'y(Q(A)) <
1(Q(B1))¥(4), soit ¥(Q(B1)) 2 1(Q).

Pour A bornée, on a
7(Q™(4)) < ¥(Q™(Q™(4))) £ HQ™M(Q™(4)) < HQ™)Y Q™ (4),
d’olt Y(Q™+") < Q™) (Q™). [

Le résultat de Nussbaum s’énonce
Théoréme 5.1.

Pe(Q) = P‘Y(Q) .

La preuve de ce théoréme figure dans ’appendice A, nous consacrons la suite de ce
paragraphe a en établir des corollaires.

Comme premiere conséquence de cette formule, notons deux propriétés générales du
rayon spectral essentiel.

Corollaire 5.1.

(i) Pour n 2 1, po(Q) = pe (@) "/".
(i) Si G est un sous-espace fermé de B, stable par Q, Pe(Qc) < pe(Q).

Démonstration

Ces relations résultent des formules correspondantes pour p,.

La premiére est claire. Pour établir la seconde, notons 4' la fonction d’ensemble sur
G déterminée par la définition 5.1. Pour n > 1, 0on a

7(Q%) = (Q™(B1n @) < 2¢(Q"(B; N G)) < 2v(Q"(B1)) = 2v(Q"),
d'ott py(Qa) < p+(Q)- [

Revenons maintenant au théoréme 3.1.
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Corollaire 5.2
Sous les hypothéses du théoréme 3.1, p.(Q) < r.

Démonstration

Les notations sont celles du théoréme 3.1.

On pose 7 = ||Q|| et, pour f € B, r >0, D(f,r)={g:9 € B, |f—g| <r}.

Estimons y(@Q***1).

En itérant l'inégalité (iii) et en utilisant (1), on v01t que, pour tout s > 1, il existe
une constante R, telle que, pour tout f € B,

1Q* fIl < Rolf|+r*|If]l-

Puisque Q(B;) est pré-compacte dans (B, |- |) pour tout €, € > 0, il existe (g;)%,, ¢ € B,
telle que

Q(B1) C (U D(gi,e)) N B(o 7).

i=1

Si g € D(gi,e)N B(0,7), 0n a

1Q%°g: — Q™gll < Ralgi — gl +r*igi — gll < Rye + 2

soit
QFe (Q(By)) C U B(Qk,"g.-, (Rse + 27'7"“)),
i=1
de D’arbitraire de ¢, il vient v(Q**t!) = 7(Qkf(Q(Bl))) < 2rrke doti po(Q) < 7. |

La quasi-compacité d’un opérateur est liée a la possibilité d’approximation de cet
opérateur par un opérateur compact [Nev.], une formule de Nussbaum exprime en ces
termes le rayon spectral essentiel.

Corollaire 5.3.

(z) SiQ =U+V, oi U est un opérateur compact et p(V) < p(Q), alors Q est
quasi-compact et p.(Q) < p(V) .

(it) Soit K Uensemble des opérateurs compacts de B, on a

pe(Q) = m(inf{|Q" ~ K| : K € K})'/".

Démonstration ,

Rappelons que K est un idéal de ’anneau des opérateurs bornés sur B.

Sous les hypotheses de (i), pour s, s € IN, Q* = U, + V?, ot U, est un opérateur
compact, par suite

1(Q*) = ¥(Q*(B1)) = v(Us(By1) + V*(B1)) = v(V*(B1)) =+«(V*) < |IV°,

d’ott pe(Q) = p+(Q) <-p(V).
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Posons u, = inf{||@Q™ — K|| : K € K}.
I Soier'lltum,n € IN* et € > 0, il existe K', K" € K tels que ||Q™ — K'|| < um + € et
Q" — K"|| < un +¢ dou

1Q™Q" — (K'Q™ + Q"K" — K'K")|| = (@™ — K')(Q" — K")|| < (um + €)(un +¢),

puisque (K'Q"+Q™K" — K'K") est compact, on a ém4n < (um+€)(un+e¢), de Parbitraire
de €, on conclut que Upmtn < UmUy. La suite (u},/ ™)p est donc convergente.

Soient m, e, K' tels que ci-dessus. Le corollaire 5.1, I'identité Q™ = K' + (Q™ — K')
et P’assertion précédente montrent que

pe(Q) = (p(@™NY™ < ((Q™ = K'N'/™ < (um + )*/™,

de l'arbitraire de €, on déduit p.(Q) < u},{m'et, par passage a la limite p.(Q) < px(Q).
Inversement, soit r > p.(Q), on a, comme dans la définition 3.1, B = F,. & H,;
si Ir et Ily, désignent les projecteurs correspondant a cette décomposition, on écrit
Q = Qllp, + QI , QIlp, est de rang fini donc compact, tandis que QIIy, a un rayon
spectral < r. Il vient px(Q) < r, puis pr(Q) < pe(Q). |

Terminons par un énoncé qui permet de placer dans le contexte de ce paragraphe le
cas de la contraction stricte envisagé dans la proposition 2.2.

Rappelons que, si F' est un sous-espace fermé de B, ’espace quotient B/F muni de la
norme quotient, |||f|]| = inf{||f + k|| : h € F}, est un espace de Banach et que, si F' est
stable par Q, Q agit sur B/F et son action @ est continue pour la norme quotient.

Corollaire 5.4.

Soit m une semi-norme sur B telle que

(i) F={f: f€B,m(f) =0} est un sous-espace de dimension finie,

(i1) la norme induite sur B/F par m est équivalente ||| - |||,

(1i3) il eziste un réel ¢ > 0 tel que, pour tout f € B, m(Q(f)) < em(f),
alors pe(Q) < c et, pour toutr > ¢, o(Q)N{z:|z| 2 r} =0(QF)N{z:|z| 2 r}.

Démonstration

Les objets relatifs & B/F sont surlignés.

Si A une partie bornée de B, on a y(4) = J(4).
Nous établissons 1'inégalité v(A) < ¥(A), laissant au lecteur le soin d’établir 'inégalité
inverse qui, en fait, ne sera pas utilisé ici. Soit a une borne de A4 et r > F(A4). Il existe
fieB,i=1,...,n tels que A C U% B(fi,r), dott A C U™,B(fi,r)+2B(0,a)N F.
Comme F est de dimension finie, B(0,a) N F est relativement compact, et, par suite
v(A) < (U= B(fi,r)) < r, ce qui prouve I'inégalité.

De légalité 7(Q"(B1)) = 7(Q"(B1)), il vient py(Q) = p3(Q) < p(Q), mais (ii) et (iti)

montrent que p(Q) < ¢, et 'on conclut d’apres la formule de Nussbaum. (

Remarque
On peut utiliser la formule (i) du corollaire 5.3, pour montrer que, si (E,&,v) est
un espace probabilisé et si @ est un opérateur markovien @ sur (E,£) satisfaisant a la
condition de Doeblin,
il existe 7, n > 0 tel que, si ¥(A) < 7, on a, pour tout z € E, Q(z,A) <1-n,
alors @ est quasi-compact sur ’espace b(E, £) des fonctions mesurables, bornées sur E.
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6. QUASI-COMPACITE ET RESOLVANTE

Rappelons que la valeur propre 2 est dite d’indice p, si p est le plus petit entier tel
que

ker(z — Q) = U ker(z — Q)%

£>1
Soit R(z,Q) = (2 — @)™ la résolvante de Q.
R(-,Q) est holomorphe dans l'ouvert o(Q)¢, [D.S.].

D’apreés la proposition 3.1, si @ est quasi-compact, si pe(Q) <7 < p(Q) et si z1,...,2m
sont les valeurs propres de modules > r de Q, on a

m
B = (P F)oH, = F, & H,,
k=1

ou Fy = ker(zx — Q)P*, pr est lindice de z; et H, est fermé, stable par Q, tel que
p

p(QHr) < r.
On désigne par IIp,, k =1,...,m, par IIf, et par Iz, les projecteurs correspondant

3 ces sommes directes.

Proposition 6.1.
Sous les conditions ci-dessus, pour z ¢ o(Q),

m Pk

R(z,Q) =Y (z—z)"(2x — Qr,)' ', + (2 — Qu,) 'L,

k=1 £=1

Sotent, dans @, Ay un ouvert relativement compact et A, le disque de centre 0 et de
rayon r', choisis tels que

ANAz=0, A1UA; Da(Q),
AiNo(@)={z:]zl>r}Nna(@)={2k:k=1,....m}, p(Qu)<r' <r,
en parcourant dans le sens positif les bords 0A; et O0A, de A; et Ay on a, pour tout n > 0,

n _ 1 n
QH,.HH,- - % aA;" z R(za Q)dz7

i 1
g, = an,, =5 /a " R(z,Q)dz.
k=1 1

Démonstration

Soit z ¢ o(Q).
Résoudre ’équation (z — Q)f = g, a I'inconnue f équivaut, par projections et stabilité
des sous-espaces, a rechercher les solutions du systéme

HF,,g = (z _QFk)fka fk € Fk’ k= 17“'am’
Oy,g=(2—Qu,)fm+1, fm+1 € Fnya,
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de sorte que 'on a

R(zQ) =) (: - Qp) ', + (2 — Qu,) '1x,.

k=1

Si U est un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel G et j > 1 est tel que
U’ =0 et U1 £ 0, alors, pour tout z # 0,

J
(z=U)t =)ttt
=1
Appliquant ce résultat & ’endomorphisme (2 — Qp, ) de Fy, il vient
-1 Pk
(z-Qr) ' =(z—2)— (2= Qr))™ =D (z—2)" (= —Qr)"™,
=1

d’ou Vexpression de R(z, Q).
Les points z1,...,zm n’appartenant pas & A, on a

/ 2"R(z,Q)dz = / 2"(z - Qpn, ) g, dz,
aat an}

2

mais, puisque p(Qn,) < 7', on a, uniformément pour z € 9A,

(z=Qm)' =), ;,ITJQ%,,

£0

d’ol, par intégration termes a termes, la premiére formule intégrale. La seconde s’obtient
directement par intégration le long de JA; en notant que (2 — @ H,)”! est holomorphe
dans un voisinage de A;. (]

Cette proposition nous conduit & une caractérisation du rayon spectral essentiel a
Vaide de la résolvante.

Soit z¢ un point isolé de o(Q). R(:, Q) est développable en série de Laurent au voisinage
de zg, plus précisément, il existe un 6, § > 0, et une suite (A,)nez d’endomorphismes de B
tels que, pour 0 < |z — 2| < 6, la série de terme général ((z — zp)" Ay )nez soit convergente
et que l'on ait

R(z,Q) = E(z — z9)"An.
nex

On dit que zp est un pole d’ordre k, k > 1, de R(-,Q), si A # 0 et A, =0, pour tout
n < —k. .

Proposition 6.2.

pe(Q) est la borne inférieure de p(Q) et des réels v, r > 0, tels que, tout z € o(Q),
|2] > r, est un péle de R(-,Q) et dim U ker(z — Q)% < +oo.

1
Démonstration
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D’apres la proposition 6.1, si z € o(Q) et |z| > p.(Q), z est un pdle de R(z, Q).
Inversement, soit r tel que dans I’énoncé, alors r > p.(@). Cette implication ne nous
sera pas utile, cependant, pour étre complet, nous en donnons briévement la démonstration.
On raisonne par récurrence sur le nombre de pole de R(-,Q) de module > r, en
utilisant le lemme qui suit dont la preuve est inspirée de [Sh].
Lemme 6.1.
Soit zo un pole d’ordre p, p > 1, de R(-,Q), alors
(i) (20 — Q)P(B) et ker(zg — Q)P sont des sous-espaces fermés de B,
(1) B =(z0 — Q) (B) ®ker(zg — Q)?
(#i) (20 — Q) est un automorphisme bicontinu de (29 — Q)?(B).
Démonstration "
Au voisinage de zp, écrivons

R(z,Q) = Y (= 2)"4n, 2=Q=(20~Q) +(z~2),

n2-—p

par identification des développements en série de Laurent dans les relations
= (z - Q)R(2,Q) = R(2,Q)(z - @),
il vient
(20 = Q)A-p =A_p(20 - Q) =0(1), (20— Q)Ao+ A1 =40(20-Q)+A-1=1(2),

et, pour n > —p, n # 0, (20 - Q)An + Ape1 = An(20 - Q)+ Ap-1 =0 (3)

En itérant (3), il vient
A_,=(Q- 2P 1A = A1(Q - 20)P7Y, Ao =(Q - Zo)""lAp_l =A,-1(Q — 2)P~1,
reportant dans (1) et (2) en posant U = (Q — 29)?, on obtient les relations, désormais
seules utiles,

UA_l = A..lU =0 (4), 1~ A_1 = UAp_l = Ap_1U (5)

Multipliant (5) par U,on a U = A,_1U? = U%A,_;, d'ott 'on déduit
kerU = ker U? et U(B) = U%(B), il en résulte que B =kerU @ U(B) et que U est'un
automorphisme de ’espace vectoriel U(B).

Multipliant (5) par A—;, on obtient A2Z; = A_;, A_; est donc un projecteur et 'on a
B=kerA_; ®ker(1 - A_;), les sous-espaces de cette décomposition étant fermés.

Comme d’apres (4) et (5), U(B) C ker A_; et kerU C ker(1 — A—;), on conclut que
U(B)=kerA_; et que kerU = ker(1—A_;). Puisque U est une bijection de U(B), il en
est de méme de (29 — Q) et, d’aprés le théoréme de Banach, (2o — Q) est un automorphisme

bicontinu de U(B). 0
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7. PERTURBATIONS D’OPERATEURS QUASI-COMPACTS
Les énoncés de ce paragraphe montrent que la propriété de quasi-compacité est stable
par perturbations. Les preuves sont regroupées dans 'appendice B.

Lp est ’anneau des opérateurs bornés de (B, || - ||), muni de la norme induite par celle

de B.
A est un voisinage ouvert de 0 dans IR oud et, pour 3 > 0,

AB)=ANn{z:2€@, |2 < B}
Q(-) est une application de A dans Lg, pour laquelle on utilise les notations abrégées
a(A) =a(Q(R), p(A)=p(Q(N)),
et, pour z ¢ o(A), R(z,)) = (z - Q(\))~ L.

Proposition 7.1.

Supposons Q(0) quasi-compact et Q(-) continue.

Sotent dans@, Ay un ouvert relativement compact et Ay le disque ouvert de centre 0,
de rayon r, choisis tels que

-A—l ﬂZz =0, A; U A, Do(0),

pe(0) <7, a(0)NA; #0.
Alors il existe B > 0 tel que, pour A € A(f),

A UA; C 0’(/\)‘,

pe(0)<r, a(0)NA; #£0.

Considérons maintenant la situation particuliére envisagée dans le cadre de la preuve
des théoremes limites.

Définition 7.1.

On dira que Q(A), A € A, a une valeur propre simple dominante, k(\), s
(1) Q(A) est quasi-compact,
(ii) k()) est la seule valeur propre de module p(}),
(11i) dimker(k()\) — @()))? = dimker(k()) — Q())) = 1.

Proposition 7.2.

Supposons que Q(0) ait une valeur propre simple dominante et que Q(-) soit m fois
contindment dérivable.

Alors, il eziste 3,8 > 0, tel que, pour A € A(f), Q()) ait une valeur propre simple
dominante k().
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[£(0)] — pe(0)

Plus précisément, étant donné ¢, 0 < € < ——————-"_ 9on peut choisir B > 0 tel

que, pour X € A(B.), il existe un projecteur de rang 1 II(A), et un opérateur borné V())
tels que

Q(A) = k(NI + V(X),
I(A)V(A) = V(A)I(A) =0,
|k(A) - k(0)] <&, p(V(A)) < pe(0) +e¢,

I(-), k(-),V(:) sont m fois continiment dérivables sur A(f,),
pour tout £ =0,...,m, il existe une constante c telle que, pour tout n,

dt
52V < elpe(0) + €)".
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8. NOYAUX QUASI-COMPACTS POSITIFS
SUR UN ESPACE METRIQUE COMPACT

Dans ce paragraphe, E est un espace métrique compact.

(C,]] - lloo) est lalgebre de Banach des fonctions continues sur E, munie de la norme
de la convergence uniforme.
(D, || - |) est une sous-algebre de C compléte pour || - || telle que

D est dense dans (C, ||  |leo)s

pour f € D, ||flleo < [I£]]- |

Par exemple, si E est une variété riemannienne, D pourra étre £, un des espaces C¥
définis au paragraphe 4 ou C lui- méme.

Q est un opérateur positif sur (C, || - ||«) de rayon spectral 5(Q), quasi-compact sur
(D, || - ), de rayon spectral p(Q) et de spectre o(Q), abrégés en p et o.

On dispose, par conséquent, d’'une décomposition de D en sous-espaces fermés, Q-
stables, D = F & H, o dimF < 400, @r n’a que des valeurs propres de modules
p et p(Q) < p. Dans ce qui suit, il sera fait appel & cette décomposition sans autre
commentaire. On retiendra aussi que, puisque dim F' < +o0, il existe une constante cp
telle que, pour tout f € F, ||f|| < cr|flloo-

Pour f € C, |f| est la fonction définie par |f|(z) = |f(z)]|, la positivité de @ implique
Q(If) 2 1QfI.

Proposition 8.1.
p(Q) = p(Q), p(Q) est une valeur propre de Q d’indice mazimal parmi les valeurs
propres de module p(Q) et il lui est associé une fonction propre positive.

Cet énoncé est un corollaire du théoréme de Krein-Rutman [Sh.], car il est clair que,
dans ce théoréme, la quasi-compacité peut étre substituée a la compacité. Cependant, la
spécificité des espaces considérés ici autorise une argumentation plus élémentaire, nous
reprenons la preuve de [He.].

Démonstration

L’égalité p(Q) = p(Q) s’établit comme dans la proposition 4.1.

Soit (t,)n une suite de réels telle que ¢, > 1, lim¢,, =1 et R(-, @) la résolvante de Q.
n

On pose
$n = R(ptn, Q)1 =) (pta) *+1Qk1,

k>0

cette série converge dans D et ¢,, est positive.
Si 2zp est un complexe de module p, on a

[ B(20t, @F)I| < crllfnll.

En effet, pour tout f € F,

|R(z0tn, QF)FI < Y (pta) *HVQHF] < || fllootn,

k>0

d’ou

| R(z0tn, @r)fI < crl|R(20tn, @F)flleo < el flloolidnlloo < crlifllI#all-

28



Soit zg une valeur propre de module p de @, on a, proposition 6.1, im || R(z4t,, Q@F)|| =
n
+o00 donc li'Izn l|¢nl|l = +00. Ecrivons alors 1 = f+hoi f€e Fet h€ H,ona ¢, = fr + hy,

avec fn = R(ptn,Q)f et hn = R(ptn,Q)h. (hy)n est bornée, car p(Qy) < p, en posant
cn = ||¢n]|"t,ona lizn Cn®n — cnfa = 0, il en résulte que (¢, fn)n est bornée dans l'espace

de dimension finie F' donc relativement compacte et, par conséquent, que (¢, ¢y )n est elle-
meéme relativement compacte, en passant a la limite selon une sous-suite convenable dans
Pégalité
Ptn(cnd)n) - Q(cn¢n) = cpl,
on prouve l'existence de f, || f|]| =1, f > 0 telle que pf — Qf = 0.
D’apres la proposition 6.1, une valeur propre de @, de module p est d’indice p si et

seulement si elle est un pole d’ordre p de R(-, Q) ou, de fagon équivalente, de R(-,QF). Si
zo est un pdle d’ordre k de R(-, QF), on a, pour tout £ < k—1, im(1—1,)*||R(20tn, QF)|| =

+00, et, de 'inégalité précédemment établie, il vient li'r‘n(l — t2)Y|R(ptn, Q1| = +00, de

sorte que le pole p a une multiplicité > k. 0

Le théoreme ergodique énoncé dans un cadre général au paragraphe 1 peut étre précisé.
Pour z €@, n > 1et f € D, on pose

n-—1
Mif == 3 QH.

k=0

Proposition 8.2.
On a l’équivalence
(i) supy, p7"[|Q"1|oo < +o0,
(it) toutes les valeurs propres de module p de Q sont d’indice 1,
(#3) p est une valeur propre d’indice 1.
Supposons vérifiée l'une ou autre de ces conditions et donnons-nous z €, |z] = p.
Il eziste un opérateur 11, agissant continument sur (C,] - ||cc) €t (D, || - ||) tel que

lim sup{[|M;f ~TLf|: f €D, | f| =1} =0,

tandss que, pour f € C, li’r‘n |MEZf -1, flleo =0.

Les sous-espaces ker(z — Q) N D et ker(z — Q) N C coincident. Ce sous-espace de
dimension finie étant noté F,, II, est un projecteur sur F;, tel que I1,Q = 21I,.

St z n’est pas une valeur propre de Q dans D, II, = 0.

Si z est une valeur propre de Q dans D, pour tout ¢ € E, II,(-)(z) est une mesure
(positive si z = p) sur E et, si f est une fonction borélienne, bornée sur E, I1. f € F.,.

Démonstration
D’apres la proposition 8.1, (i) et (i) sont équivalents.
D’apres la proposition 1.3, (i) équivaut &
(i) sup, p~"(|Q"| < +o0, . ,
il suffit donc d’établir ’équivalence de (i’) et ().
Puisque || oo < | - [, (i) implique (i)
Inversement, supposons sup,, p~"[|@"1]|ec < +o0.
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Avec les notations de la preuve de la proposition 8.1, pour tout f € F,

sup pIQESfIl L cF sup P QR fllo < cF sup P QF flllco

< crl|flloosup p™" (1@ 1l < el filoo sup p™"|Q™ 1]} < 4-00.
n n

D’autre part, sup,, p~"||@%ll < +00, car p(Qn) < p. (i’) résulte de ces deux inégalités.
En appliquant la proposition 1.3, il vient, pour z €, |z| = p,

ou II', est un projecteur de D sur F, = ker(z —~ Q)N D.

Par hypothése sup,, p™"||@"|lc = sup, p~"||@"1llcc < +00, de sorte que la suite
d’opérateurs (M), est équicontinue sur C, comme D est dense dans C, il en résulte que,
pour f € C,

li'xzn IM:f —11,f|leo = 0.

L’endomorphisme II, limite simple d’une suite équicontinue est continu sur C, il est facile
de voir que ¢’est un projecteur de C sur ker(z — Q) NC.

II, prolonge continument II, & C, comme F, est de dimension finie donc fermé dans
C,ona F, =ker(z —Q)NC.

Il est clair que II, commute avec @, d’ou I1,Q = 2II,.

Pour z € E, II,(:)(z) est une forme linéaire continue sur C, donc une mesure. Il en
résulte que 'on peut définir II, f pour toute f borélienne, bornée sur E, montrons que
II.f € F,.

Soit (fi;)%.; une base de F,. En raisonnant, par récurrence sur d, on voit qu’il existe
une suite (z;)?., d’éléments de E tels que le déterminant de la matrice [fi(z;))i j=1,....4
soit non nul. Par suite, il existe une matrice [a;;]; j=1,...,4 telle que, pour tout f € F,,

d

=1
d
F=Y MDf avee A=Y ayfes).

=1 j=1

d
Soit x € E. Pour f € C, I, f(z) = Z Mi(I1, f)fi(z), les deux membres de cette égalité
i=1
définissent des mesures sur E, donc, si f est une fonction borélienne, bornée sur E, on a

d
ILf(z) = Y M(ILf)fi(=)

=1

et 'on conclut que I, f € F. i

Une meilleure compréhension du comportement asymptotique de la suite (Q")n>0
nécessite des connaissances supplémentaires sur les valeurs propres de module p. Ces
précisions peuvent étre obtenues lorsque @ est markovien ou dans les cas qui s’y rameénent
par relativisation.

Proposition 8.3.
Supposons qu’il existe h € D, strictement positive, telle que 1/h € D et que Qh = ph,
alors
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(i) Q satisfait auz hypothéses de la proposition 8.2,
(i) pour z € o, |z| = p, il existe p € IN* tel que (2/p)P =1 et, si£=0,...,p—1, 2*
est une valeur propre de Q,

n
(iit) soit z1,...,2y, les valeurs propres de module p de Q et Il = ZH,J., si.d le plus
i=1
petit entier tel que, pour tout j = 1,...,n, on ait (z;/p)? = 1, alors il ezister, 0 <r < 1,
tel que

. 1 —-—n n
11'131r—nsup{||p QS ~1f|: f €D,|f| =1} =0,
tandis que, pour f € C, li’I'n-Hp—"dQ"df —If|lec =0.

Démonstration
Par compacité de E, il existe ¢ > 0 tel que 1 < ch, d’ot

PT1@" oo < cp™ @ Allo = cllBllo < +o0,

la proposition 8.2. s’applique a Q.
On appelle opérateur relativisé de @, l'opérateur Q défini sur C par

= 1
Qf(z) = ﬁz“(z—)Q(hf)(x),

cet opérateur est markovien.
Si, pour f € C, on pose Rif = hf, on définit un automorphisme de C et de D et ’'on

a la relation de conjuguaison _
| Q = R;(p7'Q)Rn.

Q et p~1Q étant conjugués ont les mémes propriétés spectrales. En particulier, Q est quasi-
compact sur D, z est une valeur propre de module 1 de Q si et seulement si pz est une
valeur propre de Q,et, avec les notations de la proposition 8.2, on a II, = R;IH,R;,. Il
suffit donc d’établir la proposition 8.3. dans le cas ou @ est markovien.

Nous supposons désormais () markovien et nous notons Q"(z, -) la probabilité Q™(-)(z)
et par Si son support.

L’argument essentiel dans 1’étude des valeurs propres est le lemme suivant pour lequel
la quasi-compacité n’est pas requise. Pour usage ultérieur, nous donnons a cet énoncé une
forme plus précise que ce qui est immédiatement nécessaire.

Lemme 8.1.
Q désigne un opérateur markovien sur C.
Soit z €@, |z| =1 et f € C\{0} telle que Qf = 2f.
SiEf={z:z € E,|f(z) = I.'?Ga%c |f(y)I}, alors, pour x € Ef, n >0 et y € SZ,

fly) = 2" f(=).

Démonstration du lemme
f(y)

2" f(zo)
On a, d’aprés le choix de zo, Rg(y) < |lg(y)| £ 1; d’autre part

0=1-Q"g(x0) = /S ) (1-9()Q"(20,dy) = /S (1= Rg(y)Q" (20, dy).

Soit zg € Ef, posons g(y) =
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D’ot, pour y € S7,, égalité 1 = Rg(y) puis g(y) = 1. (]

Etablissons, maintenant, le point (#) de la proposition.

Soit z € o, |z| = 1 et f € D\{0} telle que Qf = zf. Si f* est définie par
flz) = (f(z)), f* € Det hy = M. ft est un élément de D tel que Qhy = 2thy.
D’apres le lemme 8.1, si z € Ey,

he(e) = lim = i: a7 / Q*(z,dy) f4(y) = f(z) # 0,
n k=0 52

donc, pour tout £ > 0, z¢ est une valeur propre de Q. Comme le nombre de valeurs propres
de module 1 est fini, on a 2P = 1 pour un p convenable.

D’aprés la proposition 8.2, toutes les valeurs propres de module 1 sont d’indice 1, QF
est diagonalisable et Q% n’a que la valeur propre 1, donc Q% est I'identité de F. On a

;I;SUP{IIQ”"'f ~Opfll:lfll=1}= —sup{HQ"dHHfll Il =1} < ——IIQ ek

si p(Qu) < r < 1, le second membre tend vers 0.
Le corollaire 1.1 montre que IIp = E;}:l II,.
La densité de D dans C permet d’établir la derniere assertion. ll

On trouvera dans [Her.] une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une
fonction f € D, strictement positive, telle que Qf = pf. Cette existence est assurée sous
Ihypothése d’irréductibilité de @ et nous concluons ce paragraphe en précisant, dans ce
cas, les énoncés précédents.

Proposition 8.4

St @ est irréductible, i. e. si, pour tout x € E et f € C, positive, non nulle, il existe
n tel que Q™ f(z) > 0, alors

(1) p est d’indice 1 et le sous-espace propre associé est engendré par une fonction
strictement positive h,
(i) il eziste une probabilité unique v telle que vQ = pv,
(ii1)
timsup{|M2f — bl s £ € D, = 1) =0,

pour f €C, lim|MEf - Vgﬁh”“ J

S1 il existe ng tel que, pour tout x € E et f € C, positive, non nulle, Q™ f(x) > 0
alors
(iv) p est la seule valeur propre de module p,
(iv) il existe un réelr, 0 < r < 1, tel que,

lim - sup{l5™"Q" - ”g;hu e, lfl =1} =0,
70

pou’r f E C) li'in ”p_nan (h)

— 1\ Plleo =
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Démonstration

Soit h > 0, h # 0, telle que Qh = ph. Siz € E, il existe n tel que 0 < Q™h(z) = p"h(z),
donc h est strictement positive. D’aprés la proposition 8.3, p est d’indice 1.

Comme vu dans la preuve de la proposition 8.3, @ est conjugué d’un opérateur
markovien et pour I’étude des valeurs propres de module maximal on peut supposer que
Q lui-méme est markovien.

Soit f € D, non nulle telle que @f = f. Avec les notations du lemme 8.1, pour
zo € Ef et y € Up>0S7,, f(y) = f(20). Comme lirréductibilité implique E = Un>05'zo,
f est constante. Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est engendré par la
fonction 1.

Supposons, maintenant, que @ satisfasse a I’hypothése de la deuxiéme partie de
I’énoncé.

Soit f € D, non nulle et z, |z| = 1, tels que @f = zf. D’aprés le lemme 8.1, pour
zo € Ef et y € S3° = E, f(y) = 2™ f(x0). f est constante, donc z = 1. La seule valeur
propre de module 1 est 1.

Poursuivons la preuve en considérant un opérateur ¢ non nécessairement markovien.

Supposons ) irréductible.

II, est un projecteur sur la droite vectorielle F, = {zh : z € @'} et I'on peut écrire,

pour f € C,
),
v(h)

ol v est une probabilité sur E. L’égalité QII, = plI, s’écrit vQ) = pv. D’apreés la proposition
8.2, la suite (M%), converge vers II,, uniformément sur la sphere unité de D et simplement
sur C. Si ¢' est une probabilité telle que v'Q = pv', on a, pour f € C,

I,f = —%

V(f)l MPF) =o'

dou v =1,
Si @ satisfait & ’hypothése de la deuxieme partie de I’énoncé, la proposition 8.3.
s’applique avec d = 1. I
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9. NOYAUX MARKOVIENS QUASI-COMPACTS
SUR UN ESPACE METRIQUE COMPACT

Dans ce paragraphe @ est markovien (Q1 = 1) et, sauf pour les premiers énoncés,
quasi-compact sur D.

Les notations sont les mémes qu’au paragraphe précédent. On rappelle que Q"(z, )
désigne la probabilité Q"(-)(z) et SZ le support de cette probabilité ; plus généralement,
le support d’une fonction ou d’une mesure sera désigné par supp.

(2, F,(Pr)zer: (Xn)n>0) est la chaine de Markov canonique de probabilité de transi-
tion Q.

Cette étude est inspirée de [N.], voir aussi [Her.]

9.1. Généralités sur les fonctions propres
associées a des valeurs propres de module 1

L’étude des solutions de I’équation Qf = zf, ou f € C et [2] = 1, est liée & certains
sous-ensembles de E.

Définition 9.1.
On dit que le compact K est (Q-)invariant , 3’il est non vide et si, pour tout z € K,
Q(z,K) =1.
Le compact K est une classe ergodique (de Q) s’il est invariant et minimal pour la
relation d’inclusion, i.c. si, pour tout compact invariant K' tel que K' C K, ona K' = K.

Si K est invariant, on a, pour tout € K, Pp(Nax>o[Xn € K}) = 1.

Proposition 9.1.
Tout compact invariant contient une classe ergodique.
Deuz classes ergodiques distinctes sont disjointes.

Démonstration

Soit K un compact invariant. Désignons par (K;);er une famille, totalement ordonnée
pour l’inclusion, de compacts invariants contenus dans K. Puisque K est compact,
Ko = N;erK; est non vide. Pour montrer que K, est invariant, c’est a dire que, pour
tout ¢ € Ko, Q(z,K§) = 0, il suffit de prouver, que K§ s’écrit comme réunion au plus
dénombrable de certains des K{. Ceci est un résultat classique [D.S. 1.4.14.], néanmoins,
pour étre complet, donnons en la preuve. L’espace métrique compact E a une base d’ouverts
dénombrable, soit (By)nen. Tout ouvert K{ contient un des B, et I’on définit M comme
'ensemble des. entiers n pour lesquels il existe un indice ip, € I tel que B, C K . On
a UneMBn C Unem K|, C Kj. Inversement, soit z € Kj, il existe ¢ € I tel que K soit
un voisinage de z et, par suite, il existe ng tel que = € B,, C K{, d'oit K§ C Upep By-
Il est donc établi que Ky = Unem K|, . Le compact invariant K, est la borne inférieure
de la famille (K;);er. L’on conclut, en utilisant le lemme de Zorn, que I’ensemble des
compacts invariants contenus dans K a un élément minimal pour 'inclusion, ce qui établit
la premiére assertion.

Soient K; et K, deux classes ergodiques, si K = K; N K, est non vide, c’est un
compact invariant, mais alors la minimalité de K, et K; conduit &8 K = K; = K,. 0

Enoncons les propriétés, relatives aux classes ergodiques, des fonctions propres as-
sociées a des valeurs propres de module 1.

On désigne par X la famille des classes ergodiques de Q.
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Proposition 9.2.
Sotent z €@, |z| =1, et f €C telle que Qf = zf, alors
(3)si f=0surtout K€K, f =0 sur E,
(4) |f| est constante sur tout K € K et, pour toutz € K, n >0 ety € S?, f(y) = 2"f(z),
(1) st z =1, f est constante sur tout K € K.

Démonstration
Cette preuve repose sur une variante de lemme 8.1. obtenue en remplacant, dans cet
énoncé, E par un compact invariant. La démonstration est identique.

Lemme 9.1.
Soit z €@, |2| =1, f € C\{0} telle que Qf = zf et K un compact invariant.
Si Kg={z:z € K,|f(z)| =§,r};a1)<c|f(y)’}’ alors, pourzx € K¢y, n >0 et y € S2,

fy) = 2" f(z).

Soit K et K tels que dans le lemme précédent. Pour z € Ky et y € S, |f(y)| = £ ()],
donc K est invariant et, d’apres la proposition 9.1, contient une classe ergodique Cy.
Choisissons K = F, alors max |f(y»)| = max |f(v)], de sorte que, si f est non nulle sur
yEC; y

E, elle est non nulle sur Cy. (%) en résulte.

Choisissons, maintenant, pour K une classe ergodique. Ona Cy = K et Ky C K, donc
K¢ = K et |f| est constante sur K ; pour compléter la preuve de (11), il suffit d’appliquer
le lemme. Si z = 1, fixons z¢9 € K et posons K' = {z : ¢ € K, f(z) = f(z0)}. Pour
r€ K' CKy;=Ketye€ Sy, fly) =1f(z), de sorte que y € K'. K' est invariant donc
égal a K, il s’en suit que f est constante sur K. 0

Désormais @) est supposé quasi-compact sur D.

Comme nous venons de le constater, I’application qui a une fonction propre continue,

associée a une valeur propre de module 1, fait correspondre sa restriction & U K est

KeK
injective. Nous allons voir que, lorsque @) est quasi-compact sur D, cette application

est également surjective. Cela est du & la possibilité de construire des fonctions propres
continues & l'aide des projecteurs II, définis dans la proposition 8.2.

Aux propriétés déja répertoriées de II,, ajoutant deux remarques relatives aux
compacts invariants.

Lemme 9.2

Soit K un compact Q-invariant, alors
(i) pour tout z € K, suppll.(z,) C K,
(1) si 2 €C, |z| =1, et f € C telle que, pour tout x € K, Qf(z) = zf(x), alors, pour tout
z € K, II, f(z) = f(=).

Démonstration

Soit 2z €@, |z2| =1, f € C et = € K, & cause de l'invariance de K,

n-—1

= im-l— zF Jde .
s =t 32 [ Qe

Si supp(f) C K¢, alors I, f(z) = 0, d’ot1 supp II.(z,-) C K.
Si f satisfait aux hypothéses de (3i), le second membre est constant et égal & f(z). ]
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9.2. Représentation des fonctions harmoniques continues
Applications

Théoréme 9.1.

(i) Il n’eziste qu’un nombre fini de classes ergodiques (K;)%.,.

(3:) Les fonctions de D, h; =11k, ¢ =1,...,d, forment une base de ker(1 —Q)NC.
d

(#i1) Si h € ker(l —Q)NC, on a h = lei(h)hi; ot 6;(h) désigne la valeur de h sur

i=1

Démonstration

Soient (K;)t., des classes ergodiques de Q.

D’apres le point (3) du lemme 9.2, si z € K;, suppIli(z,) C K;, c’est & dire
Milk;(z) = 1 et donc, si j # 4, 0 < I11k;(z) < IIjlke(z) = 0. Il en résulte que les
£ fonctions de ker(1 — Q) ND, (Il;1k;,){_, sont linéairement indépendantes. Le nombre de
classes ergodiques d est donc fini et inférieur & dimker(1 — Q) N D.

Soient (K;)%_; les classes ergodiques de Q.

Utilisons les résultats de la proposition 9.2. pour représenter h € ker(1—Q)NC alaide
des (h;)L,. Les fonctions h; et la fonction k sont constantes sur tout K;. Comme il a été
vu au début de la preuve, 6;(h;) =1 si ¢ = j, = 0 sinon, la fonction f = h — z:;l 6i(h)h;
est donc nulle sur tout K;, puisqu’elle appartient a ker(1 — @) NC, elle est nulle sur E,
d’oti la formule annoncée. 0

En faisant appel a la convergence sur C des moyennes ergodiques de @, on peut
déduire de la représentation des fonctions harmoniques une représentation des probabilités
invariantes.

Corollaire 9.1. ‘
Soit f € C, la formule vi(f) = 6;(Il1 f) définit Uunique probabilité Q-invariante portée

par K;, son support est K.
d

Toute probabilité Q)-invariante v s’écrit v = ZV(K,‘)V,‘, les probabilités v; sont les
i=1
probabilités invariantes extrémales.
Démonstration
Soit z; € K;, posons v; = II;(z;,+). v; est invariante, car, d’aprés la proposition 8.2,
IT,Q = 114, le lemme 9.2. montre qu’elle est portée par K;.
Toute combinaison convexe des v; est invariante.
Inversement, soit v une probabilité invariante. Puisque, pour f € C,
lim ||[M2(f) — II1 f|loc = 0, on a v(f) = v(II; f), mais, d’aprés la proposition 9.3,
n
d d d
Oif =) &M )1k, dot v(f) = Y wi(fHr(Ihilx,), soit v =Y v(K;)vi.
i=1 =1 =1
En comparant les supports des deux membres de 1’égalité ci-dessus, on constate que
v; est la seule probabilité invariante portée par K;; il en résulte que les probabilités v;
sont extrémales et que ce sont les seules.
Le lemme suivant et la minimalité de K; montrent que le support de v; est K;.

Lemmme 9.3.
Le support d’une probabilité invariante est un compact invariant.
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Démonstration du lemme
Soit v invariante de support S, on a 1 = »(S) = /Q(:z:, S)v(dz),
d’ou v({z: Q(z,5) < 1}) =0.

Soit (f¢)e>o une suite décroissante de fonctions définies sur E, continues, positives,
convergeant simplement vers 1s. Puisque {z : @(x,5) < 1} = Ugso{z : Qfe(z) < 1}, le
premier membre est un ouvert de E, il est de v probabilité nulle, donc

Sc{z:Q(z,5) =1} I

Si z appartient a ’'une des classes ergodiques Kj, il est clair que I'on a P;(Na>0[Xn €
K;]) = 1; si ¢ n’est dans aucune des classes ergodiques, nous allons prouver que, P, p.s.
la chaine (X,), tend vers une de ces classes.

Nous faisons, pour cet énoncé, ’hypothése supplémentaire que, pour tout compact K
de E, il existe une fonction f positive de D telle que K = {z : z € E, f(z) = 0}.

Théoréme 9.2.

Il eziste 2y € F et une v.a. n & valeurs dans {1,...,d} tels que, pour tout x € E,
P.(Q) =1 et, pour tout w € y, lign d(Xn(w), Kywy) = 0.

On a hi(z) = Py([n =1i]).

Démonstration

Posons K = UL, K;. X X

Soit f € D, f >0, telle que K = {z : f(z) = 0}. Pour tout z €, |2| =1, et z € K

L .ln—l i . ~
LS(e) =lip o 3o [ A0 @) =0

II,f € ker(2—Q)ND est nulle sur K donc partout, proposition 9.2. (i). D’apreés le corollaire
1.1, f appartient & un sous-espace fermé, stable par @}, en restriction auquel @ a un rayon
spectral r < 1, il existe donc une constante c telle que, pour tout n > 0,

Q" floo < 1Q™fI| < er™|I£1]-

En utilisant la positivité de f, il vient

E ) f(Xa)] =) Q" f(z) < +oo.

n2>0 n2>0

On en déduit, P, p.s, la convergence de la série Z f(Xn), et, de la, celle de son terme
n>0

général vers 0. Du choix de f, il résulte que, si Q3 = {w : lim, d(Xn(w),K) = 0}, on a,

pour z € E, P, () =1.

Puisque h; est harmonique et bornée, la martingale (h;(Xn))n>0 est convergente;
plus précisément, si 2 est ensemble des w tels que, pour tout i = 1,...,d, la suite
(hi(Xn(w)))n>0 converge, on a, pour tout z, Pz({2) = 1.

Si Qg = Q1 NQy, Py() = 1.

Soit w € Qg et a, b deux valeurs d’adhérence de la suite (Xn(w))n>0. D’aprés ce qui
précede, il existe 7 et j tels que a € K; et b € K. Sii # j, on a, proposition 9.3, h;(a) =1
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et hi(b) = 0, ce qui contredit la convergence de (hi(Xn(w)))n>0, par conséquent ¢ = j. Il
vient limy, d(X,(w), K;) = 0. La premiére assertion en résulte.

La suite (hi(Xn(w)))n>o0 converge vers 1 si n(w) = i, vers 0 sinon. Puisque h; est
bornée, on peut écrire

hi(z) = Eo[M(X,)] = Ex[lim h(X,)] = Pe([n = ¢]).

[

Corollaire 9.2
Pour tout f €C, la .suite Zf(Xk) o converge Py p.s, pour tout € E, vers la

k=0
v.a. vy(f).

Démonstration
Comme vu au paragraphe 1.3, il existe des fonctions g et h de B telles que
= (g — Qg) + h et Qh = h, de sorte que, pour n > 1,

Y F(Xk) =D (9(Xk) — Qa(Xk—1)) + > A(Xk) ~ [Q9(Xn) - Qo(Xol,
k=1 k=1 k=1

ou, pour toute probabilité P,, (h(Xg))r est une martingale par rapport a la filtration
(Fk)kz0 tandis que, pour tout k > 1, E;[g(Xs) — Q9(Xk-1)|Fk-1] = 0.

Le corollaire résulte alors des théorémes classiques de convergence p.s, le théoréme 9.2
permettant une identification de la limite. I

9.3. Représentation des fonctions propres associées &
des valeurs propres de module 1

Si les fonctions harmoniques décrivent le comportement de la chaine (X,)n>0 en
dehors des classes ergodiques, le comportement de la chaine dans une classe ergodique est
lié aux propriétés des solutions de Péquation Qf = zf, z € €, |z] = 1, sur cette classe
ergodique, cette étude en restriction conduit a une caractérisation des solutions sur E de
I’équation ci-dessus.

Pour K compact, on désigne par Cx l'espace des fonctions définies et continues sur
K et par ker(z — @) N Ck, le sous-espace des fonctions de Cx telles que, pour tout r € K,

Qf(z) = 2f(=). ]
On pose K = U K;.

i=1

Proposition 9.4.

Soit z €0, |z| =1,
(i) pour z € E, suppH,(:v, )CK,
(i) soit 1, Vextension naturelle de I1, d Cis 10, est une bz]ectwn linéaire de ker(2—-Q)NCy
sur ker(z — Q) N C telle que, pour f Eker(z —Q)NCx etz € K, H,f(m) = f(z),
(#45) Vapplication qui d f € ker(z — Q)NCy fait correspondre les restrictions f; de f & K;,
i =1,...,d, est une bijection de ker(z — Q)N Cy sur L, ker(z — Q) N C..

Démonstration
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Soit f € C telle que supp(f) C Ke. D’aprés le point (i) du lemme 9.2, II, f est nulle
sur K, mais I, f € ker(z — Q)N C, donc I, f = 0. (i) est établi.

Soit R l'opérateur de restriction & K d’une fonction de C. C k S'identifie au quotient
C/ ker R. Nous venons de voir que, si f € ker R, II,f = 0, il en résulte que II, définit un
endomorphisme II, de C; i dans C tel que, pour tout fecC, I,f =M,Rf.

Soit f € ker(z — Q)NC, I.f = f, dob II,Rf = f, de sorte que II, est une surjection
de ker(z — Q) N Cy sur ker(z — Q)N C.

D’apres le point (i) du lemme 9.2. et la définition de II,, pour f € ker(z — Q) NCg,

I, f(z) = f(x). L'injectivité en résulte, en effet, si II, f = 0, alors f est nulle sur K, donc

partout.
(#ii) est clair. !

Les assertions (%) et (%) ci-dessus permettent de poursuivre I’étude en se restreignant
a une classe ergodique.

Proposition 9.5.

Soit K une classe ergodique.
Il existe p € IN* et des compacts C1,...,Cp, indexés par Z [pZ, formant une partition
de K tels que, pour £=1,...,p,

Qlc, =1¢,_,-

Les compacts Cy sont appelés classes cycliques.
Posons a = e*™/P, [’équation Qf(z) = zf(z), ot f est continue sur K et |z| = 1,
a une solution non nulle si et seulement si il existe k tel que z = a* ; toutes les solutions

s’écrivent alors »
f= cZa“lcl,
£=1

ot ¢ est un compleze arbitraire.

Démonstration

Soit G l’ensemble des valeurs propres de module 1 de @ opérant sur Cx. Pour
: = 1,2, s0it 2; € @, |z| = 1, et f; € Ck, fi # 0, tels que, sur K, Qf; = zf;.
D’apres la proposition 9.2, |f;|] > 0 et, pour tout z € K et y € S, fi(y) = 2z fi(z),
d’ott (f1/f2)(y) = z1/22(f1/f2)(2), par suite

QA1) = [ (] F0)Qe.d) = 2 2o/ ).

On en déduit que G est un sous-groupe du groupe multiplicatif des complexes de module
1. La proposition 8.2. montre qu’il résulte de la quasi-compacité que ’ensemble des valeurs
propres de module 1 de @ agissant sur C est fini, il découle alors des points (%) et (443) de
la proposition 9.4. que G est fini. Par suite, il existe un entier p > 0 tel que G coincide
avec 1’ensemble des solutions de 1’équation z? = 1.

Soit f € Ck, f # 0 telle que, sur K, Qf = af.
Fixons zo € K et posons, pour £ =1,...,p, Cp = {z : f(z) = atf(z0)}.
Comme vu précédemment, pour tout z € K et y € S, f(y) = af(z), d’ott 'on déduit que
Q(z,Ce41) = 1 si z € Cy, = 0 sinon. Il est clair que les compacts C¢ sont disjoints, d’autre
part US_, C¢ est un compact invariant de K donc égal & la classe ergodique K.
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La fonction hy = }:g:l a“lc, est continue sur K et satisfait & Qhy = a*hi. Si f € Cx
vérifie Qf = o* f, il en est de méme de la fonction g = f — (f(z0)/hr(z0))hi, d’aprés le
point (33) de la proposition 9.2, |g| = |g(z¢)] = 0. i

L’énoncé suivant montre que les classes cycliques associées a la classe ergodique K
peuvent étre caractérisées comme les éléments de la plus fine partition de K par un nombre
fini de compacts F;, i € Z [nZZ, satisfaisant & Q1lp, = 1F,_,.

Corollaire 9.3.

Sous les conditions de la proposition 9.5, soient ¢ € IN* et des compacts Cj,...,Cy,
indexés par Z [qZ tels que, pour m = 1,...,q,
Q]-C'{.,l = 1C:"_1a
alors il existe des entiers r et j tels que p=rq et, pourm=1,...,q,
r—1
Crn = | Comsitig-
=0
Démonstration

Uf=1Crn est un compact invariant de K, il est donc égal & K. Par décalage des indices,
on peut supposer que C; N Cp # 0. Posons o' = e?™/4 et, pour k =0,...,q -1,

q9
Ik= § :a’kmlc,',n'
m=1

! est continue sur K et 'on a Qh} = a'*h}. Il en résulte que o'? = 1, donc il existe un
entier r tel que p=gqgr et 'ona a' = a".
La formule de représentation de 1’énoncé précédent montre que, pour £ =0,...,q—1,
il existe une constante c; telle que

q rq
b= Z arkmlc;" = cg Zaktlcl.

m=1 =1
De I’égalité sur C; N Cyp, il vient ¢; = 1, et, en tenant compte de o™ =1, on a

q9

q
Z Olrkm].c':n — Z arkmle,

m=1 m==1

avec
r—1

Dm = | Contig-

1=0
Puisque det[a™™]; m=1,.., # 0, on conclut que, pour tout z € K et tout m = 1,...,4,
ler,(2) = 1p,.(2). [

Revenons a ’étude des valeurs propres de module 1 de @ sur E.
Notations . .
Pour ¢ = 1,...,d, désignons par Ci,...,C,. les classes cycliques, indezées par

Z[piZ, associées d la classe ergodique K;. On pose d; = E?___l pi et on note p le plus
petit commun multiple des entiers p;.
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Des propositions 9.4. et 9.5. il résulte

Corollaire 9.4.

La dimension du sous-espace F' engendré par les fonctions propres associées auz
valeurs propres de module 1 est d;.

1 est la seule valeur propre de module 1 de l’opérateur quasi-compact QP.

Achevons ce paragraphe en montrant comment les classes cycliques permettent de
représenter les fonctions harmoniques pour la chaine espace-temps sur D.

Définition 9.2.
On appelle fonction harmonique pour la chaine espace-temps sur D, une suite bornée,
(hn)nex, de fonctions de D telle que, pour tout n € Z, Qhy = hp—1.

L’ensemble H; des fonctions harmoniques pour la chaine espace-temps sur D est muni
d’une structure d’espace vectoriel.

Du point de vue fonctionnel, la quasi-compacité de () montre que H; est déterminé
par les fonctions propres associées aux valeurs propres de module 1.

Proposition 9.6.

Soient fi,..., fa, un systéme libre mazimal de fonctions propres de Q) associées auz
valeurs propres de module 1 et z1,...,24, les valeurs propres correspondantes. Les suites
(27" fnex, t =1,...,d1, forment une base de H;.

Pour tout (hp)nez € He, on a QPhy, = hy,.

Démonstration

Soit (hp)nez € Hi.

Posons I = Z?; II,, et h], = hy, — IIh,. Puisque II commute avec @, (h},)n € Hs;
d’autre part, on sait, corollaire 1.1, que la restriction de @ a kerII a un rayon spectral
r < 1, il existe donc une constante c telle que, pour tout £ € IV,

il = NQHll < er* sup Al

d’ott A}, = 0.
On peut alors écrire, pour tout n,

d1
hn=Y_ai(n)fi,
1=1

la condition Qhy = hyp—y conduit & a;(n — 1) = z;a;(n), de sorte que, avec des constantes
a; convenables,

dy
h, = Za,-z{'"f,'.
i=1

Inversement, il est clair que toutes les fonctions définies par le second membre de ’égalité
ci-dessus sont dans H;, ce qui prouve la premiére assertion.
Pour le dernier point, il suffit de rappeler que 2 = 1. ]
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Adoptons, maintenant, un point de vue probabiliste.
Proposition 9.7,
Pouri=1,...,d,j=1,...,p; et n € Z, on pose

Ki(2) = Pyl lig d(Xip(), Cp) = 0}).

Les d; suites (hg’j))nez forment une base de H;.

Démonstration
Elle est basée sur le

Lemme 9.4.
Les classes ergodiques de QP sont les classes cycliques de Q.

Démonstration

Soit Dy une classe ergodique de Popérateur markovien Q" Puisque, pour =z € Dy,
lim,, d(Xn,K) =0 P, ps,on a d(Do,K) =0, dott Dy N K #9; il existe donc 7 et j tels
que Do N C% # 0, comme Dy N C" est QP-invariant, il vient Dy C C'

Prouvons que Dy = C]' Pour cela, posons, pour £ > 1,

= {z:z € K;,Q%x,Dp) = 1}.
Par construction, Dy C C_ ¢ et d’apres la preuve du lemme 9.3. Dy est compact. Supposons

£>1et Dy #0,siz € Dy, Pégalité

1= Q%z, Do) = / Q(z, dy)@"(y, Do),

montre que Dy—y # 0 et que Q(z,De—y) = 1. Par hypothése Dy C D,, donc D, # 0,
pour £ = 0,...,p — 1 et, pour ¢ € Dy, Q(z,Dp—1) = 1. Il en résulte que le compact
D=DyU... U Dy est Q-invariant, puisque D C K;, ona D = K; et, de D, C C}_,, il
vient Do = Cj. : ]
D’aprés le théoréme 9.1. appliqué a 'opérateur quasi-compact Q?, on a
B =P 1 €D,

ou ng ) est défini, pour f € C, par

n—l

I f = lim = Z Q*f,
™ k=0
et ’'on sait que les fonctions h(.’j ), t=1,...,d,5=1,...,p;, sont indépendantes.

Comme K est II(" ) -invariant, on a, pour x € K
IPQ1c:, (2) =TP1,Q1e: (2),

c’est a dire que les fonctions figurant dans cette égalité coincident sur les classes ergodiques
de QP, comme elles sont @P-harmoniques, elles sont égales. D’autre part il est clair que Q
et II(P ) commutent et 'on peut écrire

th:d) — ng)Q10;+" —_ ng)lf{QlC;_*_n — H:(lp)]'C" — h(h])

jtn-1 nmD

de sorte que (hf,"”),, € H;.
Un argument de dimension permet de conclure. (]
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APPENDICE A
DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE NUSSBAUM

Supposons p.(Q) <r £ p(Q). On a B = F, & H,, ot F, et H, sont des sous-espaces
fermés, @)-stables, F). est de dimension finie et Qr n’a que des valeurs propres de modules
> r, tandis que p(Q@n,) < r. Si I, et Iy, désignent les projecteurs relatifs & cette
décomposition, Q@ = U +V, ou U = QIIF, est un opérateur de rang fini et V = QIly,_ a
un rayon spectral < r. L’argument développé lors de la preuve du point (i) du corollaire
5.3. montre que p.(Q) < p(V) < r. D’ou 'inégalité

P~(Q) < pe(@).
Si p4(Q) = p(Q), la preuve est achevée, nous supposons donc désormais que p,(Q) <

p(Q) et nous montrons que
pe(Q) < p+(@).

La démonstration repose sur les lemmes A.l. et A.2. ci-dessous; ces lemmes étant
établis les arguments classiques de I’étude des opérateurs compacts s’adaptent a la situation
considérée.

P(Q); pe(Q), p~(Q) sont abrégés en p, pe, po.
Pour 7 > 0, on note C, = {z: z €@, |z| > r}.

Lemme A.l.
Soient z, |z] > py, 9, Gn, fn € B tels que

gn = (2 — Q) fn, sup|lfn]| < 400, lirrln llgn — g}l =0,
n

alors il exziste (ny)x et f € B tels que

lim |fa, — fl =0, 2f —Qf =g.

Démonstration .
Utilisant Iidentité z¥ — Q* = Qi(z — Q), o1 Qi = Ez_ 22Q%1-¢ on écrit

zk.fn = Qkfn + Qrgn-
Posons B={fp,:n>1},C={gn:n>1} et b=sup{||fa||:n>1},0na
2*B C Q¥(B) + Qi(C) C Q*(B(0,b)) + Qx(C),

puisque C est relativement compacte, il vient, proposition 5.1,

|21*7(B) < by(Q*(B1)) = b1(Q%),
puis

k
7(B) < liminf "l(c‘?k) =0,
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-de sorte que (fy,)n est relativement compacte. La propriété énoncée en découle. ]

Lemme A.2.

Sotentr > py, J C Z tel que, simetn€ J, [m,n]NZ CJ, et
Zn, n € J, une suite bornée de C,,
F,, n € J, des sous-espaces fermés de B tels que, sin,n+1€ J, F, C Fyy1, Fy, # Foys.

Supposons que, pour tout n € J, Uon ait
alors J est fini.

Démonstration

Bupposons J infini, désignons par » une valeur d’adhérence de (&), et choisissons
- Pentier s tel que 8|z *y(Q®) < 1, ce qui est possible puisque |z| > r > p,.

D’aprés le lemme de Riesz [D.S., VII-4-3], si n,n+ 1 € J, il existe fr41 € Fpyy telle
que

Nfatill =1 et d(fatr, Frn) = inf{||foy1 — k|| : h € Fu} 2 1/2,

posons hy, = z7°Q*f,.

Pour n,n+pe€J, p>0,0ona

hn+P —hp = Srdp — f;,P + (:’:_‘9 - z;ip)stnhn

fr:,p =[fn+p - ;-:stfth] + Z_stfn
_[Z n-}-pQ1 (fn+p n-il-prn+p) + z_stfn € Fn—}-p—l,

t=0
deld  |lhnsp = hnll 2 [lfntp = Frpll = 27° = 2o, Q%1 2 1/2 = |27° — 2,2, ]11Q°)l.
Puisque 2 est une valeur d’adhérence de (2, )n, il en résulte qu’il existe une sous-suite
(ni)x telle que, pour tout £, ||hn,,, — ka,]| = 1/4, donc, si A = {hy, : k > 1}, 0on a
v(4) > 1/8.
Mais, par définition de hy, y(4) < Y(27°Q%(B1)) = |2|7*v(Q®) < 1/8, de cette

contradiction, on conclut que J est fini. (]

Proposition A.1l.
Pourr, p2> 1 > py, 0 NCy est un sous-ensemble fini, non vide de valeurs propres de

Démonstration

Soit o, ’ensemble des valeurs propres de Q.

Siz € Fr(o) =0\ 0° et |z| > r alors z € 0,. En effet, soit z, ¢ o tels que lim 2, = z,
n

puisque [D.S., VII-3-3] ||(zn — @)Y 2 |2 — 2za| ™}, il existe (gn)n et (fn)n telles que
gn = (2n — Q) fn, |Ifull =1, ﬁ'xzn”gn“ =0,

appliquant alors le lemme A.1. & I’égalité

[gn + (z — zn)fn] = (2 = Q)fa,
on conclut & l’existence de f telle que ||[f]|=1et 2f —Qf = 0.
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Cr N oy est fini. Cela résulte du lemme A.2., car, si {zp,n € J}, J = {1,...,b},
b € IN* U {00}, est un sous-ensemble au plus dénombrable de C, N oy, si f, est une
fonction propre associée & z,, et si F}, est le sous-espace engendré par fy,..., fn, (2n)nes
et (Fy)nes satisfont aux hypothéses de ce lemme de sorte que J est fini.

Des deux assertions précédentes on déduit que Fr(o)NC, est fini, puisque o est borné
cela implique 6° N C, = §, donc 0 N C = Fr(o) N C; est fini, non vide, et inclus dans o,.

0

Proposition A.2.
Soit z, |z| > p., une valeur propre de Q, alors
(i) pour tout £, No(z) = ker(z — Q)¢ est de dimension finie et Iy = (z — Q)Y(B) est fermé,
(31) p(z) = inf{€ : Ny(z) = Net1(2)} < 400,
(141) i N(z) = Np(,)(2) et I(z) = Ip,)(2), B = N(z) & I(2)
(iv)(z — Q) est un homéomorphismede I(z).

Démonstration

Les notations N¢(z), Ip(z) sont abrégées en Ny et Ip.

D’aprés le lemme A.1. la boule unité fermée de P’espace (N1, || - ||) est compacte donc
N est de dimension finie. Supposons NV, de dimension finie ; soit ( fy, ), une suite unitaire de
(Net1, || |1), la suite (gn)n, gn = (2—@Q)fn, est une suite bornée de N;, donc relativement
compacte, du lemme A.1. il découle que (f,)n posséde une valeur d’adhérence, on conclut
que Nyyy est de dimension finie.

Pour établir la deuxiéme assertion, il suffit de montrer que I'image H = (2 — Q)(F)
d’un sous-espace fermé F' est fermée.

Soit g, € H et g € B telles que lif:;n [lgn — ¢]| = 0. Ny étant de dimension finie, il existe

fn € F telle que
0n=(z = Qf et |full = d(fa, Ns 0 F) = inf{||fa — hl| : h € Ny 1 F}.
Si sup || fu|| < +00, le lemme A.1. permet de conclure. D’autre part, sup || fu]| = +00 est
n n

impossible car, dans ce cas, en posant f) = ||fa||"1fn €t gh = || fnl " gn, on a
dh =21~ Qfh

et, puisque inf [lg,|| = 0, le lemme A.l. montre qu’il existe (ni)x et f € F tels que
n
li,rcn”f,'lk ~fll=0cet zf —Qf =0, ce qui contredit d(f,N; N F) = li’rcnd(f,',k,Nl NF)=1.

Le lemme A.2. permet d’achever la preuve.

Les sous-espaces Ny, £ > 1, et I_,, £ < —1, satisfont aux hypothéses du lemme A.2.
avec z¢ = z—y = 2, les suites (IN¢), et (I¢)¢ sont donc stationnaires & partir des rangs p et
g respectivement.

N = Ny, implique NoNI, = {0} tandis que I; = Iy entraine B = N+ I, de sorte que,
si s = max{p, ¢}, ona B = N,®I,. Puisque (2—Q)(I,) = I, et que NynI, C N,NI, = {0},
(z — Q) est une bijection de I, donc un homéomorphisme car I, est un fermé de l'espace
de Banach B. Enfin N, étant de dimension finie on conclut que p = ¢ =s. 0

Proposition A.3.
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Soient z1,...,2n des valeurs propres de modules > p., alors

B= (éN(zk)) @Hna
k=1

ot Hy, est fermé, stable par Q et, pour k =1,...,n, les restrictions ¢ H, de (2 — Q) sont
des homéomorphismes.

Démonstration

D’apres la proposition A.2, cet énoncé est acquis pour n = 1.

Supposons le correct au rang n et considérons la valeur propre z,41 telle que
|zn+1] > py. 1l est clair que N(zp41) C H, ; d’autre part, munissant ’espace de Banach
H,, de la fonction d’ensemble v, et désignant par @, la restriction de @ & H,,, on a, comme
vu dans la preuve du corollaire 5.1, p,,(@n) < p4(Q), de sorte que |zp41| > py, (@r) et
que, d’aprés la proposition A.2, H, = N(zp4+1) ® Hpy1, ot Hyyy est fermé, stable par @,
et la restriction de (zp41 — @n) & Hpqy est un homéomorphisme. La décomposition de B
qui en résulte répond aux conditions de 1’énoncé. [

Finalement, il découle des propositions A.1, A.2. et A.3. que r > p, implique 7 > p,,
d’olt py = pe, ce qu'’il fallait démontrer. (]
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B. DEMONSTRATIONS DES ENONCES RELATIFS AUX PERTURBATIONS

Commencons par établir un lemme général de la théorie des perturbations.

Lemme B.1 ,

Supposons Q(-) m fois continiment dérivable de A dans Lg.

Soit A un ouvert de@ tel que 0(0) C A alors, il existe By, By > 0, tel que
(i) pour X € A(B1), o()) C A,

. . . R . .
(it) les dérivées partielles W(z,/\), £ =0,...,m, existent et sont continues sur A° x
A(B1).
Démonstration
R(-,0) est bornée & I'infini et continue sur A°, donc

M = sup{||R(z,0)| : z € A°} < +o0.

Soit B1,81 > 0, et une consta.nte M; tels que, pour ) € A(,Bl),

I0) = QODI < iz, e pour £ = 0,.ccom,  |-27(@() — QWO
Posons U(z,A) = (Q()X) — Q(0))R(z,0). La série

S(z,)) = Y [U(z NI

n>0

converge normalement sur A° x A(By).

En comparant au voisinage de A le développement limité & 'ordre m de [U(z,-)]"
et la puissance n-i¢éme du développement limité au méme ordre de U(z,-), il vient, pour
,e = 1, KRN m,

at n A o
5520z V)] H;{ el e e e

mais, pour n > £ et pour (2,A) € A® x A(By), le nombre de facteurs effectivement dérivés
dans le terme général du second membre est au plus égal a £, d’ou successivement

atn (M M)* ot nt(M; M)

—_U(z,\) - HElEI S T lgulVEI S —57—

I NG

Les séries dérivées jusqu’a l'ordre m en A de la série S(z,A) sont donc normalement
convergentes sur A° x A(B;). La fonction

S(z,X) = [I=U(z, )] 7 = [I - (Q(}) — Q(0))R(2,0)] "
a donc les propriétés de régularité décrites en (1)

Ona
(z— Q) = [I - (Q(N) — Q(0))R(2,0)](z — Q(0)),
d’ou (i), de la R(z,)) = R(z,0)S(z, ) et (i). 1
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- Introduisons maintenant un argument spécifique au rayon spectral essentiel.

Lemme B.2

Supposons Q(-) continue de A dans Lg.

Soit p.(A\) le rayon spectral essentiel de Q()N), la fonction p.(\) est semi-continue
supérieurement, c’est & dire que, 8i p.(Ao) < T, on a p.(X) < r dans un voisinage de Ay.

Démonstration

On a vu, corollaire 5.3, que

pe(X) = lim(inf{||Q"(X) - K| : K € KHY/",

ou K désigne ’ensemble des opérateurs compacts de B ; la suite dont la limite figure au
second membre étant sous-multiplicative, on peut aussi écrire

pe(X) = inf(inf{|Q"(}) - K|| : K € K})'/".

Pour K € K et n fixés, ||Q(X)™ — K|| est une fonction continue, donc semi-continue
supérieurement, de A. L’assertion de I’énoncé résulte du fait que ’ensemble des fonctions
semi-continues supérieurement est stable par passage & I’enveloppe inférieure. [}

Preuve de la proposition 7.1.

Le lemme B.1. avec A = A; U A; montre qu’il existe 8 tel que, pour A € A(By),
A; UA; D a()N), le lemme B.2. montre qu’il existe 3} tel que, pour A € A(B1), pe(A) < 7.

D’apres le lemme B.1, R(-,-) est continue sur 0A; x A(B;) d’ou

lim R(z,A)dz:/ R(z,0)dz.
A—0 Jon} aa}

Cette limite est, d’apreés la proposition 6.1, un projecteur II(0), non nul car o(0)NA; # 0,
il existe donc un B tel que, pour A € A(fY), les intégrales du premier membre sont
différentes de 0. La proposition 6.1. permet d’en déduire que o(A) N A; # 0 et que

1
II(\) = 5in /aA;" R(z,\)dz

est un projecteur non nul.
La proposition est établie avec 8 = min{fy, A1, 51 }- ]

Preuve de la proposition 7.2.

On suppose maintenant que Q(0) a une valeur propre simple dominante &(0). Pour-
suivons ’argumentation développée dans les lignes précédentes en posant

Ar={z:le—kO)|<e}, Ap={z:ls]<p(0)+e}, B.=8,

oﬁ0<e<%ﬁf(—o)-.

Pour montrer qu’au voisinage de 0 @Q(A) a une valeur simple dominante, il nous
suffit d’établir que le rang de II(A) est égal a 1. Nous pouvons choisir 8 < S tel que
ITI(A) ~ II(0)]| < %; si, dans ces conditions, le rang de II(\) était > 2, il existerait f
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telle que g = II(A)f # 0 et II(0)g = 0, on aurait (II(\) — II(0))g = g, ce qui impliquerait
ITI(A) — I(0)[} = 1.
Les préliminaires a la proposition 6.1. montrent que l’on a, pour A fixé, A € A(8Y),

Q(A) = k(M)I(A) + V(),

avec les propriétés requises dans les deux lignes qui suivent dans I’énoncé de la proposition.
D’aprés la proposition 6.1, on a, pour n > 0,

i = / R(z,\)dz, V()" = Rz, N)dz.

227( 8AT

Du lemme B.1. on déduit que II(:) et V(-) sont m fois continiiment dérivables pour
A€ A(BY), et que, pour £=0,...,m, on a en posant r = p.(0) + ¢, |

d*

1 2 n+1 10
OOy Z R(rei®, X)d6 < ert

Soit f # 0 telle que Q(0)f = k(0)f et f* une forme linéaire continue sur B telle que
(f, f*) = 1. Pour A € A(B¢),
(QMIIN)S, £*) = EANII(N) S, %)

Choisissons B¢, 0 < B < Y, tel que, pour XA € A(B.), (II(A)f, f*) # 0, ce qui est possible
d’apres la continuité de II(-), on en déduit que k(-) est m fois contintiment dérivable sur

A(Be). 0
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