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Marches aléatoires a une dimension
avec auto-intéraction, d’apres H. Zoladek.

- N. Guillotin

19 janvier 1995

1 Introduction.

Les marches aléatoires sans recoupement dans Z¢ jouent un role important dans plusieurs
problémes physiques par exemple dans la théorie de la percolation, dans la théorie des
solutions macromoléculaires et dans la théorie quantique des champs. Au lieu de prendre
la mesure de comptage sur I’ensemble des marches sans recoupement, on peut considérer
les marches aléatoires standards avec une probabilité de k auto-intersections proportion-
nelle & exp(—Ak). Ce modéele est appelé modéle d’Edwards discret. Il existe une version
continue de ce modele. On le définit alors par une mesure de probabilité sur ’espace des
fonctions continues & valeurs dans R?, probabilité dont la densité par rapport & la mesure
de Wiener est de la forme Z~! exp(—Ak(w)) ol Z est une constante de normalisation, A
un parametre réel et k(w) le nombre de recoupements de la trajectoire w. On dit que la
dimension du modéle est d. ,
La construction mathématique du modéle d’Edwards est loin d’étre triviale. On a donc
commencé 3 construire le modeéle en dimension inférieure. A une dimension, il n’y a pas
de probléemes. A deux dimensions, les calculs nécessaires & la construction du modele ont
été éffectués par Varadhan [8}, qui s’intéressait 3 tout autre chose, puis repris et explicités
- par Le Gall [5], mais seulement 17 ans plus tard! Entre-temps, les mathématiciens ont
progressé dans I’étude des intersections d’un chemin brownien avec lui-méme et se sont
rendus compte que la méthode de Varadhan ne s’applique pas & trois dimensions. La
construction & trois dimensions a été réalisée par Westwater [9,11]. I a prouvé I’ exis-
tence de la mesure const X exp(—A\ [ [ 8(z(s) — z(t))dsdt) dw dans P’espace des trajectoires
aléatoires du processus de Wiener standard & trois dimensions. Kusuoka [3] s’est aussi
intéressé & cette mesure. En dimension supérieure, il ne semble pas possible de construire
un modéle d’Edwards.
Le probléme mathématique important pour ces systemes est de décrire le comportement
asymptotique d’une trajectoire aléatoire. En dimension 1, pour A > 0, Westwater [12] a
prouvé que la loi de probabilité de —L-)- converge vers une loi centrée sur deux ‘trajectoires
t — *£rt, ou r est la vitesse asymptotxque Kusuoka [4] a étudié le comportement asymp-
totique de la mesure & une dimension. En dimension 3, Westwater {10] a analysé certaines

1



approximations du modéle de polymere et a mis en vidence le phénomeéne de dérive pour
le processus approximé. Le modéle continu se préte plus facilement aux calculs que le
modele discret, mais celui-ci est aussi trés intéressant car il permet notamment de réaliser
des calculs numériques, en particulier des simulations Monte Carlo (Voir par exemple la
thése de J.Pasche [7] pour d = 2). H.Zoladek [13] s’est quant & lui placé dans le cas discret
unidimensionnel et a prouvé que si A < 0, n~!/3w(n) converge vers une variable aléatoire
a densité continue et si A > 0, les fonctions aléatoires ¢ — n~'w([nt]) converge vers le
processus §; de loi P(¢; = £rt) = -,i;, our=r(\)= i—;;—ﬁ Il donne aussi le comportement
asymptotique des fluctuations autour de ce processus. Ici, on explicite certains de ses
calculs et on ”corrige” un point de convergence.

2 Formulation des résultats.

On considere ’espace des trajectoires dans Z partant de 0:

Q, = {w = (w(0),..,w(n)) : w(0) = 0,w(i + 1) — w(z) = £1}

Sur cei;‘ espa,:ce, on introdu,it: la mesure de probabilité:
 pn({w}) = Z; exp(—Ak(w))

kw) =#{i € {1,.,n}: 3j <i:w(i) = w(5)}

Si A = 0, on a les marches aléatoires standards et le théoréme de Donsker dit que
n=12u([nt]) converge vers le processus de Wiener lorsque n — 0o.
Si A # 0, on a les théorémes suivants.

Theoreme 1 Si A\ < 0, alors les variables aléatoires n=3w(n) convergent faiblement
lorsque n — 00 vers la variable aléatoire de densité:

7|z

rlzl)

_ T |z| T
plz) = % [x(1 . ) cos . + sin

pour | z |< s et p(z)=0 sinon, ot s = s(A) = (]1:\_21)1/3'

Theoreme 2 (a) Si A > 0, alors les fonctions aléatoires t — n~w([nt]), t € [0, 1], con-

vergent faiblement lorsque n — oo vers le processus aléatoire & de loi P({&; =t rt})=1/2,
oir=r())= —;;—-22'\;%.



(b) SiA >0 et pn, = pa(./w(n) > 0), alors les fonctions aléatoirest ~ {(1~r?)n}~1/2
X[w([nt]) — rnt] convergent faiblement par rapport & la mesure conditionelle p,, vers le
processus de Wiener standard.

Tout d’abord, on a une transition de phase en A = 0. La transition vers un com-
portement non gaussien apparait dés qu’on fait intervenir une intéraction contractante ou
répulsive,

- Si A < 0, on voit que la marche a tendance a rester prés du point de départ.

-a) Si A 20, la marche a tendance a étre d’un seul c6té de l'origine. Sit = 1, w(n) ~ £rn

oll r peut étre vue comme une vitesse de fuite de w A Pinfini croissante en A.

Lorsque A est fini; on autorise les recoupements et par conséquent, le. pomt ﬁnal de la-
marche sera d’autant plus prés de origine que A sera petit. o ‘
Lorsque A — 00,7 — 1, k(w) = 0 et on retrouve les deux marches sans recoupement sur

Z. C A

-b). Si A > 0, on a une transition de phase: deux situations différentes se présentent
suivant qu’on conditionne par le fait que w(n) sera & droite ou & gauche.

Remarques: 1. On peut utiliser une autre mesure de probabilité sur 2,

fin(w) = Zo”" exp{~Mk(w)}

k(W) = #{(0,7) 1 < Grw(i) =w(f)}

Ceci est une version du modele d’Edwards.
2. On s’attend & trouver dans le cas multidimensionnel pour A > 0:
w(n) ~ n®* pour d = 2
w(n) ~n%® pour d =3

w(n) ~ n'’? pour d > 4

3. On peut aussi traiter ce modéle comme un modéle de mécanique statistique a une
dimension en introduisant les spins o; = w(i + 1) — w(i). |
Le potentiel d’intéraction dans le volume A={0,..,n}CZ est donné par:

H(ap) = Me(w) = AD_(1 — [ signlo; + ... + 0i1])

s i<

Ce modele rencontre une transition de phase en A = 0.



3 Lemmes préliminaires

Lemme 1
k(w)=n - {s%pw(z’) - ir’;fw('i)} -1

Preuve.
k(w) = #{i € {1,.,n} : Jj <i:0() = w(5)}
k(w) =n—#{i € {1,..,n}:Vj <i,w(i) # w(j)}

Or #{i € {1,.,n} : Vj < i,w(i) # w(j)} est le nombre de points atteints (pour la
premiere fois) par w soit sup; w(z) — inf; w(z) + 1, d’otr le lemme.

Lemme 2 Le nombre de n-trajectoires w telles que sup; w(i) < a,inf; w(i) > betw(n) =c
est egal a:

Hn(a, b, C) — i (C£n+2k(a—b)+c)/2 __‘C'(zn+2k(a-b)+2a—c)/2) (1)

k=-o0

oti C¥ = nl/{kl(n — k)!} pour 0 < k < n, n, k entiers et C¥ = 0 sinon.

Preuve. (Voir Ref.[1], III, 10, Problem 3)
Hp(a,bc) = #{w: 0 = c} —{#{lw:F e {l,.,n}:w(@) =aetVj>ib<w(l)<
a} + #{w:3 e {1,..,n}: w(z)_betV] >i,b<w(j) <a}l}
Mais
#{w: 326{1, sniw(@E)=aetVn2j>ib<w(f) <a}=#{w:I e {1,. ,n}, ()—
aetVn2>j>iw(j)<al—#{w: 3 €{1,.,n},w(s;) =a,Ti; > zl,w(zg) =bet V] >
i1,w(j) < a}
#{w: F, € {1,..,n}w(i) = a,3i; > 41, w(iz) = bet Vi > 4,w(j) < a} = #{w: 35, €
{1,.,n}w(?) = a,3y > 4,w(ts) = bet Vj 4 < §J < fy,w(j) < a} —#{w : Ity €
{1,..,n},w(i1) = a, 312 > il,w(ig) =bet V] . 1:1 < ] < iz,&)(j) < a,3i3 > ig . W(Z3) =
betVj:i; <j<izw(j)> b}
On itére ce procédé K, fois ou K; = [(n — ¢)/2(a — b)].
On fait de méme pour les trajectoires touchant b puis ¢ (sans toucher a entre b et ¢) K,
fois ot K, = [(n + 2a —.¢)/2(a — b)].
D’ou: N
Hy(a,b,c) =#0—c) ~{#(0—a—c)-[#0—-a—-b—oc)-[#0—oa—>boa—
b)—[.]J+#0—=b—c)—[#0—-b—c)~[.]}
On a: _
#(0 — o) = O+
#(0 —a— C) — C£n+2a—c)/2
De maniere générale, en utilisant le principe de réflexion plusieurs fois, on a:
Vk tel que 0 < k < Kj,
#(0 = (a = bk fois) = a — ¢) = C(rt¥(e-b)+2a-c)/2
#0 — (a—> bk fois) »b—c) = C("'“”‘(“"l’)'*c)/2
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et Vk tel que — K, < k<0,

#(0 = (b > a k fois) = b — c) = Cr+2k(a-b)+2-c)/2
#O0—-(b—ak fozs) —a—c)= C("""“"(“*’f’)+¢)/2
Donc:

Hn(a,b, c) = __{C’(ln+2b—c)/2__[C'(ln—z(a-b)+c)/2_[.__]}+C£n+c)/2_{C£n+2a-c)/2_[07(‘n+2(a—b)+c)/2__

[..]}

Hn(a, b, c) Z (C(n+2k(a-—b)+c)/2 C'(‘n+2k(a—b)+2a—c)/2)

k=-co

Lemme 3 Le nombre de trajectoires w satisfaisant supw=a, inf w=>b et w(n) = c est
Gn(a,b,¢) = —0,0sHu(a, b~ 1,¢) (2)
0t 8,f(z) = f(z +1) = f(z). |

Preuve.
Gr(a,b,c) = #{w : sup,w(i) < a+1 et inf;w(i) = b} — #{w : sup;w(i) < a et inf;w(:) =
b}
= [#{w :sup;w(i) < a+1 et inf;w(i) > b~ 1} — #{w : sup;w(i) < a+1 et inf;w(i) >
b}] — [#{w : sup; w(?) < a et inf;w(i) > b~ 1} — #{w : sup; w(i) < a et inf;w(:) > b}]
= (Hp(a+1,b—1,c¢) — Hy(a+1,b,¢)) — (Ha(a,b—1,¢) — Hu(a, b,¢))
= (Hn(a,b,¢) — Ho(a + 1,b,¢)) — (Hp(a,b—1,¢) = Hp(a + 1,6 - 1,¢))
= Oy(Hn(a,b—1,¢) — Hy(a+1,b-1,¢))
—0,0,H,(a,b—1,¢)

b et

4 Preuve du théoréme 1.

Soit f € L*(R).

On suppose que {f(222)}.¢z € IY(Z), que pour tout z € R, {f(z + an)}uez € IN(Z) et
que T = Lez flz+ am) est continue sur [0, a], alors on a la formule de sommation de
Poisson classique suivante:

S fo+ak) = —~Zf(33'-5 e 3)

k=-00

(Voir par exemple [1] pour plus de déthﬂs)

Soit
(z) { C[ﬂ/2+21 s1 y € {—-i-, 23 L l}

sinon.

f est définie sur R et continue sauf aux points z = £, ¢ impair, ¢ € {-n,..,n + 2} ~ {1},
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9(z) = ez f(z + am) est une somme finie de fonctions discontinues en £ et en a — £,
¢ impair. On ne peut donc pas a,ppliquer directement la formule (3) & la fonction f avec
n impair, @ = a — b, = £ ou a — £. Mais, g étant une fonction dérivable par morceaux,
sa série de Fourier au pomt To = £, c impair, converge vers [g(zd) + g(z5)] et on a la
relation suivante:

2?

9 Z (fl(zo + am)+] + fl(zo + am)7)) = Z 27rk 2,";;,

mEZ -0

Malgré tout, il semble que la preuve de Zoladek reste exacte.

v € R, (€)= [ f(z)de
k-n/2+1

fey =y on [ et aa)

k=0 k—ﬂ/2

Fren — N vk eiek —itn/2 sin(£/2) i/

Sm(f /2) /2

(&) = (2con(e/2)) 5~

Si on écrit:

. - b ] '
Ec(n+2k(a-—b)+c)/2 2/1r 1/2 2(2 cos 71 b)nSIAn['lrk/Iga )] (M)  (g)

erreur alors commise est négligeable (en cours de rédaction).
On suppose que ¢ > 0.

== Y Y )

a>c;b<0 wisup w=a,inf w=b

e~ Mr=1) ~(a=b)
= E G.(a,b,c)e
n a>c;h<0
En supposant que:
Ji 7 =

on a, lorsque n — oo:

pa(w(n) =c) =const X Y. (=8,05Ha(a,b—1,c)e**D

a2c;b<0

=const x Y. € H,(a,b,c)

a>c;hb<0

On pose: S
d=a-5



D’ou:

00 d-1
pn(w(n) =c) =const x 3~ € 3" H,(a,a—-d,c) (5)

d=c+2 a=c+1

En utilisant (1) et (4), on obtient:

d-1
Z Hn(a, a—d, C) = Z C£"+2kd+c)/2 - C,(‘n+2kd+2a—c)/2
a=c+1

~ (2/7!')1/2 2(2 COS rk/d))ns’n(Wk/d) Z [ trk(c+1)/d 1wk(2a—c+1)/d] i

koS
(2/7(‘)1/2 2(2 ccs(rk/d))" sm(7rk/d) [( l)ez.wk(c-f-l)/d +. SIH(:;I]:((;:};))/(I) ehrk/d]
= 2(2/m) 2 32 COS(wk/d))"M[(d—c——l ) cos(nk(c+1)/d)+cos(rk/d) Si“(:i’:((; :/;))/ 9),
= 2(2/1r)‘)2 f(2 cos(vrk/d))" - [d °- sm(7rk(c +2)/d) - d- ;— 1 sin(rkc/d)
k=1
+ cos(vrk/d) sin(rk(c + 1)/d)] (6)
Il reste & vérifier que
lim log(Zn) = =)
On a o
Zy = on exp(—Ak(w))
w€EQn
o 2(2/7) 22 1) Z Z Ad Z(cos(vrk/d) sm(7rk/d)
lel<n d=|c|+2 k=1
i' sin(mk(c| + 1)/d)
((d — |e] = 1) cos(xk(c + 1)/d) + cos(rk/d) Sn(7k/d) ]
Donc log(Z,.) ~ oAt A + log W,

Wo=22/n) Y 3 &3 (con(rk/d))"
felgnd=lcj+2 k=1
sinrk((e +1)/d)
sin(wk/d)

TR/ Di(d — |ef - 1) os(rk(c + 1)/d) + cos(rk/d)

(2/7'.)1/2 n + I)Zd Adz Ccos 1rk/d)

d=2
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Comme

cos(wk/d
Z de Ad Z ( / ) < 00,
=2
on a: log W,
lim 227" _p
n—oo n
Donc,

lim log(Zn) _ -

n-—+0o0 n

On pose d = [nn'/3] et ¢ = [vn'/3]. Lorsque n — o0, le terme avec k=1 dans la somme
de droite prédomine. Pour le voir, on décompose la série de la maniére suivante:

f: up ="y u,+ i[duq twapr+ ), (Va—s + Uidgs)]
k=2 8=2,3,..,d/2 =1 8=2,3,..,d/2
u = (2 cog(w,k/d))"i—[d — ; 1 sin(rk(c + 2)/d) — _c_l_:_;_-_—__l sin(rkc/d)
+ cos(mk/d) sin(wk(c + 1)/d)]
a).
Iz(uld—-l + )| < d— 2”' cos(r /)" 5 f:[sm(r(ld;ll_)(lc +r)/d)
i=1 . r=0,2 =1
sin(r(ld 4+ 1)(c + r)/d),, .. ny o8I 7r(ld )(c+1)/d) sin(x(ld+1)(c+1)/d)
d+1 I +27) cos(/d) 'E[ -1 * d+1 !
Vr=0,1,2,
n sin(r(ld - 1)(c+r)/d) sin(x(ld+1)(c+r)/d)
Jcos(r /| SR /) | saCEL e+ /)y
ng~_2
< Jeos(r/ " S 7
< Sleos(a/d)p
b).
Vs =2,3,..,d/2,

lus + D (a-s + tasa)| < > 2" cos(ns/d)|"

=1 2




|t £l Sl aler )

r=0,2 ld—s
sin(w(ldz—l i)(: /D) v costms ) lsin_(rs(t; +1)/d),
li";[sin(w(ld;is_)(: +1)/d) _ sin(r(id IJ; .:)(:+ D/d),
Vr=0,1,2,
os(rsfap | SR | SHsnlele e O/
SRl LD < eostrsf a2+ 3 )

< K| cos(r/d)[(l"")"

ou ¢ > 0,K > 0 ne dépendent pas de n,c,d ou s.
On a alors:

s d—c+1 n
IZ(“ld-—l + )] < K 2 |cos(7r/d)|

= | 242
et B " .
(d/2 —1)2"| cos(x /d)|1+e

| Y [us+ E(uld-a + uzd+,)]| < K

8=2,..,d/2

Donc, u; ~ 2*(cos(r/d))"sin(r/d)(d — ¢ ~ l)cos( (c + 1)/d) + cos(r/d) Szl

prédomine. A partir de (5) et (6), on obtient que lorsque n — 00!

pn(w(n) = [vn!?]) = const x 2"n!/® i e*¥(cos(/d))" sin(r/d)

d=c+2
[(d — ¢ — 1) cos(n(c + 1)/d) + cos(x/d) Si“(;i’r(l?;;))/ Nt + ()]
nlia(m) = %)) = const x 20 [ dnfexp(hn — /@)
x [x(1 — v/n) cos(xv/n) + sin(xvn)][1 + o(1)] (7

La fonction 7 — Ap — w%/(25?) prend sa valeur maximale au point 7 = s(}) =
(x2/]A])/3. Donc, par la méthode de Laplace, (7) est proportionnelle & 7(1—v/s) cos(rv/s)+
sin(xv/s).



5 Preuve du théoréme 2.

Nous allons tout d’abord montrer que:
limw(n)/n = %r

et lim[w(n) —rn)/[(1 = r)n)? = N(O, 1).

D’aprés le lemme 1, on doit considérer la loi conjointe du point final et des points
extrémaux de la trajectoire aléatoire.
Soit a = [nz],b = [ny],c =[nz],o0 220,y <0,z >2>y,z>y et:c——y-—%l < 1/2.
A partir du lemme 3, on montre que:

1 8*H,(a,b,c)

Gn(a,b,c) = _EEW[I +0(1/n))

Le nombre de termes dans (1) étant fini, il suffit de trouver une formule asymptotique
pour le plus grand. Le plus grand terme non nul aprés différentiation est C{"+2(e=b)=lel)/2,
On utilise ensuite la formule:

Nk+DI(n—k+1)
I'(n+2)

—(n+1)Bk+1Ln—k+1)
=(n+1) [ H-ryrar

(CR)'=(n+1)

ou B est la fonction béta.

(CF2a-B1D/2)=1 = (1 4 1) / ! onl(1/2+e-9)-lel/D) log 7
0

+(1/2=(z-y)+ll/)os(1-7)] 411 4 O(1)]
On applique la méthode de Laplace.
F(r)=(1/24+ (z —y) — |2|/2)log T + (1/2 — (z — y) + |2|/2) log(l — 7) prend sa valeur
maximale en 1/2 + (¢ — y) — |2|/2, d’ow:
(CFH2etteh/2)~! = exp{n[(1/2 + (z — y) - |2I/2) log(1/2 + (z — y) = |=I/2)

+(1/2 - (z — y) + |2|/2) log(1/2 + (y — z) + |2|/2)] + const x lnn + O(1)}

On a donc
pn(infw = b supw = a,w(n) = ¢) = exp[-ny(z,y,2) + const X Inn + O(1)]
ot ¥(z,y,2) = (1/2+ (z — y) — [2/2) log(1/2 + (z — y) — |2]/2)
+(1/2 = (z = y) + |2]/2) log(1/2 + (y ~ =) + |2]/2) = Mz — )
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On montre que la fonction v prend ses valeurs minimales sur les frontitres Sy = {y =
0,z =2z} et S_ ={z =0,y =z} du domaine D={(x,y,2): >0,y <0, z> 2> y,z >
yet:z:-—y—u<1/2}

4 est minimale en Py = (r,0,7) sur Sy et en P_ = (0, —r,~r) sur S_

ol

2A __ 1
r= e2X +1
et
(vise)"(Ps) = 1/(1 = ).
Donc, '

pn(infw = b,supw = a,w(n) = ¢) = exp[—n(y(Py)
+1/2(z + T)2(7|S¢)”(Pi) + O((,. +7)%)) + const X Inn + 0(1)]

On en déduit le théoréme 2 pour t=1.

Soit 0 =15 < t; << t, = Iﬁné subdivision de 1’.intervalle [0,1].

On pose:

Vi=0,.,8s—1, _ :

a; = [([ntj1] — [nt;])2;], b = [([ntjea] = [nt;])ys], cian = [([nt544] = [nt;])2;).
”"([m,-] Siéfmm]w(i) = bj, [m,]gilél[l t,-+1}w(i) = aj,w([ntj1]) = ¢jy1)

= exp(—([ntjn] — [nt;]}v(2;, 45, 2;) + const x In([nt;41] — [nt;]) + O(1)]

ol ' ‘

Yz,y,2) = (1/2+ (z = y) — [21/2) log(1/2 + (= — y) — |21/2)

+(1/2 = (z —y) + |2]/2) log(1/2 + (y — =) + |2|/2) — Mz — y)

Pour tout ¢ € [0,1], on peut choisir une subdivision 0 =3 < t; < .. < t, =t de [0,t] et
poser:
a = [[nt]a], b = [[nt]y], c = [[nt]e].

pn(infw = b supw = a,w([nt]) =c)

s—-1
= ) = b Y = a. t; -
#n(JQ{[M;KK[MJu] w(i) bJa[mj];‘;I[lth]w(z) aj,w([ntj]) = ¢jp1})
s—1
= ] =b~’ 1) = " t: = ¢
H# . SCOLY: [mj];l;r[;ww(z) a;,w([ntj41]) = cj41)
= exp{—[nt][y(Ps) + 1/2(z 2 r)*(7ls.)"(Pe) + O((z £ 1)*)]
-1 -
+const X Y In([nt;41] — [nt;]) + O(1)}
j=0

D’ou le théoreme 2.
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6 Conclusion.

On a obtenu des lois limites conditionnelles décrivant une transition de phase en dimen-
sion 1. Le probléme reste ouvert en dimension d > 1. La méthode utilisée dans cet article
ne s’applique plus en dimension supérieure, car il n’est plus possible d’établir des lemmes
combinatoires tels ceux rencontrés dans le paragraphe 3. Toutefois, il est possible que la
méthode marche sur 'arbre (recherche en cours), sa structure étant plus riche que celle de
Z? et on peut s’attendre & trouver des lois limites conditionnées par un nombre infini de
points. Les méthodes de Madras et Slade [6] permettent peut-étre de résoudre le probléme.
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