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Inégalités exponentielles pour semimartingales :
la méthode du cumulant

B. Courbot

IRMAR
Université de Rennes I
Campus de Beaulieu 35 Rennes

Le comportement asymptotique des processus stochastiques sous forme d’inégalités exponentielles
a été étudié par divers procédés, des transformées de Laplace des lois au calcul stochastique. Nous
nous proposons de montrer ici que 'outil proposé par Liptser et Shiryayev dans [LS], légérement
généralisé, semble étre particuliérement adapté & ce but : il s’adapte en effet & des processus trés
généraux, les semimartingales et il permet de retouver de fagon élégante des résultats classiques, tant
sur les martingales continues que sur les processus discrets, voire de les préciser et de les affiner par
des versions uniformes. '

Aprés une premiére partie consacrée aux notations et a quelques résultats préliminaires, le processus-
clé, le W-cumulant sera défini dans la seconde partie, ou figure le théoréme de base qui nous fournira
la martingale locale positive Z%. L’application d’inégalités de Markov ou de Doob A ce: processus pour
des semimartingales générales nous donnera les inégalités de la troisiéme partie. Leurs conséquences
pour les processus croissants localement intégrables et les martingales locales de carré intégrables
sont consignées dans les quatriéme et cinquiéme parties. La sixidéme est consacrée aux processus
A accroissements indépendants, pour lesquels les inégalités s’écrivent plus simplement, tandis que
la derniére fournit des applications aux processus discrets, en particulier aux sommes de variables
indépendantes et aux U-statistiques. :

1. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES
Dans ’espace des processus réels définis sur un espace filtré (Q,f , (.7-}),20 , P), adaptés, cad-lag
et nuls en 0 nous désignerons par :

~ P (Prs.)Pespace des. processus prévisibles (des processus prévisibles localement bornés),
~ &8 ( Sp) I'ensemble des semimartingales (des semimartingales spéciales),

~ V (V1) espace des processus a variation finie (des processus non-décroissa,nts),

- Azoc I’espace des processus a :va,riation localement intégrable,

~ My, (M},) espace des martingales locales (des martingales locales dont le carré est localement
intégrable).

U, sera ’ensemble des fonctions convexes sur Rt, nulles en 0 et bornées inférieurement.

Considérons une semimartingale X nulle en 0 de triplet caractéristique (B, C, v) avec les notations
guivantes :
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- B estun processus prévisible & variation bornee et a sauts: bornes pa.r le réel stnctement positif
fixé a, : :

— si X¢ est la partie martingale continue de X, sa variation quadratique est (X¢)=C,

— si p est la mesure de sauts de X, v est une version du compensateur de u telle que » ({t} x R*)
soit inférieur ou égal & 1 pour tout (w;t) de QxR+,

11 sera noté : , o
f(z,.)* pe, f(z,.)* v, f(z, ) (p—v) pour :

Jo Jps £(2,9)dpay  Jg fye £(2,8)dvs, [ Jpo f(2,8)d(p~ v)s
Rappelons alors les conditions de v-intégrabilité : ([JS], pp.77, 82 par ezemple) :
pour X € 8, de triplet caractéristique (B, C,v), pour tout a > 0 :

~ (22 A1) xv, et par conséquent 221 (<o) * v et 1 (15454} *v a.ppartiennent 3 Aoc;
-siXe€ Sp, (2 A |z|) * v et donc |z|1 {le}>a} *V a.ppa,rtlennent 3 Ao s
— X est de carré loca.lement 1ntegrable si et seulement si z2 * v a.ppa.rtlent a Azoc

Considérons un processus prévisible localement borné g et, pour un processus X de triplet caractéris-
tique (BX cX X ) examinons le compensateur ¥ du processus Y = ge X.

Reprenons les notations de [JS] et [LS]: soit. ( = QxR+ xR et soit P la tribu P ® R ol P est la
tribu prévisible sur QXR+ et R la tribu borélienne de R. Nous ayons alors : :

Lemme 1. Pour tout processus ’P mesurable W : W (w,. ,z)*vy =W (w, Y gz)*ux

Preuve du lemme : Pmsque AY = gAX, nous avons : W(w, , &) e p¥ W(w, . gz)*pX. Commeh
W (w,.,g2)* (uX - VX ) est une ma.rtmga.le loca.le, : : . y

E[[Wixp) _E (W (@, .,g2) % pX] =E W (, ., 92)| * vE]
et v¥ est donc bien définie par la rei@fion ci-dessus. O
L’obtention de majorations optimales passera par 1’utilisation de la transformée de Young d’une
fonction convexe, dont nous rappelons la définition.

Définition 1. Soit ¢ une fonction convexe d’un intervalle I de Rdans R;la transformee de Young de
¢ est la fonction Y4 définie sur R par : Yg(z) = supyes (12 — ¢(t)).

Pour K, ¢, ¢ strictement positifs, nous poserons :
V(K,z)=(z+ K)log (K + 1) -z,

fonction homogéne en (K, z) et équivalente & zlogz quand z tend vers +oc.

Ak gk

R
A2

siz#0 et ¢o(A) = — sinon.

Pour A >0, nous noterons ®, la fonction : &,(z) = e 1)z = Zk>2

et ¢, la fonction définie sur R* par: ¢,(A) = <I>,\(z)

Les propriétés suivantes sont immédiates :
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*

®, et ¢, sont convexes et = > ¢z(/\) est croissante;

* pour tout K,¢ > 0 la transformee de Young de K¢, est : Vko.(2) = ( & ).
* pour z > O <I>A(a:) > —J— soit ¢,(A) > ",‘2—2;
*

pour ¢ > 0, si z < ¢, alors ®)(z) € z2¢.(A);

* pour tout ¢ > 0, pour tout |z| < ¢, By (zy) < 55-,2-‘15-,\ (c|yD).

Nous allons maintenant définir les outils de base pour ’obtention des inégalités les plus générales.

2. LE W-CUMULANT
Soit W un processus prévisible localement borné. :
Nous noterons SW 1’ensemble des semimartingales de triplet (B, C,v) qui vérifient la condmon

Iho > 0, VA € 05 0], ®x(Wz)xv € Aue ‘ 1 .
Lemme 2. Toute semimartingale de S! est spéciale.

Preuve du lemme : ®) () est équivalent 3 % 2 , au voisinage de 0, a A |z| au vmsmage de —o0, et
4 e’ au voisinage de +00. Donc &, (z) x v € Ajoc 1mphque (22 Alz]) *v € Ape. D

Considérons une semimartingale X de S% et A vérifiant-la condition (1); We X se décompose alors
canoniquement sous la forme We X = BW + MW avec BY prévisible a variation finie et MW € M.
Puisque X € 8%, la définition suivante est valide : :

Définition 2. Soient W un processus de P, et X une semimartingale de SW ; écrivons W ¢ X =

BY + MY, avec BY € PNV et MW € M,.. Notons C la variation quadratique prévisible (X¢) et

v une "bonne” version du compensateur de la mesure y de sauts de X. '
Pour A vérifiant la condition (1), le W-cumulant de X est 1e processus prevxszble G’WA défini par :

G (X)=ABY + %—Wz o Ci+ &\(Wa)xuy

Remarque 1. Pour tout piocessus W de Py ., tout processus X de SW vérifie : W e X € 8! (et donc
WeXeSp) et GV (X)=GI*(W e X).

En effet, posant Y = W e X, le lemme 1 montre que &) (z) xv¥ = &, (Wz) * v est localement
intégrable par le choix de X, d’oit Y € S'. Comme la composante prévisible variation finie de Y est
BY et comme (Y°) = W?2e (X"), il vient G2 (Y) = GW* (X).

Remarque 2. Dans [LS], p.345, Liptser et Shiryayev ont introduit la notion de cumulant pour une
semimartingale vérifiant une condition de Cramér convenable sous la forme :

Si X a pour forme canonique B + X° 4 21 gjca * (1 = V) +1 |2j52T * p, le cumulant de X est le
processus : AB + 4-C + (e"” —1-2Az1 {|x|<a}) *V.
Le 1- cumulant est donc une adaptation de cette deﬁmtxon, ol il est tenu compte des sauts non
“bornés. -
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Intéressons-nous dans un premier temps aux sauts du W-cumulant G%* d’un processus X de S¥.
Le saut de G- en t > 0 vaut alors : AG]"* = AABY + / ’\w"’ 1- )\Wtz) v ({t} x dz). Comme
ABY = ./R Wizv ({t} x dz), il vient : AG’W’\ = ./R ( Wis _ )u({t} x dz) qui est strictement

supérieur a —1 de par le choix de la version de v.
Puisque, pour z > —1, (1 + z) e~* est élément de ]0; 1], il vient :

0< I (1+A6%*) 26" <1 ’ , (2)
s<t

Examinons alors l’exponentxelle de Doleans de G, et donnons sa propnete essentielle pour la
suite sous forme du :

Théoréme 1. Pour un processus W 'de Py, ; pour une sem:martmga,le X de S¥, de W-cumulant
GW, le processus :

ZW()) = SWeX [g (GW"‘)'] :
est une martingale locale posmve

Preuve.. PosonsY =W e X = BY + MW, avec BW EPN v et MW € M;oc et apphquons la
formule de Ité & la semimartingale Y.

ert — 1= A= o Y, + -—e'“’—-o (Yc) + ¥ (e‘“’* ~ e . /\e'“"-AY)
o<t . .

C=eM- [AMW + ABW pL W2 oG +<1>A (Wa:)*m]
" Comme X appartient 3 S W le processus <I> A(Wz)xv est lqca.lement mtegra.ble et. donc
e —1 - ).\e'“f-» onV"\ = ej\y— . [,\Mtw +&) (W) * (e - vt)]

est une martingale locale que nous noterons L. En'notant N la martingale locale nulle en 0 telle que
L = e**~e N, le processus ( '“") s'écrit : €Y = 1+~ o(GWA+ N), de sorte que &)Y = E(GWA+N).

Or N est une martingale locale nulle en 0 et G¥** est un processus prévisible de variation finie, nul en
0, 3 sauts strictement supérieurs & ~1. La martingale locale N, nulle en 0, définie par N = iT-KlEWTT oN

est telle que £(GWA + N) = £ (G") £ (R) (cf. [LM], pp.180-161).
11 découle de cette étude que le processus e*¥ £-1 (GW ’\) égal A E(N ( ) est une martingale locale .
positive. zv (A) est a fortiori une surmartingale. : : ' - a

De plus, en notant GW"‘()\) le processus croissant :
GW‘(A) = sup,¢; G = A 8Up,; (B ) + -’\—W2 oCi+®) (W:z:) * vy,

il vient de fagon triviale avec (2) :

0<£(6") <exp(GI) < exp (GF(N) o )

Plusieurs calculs nécessiteront des majorations de G¥*()); le calcul en sera simplifié lorsque G‘,'V"\
est croissant, auquel cas GW*(A) = GWA,



Inégalités exponentielles pour semimartingales : la méthode du cumulant 5

Proposition 1. Soient X € SW et W € Py.. Si X est un processus croissant localement mtegrable
et W est non négatif, ou si X est une martingale locale, alors GW* est un processus croissant.

Preuve.. Dansle premier cas, si X ‘désigne le compensateur de X, alors X - X est une mattingale
locale discontinue et GWA g'éerit AW o X + ®,(Wz) *V, qui est croissant.
Dans 'autre, GW»* s%crit ’\ A2W2eC + <I>A(Wa:) * v, qui croit également. s

3. RESULTATS GENERAUX POUR LES SEMIMARTINGALES
Dans un premier temps, nous allons majorer les quantités P [W e X; > §] pour un réel positif
6. Considérons une fonction H déterministe et appliquons l'inégalité de Markov a la surmartingale
positive ZW()) de valeur initiale 1 :
P [W o X, > 8] <P [2WeXe > X, £(GWA), < ]| 4P [£(GWA), > eH)]
<P [ZF(A) > iy | +P [E(GW)e > €] < eHMe 1P [£(GWA), > eHO).

Nous avons donc obtenu :

Lemme 3. Soit X une semimartingale de SV.
Alors, pour tous §,t > 0, € 10, Xo), pour toute fonction H, nous avons :

P [WeX, 28 <exp[- (M- H(N)+ P [E(GW), > W]
Remarque 3. Il est possible dans certains cas d’obtenir des majorations uniformes. Supposons par
exemple qu’il existe une fonction t — H) (t) croissante telle que, pour tout s < t £(GW), < eHa(9),
Alors E7Y(GWP), > e~Ha(#) > e=Ha(!) de sorte que ZW ()) > eXW*Xse=Hr() pour tout s <'t. Dans ce
cas, par application de I’inégalité de surmartingale positive de Doob, il vient :

P (supW X, > 6) <P [sup ZW(2) > ¥~ Hx(f)] < exp[- (A6 — H) (t))], pour tout A € ]0, A].
<t

Plus généralement, en majorant £(GW-*) par 6", soit en majorant H (1 + AG}V”‘) e-AGI?
a<t

par 1, nous obtiendrons des majorations moins précises dés que G¥* présente des sauts, mais de

mampulatxon plus aisée. Ces resulta.ts permettront de plus de ma_]orer systématiquement les quantités

P [sup,« WeX,> 6]

Dans toute la suite, H désignera une fonction de Uy (convexé sul; R+, nulle én 0; bdrnée inférieure-
ment), et nous noterons :

¢ YV la transformée de Young de H sur lintervalle 10; Ao];

o Az le réel de [0; \o] réalisant le maximum de Az — H(]).

Nous avons alors le rééuitat suivant, adapté de [LS), pp.348-349 :

Théoréme 2. Soit X:.une semimartingale de SW‘. Alors, pour tous 8,t > 0 nous avons :

P [mg)W X, 2 a] < eap[-Ju(O)] + P [GF*() > H Q)]
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Preuve, . Fixons ¢t > 0. En considérant (3) et la croissance de GW‘_(AS), nous avons :
5uP,¢ ZI¥ (As) = sup, ¢, (€XWX:£71 (GW4) ) > exp (Assup,g, W o X, — GIF* (M)

Nous pouvons donc majorer P (sup,St WelX, > 6) de fagc;n aﬁa.lpgue é. celle du lemme précédent :

P (sup,<,w.x > §) <P [sup,¢, 2V (As) > X5-GE"00), GF(%s) < H(M)|
+P [Gw"‘()\g) > H(A)| | -
<P [sup,c; 21 (As) 2 exp (As6 — H(As))| +P [GF*(A5) > H(2s)]
<P [sup,c, 2 (As) 2 exp Vu(8)] +P [GF(Ae) > H ()]

par la définition de A;.
Appliquons enfin ’inégalité de Doob & la surmartingale positive ZW ()s) :

P [sup,S, WeX,> 6] <eYe®)4p [G’tw’"(/\g) > H(Ag)]. m]

De ce résultat se déduit aisément le résultat suivant concernant P (sup,St |W e X,| > 6) et ou H
est encore une fonction de U :

Corollaire 1. Soit X une semimartingale de SW N 8-W. Alors, pour tout 6,t > 0 :

P [sg) W o X,| > 5] < 2exp[-Yu(8)] + P [max {GF*(%),G7"*(\e)} > ()]

Preuve.. En effet, P [sup W e X, > 6] =P [max{suchX,,sup( WeX )} > 6]
s<t

<P [ma.x {sup w oX,,sup( -WeX )} >4é max{GW*(As) Gy W*()\g)} < H(z\g)]
<t
+P [ma.x {GW*(/\g),G, W'(As)} >H (/\5)] d’otl la majoration annoncée en considérant séparément

WeXet-WeX.O

Soit A un processus prévisible croissant de V+ pres%le sirement non nul. Intéressons- nous ala
semimartingale Y = 1X, ol X appartient & SENS~%.8iY! désigne la semimartingale 4 o X,
nous obtenons en mtegrant par parties : pour tout u > 0, X, = AeY]} = Y24, -Y! e A, et donc:

Xu../ (Y2 -vL)da,.

u
Considérant les valeurs absolues, il vient : | X,| < / s |, d’ot, pour

s<u
LXe] | X, 1.
tout v > 0 : < 2sup,, |Y;}|. Pour tout ¢ > 0, nous avons donc : sup < 2sup |4 ¢ X,|. De ce
st s <t

résultat et du corolla.lre précédent, nous déduisons :

Corollaire 2. Soient A un processus prevxsxble croissant de V* presque siirement non nul et X une
semimartingale de Skns-%. Alors, pour tout 6,t >0 :

> 6] < 2exp [—yH ( )] +P [m‘”‘ {G?* ("%) G F (’\§)} > H (Aé)]

%

P [sup
s<t
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4. PROCESSUS CROISSA_NTS LOCALEMENT INTEGRABLES

Nous inspirant de [LS] pour des processus & sauts bornés, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3. Soit A un processus croissant localement intégrable, de compensateur A.
Alors, pour tous a,b,6,t > 0 :

‘IP [A¢ > 8] < exp [- (8108 § + k,;-ﬁ)]‘w [/I, > b] +P [s:;;:AA, > a]-

Preuve. . Un tel processus A se décompose canoniquement sous la forme : A = A+zx(p—v).
Pour a > 0, notons A® le processus croissant & sauts bornés par a défini par A% = A — (zl {z>a}) * M

Az __
1six¢0et¢o(A);A

1l est clair que A°® appartient & S! et que les inégalités suivantes sont vérifiées : 1,(A) > A pour
tout X > 0 et e’ — 1 < 9,(A)z, pour 0 < z < c.
Alors, le 1-cumulant de A% s’écrit :

G (A%) = AAe +<I>A/(’:il {,<a}) *xv = A2 + ( Azl (sga} ~ 1) *V— A (a:l-{,_;<a}) %V puisque A est -
localement intégrable et il vient : G (4%) < Pa(A) A% + (A = %a(A)) (A“ - 21 (peo) * u)

. Puisque As — 21 {z<a} ¥V = A-z xv=A-=z *u et que A croit, nous poursmvons en :

Soit aussi ¥, la fonction définie par ¢,(A) =

GM (A%) < Pa(A) A% + (A — (M) (A — z % 1) < $a(A) A0

En notant Z°(\) la surmartingale positive exp (A4%)&~! (G’l”\ (A“)) et G** (A) = G (49) (le

cumulant d’un processus croissant étant lui-méme croissant), il vient :

P (A, 2 8) <P (43 > §,5up,, AA, < a) +P [sup,g A4, > o]
<P [sup,¢; Z5(X) > exp (A8 ~ G#* ()] +P [sup,¢, A4, > ]
<P [sup,g; Z2(X) > -G (), 22 < | +P [4F > b] +P [sup,, A4, > a]

<P [mép Z%(A) 2 exp (A6 — bwa(/\))} +P [;f;‘ > b] +P [sxip AA, > a]
s<t s<t

< exp (= Yoy, (6)) +P [Aa > b] +P [mip AA, > a]
<t

d’ot le résultat annoncé puisque A domine As. o

Affranchissons-nous de la condition sur les grands sauts, que nous remplagons par une condition
de v-intégrabilité.

Donnons-nous un processus croissant localement intégrable A. Dés qu'il existe une fonction convexe
H de Up et un processus p de Py, vérifiant : G = A+ &5 (2)xv < H(M)pe A, alors A appartient
3 S et nous avons :

PlA 2 6] <P [4 2 6,61 < H(\)b| +P [pe 4, > b]
<P [sup,g; Z1(2) > exp (N6 — bH )] +P [p ¢ & > b] < exp(-Du(6)) +P [po 4> b].
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En particulier, si nous avons @) (z)*xv; < p» o 4, pour tout ¢ > 0 et pour p* (A € ]0, X)) processus
de Py, si de plus p € Ppy. et H € Uy vérifient : (A + p’\) A< H)pe Z,'-aJOrs puisque G1* <
(A+ p») ¢ 4, nous avons : } A '

P[4 > 6] <P[4,26,(A+p) e L <HN)B|+P [pe 4> b] < exp (~Yox(6)) +P [pe >4
Nous exprimerons ce résultat sous la forme suivante :

Théoréme 4. Soit A un processus croissant localement intégrable teIIe qu’il existe une fonction
convexe H de Uy et, pour tout A suffisamment pet:t des processus p et p dans Py, vérifiant :
B\ (z2)xv<preA et (z\+p’\) e A< H(A)pe A, alors pour tous b, é, t>0

P [4; 2 8] < ezp(-You(6)) + P [pe 4, >8]|

Supposons maintenant que A vérifie la condition plus précise : pour tout m > 2, ”—":",- xv<peA,
ol le processus p est prévisible localement borné et notons H (A) = i—’\;zx, fonction convexe sur [0, 1[;
alors, pour tout 8 > 0, pour tout A € [ﬂl-_ﬁ’ 1 [, I'inégalité A < BH ()) est valide.

Considérons donc un tel § > 0. Pour A € ]0,1[, &, (z)*v = Em» L’\—Q: *xv < H()\)pe A de sorte
que A a.ppartnent 3 8! et que son 1-cumulant vérifie : Gi™* < (A + H(A)p)e A, < H(A)(B+p) ¢ A,

et donc : GI* < bH (A) sur ’ensemble {(,3 +p)e A < b}
Un raisonnement ana.logue au précédent conduit a :

b
l+ﬂ<'\<1

P4, >8] < exp ( sup (A6 — bH(A))) +P [(ﬂ +p)e Ay > b]

Or sup (A6 — bH (X)) est ma.joré par i (8) =6+ 2b-2/b(b+ 6i et la borne supérieure
(14+8)"1<a<t | '

est atteinte sur [0,1] pour A\s = 1 — b 37+ Comme cette valeur A; appartient & 'intervalle [1 o 1[

dés que & dépasse b (g + ﬁ,) il vient pour un tel 6 :
P{A; > 8] < exp [ (6 +2b—-2,/b(b+ 6 )] +IP [(ﬂ +p)e At > b] Nous obtenons donc le corollaire
suivant :

Corollaire 3. Soit A un processus croissant localement intégrable vérifiant pour tout t et pour tout
m>2: L*y<poA avec p € Ppy..

- Alors, pour tous 8,b,t >0, § > b—E;— :

P[4, 2 6] < exp [- (5 +2%-2/b(b+ 6))] + o +mredize]


file:///6-bH
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5. MARTINGALES LOCALES DE CARRE INTEGRABLE

Pour pouvoir traiter complétement le cas des martingales locales 3 sauts non bornés, nous aurons
besoin du lemme suivant s’appliquant aux semimartingales localement de carré intégrable i sauts
majorés.

Lemme 4. Soit X une semimartingale localement de carré intégrable de S! dont les sauts sont
majorés par Ie réel c. Notons X = M + B la décomposition canonique de X avec M € M, et
BePnV.

Alors, pour tous a,6,b,t > 0 :

P [sup,St X, > 6] < exp [—\I‘ (b, ‘Z—)] +P [(M), + %ABE > a2]

§ ot 2 _
+IP 8UP,<¢ B, > (W-—.VC) (bc 02)]
Preuve du lemme : Puisque M = X° + T * (u — v), nous avons :
(M)=C+a?xv =T ([ov({s} x2)) = C +2?xv - T, AB].
Alors G = AB + ’\ZC + @)(z) » v. Puisque l'intégration se fait sur {z < ¢}, nous avons la
majoration : G'* < AB + ¢c(A)C + ¢.(A)z? x v < AB + ¢.()) ((M) + Lot ABf). Le processus

croissant G*() vérifie donc la majoration : G}*(A) < A sup,s, B, + ¢.(A) ((M )4 Tact AB?).
L’application du théoréme général ot H vaut be2. pour b > 0 conduit alors & :
P [sup,, X, > 8] < exp [~ (5,£)] +P [Assup,g, By + 6c(Xs) ((M) + T,ge ABZ) > be2e(Ms)-
Le dernier terme est majoré par :
P [Assup,g, B, + (%) ((M) + 0gi AB2) > b0 (M), ((M) + Tpgs AB?) < 0]
+P [((M) + T, AB?) > o?]

P [((M) + Toce AB2) > a?] +P [sup,s, B, > (Eﬁ?Fﬁ ) (be? - a2)]

d’ot la conclusion. O -
Remarquons que la quantité % losa,, e %, égale a 4’—‘,\(1:—41, est positive.
C -

5.1. Martingales locales & sauts majorés. Considérons le cas olt X est une ma.rfinga.le locale
de carré localement intégrable, nulle en 0, & sauts majorés par un réel ¢. Dans ce cas, B est nul et le
lemme précédent s’applique.

Proposition 2. Soit X € M}, telle qu’il existe ¢ > 0, vérifiant AX < c.
Nous avons alors, pour tout a,b,8,t > 0 tels que a? < be? :

P [supX, > 6] < exp ["‘I' (b’g)] +P [<X)t > éz]

s<t

En considérant ce résultat pour X et —X, il vient le
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Corollaire 4. Soit X € M}, telle qu'’il existe ¢ > 0, vérifiant AX < c¢. Avec les notations ci-dessus,
nous avons : : R
P [sup | X:| > 6] < 2exp [—\P (b, g—)] +P [(X)t > az]

<t

Le résultat suivant donné dans [SW], p.899 comme extension d’une inégalité de Freedman dans le
cas discret, est une conséquence immédiate de la proposition précédente pour b = %’;— :

Exemple 1. Soit X € M} & sauts bornés par ¢ : |AX| < c. Pour tous é,a,t > 0-:

P [sup,st X, 2 6] < exp [—\I! (32 6)] +P [(X)t > a?]

5.2. Cas général. Lorsque les sauts ne sont pas majorés, l’utilisation du W-cumulant permet
d’obtenir des résultats intéressants en contrélant soit I’amplitude des sauts, soit les moments.
Théoréme 5. Soit X € M,oc

Alors, pour tous a,6,a,b,t > 0 tels que a? < azb

P fupug, X, 2 o] < oxp [0 (1. £)] +P [0, > ] 0 [sup»Ax.- > ]
- B a<t

~ Preuve.. Notons X(®) Ia semimartingale spéciale & sauts majorés par a :
X0@) = X ~ 21 {z5a} ¥B = B+ X°+ 21 (;<4) *(p —Ii/), ot B = ~z1 {ba}*u.
De fagon claire, nous avons :- '

P [sup,qX > 6] <|P [sup,<t x® > 6] +P {zl {z>a} * Mt > 0]
<P [sup,StX( 9> 6] +P [sup,« AX, > a]
La partie martingale M (%) de X(2) vaut X+ 21 (y<q} * (p. - u) et donc :
(X) = <M(“)> + 221 gy ¥ 2 <M(")>
En remarquant que le processus B est négatif, le résultat découle a.lors de Papplication de la

proposition 2 3 X(a), - : - W
En appliquant ce resultat aXet-X, 11 vient : '

Corollaire 5. Soit X € M} . Alors, pour tous o, 6,a,b,t > 0 tels que o? < a2b:

P [sup | X, 2 6] < 2exp [——\I! (b, é)] + 2P [(X ] +P [suplAX | > a]
s<t a, - la<t

Exemple 2. Inégalité de Kubilius-Mémin
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Dans [KM], Kubilius et Mémin obtiennent une telle inégalité généralisant un résultat en temps
discret de Haeusler [Ha]. Ils considérent la martingale X () i sauts tronqués par a :

2
X+ 21 (zcqy * (U — u) et utilisent la surmartingale exp (AX (a) — )‘—C ~ &(a)l {,,(a}?;- *u) . Le

théoréme’ precedent pour b = % permet de retouver immédiatement leur resultat avec une majoratlon )

légérement plus précise :

Corollaire 8. Soit X € M},.. Alors, pour tous a,6,a,t > 0

P [sup,q | Xs| > 6] < 2exp [— (9-7 )] +2IP [(X), > a?] +P [sup|AX,| > a]

Comme précédemment pour les processus croissants, il peut &tre intéressant de ne pas étre tenu
de déterminer la probabilité des grands sauts P [sup,<t AX, > a], moyennant des conditions sur la
mesure v compensatrice de la mesure de sauts u de X. Dans cette optique, nous avons le résultat
suivant :

Théoréme 8. Soit X € M} ,oc telle qu’il existe un réel positif K et un processus prews1b1e P venfiant
pour tout m > 2, z™xv < -—2—-K'""2 (p%2?) x v. ‘
Si C désigne (X°©), alors, pour tous §,b,t > 0 :

K K? b

P [supX, > 6] < ezxp

- (o B e e ) e

Preuve.. Des hypothéses de ’énoncé, il découle que pbur tout A € [0, k[ :

B3 (2) %V = Tynyg XEH < £ T AK)™2 (%0) % v = gy (0%22) xv

Comme pe X est localement de carré intégrable, X appartient a 81 Nous pouvons alors majorer ainsi
G, pour max {(p?z?) x14,Cs} < b:

2 2 2 2 A%
Gl”\ = -'\i-C-l' Q%(ﬂ?)*ll S ‘A§‘C+ '2'6%_—;}?5 (pzzz) * vV S Az—b (1 + 1_—}XK) _<_ {oAR"
Considérant alors la fonction convexe H (A) : XA — —fﬂlﬁ, nous déduisons du théoréme général que :

IP [sup,q X, > 6)] < exp [-yH(a) 14+ P [G}*(Xs) > H(As), max {(p?2?) x 14, Cy} < b]
+P [max {(p*2?) x vy, Ci} > b]

< exp [—% - % (1 -1+ %)] +P [max {(p?z?) % vy, Cy} > b].

0

Considérons enfin le cas particulier des martingales locales de la forme A ¢ M, ot M est une

martingale locale de carré intégrable et A un processus prévisible. Les sauts de M seront pris bornés,
au contraire de A qui ne sera restreint que par une hypothése d’intégrabilité convenable.
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Théoréme 7. Soit M € M}, telle que |[AM] < c.

Considérons le processus : X = W e M, ot W est un processus prévisible vérifiant. :

il existe A9 > 0, il existe une fonction H convexe nulle en 0, il existe un processus Y localement
intégrable tels que, pour tout A € ]0; Ao}, @) (c|W|)e (M)< H(A)Y.

Alors le processus X vérifie pour tout §,b6> 0 :

P [.itézt))(, > 6] < ezp [—y%,,(a)] +P [Y > b] .

Preuve.. Notons M = M°+ zx(p—v)et C = (M°).
Sous les hypothéses de majoration ci-dessus, X appartient 3 S¥. En effet :

&) (W) xv < &) (Wal) v < [Z8x (c[W)] v < 385 (c[W]) o (M)

qui est localement intégrable.
Le W-cumulant GW* de M est donc défini et vaut : GW = :
alors les majorations :

GWA < BB 0 C (G (M) W?) @ (22 %0) < (¢|W|c(/\)W2) «(M)< ZH(VY.
Soit b > 0 fixé. De fagon claire :

2 ¢ C + &(Wz) xv. Nous avons

P[GW=(\) > SH)| <P [6W*(0)> SH(O);Y B +P[Y > B <P Y > b]
par le choix de H. Le résultat est immédiat par applicatioﬁ du théoréme général. o
Exemple 3. Inégalité de Van de Geer

Dans sa pré-publication [VG], Van de Geer généralise un résultat sur'les suites de variables
aléatoires i.i.d. de Bernstein ([SW] p. 855) Elle s’intéresse au cas pa,rtlcuher de notre étude oi W

vérifie 1a condition / |[W,|™ d (M), < / 2d (M .2 M > 2, p prévisible. Sa démonstration
utilise la surmartingale exp (AX — &) (|W|) o (M),), et aboutit & une majoration en exp (_ﬂﬁ%ﬁ)'

L’application immédiate du théoréme ci-dessus fournit une. majoration plus précise en et pour &
grand :

Corollaire 7. Soit M € M,zoc telle que |AM| < c. Soient W et p des processus prévisibles, vérifiant :
[wimaon, < 2 [ s, m>2
Alors le processus X W e M vérifie pour tout 6,b,t> 0 :

P lowpaceXo 28] o (-0 + HVETTD) 4P [ola(a0), > o]

Preuve. . Les conditions du précédent théoréme sont en effet verxﬁees
pour A € ]0‘ [ nous avons : @, (¢c|Wl])e (M) = Z (,\’"c"‘)l—l,— < —;ﬁ 1—(pe M), avec

H(,\) = 2 YE2A_etY = (pe M) € A Comme 1a transformée de Young de LH = 82 est
Z +’ \/b (2cz + bi la majoration est immédiate. O
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6. -"-SEMIMARTINGALE_SﬂA ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS

Soit w une fonction déterministe. Pour un processus X a accroié_ééments indépendants, le triplet
(B, C,v) est déterministe. Supposons en outre que X soit tel qu’il existe Ag > 0 vérifiant la condition :, .,

YA €10, Ao] /Ot /R; (ékw(s)x -1- Aw(s)x) dv < o0 (4)

(intégrale étant localement intégrable, puisque v est déterministe). Alors G%» est défini et déterministe.
Les théorémes précédents ont alors une traduction simplifiée.
L’application directe du lemme 3 & ZW()) = erweXg-1 (G‘” A) donne, pour tout A € ]0,Aq] :

P [w e X; > 8] < e~ E(G¥™),, que nous écrirons :

Proposition 3. Soient w une fonction déterministe et X une semimartingale i accroissements indépen-
dants vérifiant (4). Alors, pour tous é,t > 0 :

PlweX:>8< inf (e_)“SE(Gw’)‘)t)
AE€J0,A0) ‘

L’énoncé suivant découle immédiatement du théoréme 2 :

Proposition 4. Soient w une fonction déterministe, X une semimartin_ga]e a accroissements indépen-
dants vérifiant (4). S’il H est une fonction convexe de Uy majorant G¥* ()), alors pour tous §,t > 0 :

P (supw-Xa 2 6) < exp (~JYy (6)).
s<t

De fagon analogue au cas général, si g est une fonction prévisible presque siirement non nulle, nous

" —da
pouvons affimer que si H est une fonction convexe de Uy majorant G{ et G, ? , nous avons :

P (i‘i‘: PO ) <2ep (-2 (3)).

Dans le cas ot A est un processus croissant localement intégrable, alors A B + z1 (354} * V est
déterministe. Le théoréme 3 se traduit donc ainsi :

Proposition 5. Soit Aun processus croissant localement intégrable a accroissements indépendants,
de compensateur A. Alors, pour tous a,b,8,t > 0 :

P [At Z'éﬁt] < exp (—Zt (1 -6+ glogé)) +P [sip AA, > a]
<t

-Le théoréme 5 dans le cas de ma.rtmgales locales de carré mtegra,ble se traduit alors en remplacant
6 par 6 (X), et en posant a® = (X), et b= % par :

Proposition 8. Soit X € M}, . Alors, pour tous é,a,t> 0 :

P [supX,?_&(X)t] < exp [-—(X)t\Il(l 6)] +P [supAX,)a]

s<t <t
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Citons l’exemple suivant adapté de [LS] p.354 :

Exemple 4 Consxderons Y =WepB,00W € Py est strzctement stationnaire et verxﬁe IE [exp W, ] <
00, et, ot f est le mouvement brownien unidimensionnel standard. Alors :

IP[W e 83; > 6t] < exp (—‘%) V E [expW¢].

o W _ t ,\2W2t
Preuve. . Soit GY* le W-cumulant de 8. Pour t > 0, Gy W2d /

. t 20472 : .

de sorte que Gt < : / exp ‘;V"t ds par application de l’inégalité de Jensen. De la stricte
()

stationnarité de W, il découle que : E [ G" ] <E [exp ()‘ ’W2)] < 00, dés que —"—‘ <1

Pour tous &, A > 0, il vient par l’mega.hte de Markov : IP [Y; > 6] < e MEE [ '\Y*] Or

€le] e (e (o)) e (0] selo vl e e (072 )

par 'inégalité de Holder. Comme ZW (2A) est une martmga.le locale, on déduit le résultat avancé des

calculs précédents en prenant A = (2t)“2 a. o » ;
Dans [SW] p. 569, figurent les inégalités exponentielles du Processus de Poxsson standard suivantes,
diies & Shorack :

Exemple 5. Soit N un processus de Poisson unidimensionnel standard. Notons M la martingale
définie par My = N, —t. Alors, pour toutt > 0 :

P [# 8UP<sct (M) > 6] < exp'[—\/f‘ll (\/Z, 6)] , 0<6é

P [&; suPo<act (M;) 2 6] < exp [—\/E\I! (\/i, -6)] , 0<8</A,

ot Mt et M~ désignent les parties positives et négatives de M.

Preuve. . Si u est la mesure de sauts de N et v son c;)mpensateur, alors M =z x(p—v);le
l1-cumulant de M est donc : G}* = &, (z) v = t®) (1) = t¢y (), qui appartient & Up. Comme la

transformée de Young de A — £y (A) est ¥ (t,é\/t) =1V (\/_ , 6), le résultat annoncé découle de la
proposition ci-dessus.
Un calcul semblable conduit a la seconde majoration en considérant la martingale — M. O

7. CAS DISCRET
7.1. Généralités. Soit_ (Ya )nEN un processus discret ; il peut s’écrire sous la forme : Y, = B, +M,,,

k=n .-
ol B, = Z E[AY) | Fir_1] est prévisible et M une martingale.

Nois: noterons Y,\ £ = exp (AAY;) et Y,\ r =E[exp (AAY}) | Fi- 1]
Supposons que Y vérifiede plus la condition de type Crameér IE [Y,\ k] < o0 des que A > 0 est

inférieur & un certain Ao > 0, alors &) (z) x v, = 2 E (@5 (AYk) | Fi-1] est localement 1ntegrable et

le 1-cumulant de Y, purement discontinu, s’écrit pour un tel A :



Inégalités exponentielles pour semimartingales : la méthode du cumulant 15

k=n ~ k=n ~ k=n ,.
GIA=AB,+ S E [Y,\,k —1- MY | Fe| = L E [YUc -1 m-l] =¥ (Fe-1)
k=1 k=1 k=1
de sorte que son exponentielle de Doléans s’écrit : &£ (Gl”\)n = kﬁn Y',\,k.
Pour 0 < A < 22, son espérance peut se majorer ainsi par appllcatlons de l'inégalité de Jensen :
1
JHGORE [(’L@? ) ] < Sl < 1 ZE((E [huinn))’
< %kf:nE [ [Y,\nk | Fre— 1]] =1 }-Z::E [?,\n,k]-

k=n
Le lemme 3 s’écrit dans ce cas : P [Y,, > 6] < H(A)e ¥+ P [H Yyx > H(\).
k=1

Or la méthode usuelle d’obtention d’inégalités exponentielles utilisant la fonction génératrice de
moments s’écrit avec nos notations :

PlY,> 6= [ Mo > exs] < e—ASE[ ,\Y,,] — e~ ME [ Ij’l‘ f/M],

qui donne un résultat meilleur que celui du lemme 3 dés que l’on choisit H (A) >E [e,\y,,]_ Cependant,

la méthode du cumulant fournira en plus des majorations uniformes en n pour des processus croissants
et des martingales en particulier. ,
~ Nous allons préciser maintenant le cas des processus discrets & accroissements indépendants.

7.2. Sommes de variablesindépendantes. Considérons la somme des termes d’une suite (Xk)kene
de variables indépendantes vérifiant les conditions de Cramér : E [e’\xk] < 0o pour tout A, pour tout
k €¥*. Nous noterons pour n €N* :

~ in,02 les moyennes et variances de X,

k= : = k= |
- My = k_;‘y’kall’—_n 82 z "a,";etcrz-;s%,

, — . o o
- §le processus défini par So = 0et S, = Y. X pour n > 1, et X la variable aléatoire X, = }lS,,.
i ' k=1

S est une semimartingale 3 accroissements indépendants, de décomposition canonique : §, =

mp, + M,, ot M, = I;i: (Xk — pk) est une martingale a accroissements indépendants. Sa variation
quadra.tique p;évisible vaut (M) = I;i: IE [(X x — k) | .Fk_l] = s2. D’aprés les généralités ci-dessus,
le cumulant G de § s’écrit quant & lui : GL* = I;}i:nlE [e"x"] — n. Enfin son exponentielle de Doléans :
£ (Gl"\)n = :]iITE [e'\xk | }'k..l] =TI E [ ’\X*] de sorte que la surmartingale positive Z ()) s’écrit :

exp (ASy)

N = Heerg o]

= exp (A.S'n ~ Y k=nlog (E [e'\xk])).
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Cas général. Les méthodes du cumulant et de la fonction génératrice de moments fournissent
dans ce cas de suite de variables indépendantes le méme résultat, a savoir :

Proposition 7. Soit (S,) un somme de variables aléatoires (Xy) mdependa.ntes, satisfaisant la condi-
tion de Cramer Alors, pour tous § > 0,n enN* : :

P [Xn2 8] <exp ['"i‘i‘é{ l°g( ka ‘ m])}]

k.—:.n'f n )
Preuve. . Conséquence immédiate du lemme 3 avec H ()\) = (% T E [e"xk]) qui majore
k=1

£ (Gl”\)n = Zl?_]nE [e’\xk] en remplagant § par né. O

Quand les "Xy sont équidistribuées, on en déduit aisément le résultat classique suivant :
Exemple 8. Grandes déviations pour sommes de variables i.i.d.

Pour des X indépendantes identiquement distribuées, nous avons

.. p P(_; > 5} < exp (_n?\];% {A& ~ loglE [e'\xo] }) .

Notons J) (z) = Az — logE [e'\x°] et J*(z) = supJy (z) (J* est donc la transformée de Cramér
A€R

de la loi commune des Xj). Par I'inégalité de Jensen, E [e."X‘?] > e*o, de sorte que J> (uo) < 05 pour .. -

x > o, si A < 0, nous avons alors J) (z) < Jx (o) < 0 et par conséquent, comme Jp(z) = 0, il vient

J*(z) = sup J» () dans ce cas. Nous obtenons bien que, pour § > po, LlogP [-fn > 6] est majoré
A>0

par —J*(4). 0O
Exemple 7. Inégalité de Hoeffding

Supposons les X & valeurs dans [0, 1].
En remarquant que la convexité de l’exponentxelle implique l'inégalité eX* < (1 — z) + ze* pour

z €[0,1], et donc 2 E [ "Xk] <1 Z E [1 - X+ Xke"] < 1—p + pe*, la proposition 7 conduit &

la majoration :
P[S, < np > én) < ,1\1;% {exp -n (/\ (64 p)—log (1 - u+ pe)‘))}.

Aprés minimisations (cf [SW], pp.853-854), nous trouvons que P [ﬁ (—X': - p) > 6] est majoré
par =28 si p € ]0, %] et par expm'{—ﬁj sip€ [%, 1[. o

Si nous nous intéressons a sup Sk, alors le théoréme 2 s’applique en remarquant que les fonctions
k<n

G}* sont convexes, sous la forme suivante :
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pour tout n €x*: P [sup Sk > 6] < exp (—yg1. (6)) .
k<n » "
Du corollaire 2, nous tirons :
. . P . - . . REPY SPR |
soit ¢ une fonction prévisible croissant presque siirement non nulle; si § appartient a S¢NS& 9,

1 _1
alors, pour tout n €N*, en posant Hy, (A) = max{G},"’ (A),G’:.' a (A)} :

P [S“Pkgn l—l—)SkI > 6] < 2exp [ ~Vu, ( )]

Suite de variables indépendantes centrées. Dans ce cas la suite (S») est une martingale (et

donc son cumulant est croissant) et le théoréme 5 sur les martingales locales de carré intégrable se
E P . P 9
e e s
traduit ainsi, en remplagant § par és,, et en prenant o = s, et b= -2 :

a2
pour tous §,a > 0 :

’
Sn k<n 2 a’sn k<n

2
soit : P isupSk > 6| <exp|-6%0 (fy_) e sup Xx > al.
3n k<n aé 6 k<n
Ces résultats fournissent quelques améliorations d’ 1nega.htes exponentielles classiques, dont celles

de Kolmogorov ([SW], p.855) et Bennett ([SW]; pp.851-853).

IP[——supS;,>6] <exp[ ‘Il( | d )]+lP[supXk>a] (5)

Exemple 8. Inégalités de Kolmogorov

L'étude de la fonction ¥ (22, z) sur chacun des intervalles ]0, 1] et [1 +o0[ permet de contmuer la
majoration ci-dessus en : : :

: 2
exp —%(l——‘-s-‘iﬂ sif< >
P [-1- sup Si > 6] <P [supXk > a,] + 4o »3”37; a‘s o
kn exp |——= (2log2 - 1)] sif> =
a a
Exemple 9. Inégalité de Bennett

L’application directe de la majoration (5) nous donne en rémpla.gant § par o :

P [ sup Sk > 6] < exp [-—na2‘1l (;15, —£ )] +P [supX,c > a]
N k<n . {k<n

< exp [ 6V ( )] +P [supXk > a]
6 k<n

Le théoréme 6 s’écrit :
S’il existe un réel posmf K et un processus prévisible (p,) vérifiant : pour tout m > 2,

b=nE(XP) < ——-K"“2 Yk=nE [p2 X 2], alors, pour tout n GN“‘ tout § > 0 :
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6 2b Ké L, k=n o,
IP[:I;ES'.;,Zé]Sexp[—KY——ﬁ(I— 1+ 5 )],oub—kglE[kak].

Exemple 10. Inégalité de Bernstein

En particulier, supposons qu’il existe une suite (vg) telle que lE [IX k"] < —K m=2y;, pour tout

entier k. Alors les conditions précédentes sont vérifées pour p? = 2  Comme b _ Eﬁ;?lﬁ XD =
O
k=" vk, on en déduit en notant 7 = 1 Ek—ﬂ vk que :

P [L sup Sk > 6] < exp [—nné 2k27 (1 - [1+ _Q:
k<n ﬁnv
ce qui étend et précise I'inégalité de Bernstein ([SW], pp.855). O

7.8. U-statistiques. Soit (X,) une suite de variables indépendantes distribuées selon la méme loi
de fonction de répartition F, et (F,) la filtration associée. Nous pouvons les supposer centrées sans
nuire 3 la généralité du probléme.

Soit h une application symétrique de R? dans R de carré intégrable.

: 2
Si nous notons U, = 1<,§3<nh(x.”x i) pour 7 > 2, alors le processus U défini par U, = mun

est une U-statistique de degré 2 sur (X,), de noyau h.
Supposons qu’en outre h vérifie une condition de Cramér :
il existe Ap > 0 tel que, pour 0 < A < A, E {cj*h(xl"x?)] < 00,
et notons alors pour 0 < A < Ag:
- Li(\ ) =E [e’\"‘”’xﬂ] = [eMEVF (y), pour z €R;
- L) =E[L1 (A, X1)] =E [HX1Xa)] = [ MDA (2)dF (y);

- L(p,k,\) =E [exp (BL; (Ak, X1))], pour p, k eN*.

k-1 k=1 1
Comme exp (AAU;) = exp (A > h(X,',X;c)) peut s’écrire exp (ZA—T E Ak~ l)h(.X;,y)) qui

k 1
est majoré par 5 exp Ak -1 h({X;, Xk)] le processus exp (AAU) est intégrable pour 0 < A <

Lo et le 1- cumula.nt G) de U s'écrit dans ce cas :

ZE[exp (ADUL) Frea] = (n=1) = EIE [exp ()\ = h(X.,Xk))
k=2 k=2
Par application de l'inégalité de Jensen, il se majore ainsi pour A < n——OT :

fk 1] —(n—l)

n-1

Fia] =(n-1)= Y {,,il L (/\k,xg)} ~(n-1).

k=1

n k—1
n < Z 75—-1-_1' 5:1 E [e’\(k‘l)h(xi,Xk)
k=2 1=
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Par conséquent, ;‘—_—G"-{—l peut étre considéré comme moyenne de moyennes des variables aléatoires

(L1 (Ak, X0)), el s i-d.. Interessoﬂéfnous alors 3 exp (Gﬁ) :

n—1 ‘ . g
exp (G’\) < exp (n T Z{ z Ll (Ak, X.)}) el=n < el ; Z ﬁ1 exp{ﬂllf,l (XK, X,)}

k=1*=

de sorte que, par I'indépendance des £, (Ak, X,,) :

n-1 n—1 o |
o Y NE[ep ("L 0k X)) = 83 Y L (n-1kN).
k=1'= o k=1 ’ A

€ for () <

Le lemme 3, aprés application de l'inégalité de Markov au dernier terme, et en remarquzint que
—a=b

- - ath
la fonction z — e*~° te #+b est minimale pour e = e' 7 et que son minimum vaut 2e Z , DOUS
donne : A

P[U, > 8 =P [L{ > 31"—"1-16] < eHNe M58 | ~HO) [exp (G’\)]

S?exp{ %(,\ﬂ"—“—l5+n—1-1og< Z,C"(n—l k, A)))}

soit en remplagant A par ;7’\_7 :

. . o n—1 L
IP{U, > 6] <2exp |-} su A2f+n—1-log |- N ZF(n—1,k 2 .
[Un 2 8] < P[zwgo{z gn-lk‘;l (n-1k220) |-

La méthode du cumulant fournit dans le cas général des U-statistiques des résultats assez complexes
au vu de expression de £. Dans [Se], p.180, Serfling utilise une écriture de la U-statistique (Up,)
directement sous forme de moyenne de moyennes de variables aléatoires i.i.d.. Plus précisément, si n*
désigne la partie entiére de %, il considere U, = ;Ll—. S W (Xa(l), ...,X,(n)), ol la sommation porte sur

(-3

les permutations o de {1,..,n}, avec W (zy,...,2,) = -1;1— ij h(z3i-1,%2;). Appliquant directement

Iinégalité de Markov 4 e*U», nous s obtiendrions lz ma Joratlon

P[U, > 6] < exp [—n"‘ sup {Aé —log (L (/\))}} .
A<ho

Cependant, notons que lorsque le processus U est croissant (par ezemple quand h > 0), ou quand
U est une martingale (en particuler, lorsque E[h (X, X;)| F;-1] = 0, pour tout i < j ), la méthode du
cumulant fournit la majoration uniforme :

. n-1 ' ,i
1 n -1 - B 'k - Al
P [n(n =) ﬁguk > 6] < 2exp [ 2 0<s,1\1$p/\0 {)\'2'6 +n-1-log [n_l g::l[, (n 1,k, n_l)] }]

‘Lorsque h est connu plus précisément,:des majorations peuvent ére rendues plus ,sim_plesf Par
exemple, considérons désormais une U-statistique de noyau h vérifiant E [k (X;, X;)| Fj-1] =0, pour
tout ¢ < j de sorte que I est une martingale.
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- Dans un premier temps, supposons h (X, X3) borné par le réei c.
Dans /[Se/, p.200, il est montré que pour une variable aléatoire centrée & valeurs da.ns [a, b], nous
avons pour tout A > 0: [E [ "Y] < 7 £ . Nous en déduisons que Liy(AXi) <Le? 2 pour tout

i. Le processus £ (G’\) se majore ainsi :

(G*) < I'[ ( z E [ A(k—l)h(X‘,Xk). Fi_ 1]) < H e SR (k-1)% _ exp (C’)\’n(n-ﬁllﬂn—l)).

k=2

Comme la fonction majorante est croissante en n pour n }_ 2, il découle de la remarque suivant

. 2 s n{n~1)y s _ n(n—=1)(2n-1) 2
1e1emme3que.P[migguk;6] Sexp[/x\x;t{'){ 7 Ad — = % A }}

Le minimum est atteint pour A = (in—?-al)_& et nous obtenons dans ce cas :

[m suply > a] <exp [ (4215)].

- Considérons enfin A (z,y) = zy et les X, i.i.d. centrées, de moments d’ordre m notés y,, pour

m > 2. Nous noterons comme précédemment S, = 2 Xy et poserons pour m > 2 2('") =
k=1

E SP*. La connaissance des Sy, et donc des E,({"), permet d’obtenir des majorations uniformes
k=1
explicites.

k-1
Dans ce cas particulier, AU = Y X; Xk = Sk-1Xx et donc pour m,k > 2:
=1 o . ‘
E[AUP| Fioa] =E [ ST XD Fica] = pm STy

n-1

La variation quadratique prévisible de U devient U, = En: E [AUE| Fra] = ”22(2) . Le
S k=2

corollaire 6 fournit alors la majoration :

P [n(n =N sup U | > 6}

2exp [-— (n-1)¥ (°‘ )] + 2P [—2(2)1 > a} +P [sup |S;,_1Xkl > a]

" Le théoréme 6 s’écrit dans ce cas : §’il existe un reel K > 0 et un processus prev1s1ble p tel que
pour tout m,n > 2, B{™ < ”"K’"‘zﬁlpﬁzm alors :

P [W-Lﬂi‘s‘ﬁ e > 6] <2exp-(n=1) ( + 32 (1- 1+ 52))] +2P [2:4522, > ]
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