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PRINCIPES D’INVARIANCE FAIBLES POUR LE TEMPS LOCAL
D’INTERSECTION DU MOUVEMENT BROWNIEN DE R?

B.Cadre
IRMAR, Université de Rennes I, Campus de Beaulieu, 35042 RENNES
1 Le temps local d’intersection du mouvement brownien d-dimensionnel
1.1 Rappels et définitions

Soit X : IR™ — IR? une fonction borélienne et B un élément de la tribu borélienne de R™
(notée B(R™)). On définit la mesure d’occupation up sur R¢ par

#B(4) = Au(X~}(4) N B),
pour A € B(IR?), A, désignant la mesure de Lebesgue sur JR".

Définition 1.1 $: up < )\d; on dit que X a un temps local sur B, et on définit ce temps
local, a(z, B), par

dpp
a(z, B) = 57%(a)
Une conséquence directe de cette définition est la formule dite du temps d’occupation:

Proposition 1.1.2 Pour toute fonction borélienne bornée f, a(., B) venﬁe Uégalité
[ f@ate Birate) = [ FxE)A0).
R B
On passe maintenant & la définition correspondante pour des champs aléatoires i.e.
X(t) = X(t,w) ol w est un élément de ’espace probabilisé (Q, P).

Définition 1.3 On dit que X a un temps local sur B s1 X(.,w) a un temps local sur B
* pour P-presque tout w € (2.

Dans la suite, nous prendrons toujours n = 2 et nous nous restreindrons aux temps
locaux associés & des champs gaussiens : si W et W' sont deux mouvements browniens
d-dimensionnels sur (2, F, P), on note Xy : Rﬁ_ — IR? le champ aléatoire définit par

Xi(t) = W, — W, pour t = (u,v).

L’expression a4(z, B) désignera, lorsqu’il existe, le temps local de X sur B.
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Définition 1.1.4 Supposons que oy(z, B) eziste pour tout B € B(IR3). ,
i) (ad(a: B); B € B(IR%)) s’appellera le temps local d’intersection de W et W' au point

z de R®.
ii) SiW = W', (ca(z, B); B € B(IR)) s’appellera le temps local d’intersection de W

au point z de IR®.

Remarque Intuitivement, on peut comprendre a4(z, B) comme étant 'intégrale formelle
/ 8:(Wy — W,)dudv,
B

si 6; désigne la mesure de Dirac en z.

Lorsque W et W’ sont indépendants, le théoréme suivant est essentiel (Gema.n Horo-
witz et Rosen [GHR], paragraphe 4 et lemme 3.11):

Théoréme 1.1.5 z) W et W' possédent un temps local d’ mtersectwn aq(z,.) pour tout
z si et seulement si d < 3. Dans ce cas, la famille (ay(z,.),z € R®) est une famille de
mesures aléatoires positives et P — ps finies. -

it) Soit B un borélien de Rﬁ_, p un entier pair et d < 3. Il existe une constante c telle

que pour tout 2,y € R® ete <18d<2,e<1/2sid=3:

llaa(e, B) — aa(y, B)llr» < cle —yl*.

Remarques - Le résultat du i) est intimement lié au fait qu'un mouvement brownien de
IR?, d > 4 n’a P — ps pas d’intersections (voir Dvoretzki-Erdds-Kakutani [DEK)).

- Avec un peu plus de travail, le résultat du ii) entraine l’existence d’une version
bi-holdérienne de (aq(z, [0,t]%))z,¢.

On considére maintenant que W = W'. Dans son théoréme 1, Rosen [R1] a montré
que si d < 3, W posséde un temps local d’intersection ag4(z,.) qui est tel que la fonction
z — a4(z, B) appartient. P — - ps a L2(IR%,d)\) si B est un borélien borné de R?.

Cependant, dans le cas ou d = 2 ou 3, il est facile de voir que a4(0,B) = +oo P —ps
si B rencontre la diagonale {(s,t) € IR} : s = t}, ce qui s’explique intuitivement par le
fait que le champ aléatoire (W, — W, ), » @ une trés forte tendance & s’annuler au voisinage
de la diagonale de R . Il est intéressant de remarquer que, paradoxalement, cela est aussi
1ié au fait que la mesure de Lebesgue d’une trajectoire brownienne de R? ou IR® est nulle
(voir Rosen [R1]). :

11 existe pourtant un moyen de donner un sens 3 ad(O B) lorsque d 2. C’est ce que .
nous verrons dans le paragraphe suivant.

Terminons ce paragraphe en mentionnant le fait que le temps local d’intersection
d’ordre k quelconque a été défini et étudié : voir Rosen [R2], Bass et Khoshnevisan [BK],
Rosen et Yor [RY] (pour k=3), ....



1.2 Le cas de la dimension 2 : la méthode de renormalisation de Varadhan
On prend ici un mouvement brownien plan et centré W sur (Q, F, P), avec cov(W;) =T

L’idée suggérée par Varadhan [Va] pour donner un sens au temps local d’intersection
de W au point 0 est de retrancher a ce terme son espérance : il observe qu’alors la variable
aléatoire obtenue est P — ps finie.

Cette idée a été reprise par Le Gall [LG3], Yor ([Y1] et [Y3]) et d’autres .... En
notant comme d’habitude, si B est un borélien borné de IRy qui rencontre la diagonale de
Rﬁ_, az(z, B) le temps local d’intersection de W au point z, ces derniers ont montré que
la fonction z +— +(z, B) définie pour z non nul par ¥(z, B) = az(z, B) — E[as(z,B)] se
prolonge par continuité 3 IR? tout entier. Ceci appelle une nouvelle terminologie:

Définition 1.2.1 «(z,.) = az(z,.) — Elas(z,.)] s’appelle le temps local d’intersection
renormalisé de W au point z.

Afin d’alléger les écritures, nous utiliserons souvent dans les démonstrations la nota-
tion : si X est une variable aléatoire intégrable, X désignera la variable aléatoire égale a

X — E[X].

Les deux approches de Yor sont basées sur une détermination de 4(z, [0,%]?) sous
forme d’intégrales stochastiques. Dans la continuité d’un article de Rosen [R4], Yor [Y1] a
établit une formule de type Tanaka pour as(z,[0,#]?) et en a déduit dans [Y2] le module
de continuité de (y(z,[0,%]?)z,. Une autre approche, beaucoup plus directe, est donnée
dans [Y3]. L’inconvénient majeur de cette derniére est que ’on n’a pas la décomposition
canonique de la semimartingale (az(z, [0,%]2)):.

L’approche de Le Gall, quant a elle, est trés différente. Dans la mesure ou elle nous
servira plus loin, nous allons la résumer. L’article de Le Gall ne traite que du mouvement
brownien standard, mais cette preuve est encore valable lorsque la matrice de covariance
T de W; est une matrice diagonale.

Soit C; = {(u,v) : 0<u<v<t}et Al le pave de R% définit par

21 t(2n + 1) t(2n + 1) t(2n +2)
=I5 [x] ; ]

On a alors
2¢-1

=UJ U4

£>0 n=0

De plus, les AE sont deux & deux disjoints. Sur chaque pavé A on est ramené a la
situation de deux mouvements browniens indépendants issus du meme point. Le théoréme
1.1.5 i) entraine donc I’éxistence pour chaque couple (1, ¢) d’une famille (8%(z, ),z € R?)
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de mesures positives et P — ps finies sur Af, qui vérifie les relations de la proposition 1.1.2
et du théoréme 1.1.5 ii). Le Gall introduit la mesure aléatoire (ay(z,.),z € IR? \ 0):

26 -1
az(z,.) = Z Z BS(x,. N AS)

£20 7=0

qui vérifie aussi la proposition 1.1.2. En posant, pour z € IR?:

, , 2¢ -1
7(w’ ) = Z(ag(III, N Af) - E[a2($7 N Af)]) si AE = U Afp
£20 =0

et en utilisant le théoréme 1.1.5 ii), Le Gall aboutit au résultat:

Théoréme 1.2.2 Soit B un borélien de C; et p un entier pair. Il existe une constante c
telle que pour tout z,y € R? ete < 1:

llv(z, B) = ¥(y, B)llz» < clz —yl°.

Puis, comme corollaire, le résultat final:
Corollaire 1.2.3 Soit B un borélien de C; et (fi)r une suite de fonctions bornées,

d’intégrale égale d 1, telle que fr(y)dy converge étroitement vers la mesure de Dirac en z.

Alors
LP P—ps
/ Fx(Wy — W,)dvdu — E| / Fx(Wy — Wy)dvdu] _k__’l +(z, B).
B B —+00

Passons au cas ou la matrice de covariance I' est quelconque. Puisque T est définie
positive, il existe une matrice A inversible et une matrice diagonale D telles que T' = ADAT.
Soit X = ATW : X est un mouvement brownien centré dont la matrice de covariance
cov(X;) est égale & D. Alors, B étant un borélien de C¢, (fi)x la suite du corollaire 1.2.3
et vX désignant le temps local d’intersection renormalisé associé & X:

[ 5 W= Wododu = B[ fu(W, — Wadodu
B B

- / fu(A(Xy — Xo))dvdu — B / fi(A(Xy = Xy))dvdu]
B B

= - fi(Ay)yv* (y, B)dy en utilisant la proposition 1.1.2

= deta™ [ fuluyy* (47, By,
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D’apres le corollaire 1.2.3, cette quantité converge P — ps et dans LP vers
det A~'yX (A2, B).

On peut maintenant définir le temps local d’intersection renormalisé de W au point z par
det A™14X (A™1z,B), et les propriétés de la proposition 1.1.2, du théoréme 1.2.2 et du
corollaire 1.2.3 sont conservées.

1.3 Intervention du temps local d’intersection en Mécanique Statistique : la
mesure de polymére

On reprend ici un mouvement brownien W d-dimensionnel (d < 3) issu de 0, défini sur un
espace probabilisé (2, 7, P). On se donne une suite de fonctions (fi)i telle que fix(z)dz
converge étroitement vers &y la mesure de Dirac en 0. Définissons la probabilité ux(g,t)
sur l’espace (2, F, P) par

(9, 1)(dw) = -L—j—;exp(-g / / fe(Wa = Wy)dudv) P(dw),

ou g est une constante positive et Lg; la constante de normalisation. Le temps local
d’intersection apparait naturellement dans I’étude des "mesures de polymeéres” (voir Ed-
wards [Ed] ou Westwater [Wes]):

Définition 1.3.1 Les valeurs d’adhérence de la suite (px(g,t))r sont appelées mesures de
polyméres.

Si l'existence de la mesure de polymére est évidente en dimension 1, il n’en est pas de
méme pour les dimensions supérieures.

En dimension 2, on peut montrer, comme conséquence du corollaire 1.2.3 et du fait
que le temps local d’intersection renormalisé du mouvement brownien plan 4(0,C;) posséde
des moments exponentiels de tous ordres:

Théoréme 1.3.2 Toutes les mesures de polyméres sur (Q, F, P) sont de la forme:

(g,1)(d) = 7~ exp(~g7(0,C) P(d).

g

En dimension 3, Westwater [Wes] a montré ’existence de la mesure de polymeére. Sa
preuve est trés longue et nous n’en parlerons pas ici.

Concrétement, on s’attend & ce que la limite en ¢ — oo de la mesure de polymére
u(g,t) converge étroitement vers une mesure de chemin aléatoire sans recoupement, qui
fournirait donc une bonne modélisation des polyméres en solution. Cette limite a été
étudiée en dimension 1 par Kusuoka [Ku]. Le probléme des dimensions 2 et 3 reste ouvert.
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2 Principes d’invariance faibles
2.1 Introduction

Vu Pintérét géométrique que revét le temps local d’intersection, il est intéressant de
rechercher des approximations de ce dernier, approximations dont le sens géométrique
est intuitivement clair.

C’est dans cet esprit que, dans [LG2], Le Gall a montré que le temps local d’intersection
de deux mouvements browniens indépendants pouvait étre construit a partir de la mesure
de Lebesgue de la saucisse de Wiener (voir aussi Weinryb [Wei] pour une extension de ce
résultat & d’autres mesures que celle de Lebesgue). Puis, dans [LG3], Le Gall a obtenu
le résultat correspondant pour le temps local d’intersection renormalisé du mouvement
brownien plan. ,

L’équivalent discret de la mesure de Lebesgue de la saucisse de Wiener est le rang
d’une marche aléatoire, c’est-a-dire le nombre de points visités par celle-ci. Il parait alors
clair que le temps local d’intersection d’'un mouvement brownien plan puisse étre obtenu
comme limite d’une expression comportant essentiellement le rang d’une marche aléatoire
de Z : c’est ce que Le Gall a montré dans [LG1].

Nous nous intéressons ici & une approximation apparemment plus naturelle du temps
local d’intersection d’un mouvement brownien.

Dans tout ce qui suit, (S, ), désignera une marche aléatoire sur (2, F, P) & valeurs
dans Z°, de distribution initiale §¢ (la mesure de Dirac en 0) et engendrée par une mesure
centrée ) possédant un moment d’ordre 2. On appelera I' la matrice

= /x.deQ(x)

et (X)r>1 la suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi @ telle que S, =
Y i=1 Xk. D’autre part, W désignera un mouvement brownien centrée sur (Q,F, P) &

valeurs dans R? tel que
cov(Wy) =T.

Reprenons les notations de la premiére partie. En particulier, a4(z,.) sera le temps
local d’intersection de W au point z € IR?. On appellera Ciny Péquivalent discret de C;
(cf. partie 1.2) i.e.

C[nt] = {(Z’J) :0< <j< [nt]}

et,si x = (z,---,z%) € R?, [x] désignera ’élément de Z*:

(=], -+, [=).

Le candidat naturel pour représenter I’équivalent discret de aq(z,C:) est

1
n(i—d)/2 Z Iisi-s;=[zvm}-
(1,5 ECny
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On a donc la terminologie, que nous utiliserons par la suite:

Définition 2.1.1 Si P est une partie bornée de IN?, la variable aléatoire a&n)(m, P) définie
par :

(n) __1
ag"(2,P) = n(@-d72 Z Is;-8j=1)
@i,5)eP

s’appelle le temps local d’intersection de S, au point z € Z°.

Borodin [Bor] avait déja considéré ce type d’approximation pour le temps local du
mouvement brownien linéaire. La démonstration qu’il met en oeuvre est trés spécifique au
cas particulier qu'’il étudie. Toujours dans ce contexte, Perkins [P] a retrouvé un résultat
de méme nature en établissant, du point de vue de I’Analyse non-standard, une formule
de Tanaka. , o

Le Gall ([LG1], page 497) lui aussi a considéré ces sommes dans le cas des temps
locaux d’intersection de deux marches aléatoires indépendantes & valeurs dans Z%, d < 3.

En utilisant I’Analyse non-standard, Stoll [St] a montré que, en dimension 2 et lorsque
la marche aléatoire (S,)n est engendrée par une mesure & support compact, la variable
aléatoire '

a§M(0, Crny) = E[a5™ (0, Clag)]

converge en loi vers 4(0,C;) pour tout t € R™.
Par analogie au cas brownien, nous utiliserons la terminologie:

Définition 2.1.2 Si P est une partie bornée de IN?, la variable aléatoire (™ (z, P) définie
par

¥ (z,P) = o§™(z,P) — E[a§” (2, P)]

s’appelle le temps local d’intersection renormalisé de S, au point x € Z°.

Dans le paragraphe 2.3, nous retrouverons et étendrons le résultat de Stoll avec des
techniques classiques. Les extensions porteront d’une part sur la mesure qui engendre la
marche aléatoire - nous supposerons seulement qu’elle posséde un moment d’ordre 2 - et
d’autre part, nous montrerons un résultat fonctionnel en ¢ et z.

Aprés avoir terminé cette rédaction, nous avons appris que, dans [R3}, Rosen avait
déja considéré ce type de problémes. Bien que n’étant pas des résultats fonctionnels, les
résultats montrés par Rosen sont plus généraux dans la mesure ou il considére le temps
local d’intersection d’ordre k quelconque.

Comparé a Rosen, l'intérét de la preuve que nous allons présenter est double : I'utilité
de P’aspect fonctionnel se remarque par exemple & partir du probléeme des marches aléatoires
en scéne aléatoire. D’autre part, une variation de notre méthode permet d’obtenir un

principe d’invariance fort.

Dans le paragraphe 2.4, nous reprendrons ’étude du cas général des marches aléatoires

de Z°,d< 3.



Enfin, dans le paragraphe 2.5, nous donnerons un- equlva.lent discret & la mesure de
polymére associée au mouvement brownien plan, construit & partir de ~(m(0, Cing)-

Dans un premier temps, nous aurons besoin de quelques résultats prehxmnalres.
2.2 Préliminaires généraux
a) Plongement d’une marche aléatoire dans un mouvement brownien de IR?

Rappelons I’énoncé d’un theoreme, figurant dans Revuz Yor [ReY] (Chap1tre VI, théoreme
5.4):

Théoréme 2.2.1 Soit B un mouvement brownien réel sur (Q, F, P). Si p est une mesure
de probabilité telle que [ zdu(z) = E[By] et fla:ld,u(x) < 00, il eziste un temps d’arrét
P —ps fine T, 'relatzf d la filiration naturelle associée ¢ B 'vemﬁant

i) L(Br, ) =

ii) E[< B,B >T,,] = [z?du(z)

#3) Pour p > 1, il eziste ¢, avec E[(< B, B >1,)?] < ¢p [2?Pdp(z).
Les points i) et i1i) n’étant bien entendu valables que lorsque p admet des moments d’ordre
2 et 2p respectivement.

Remarque Le point iii) ne figure pas dans Revuz-Yor, mais est donné par Haeusler [Ha).

Si X est un processus & valeurs dans IR® nous appellerons (X1,---,X%) ses coor-
données. Le résultat de plongement est le suivant:

Lemme 2.2.2 Soit W un mouvement brownien centré sur (2, F, P) & valeurs dans IR?
dont la matrice de covariance I' est diagonale (T' = diag(dy,---,b4)), et My = Z'_ U; une
marche aléatoire & valeurs dans Z° et de carré intégrable sur le méme espace probabilisé
(en grossissant ce dernier si besoin).

Il eziste une suite croissante de 'varmbles aléatoires (T}, -, TH)x (T = 0) telles que
$i ¢a(z1,+++,24-1) = E[UF|U} = 21, , Uf™! = 2a1] (61 =0) pour o1, ,24-1 € Z:

d k
LM, M) = L(Wrgs - Wia+ 3 (Wi = Wiy oo, Wik = Wik )g).

=1 i=1 =t
De plus, pouri=1,---,d etk > 1:
biE[T; - Ti 1) = E[(US)’], bPE(T - Tiy )’ < ¢ B(UfI?), p2 1
la derniére relation n’étant valable que si Uy € L?P(P).

PREUVE : Dans un souci de simplification, nous ne considérerons que le cas d = 2.

8



1) Nous appelerons FM la filtration naturelle associée & un processus M. On construit

les processus (W}* W2*(z,, .- yTk—1))t pour toute suite (zx)r d’éléments de Z et tout

réel positif ¢t de la fagon suivante:

— Pourk=1: Wti’1=Wtii=1,2
— Pour k>2 : Wh* =whtst _ k-t

t+ry_, Te-1
2,k _ vr2k—1 2,k—1
Wi (@, 2hm1) = Wt+1',';'_1(21,-",$k-1)(w1’ » Tk—2) Wff-l(zi,"',qu)(wl’ ) Th—2)

ol, pour I < k, 7} est un temps d’arrét relatif & FWH et (21, -+, %) est un temps
d’arrét relatif & FW™' (31,m1-0),

2) Faisons quelques remarques sur ces objets:
Soient z,,---,z; des entiers relatifs quelconques.
- Les temps d’arrét 7 et 7j(z1,---, ;) que nous utilisons ici sont ceux du théoréme 2.2.1.
Précisons, ce qui sera utile par la suite, que application

(R',B(R")) - R*
(21, 21) = (21,7, 21)

est mesurable.

- Les processus Wht et W2¥(zy,--- z;—1) sont des mouvements browniens de processus
b ?

croissants associés:

<WHW Wi > = b Id et < Whkay, -+, z121), W (21, -+, 711) > = by ]d.

- E£=1Til et E:=17',-2(:z:1,---,x,-) sont des temps d’arrét relativement & FW"'' et FW*',
comme le montre la proposition 3.3 page 98 de [ReY].

3) Montrons qu’il existe des temps d’arrét (1}); et (72(z1,---, =) tels que quelque
soit k: .

et, pour [ < k,

LUHUL = 21,-+, Ul =21) = £("V,Z;z’l(‘,l,...,z,)(”vla sy T-1) + d2(21))- (22)

(21) est une application directe du théoréme 2.2.1, en tenant compte de 'indépendance de

ces variables. Pour (22):
- k = 1. Considérons, si r1 est dans Z, la loi de U? sachant U} = z;. D’aprés le'

théoréme 2.2.1, il existe un temps d’arrét 7Z(z;) relatif & F W tel que

ﬁ(U12|U11 = $1) = AC(Wzétm) + ¢2($1))

T
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- Lorsque k est quelconque, le probléme se traite de la méme fagon en plongeant la vari-
able aléatoire définie par L(U2|U} = zi) dans le mouvement brownien W2¥(z;,- -, z4-1)
+¢2(zk)-

Nous obtenons alors, pour tout k et zy,- -,z éléments de Z, par indépendance:
‘C(Ulz’ ) Ul?lUl1 =T1,700, Ul% = z)) = c((W22(zl z'.)(xla ey Tio1) + da(®i))igk)-

4) Les processus W21, ... W2¥(gy,... z;_;) sont indépendants de W:l{l,» . -,W:,:’k
parce que la matrice " est diagonale, d’ou:

C((sz(zl Loy (TL e Tic1) + da(3i))ick) =

c(w

2(W1

g W) + W), ) (W = ).

1! ]
i=1

Ceci étant valable pour tout z1,-:+,zy de Z:

L(Uf,'--,Uf,Ull,"',Uﬁ)=
['((W 2(W“- W“)( r“ 1’ 1)+¢2(W1‘t)’ )'<k)

et donc

2(W1 .1 W1 iy T Z¢2(W1 '))k<P) vp.

i=1 l :=1

LM}, MP)r<p) = ﬁ((Wij oW

f=1 T

hY .8 . k k 1
Dol la premiére assertion en posant Tj = Y ;_, 7} et TZ = 3, r2(Wh',---, W).
1 [

i=1":

5) Les inégalités s’obtiennent comme conséquences directes du théoréme 2.2.1 et de la
construction de T} et TZ. Par exemple avec ¢ = 2:

sz[Tg(Zl, oo ,xk)] = E[(U£)2|U11 =T, -, U,% = xk]
et on conclut en remarquant que

»C(T]%(:B]_, tre ,37];)) = L(Tlg(W,:ll,], v )IW 1 =, W::’k = xk)

puisque la filtration F W"k(“"“’“-*) est indépendante des filtrations FW'' ... ,F wht
Les autres inégalités s’obtiennent de la méme maniére u

Remarque On peut montrer que les variables

(W WE)

2(W‘1 e ,W‘ ')( i<k
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sont indépendantes entre elles. Malheureusement, il n’en est pas de méme pour les couples

( 1'1’.[/]722 (

2(W11 ) ,WI )t 1 [ 7W:'l’::1) + ¢ (Wl l))

Ty i<k’

ce qui fait que, étant donnée une mesure Q sur Z° (d > 2), on ne sait pas construire par
plongement une marche aléatoire engendrée par Q.

b) Un résultat de convergence pour W

Dans le cas ou T est diagonale, nous pouvons énoncer, comme complément au lemme 2.2.2,
un résultat de convergence dans L'(P) entre le processus (Siny/+/n)i<T et le processus
(Wi)i<T. Dans ce but, plongeons (S(ng/+/n):<T dans le mouvement brownien W. D’aprés
le lemme 2.2.2, il existe une suite de variables aléatoires (T[id], e vT[orlzt})tST vérifiant

['((WT[m] + 35[":1)@) = £(( S\[/n—t- )t<T)

ol on a noté Wr,,, = (qu? g -,W,.‘ﬁ[a ¢1) et

[nt] d [nt]
¢[nt] = (0, Zl ¢3 (WT1 WTI )’ IZ; Z; ¢3(W%.1 - qu}l~1" WT‘ ! W'}'T:lf))

si, pour z1,++,2q-1 € Z//net 1 < d:

X Xl XI-]
-
De fagon identique, Tj,q représentera le vecteur (T[1n P ,T['fl t]),

Lemme 2.2.3 Si T est diagonale (T = diag(bs, +-,ba)), (Wry),op converge uni-
formément dans L'(P) vers (W,), et (zl,,,])tg converge uniformément vers 0 dans L*(P).

PREUVE : La deuxiéme assertion est facile & montrer : on a vu dans la preuve du lemme
précédent de quelle fagon on pouvait simplifier cette somme par conditionnement. On
arrive donc & des expressions du type

[\/_|0(S,1,-~,S'f"1;z'$n)], k.<_d

qui convergent en loi vers 0 si n tend vers l'infini car ((.S’[nt S'[nt )/V/n)e<T converge
vers un mouvement brownien centré dont la matrice de covariance est dlagonale Le passage

4 la convergence L(P) est évident puisque E[(S¥)?] = nby.

11



On s’occupe maintenant de la premiére assertion. Nous supposerons ici que X; €
L*(P). Dans le cas oit X; ne posséde qu'un moment d’ordre 2, il suffit de considérer des
variables aléatoires tronquées.

Pour tout € > 0,
Elsupcr|Wry,,y — Wel]

< e+ (Blsupycr| Wy, — Wal'})? P(sup Wiy, — Wil > €)};

or

Y d
Efsup,<r|Wn,; — Wil’] < 2Z(Supk<[nT] E[(S’ )] + SuPtSTE[(Wti)Q]) <4T) bi.

=1 i=1
Par ailleurs, pour tout A > 0,
P(SupthIWTtm] - Wil > ¢)

< P(SuPt5T|WT[m] ~ Wil > €,SuPt5T'T[nt] -t <A+ P(SuptSTlT[nt] —t| > X)
< P(SuP|u—v|gA|Wu -Wy|2¢)+ P(Supt_<_T|T[nt] -t > A). (23)

D’apres 'inégalité exponentielle donnant le module de continuité d’un mouvement brown-
ien, il existe deux constantes ¢; et ¢, telles que, pour tous e > 0et A < 1

1 2
P(supjy—vj<r, <A [Wa = Wo| 2 €) < 1 '\7—/\—exp(—c 3)-

Il suffit de prendre A = €2 /czlog n, si € est tel que A < 1, pour obtenir la convergence vers 0
du premier terme & droite du signe < de (23). Il reste & montrer que P(sup,<7|Ting—t| > A)
tend vers 0:

A
P(sup,<7|Ting — t| 2 A) < P(sups<r|Ting — E[Tingll 2 5)
si A > 2v/2/n car, d’aprés le lemme 2.2.2, E[T['nt]] =[nt]/n t=1,---,d. Or,

A
P (Supt<T|T[nt] - [T[nt]]l 23 ) < ZP (Supt<T|T[nt] E[T[nt]” ) d)'

i=1

Majorons cette expression pour ¢ = 2 (les autres cas se traitant de la méme fagon):

A
PlmassgunlTE - BITH| 2 55) = Plmaxigqun IZT?(W:J, S WD 2 5)
=1

Z P(ma»xkan]lZTz (1, 2)] 2 2d)P( 1 = $1) P(er,l’l = z)

Ty 2y
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car, d’apreés la preuve du lemme 2.2.2, (72(z1,- -+, z;)); est indépendant de (W:;I)I et
]

k
LW, ,W,f,i'))zsk) = L((T} (21, -, &) i<k ﬂ[W:,{' = x;]).
=1

Le processus (Ef___l;:?(a:],n-,mz))kqnﬂ étant une martingale, on obtient en utilisant

I'inégalité de Doob:
[nT] 2
(ZTf(ml, ',931)) ]
dg[”T]

</\—21 E[(‘r, (z1,- ,$l))2]

< 4d? [nT)] < 4d°T

~— A pZ T \2p

A
P(maxk<[m|2n (1, ,21)] 2 —J < —/\7
=1

d’ott le lemme en prenant par exemple € = 6.2% /n¥ et A=1//n
¢) Un équivalent discret du théoreme 1.1.5

Soit M une mesure de probabilité sur un groupe additif R. Si M*" représente la loi de la
marche aléatoire engendrée par M et de distribution initiale éy (la mesure de Dirac en 0),
on note, comme dans Spitzer ([Sp], définitions D2.1 et D2.2):

Définition 2.2.4 On appelle S (M) et Rt (M) les sous-ensembles de R définis par
Z(M) ={z € R : M(z)> 0}
RT(M)={z € R : In M**(z) > 0}.

Définition 2.2.5 On dit que la marche aléatoire engendrée par la mesure M et de
distribution initiale &y est apériodique sur R si Y (M) engendre R.

Dans un contexte non-standard, Stoll ([St], proposition 1.10) a montré un résultat,
que nous traduisons ici dans une version standard:

Lemme 2.2.6 On .suppose que (Sp)n est apériodique et que Q est d support compact.
Soit P={(j,0) : j=@a,--,aetl=»,---,b} ot a<a@<Lb<bethsecomporte a.uplus

comme n. Pour tout entier pair p, tout element z,y de Z" A<lsid<2o0ulr<1/2s
d=3:

llafln)(w, P) - agl")(y,'p)”L, < ﬁ@—cdwlx - yl)‘(&' —_ g)(4—«:1-->‘)/4(3 _ I_))(4—-d—,\)/4
n c _ _ - _
llo$™ (2, P)|lzs < ﬁm(a — g)4=D/4(F - p-D/4
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pour une certaine constante ¢ indépendante des paramétres cités plus haut.

Remarque - Les intervalles {a,---,@} et {b,--,5} sont supposés disjoints, ce qui permet
en fait de se ramener & la situation de deux marches aléatoires indépendantes. Le lemme
2.2.5 est donc I’équivalent discret du théoréme 1.1.5.

- On peut montrer que la constante ¢ qui apparait ci-dessus ne dépend que de la plus
petite valeur propre de la matrice I's = [ z.27d(Q * Q-)(z) (ot Q-(z) = Q(—z)), ce qui,
compte tenu de ce que nous voulons montrer, est naturel puisque ces inégalités admettent
une version brownienne.

IDEE DE LA PREUVE : On peut le montrer de la méme fagon que Stoll, en adaptant
les outils non-standards qu’il utilise. Dans la démonstration de Stoll, 'intérét de 1’aspect
non-Standard apparait plus tard. Le plan de cette preuve est en fait identique & celui de
Geman, Horowitz et Rosen ({GRH], lemme 3.11) dans le cas brownien.

Puisque @ est a support compact, il existe un entier ¢ tel que le support de z —

af,")(m,'P) soit contenu dans {—gn + 1,---,¢n}?. Sa transformée de Fourier est égale &:
( ) qn qn T
aln = E e 2 : (n) e
a; (y,P)= a'\” (x,'P)exp(27rzy.2qn)

r1=—gn+l1 z,g=—qn+1

== d) 73 ZZexp(%rzy

j=al=b

)

La transformation de Fourier inverse donne la relation (24) suivante:

an qn

1 ~(n .
ozg")(a:,’P)z Z Z a& )(y,'P)exp(—21rzy.§%)

d
(2qn) y1=—qn-+1 ya=—gqn+1l

1 1 i S
= n@+d)/z (29)° Z Z ZZexp(zmy )exp( —2miy. 2——).

y1=—qn-+1 ya=—qn+lj=al=h

D’autre part, comme @ est centrée et 3 (Q) engendre Z°, on a R*(Q) = Z*. A partir de
cette égalité, Stoll montre que la mesure @, = @ * Q_ (si @Q_(z) = Q(~=z)) engendre une
marche aléatoire apériodique sur un sous-groupe H de Z¢ qu’il décrit. La transformée de
Fourier ¢ de @, i.e.

46) = [ exp(it.2)Qu(de)
est réelle et telle que, si ¥(8) = [exp(:6.2)Q(dz) : #(8)> = [1)(8)|. Puisque H est un
sous-groupe de Z?, on peut trouver d vecteurs linéairement indépendants ay, - - -, ag dans

Pensemble » (Q,) (cf. définition 2.2.4). La proposition P7.5 de Spitzer [Sp] donne alors
une estimation du type

$(6) = W(O)'/* < 1 - al6)® < exp(—aldf?), 8 € [-m, ] (25)
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olt @ = min(2r oy, ming|g>rr-1(1 — #(8))L) si L = maxy |ax| et oy est la plus petite
valeur propre de la matrice [ .27dQ,(z) =2 [ z.27dQ(z). Des considérations classiques
sur les marches aléatoires nous assurent que a > 0. Enfin, la relation qui suit est classique:

e’ — e'%| < cly — 2|z (A < 1et ,y,2 € RY). (26)

Le lemme provient alors des relations (24), (25) et (26), aprés de nombreux calculs, et la
‘constante ¢ qui apparait dans 1’énon¢é du lemme ne dépend que de a =

On peut facilement étendre ce lemme. Dans la mesure o cette extension ne posera
pas de problémes, nous nous plagerons par la suite dans la situation du lemme 2.2.7 qui

suit au lieu de celle du lemme 2.2.6. Appelons Q9 la mesure de probabilité

QW = Qli—g,q1¢ )
Q([~9,91%)
Soit ’hypotheése:
- H(d) : 1l existe ¢ tel que RT(QW) = Z°.

Remarque Lorsque Q est une mesure telle que, pour un certain ¢, Q{9 est centrée et
3(Q@) engendre Z%, alors H(d) est satisfaite.

Lemme 2.2.7 Sous H(d), les conclusions du lemme 2.2.6 sont vraies.

PREUVE : On pose X{? = XiIgx,(<q}> SO =R XD et

1 @

=972 2 I
J

{S,(q)_51§4)=,_,,} .

Me-l

afln)’q(a:, P)=

=g |

1]
o

L’hypothése H(d) entraine la relation (25) d’apreés les explications qui précédent cette
inégalité. On peut donc se servir du lemme 2.2.6 apres avoir noté que pour tout z,y € z:

”afiﬂ)(z,'P) - ag")(y,’P)“Lp < liqrzl_.ilgf ”a‘(iﬂ)ﬂ(z,’p) _ ag")’q(y,’P)lle.
Or, pour tout g, il existe une constante 9 telle que
(9)
c — —d— T —d-
”agn)’Q(w’ P) _ asn))q(y,'P)”Lp S "Wlx -_— y'A(a _Q)(4 d A)/4(b _b)(4 d-2)/4
ou, comme dans la preuve du lemme 2.2.6, c® ne dépend que de la valeur de of? =

mjn(27r‘1a§q),nﬁn,,ZI(,lZ,,(L(q))_x(l — ¢D(0))LD) si agq) est la plus petite valeur propre
de la matrice 2 [ z.z7dQ9(z), ¢ est la transformée de Fourier de Q9 * Q@ (avec
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Qg)(m) = Q@ (—z)) et L est le plus grand des vecteurs linéairement indépendants
aﬁ"),- . ,aflq) dans $(Q@ « ('9). Maintenant, la limite ¢ de c(9) est finie et strictement

positive car a&” tend vers la plus petite valeur propre de la matrice 2 [ z.27dQ(z) w
2.3 Cas du mouvement brownien plan

On suppose ici que (S,), est valeurs dans Z* et que W est & valeurs dans IR?. Comme
en 2.1, nous noterons v(z,C;) le temps local d’intersection renormalisé du mouvement
brownien W et 7™ ([z4/n], Clng) celui de (S,)n (définitions 1.2.1 et 2.1.2). Enongons

notre principal résultat:

Théoréme 2.3.1 Sous H(2), la suite de processus (Y™ ([zy/n), Clng)) t<TccIR? COMVETge
en loi vers le processus (Y(2,C4)), o1 e R? -

Le lemme suivant, que nous montrerons aprés la preuve du théoréme 2.3.1, est parti-
culiérement important: '

Lemme 2.3.2 Supposons que H(2) est vérifié et donnons-nous un entier pair p. Il existe
une constante c telle que pour tout n € IN, z,y € Z%, s<t<T et A< 1:

" " o= yl\x VIl = ng]
I (@, Ciag) =7, Cpanlllzr < o (27" + 5= =)
I ™(z, Ca)llz» < c.

PREUVE DU THEOREME 2.3.1 : Dans ce qui suit, ¢ désignera une constante positive qui
pourra varier d’une ligne & ’autre. Donnons-nous une fonction f différentiable & support
compact, de différentielle bornée et d’intégrale 1. Si (8(n)), est une suite tendant vers

Pinfini, désignons par (fg(s)),, la suite de fonctions : fo(n)(y) = 8(n)? f(6(n)(y — z)) (=
étant un point de IR? fixé). Pour tout t < T, d’aprés le corollaire 1.2.3:

1)
/fo(n)(y)7(y,ct)dy S ¥(z,Ct).

D’autre part, d’aprés la proposition 1.1.2 (on rappelle que, si X € L(P), X = X — E[X]):
/fO(n)(?/)’)’(y,Ct)dy =/c Jo(n)(Wy — Wy )dudv.

Soit (A, D) un couple qui vérifie I' = ADAT, D étant une matrice diagonale. Pour tout
k, la variable aléatoire bi-dimensionnelle X} égale & AT X; a une matrice de covariance
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égale & D. Appelons, _pour n € N, S, = }:Z=155k = ATS,. Introduisons de méme le
mouvement brownien W = ATW. On a:

TN ~+——( Sinv] = S[ny]
™ ( fc : fo(n)(Wy — Wy )dudv, /c ‘ fo(n) (—\/ﬁ—) dudv>

FoTAT T gnv - gnu
= ([ T AT, ~ Wopyduds, | To (471750 o)

ou 7 désigne une distance métrisant la convergence en loi des variables aléatoires & valeurs
dans IR. Nous allons plonger le processus (Sing/v/n)i<T dans le mouvement brownien

(Wt)t<T selon la procédure du lemme 2.2.2. Reprenons des notations similaires & celles du
lemme 2.2.3. Pour tout ¢ < T, les variables

]C T (AW, — W.))dudv et fc oo (A(Wr,,., — W) dudv

ont méme limite au sens L'(P) ce qui est une conséquence directe du lemme 2.2.3 et des
hypotheses formulées pour f. Ceci est vrai lorsque, par exemple,

w. W - —1/2\~1/6
0(n) = (E[SuPt5T|WTtm] - Wil + E[fggl‘b[nt] |+ n 1/2) / _

De plus,
Stnel = Stnad \ g.g0 p (71 [nd
/c, fa(n)(_\/r) udy = ; I_EJ;fo(n)( )
~n Z f0(n)(7)7( )(Ys Clng))
ye%

n n
L) o, Ctugil
n n
= 0" [, $60)(LE — 0™ (o), ).
Cette quantité est asymptotiquement égale, dans L'(P), &

n n)(y — z))y™ n], Cint
b [, FE)w = )1yl Cinay
car 8(n)20(n)([yv/n)/v/n—2z)—8(n)(y —z)| < 8(n)® vV2/+/n qui tend vers 0 pour certaines

suites (6(n)),, - notamment pour celle indiquée plus haut - et, d’autre part, quelque soit 2
élément de ZZ d’apres le lemme 2.3.2:

E[I’Y(n)(za C[nt])l] S c,
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cette constante ne dépendant que de T'. D’autre part:

Bl [, S0 N (v, Cong)d — [, S + 2V, o)

8(n)?
<c \/7_1 .

Par suite, d’aprés notre choix pour (8(n)),:

yvn
8(n)

11 reste & montrer que Y™ ([z/n], Clng) et [ f(¥)¥ ™ (lyv/n/6(n)+2+/7], Ciny))dy ont méme

limite en loi. Nous avons, d’apres le lemme 2.3.2:

[ TS + 2V, Clag)dy ——2(2,C)

[( / f(y)v("’([gz/; + zv/n), Clng )y — 4™ ([ev/A), Clag )) 2]

<o, (08 s ) 5

Ceci montre finalement que nous avons obtenu, a ¢ et z fixés, la convergence en loi:

L
"/(n)([m\/rﬂv C[nt]) T_::’ 7(m’ct)'

Il est clair que la méthode que nous venons d’exposer s’applique aussi bien a la con-
vergence des répartitions fini-dimensionnelles de (Y™ ([zv/7], Clng))) <1, IR Vers celles de

(v(2,Ct)) s, cIg?- 1l reste & obtenir un résultat de tension pour cette suite de processus.
Nous n’allons montrer que la tension de la suite des lois de (7(™([z+/n], Ciny)), < 8 @ fixé.

Pour la tension de la suite (7 ([z+/7], Ciny)) [R?» on procéde de la méme maniére.

t<T,x€

- Prenons t; <t S ty < T et n > 1. En utilisant le lemme 2.3.2, on remarque que

E| (v ({zv/7], Cing) = 7™ (2], C[nt1]))2 (Y™ (v, Cra) = 7 (v, Closa) 2]

<c [n1] — [nt1] [nds] — [nd] <e ([ntzl -

[ntl])2.

Deux cas se présentent:

-Sitp—t; > 1 alors [nta] = [nt1] < 2(nt2 — nty)

-Sity — 14 < 1 alors, t; et t ou ¢y et t sont dans le meme intervalle [:=*
membre de gauche est nul.

i—1 i

—=, [ et le
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Globalement,
E|(+"(lev/Al, Clag) = 7™ ([ v/A), Clneay))’ (7™ ([23/7), Cina) = 7™ ([23/7), Chne)]

<el(ts — t1)2

ce qui, d’aprés le théoréme 15.6 de Billingsley [Bi], montre la tension de la suite des
processus (7™ ([z+/n], Cing))e<T, €t termine la preuve du théoréme 2.3.1 u

Il reste & montrer le lemme 2.3.2.

PREUVE DU LEMME 2.3.2 : Nous ne montrerons que la premiére inégalité. Il suffit de
prouver que

1) 1)z, Gg) = 10, Gl < 2

. n n / t] —
11) “7( )(maC[nt]) —7( )(m’C[na])“LP <c In_]'—ﬁm

Dans ce qui suit, ¢ désignera une constante qui pourra varier de place en place.
i) La preuve qui suit est une version discrete de la preuve utilisée par Le Gall dans

le cas brownien et exposée en 1.2. On introduit "Iéquivalent” discret de la partition du
paragraphe 1.2:

y N K—§— . K— . 1 K—
={(G\1) € Clny : Fjio,lo <277, j=n2"" 4o, I=(n+35)2""* + b},

ot £ =min{i : 2' > [nt]}. Les A$ sont disjoints et

K=12¢~1 x—12¢ -1
C[nt] = U U Ae donc 'y( )(a; C[m] Z Z a(")(:c Af
§=0 =0 ¢=0 7=0

ott comme d’habitude, X = X — E[X]. D’autre part, les variables aléatoires (agn) (2, A%))y
étant indépendantes, la partie i) sera une conséquence directe du lemme, figurant dans
Westwater ([Wes], lemme 5):

Lemme 2.3.3 Soit (U;); une suite de variables aléatoires indépendantes d valeurs dans IR.
Supposons qu’il existe deux constantes ky et ky telles que pour tout entier i ||U;||1» < kopFt
ot p est un entier pair quelconque. Alors,

n
i ZTJ_,'HLp < 2kop* /2, /n pour tout n.
=1
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Tenant compte du lemme 2.2.7, le lemme 2.3.3 nous donne:

k-1 261

I, Ciag) = 74, Cin)llzr S e 311 Y- @7 (2, 49) =757y, 49)|2o

=0 =0

—yl|* -
< c|$ yl 2&(1-—/\/2) < c( |$\/ﬁyl),\

n
ii) On a
1™ (2, Clug) = 7™ (2, Cingg) + @7 (2,{0,+++, [ns] — 1} x {[ns] + 1,---, [nt]})
[nt] -1 [nt]
=Y Y Tesm
—[na]l—1+1

Or, d’apres le lemme 2.2.7,

les™ (2, {0, -+, [ns] = 1} x {[ns] + 1, -+, [nt]ll» < ¢ \/[nsl([nrf] — [ns))

[nt] - [ns].

<ec

Réutilisons la partition (4%)y,,¢ avec £ = min{i : 2° > [n#] — [ns]} et notons P(")(n,¢)) =

o A{[ns] 02578, [ns] 40257 4 258 1) x {[ns] 4 276 £25767 L [ns] 4028

2%=¢ — 1}. 1l vient,

[nt] -1 [n{] 15 —-12¢-1
; E Z I{SI‘SF”} = —Z Z Z L(S14tn01=S; 4tma1=2)
j=[ns]l=j+1 5—-0 =0 (G, EAS
k—12¢-1 _
=Y Y & (@, PM(n,¢)).
£=0 n=0

Or,

k—§ _
”agn)(x,P(n)(n,ﬁ))“Lp <ec 2 - <ec [nt] ~ [ns] 2—5.

Par indépendance des variables (a(")(:v, P(™)(n,£)))y, le lemme 2.3.3 implique que

26 -1

1Y 3G, PO, e)ls < o Bl
7=0
Par suite
[nt]-1 [n{] -
1 i t
”Z > > T '—:c}”LP<c[n] "3122 f<e [nt] — [ns] [ns]
j=[ns] I=j+1 s
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dott le ii) m

Remarque Cette méthode permet d’estimer facilement la distance de Lévy-Prokhorov
w entre (Y(™(0,Clny))e<r €t (7(0,C¢))e<r. En utilisant la technique de plongement et
'inégalité exponentielle du lemme 1 de Haeusler [Ha], on obtient:

71.((7(71)(0, C[nt]))tSTa (7(0’ct))t_<_T) = 0(n‘1/25).

2.4 Cas du mouvement brownien de R¢

Comme dans les partles précédentes, on notera a4(z,.) le temps local d’intersection de W
au point « € R?, et o )(a:, ) celui de S, au point z € Z* (voir définitions 1.1.4 et 2.1.1).

Le résultat principal de cette partie est le suivant:

Théoréme 2.4.1 On suppose que H(d) est vérifié dans chacune des trois assertions
suivantes.

. c
£) (agﬂ)([m\/,q, C{nt]))zeﬂi,tgfr Tnon (al(x’ct))zeﬂl,tgq‘
i1) Si K est un compact de IR? qui ne contient pas l'origine :
n c
(a$™ ([zv/n), Cint)))zek t<T — (a(,Ct))zek,t<T
i) Stz #0:
n c
(5™ ([z+/n), Cpag))e<T —0 (as(z,Cr))i<T-

Ce théoréme repose pour beaucoup sur le lemme suivant, que nous montrerons apres
la preuve du théoréme 2.4.1. Soit (A§(t))y,¢ la partition de Clyy) introduite au cours de la

preuve du lemme 2.3.2, avec x(t) = min{i : 2° > [nt]}.

Lemme 2.4.2 Soit z #0. Sous H(d), on a:

k(t)—12¢-1
E[supad Nlzv/n), EL_'J,, "L—Jo AS(1))] < @np + by, avec SUp dnp —:—_;—)0 et by, WO

PREUVE DU THEOREME 2.4.1 : Le i) s’obtient en utilisant la méthode de la preuve du
théoréme 2.3.1 puisque, notamment, a;(0,C;¢) < 0o P — ps pour tout ¢ < T. Le ii) est une
conséquence simple du théoréme 2.3.1. Il nous suffit donc de montrer iii).

Réintroduisant la partition (A$(t))y,e de C; définie en 1.2, on peut montrer comme
dans la preuve du théoréme 2.3.1 que pour tout p > 1:

c
(o™ ([2v/m), A5(8); € < Py < 2 = Dgr ——— (el L(1); € S Py < 2° — Dyeer
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Par suite,

(@ (v, U U A§@Desr —— (este U U A@eer
£=0 n=0 £=0 =0

Désignant par = la distance de Lévy-Prokhorov (voir 1.1.3), on a
r((ag")([w\/ﬂ, C[nt] ))th, (ag(:v, Ct))th)
k(t)—12¢ —1

< (o™ ([ev/n), Cpugegrs (a8 (fevinl, |J U A§(®))e<r)
{=p n=0
K(t)—12¢ —1 K(t)—1 26 —1
+7((es” (vl | U 45®)cr(as(z, |J U 45)ecr)
¢&=p n=0 é=p =0
‘ k(t)—12¢ -1
+ 7((ea(z, U U AL ()<, (@a(, Ce))e<r)-

é=p n=0

On fait tendre n vers U'infini, puis p vers 'infini. Les deux premiers termes s’annulent
d’apres ce que nous venons de voir pour le deuxiéme terme, et d’apres le lemme 2.4.2 et le
lemme 1.1.3.2 pour le premier terme. Le troisiéme terme lui aussi s’annulle si p tend vers
Pinfini, ce que 'on montre plus facilement que pour le lemme 2.4.2

Afin de montrer le lemme 2.4.2, nous devons rappeler quelqﬁes notions classiques sur
les marches aléatoires.

Définition 2.4.3 Soit M une probabilité sur un groupe additif R. On dit que la marche
aléatoire engendrée par M et de distribution initiale &y (la mesure de Dirac en 0) est
fortement apériodique sur R si, pour tout x € R, le plus petit sous-groupe de R qui contient

4+ Y (M) est R.

Nous allons nous servir du théoréme central limite local. Rappelons dans un premier
temps son énoncé (Spitzer [Sp], P7.10):

Lemme 2.4.4 Soit (Sp)n (So = 0) une marche aléatoire fortement apériodique sur un
groupe R, centrée, avec cov(S;) =T. On a pour tout z € R:

- = LI B! 1 o1-a
(27n)4/2 detT1/2 exP(—Er;l‘ T )+ Wn /2E1(n,:1:)

1 1 I s ~d/2
(21rn)d/2 detT'1/2 exp("'z,;m T -$)+n /E2(n,$),

i) Siz#£0, P(Sp=z)=

i) P(Sp = z) =

ot les E;(n,x) sont tels que sup, |E;(n,z)| — 0 si n tend vers l'infini.
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Sous H(d), la marche aléatoire (S, ), du paragraphe 2.1 n’est pas, en général, fortement
apériodique sur Z”. Nous allons donc montrer le renforcement suivant:

Lemme 2.4.5 Supposons que H(d) est vérifié et donnons-nous un z € Z°. Il existe un
entier s > 1 indépendant de = et un entier I = l(z) € {0,---,! — 1} avec:

N _oh 1 1 1 roa Ry
i) Stz #0, P(Spsp1=12) = @rn)iT? 3eiTT2 exp( 5 ¥ T h2)+ |$|2n Ei(n,z)

1 1
(—-2—17—le.F'1 2) +n~Y2Ey(n,z),

22) P(Sns+l = :L') = (27m)d/2 detP1/2 €Xp

les restes Ei(n,z) vérifiant sup, |Ei(n,z)| — 0 st n tend vers linfini. D’autre part, si p
n’est pas de la forme ns+1, P(S, =z) =0.

PREUVE : Sous H(d), on a R*(Q) = Z*. En particulier, il existe un entier s (la période

de (Sp)n) tel que
s = pged{n : Q*"(0) > 0}.

Deux cas se présentent : s = 1 ou s > 1. Si s = 1, nous allons voir que cela entraine
I’apériodicité forte de la marche aléatoire (Sy), sur Z°. Le lemme 2.4.5 est alors une
conséquence directe du lemme 2.4.4. Montrons donc que (.S, ), est fortement apériodique
(Spitzer [Sp], P5.1). On prend z et y dans Z° : il faut prouver que y est dans le groupe
engendré par z + Y _(Q). De s = 1, on tire que @**(0) > 0 pour n > N. D’autre part, il
existe m tel que @*™(y) > 0, et donc @*"(y) > 0 pour tout n > m + N. Alors, on peut
trouver des nombres 0; € Y (@), i =1,:--,2n avec :

Y=o +r0p et 0=—Gn+1 — = 09n.
Le nombre y peut donc se représenter comme
n n
y=) (z+0))— ) (2 +0itn),
=1 =1

et il est donc dans le groupe engendré par = + Y (Q).
On supposera désormais que s > 2. Introduisons les ensembles R?'(Q) pour [ €

{0,.-.,s — 1} définis par
Rf(@Q={zeZ : InQ™*)(z)>0}.

Ces ensembles sont des copies distinctes telles que
s-1

z' = R*(Q) = |J Rf (Q). (27)
=0

La relation (27) est classique et facile & retrouver. On montre maintenant que (Sp;)n est
fortement apériodique sur Rf(Q). En premier lieu, nous allons voir que R (Q) est un
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groupe. Soit z € RF(Q) : il existe n tel que Q*(**)(z) > 0. Alors, si s ne divise pas
P, @*P(—z) = 0 car Q*(""'*'P)(O) > Q*?(—z)Q*("*)(z). Par suite, Q*?(—z) > 0 entraine
que s divise p et on conclut de Pégalité R*(Q) = Z* que —z € R},‘r (@) : Rf(Q) est un
groupe. D’autre part, la marche aléatoire (Sps)n est la marche aléatoire engendrée par
Q@** de distribution initiale 8. En outre, sa période est

pged{n : Q*(’“)(O) >0} =1,

et on est donc ramené au cas s = 1. '

Lorsque ! € {1,-- — 1}, on doit comprendre (Sps+i)n comme étant la marche
aléatoire engendrée par Q*’ de distribution initiale @*'. Les ensembles (R (Q)); étant des
copies distinctes, on en déduit que la marche aléatoire (Spe41)n sur R"'(Q) se comporte
comme (Sy,)n sur RF(Q). En particulier, elle est fortement apériodique sur R} (Q) et le
lemme 2.4.5 est alors une conséquence de (27) et du lemme 2.4.4 »

PREUVE DU LEMME 2.4.2 : On a pour tout p > 1:

26 -1 [nt]—1 [i+[nt]277]
up> > a.ﬁ."’([xﬂ A Ssup—= 30 3, Ks-simtevmy
t<T e3p n=0 =0  j=i

y [aT1- 1 [i+[nT]2"?) ,
S > ) Ismsepevay

i=0  j=i

Donc, ¢ désignant une constante qui pourra varier de place en place:

26 -1 [[nT)27?]+1
E[supz Y o (eval L@ <evn Y. P(S; = [zv/A)).
€>p =0 Jj=1

D’aprés le lemme 2.4.5 i), on doit estimer deux quantités. Tout d’abord, la premiére
quantité est majorée par '

\/ﬁ (nT)
bn = o l[mﬂzfsup|E1(y,x)|

Puisque

\/— [nT]
Sup [.’I)\/jT -1, [xﬂ E \/" < oo et Sup |E1(J’$)I————)O

Jj=1
by, vérifie bien la condition annoncée. La deuxiéme quantité qui apparait est:

[(nTj2~?}+1 T ei

I~
C\/f_l Z j3/2 exp( [xﬂ j [Ib'ﬂ)
=1
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La fonction
[2y/n]T.D~1.[z4/n]
2y )

Y — 3/2 exp(—

est croissante sur )0, [z/n]T.T'""1.[z\/n]/3]. Par suite, en prenant un p assez grand, on a
pour cette deuxieéme quantité la majoration:

nT2"7P41 [wﬂTP -1 [xﬂ
C\/ﬁ/o ys/z exp(— 2y )dy

SRR Jempmem

Vn ( nT27P 41 )1/2
S oA T oyl oyl T Lo/l

La suite ap p du lemme 2.4.2 est celle qui apparait dans la derniére inégalité, et elle vérifie
la propriété annoncée m

Il reste encore un probléme & propos de la convergence de la suite (ad([a:ﬂ Ciny) ))
Comme nous l'avons dit en 1.1, a3(0,C;) = 400 P — ps. Or, contrairement & ce qui se
passe en dimension 2, il n’existe pas en dimension 3 de méthode pour donner un sens a
@3(0,C;). Cependant, Yor [Y4] a montré que si I' = Id

27 c
(m(as(w,ct) = Elas(z,Co)]))e —— (Be)e,

ol B désigne un mouvement brownien réel indépendant de W. On peut donc légitimement
s’attendre & ce que la suite de processus

ait elle aussi un comportement asymptotique brownien. Nous n’avons pas réussi a montrer
un tel résultat.

Il semble que la méthode naturelle pour y aboutir soit essentiellement basee sur le
théoréme de Lindeberg pour les tableaux triangulaires. On peut en effet montrer, comme
Le Gall ([LG1], page 503) le fait avec le rang de la marche aléatoire, que I’objet en ques-
tion se comporte en réalité comme une somme de variables aléatoires indépendantes. Le
probléme qui subsiste et que nous n’avons pas réussi & résoudre est I’estimation de la limite
en n de la quantité

1 n)
Eg_n"m‘("‘g (0, Clny))-

2.5 Mesure de polymére associée au mouvement brownien plan
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On considére ici que (Sy )y est & valeurs dans Z2 et que W est & valeurs dans IRZ.

On reprend les notations habituelles relatives aux temps locaux d’intersection et aux
temps locaux d’intersection renormalisés pour (Sy, ), et W. Nous avons vu dans le théoréme
1.3.2 que la mesure de polymére associée au mouvement brownien plan s’écrit:

(g, t)(dw) = -f};exp(—gv(o, C.))P(dw).

Compte tenu du théoréme 2.3.1, on peut s'attendre & ce qu’une version discrete de cette
mesure soit la mesure, dite de Domb-Joyce [DJ]:

1

™

pn(g,t)(dw) = —— exp(—g7™ (0, Clny)) P(dw).

Ce résultat va faire I’objet du théoréme principal de ce paragraphe:

Théoréme 2.5.1 On suppose que H(2) est satisfast. Pour tout couple (g,t) € R%., pn(g,t)
converge étroitement vers u(g,t).

Tout d’abord, nous avons un résultat d’uniforme intégrabilité:

Lemme 2.5.2 On suppose que H(2) est satisfait. Pour tout couple (g,t) € ]R_Z*_, il existe
une constante c¢(g,t) telle que

sup Elexp(—g7™(0, Clag))] < (g, 1)

PREUVE DU THEOREME 2.5.1 : Soit A un ensemble de P-continuité. On a, d’aprés le
théoréme 2.3.1 et le lemme 2.5.2:

L
E[exp(_g'y(n)(ov C[nt]))IA] _";:.:* E[exp(_g'Y(Oa ct))IA],
ce qui prouve le théoréme m

"PREUVE DU LEMME 2.5.2 : 1l s’agit en fait d’une version discréte de la méthode
habituellement utilisée pour montrer que 4(0,C;) admet des moments exponentiels (voir
Varadhan [Va)). :

On introduit encore la partition (4%),,¢ de Clng, avec £ = min{i : 2' > [nt]} (voir
la preuve du lemme 2.3.2 i)). Notons pour ¢ < & — 1, 8(™(£) la variable aléatoire

2¢ -1

BE) =Y of™(0, 45).

n=0
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Pour une certaine constante c¢;, on a d’aprés le lemme 2.2.7:

261 n—f -1
E[B™(£)] < ¢ Z < et
n=0
Alors, pour tout k < n -1
k=1
P(Y™(0, Ctay) < —261tk) < P(Y_ B (E) < ~2extk + E E[g™(&)])
=k £=0
L BEEBP @O (S B @l
= (e1tk)? - (e1tk)? )

Or, puisque ||ag")(0,A$,)HLz < ¢1t27¢, le lemme 2.3.3 donne

1B ©)llze < eat2™¢,

pour une certaine constante ¢z. Ainsi,

2

€2
P(;Y(n)(() C{nt]) < 2Cltk) S 2",‘,‘2(61(1 2_1/2))2 .

Posons ¢3 = c3(e1(1 — 2-1/2)) ™%, En utilisant le fait que

Q= [J{-2e1t(k + 1) < 77(0, Cny) < —2e1tk}|J {7 (0, Clng) > —2c1},
k>1
nous obtenons

Elexp(~g7™ (0, Opag))] < exp(29c1t)(1 + 3 exp(2ge1 k) P(y™(0, C[m]) < —2¢:tk))

k>1
xp(2gc1t —log2)k
< exp(2gcit)(1 +c32 exp(2g 1k2 £2) )
k21

et ce dernier terme est fini lorsque le couple (g,1) est tel que gt <log2/(2¢1) = ¢4.
Etendons cette propriété & tout couple (g,¢). Posons, pour u < v

[nv]—1 [nv]

7 = -1- > ) Tsi—s=0

._[nu]I—]+1

(ce qui a été montré pour 7(“)(0,C[m]) = 'y((, t) reste valable pour 75,'2 ), et prenons un

couple (g,t) tel que gt/2 < ¢4. Nous avons
n) , —(n t t
Y0, Crag) =2 +45 + 370,40, -+, 151 = 1} x {I5] 4+ 1,0+, [nf]})
> 9 49 = Blaf(0,{0, -, (51 = 1 x {151+ 1+, nél}),
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d’ou

Elexp(—g7™(0, Clng))] <

Elexp(~g71573)] Blexp(—g7{")] exp(gE[a§™ (0,10, -, [ b -1} x {5 L 41, [t

qui est majoré par une constante indépendante de n car gt/2 < ¢4. Ce procédé s’étend de
facon évidente & tout couple (g,t) m
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