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L'ALGORITHME DE LA DIVISION EST-IL UN ALGORITHME ?

Jeanne GUIET
Laboratoire PSYDEE — Paris

Résumé :

Doing a division calculation is a target which meets obstacles linked with the meaning of the operational technique
itself. This research aims to determine the origins and the nature of the most frequent mistakes in order to anlyse the
procedures used by pupils when they have to divise. We will examine how the pupils interpret the learning of this
operation, how the meanings are related themselves, and how they evolve, Our objective is to determine how the choice
of the different divisions makes it possible to check the mental processes of the pupils, and to understand the sense that
they give to these calculations. The exploration of the areas to which the mathematical concepts belong will be done
according to the classification and the reflection on the sense that the children give to their knowledge of the algorithm.

L'étude de la division est réputée difficile. Son enseignement s'étend sur plusieurs années :
abordé des 1'école €lémentaire, on la retrouve dans les programmes du premier cycle. Cette opération
donne bien des soucis aux instituteurs : les difficultés de compréhension éprouvées par les enfants les
inquietent et ne laissent pas les parents indifférents. Les performances des éléves ne sont pas
fameuses et on s'étonne des erreurs qu'ils commettent en effectuant des divisions. Dans 1'élaboration
de leurs savoir-faire et de leurs savoirs mathématiques, les enfants saisissent d'abord certaines
situations et relations simples qui jouent le role de modeles primitifs. A partir de ces premiéres
conceptualisations, ils abordent des situations plus complexes, qui leur permettent d'enrichir le sens
de leurs connaissances. C'est le cheminement que nous allons observer ici 4 travers les conduites des
enfants dans 28 divisions.

L'étude de la division a I'Ecole Elémentaire se réduit trop souvent 2 la mise en place d'une
technique opératoire. La connaissance d'un sujet individuel est fondamentalement un répertoire de
sché¢mes, ou "organisations invariantes de la conduite dans une classe de situations données"
(VERGNAUD, 1990). Celui-ci est en général trés grand et beaucoup d'entre eux ont un domaine
d'application restreint. Ils se développent et se transforment au cours de l'expérience et de la
maturation, 2 cause de la résistance qu'opposent les situations nouvelles 2 leur traitement par les
schémes existants. Le développement cognitif s'analyse comme un enrichissement adaptatif par
filiations et ruptures des invariants opératoires, des régles d'action, et des systémes d'exécution et de
contrdle des productions du sujet. Ce processus d'adaptation des schémes consiste principalement en
découvertes, combinaisons, décombinaisons et recombinaisons. Devant une difficulté imprévue, les
éleves inventent et tentent de réparer leur procédure défaillante (VAN LEHN, 1990). Prenons
I'exemple d'une division comportant un zéro intercalaire au quotient. Ce n'est pas le méme schéme
qui génere les erreurs entre deux divisions dont la structure est similaire, et la réparation apportée par
le sujet n'est pas la méme. |

Nous allons voir notamment que l'algorithme reste un schéme d'efficacité locale, et n'a donc
pas les propriétés de généralité et d'effectivité de I'algorithme enseigné. La connaissance est une
adaptation. Ce qui nous intéresse est de comprendre comment "I'algorithme” révele ses insuffisances
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lorsque la complexité de la division s'accroit. Le travail sur le signifiant est décisif; 1'€l¢ve ne peut
conduire une division jusqu'au bout sans traces écrites. Ce sont aussi celles-ci qui permettent
d'analyser les erreurs. Les schémes des éléves n'en sont pas moins implicites, méme quand ils
s'appliquent & des signifiants. La construction de l'algorithme de la division offre un exemple
d'analyse en termes de schéme et de concept. Ce qui nous intéresse ici en dernier ressort, c'est
l'identification et I'analyse des invariants sous-jacents au fonctionnement des schémes. Chaque pas
de l'algorithme de la division représente en fait une nouvelle situation de calcul, et c'est la mise en
relation des différentes étapes qui permet de comprendre les procédures des €leves et leurs failles. Par
exemple, "le schéme partager/distribuer, fonctionne pour I'éléve & condition que le dividende
contienne le diviseur”; (" J. BRUN, F.CONNE, 1991).

L'objet de notre étude des comportements des éléves résolvant les situations de division, est de
comprendre les ruptures principales qu'on peut prévoir. Nous envisageons les erreurs comme le
résultat de conceptions qui, bien que fausses, persistent au cours de l'apprentissage. L'obstacle
résulte d'une connaissance, d'une conception, et non pas seulement d'un manque de connaissance.
L'existence de ces obstacles pose des problémes didactiques : Comment éviter les obstacles? Doit-on
le faire.? Peut-on tous les éviter ?

La division fait alterner plusieurs types de traitement (multiplications, soustractions), ce qui
peut engendrer des risques de confusion. Ce qui est en jeu dans ces distinctions, c'est la signification
des transformations effectuées. Les représentations des éléves, qu'elles soient spontanées ou qu'elles
résultent d'un apprentissage, sont attachées aux conditions matérielles ou didactiques et aux
techniques de calcul dont ils disposent. Notre but est de mettre en évidence les procédures effectives
qui sont & la source des erreurs; celle-ci ne peut &tre vraiment atteinte si l'on en reste aux aspects
syntaxiques de l'algorithme; il nous faut faire le lien entre les erreurs observées et les aspects
conceptuels en jeu dans la procédure utilisée. Les catégories d'erreurs correspondent A divers
contrdles des rapports entre dividende, diviseur, quotient et reste. Des travaux sont effectués, depuis
quelques années, qui considerent I'erreur comme un élément essentiel du processus didactique.

A l'enseignant un double probléme se pose:

- Comment interpréter les erreurs des éleves ? Sur quoi nous renseignent-elles : sur le travail de
I'éleéve, sur ses conceptions par rapport a la connaissance visée, sur la perception qu'il a des attentes
du maitre ?

- Quel comportement peut-on adopter face A ses erreurs ?

Présentation de 1'épreuve

Clest une étude dont les épreuves sont données dans différentes classes, du Cours Moyen 1&re
année, A la 5¢me.L'expérimentation se déroule dans plusieurs établissements. La population étudiée
est de 200 enfants 4gés de 8 ans 2 13 ans, dont 50 éleéves de chaque niveau. La typologie des criteres
retenus pour les 28 divisions est la suivante : un seul chiffre au diviseur; reste nul ou non; quotient
décimal ou non; cas du dividende inférieur au diviseur; zéro intercalaire au quotient; répétitivité du
reste dans le dividende partiel; nombre de chiffres au dividende supérieur ou égal au diviseur pour le
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calcul du premier chiffre du quotient. Les mémes caractéristiques sont étudiées pour les divisions 2 2
chiffres et plus, au diviseur. | ' ) -

Les principales difficultés envisagées lors de la construction du protocole sont ainsi relatives :

-2 1a longueur du nombre du diviseur, du dividende et du quotient, o 2

-au z€ro terminal ou intercalaire dans ces nombres,

-au nombre de chiffres & prendre en considération au dividende, en fonction du nombre de chiffres
du diviseur, du zéro au quotient quand le dividende est inférieur au diviseur, o

- au placement correct de la virgule au quotient si celui-ci est décimal,

- 4 la justesse du calcul.

Nous avons classé les erreurs des sujets et €tabli un codage qui permet d'en faire plusieurs
analyses. Les résultats montrent que plusieurs difficultés indépendantes mterv1ennent dans les
erreurs, et que certaines d'entre elles entrainent des confusions dont I'analyse nous éclaxre sur les
conceptions des éleves. Elles appellent donc une attention didactique particuliére.

Traiteme données de | herch
Le codage concerne les 28 divisions. Les erreurs peuvent se produire A plusieurs niveaux et

dans plusieurs occasions selon les caractéristiques du dividende, du diviseur et du quonent |

- Probléme du calcul : La premilre question est celle de I'ordre de grandeur des différents chxffres du
quotient. Puis, au cours de I'exécution de la tiche, on considere le calcul du dividende parnel avec les
difficultés spécifiques que posent la multiplicétion et la soustraction.
- Probiéme de la virgule : La consigne était de faire la division au centiéme prés. Coder une absence
de virgule n'apparait pas pertinent pour les classes de C;M._l n'ayant pas regu d'enseignements sur
ce point. Nous codons si la virgule est bien placéé ou non, nous identifions le mauvais placement,
qui peut &tre di A une mauvaise évaluation de l'ordre de grandeur du résultat, ou bien a une erreur
dans la technique opératoire. Il est intéressant d'identifier 2 quel moment cette erreur apparait et
pourquoi.

_Le zéro terminal «du dividende n'est pas pris en éompte il n'est pas feporté au quotient.

-Le zéro intercalaire du diviseur n'est pas pris en compte : la multiplication par ce chiffre n'est pas
effectuée; il en reste qu'on peut prédire dés le départ un mauvals ordre de grandeur au quotxent

-Le zéro terminal du quotient n'est pas écrit : par exemplc le zéro terminal du dividende n'a pas été
reporté.

-s0it 1 | n res impli "

Le seul cas est celui du z€ro A abaisser au dividende pour continuer 'opération : le zéro n'est alors
pas.pris en compte.

Apres un tri 3 plat effectué pour chacune des 218 varlables un tri est effectué a partir des cntéres
d'échec, afin de sélectionner les variables que nous rutcnons pour les analyses ultérieures.

Deux méthodes d'analyse statistique sont retenues :

- Classification hiérarchique (selon I. C. LERMAN),
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- Classification implicative (selon R. GRAS et A. LARHER).

Quelques ré sﬁltgt§ '

Au C.M.1, la nature algorithmique représentée par les divisions longues est similaire 2 celle
rencontrée quand le dividende posséde un zéro intercalaire. La présence du zéro terminal €st une
*“difficulté similaire & une division qui requiert une certaine longueur de calcul. L'échec est donc li¢ au
zéro. De plus, l'ordre de grandeur initial n'est pas maitrisé : les autres difficultés s‘ajoutemv’ainsi ace
probléme. Dés le départ, l'apprentissage de la division se heurte au probléme primordial du sens
initial requis pour le calcul; c'est & dire I'évaluation du premier chiffre du quotient. ’

'Au C.M.2, les premiers obstacles concernent les divisions comportant des diviseurs 2 trois
chiffres et celles ot les dividendes sont inférieurs aux diviseurs. Le -probléx'he de I'évaluation de
Tordre de grandeur initial reste considérable, ainsi que celui du calcul du zéro intercaire dans la
partie décimale du quotient. Dans 1a catégorie des divisions les plus réussies, on releve celles qui
possédent des zéros intercalaires et terminaux au quotient. Les principaux mécanismes sont tout
de méme mieux installés que dans les autres niveaux de classe étudiés. Il n'en st pas de méme en
- sixi®me, car ces divisions sont échouées de fagon plus massive. Les divisions les plus réussies
sont composées d'un chiffre au diviseur seulement. On retrouve aussi des problémes liés au
positionnement de la virgule au quotient, ainsi que ceux relatifs aux divisions dont le dividende
~est inférieur au diviseur. L'échec, globalement plus impo'rtant en classe de sixi¢me, offre des

résultats trés contrastés par rapport A ceux que 1'on obtient en classe de C.M.2. Les enfants issus
“de la classe de C.M.2, ont des performances limités A cette période d'acquisition. Ce phénoméne

demeure éphémere, dans la mesure oil, un an apres, les taux d'échec sont brutalement accrus

pour les mémes divisions. La division ne se réduit pas & un simple algorithme dont
" I'apprentissage serait facilité par la répétition des tiches associées. Pour les éléves de C.M.2,
‘période 2 laquelle l'apprentissage se centre sur l'introduction des décimaux, le choix de la
position de la virgule n'a pas de cohérence avec l'ordre de grandeur requis du quotient. Pour ceux
qui sont en classe de sixieéme, le positionnement de la virgule juste avant, ou juste aprés le zéro,
semble étre le critére commun des similarités d'échec observées. Le probléme de la virgule
engendre d'une fagon plus globale des ruptures dans l'ordre des difficultés du protocole
considéré. En général, le mécanisme initial consistant 3 évaluer l'ordre de grandeur du dividende
par rapport au diviseur est une difficulté qui vient se rajouter & d'autres caracténanues d échec

" - et ceci pour nos quatre niveaux de classe considérés.

Notre étude nous permet de souligner par ailleuars les différences de réussite selon le sexe
des éleves, ou la soustraction posée ou non posée sous le dividende partiel. Les gargons
" ‘posséderaient une plus’grande maitrise et une plus grande rapidité d'exécution pour les divisions
les plus complexes. Par ailleurs, les filles réussiraient davantage certaines particularités comme le
z€ro au quotient entre autres. Le fait de poser la soustraction favorise la réussite aux d1v1s1sons
d'une fagon générale. Seuls, les enfants qui maitrisent l'algorithme sont capables d effectuer une
soustraction mentale qui suppose des capacnés d'abstraction importantes.
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Nos résultats montrent que la suite d'opérations que comporte une division est effectuée
sans que le sujet comprenne les raisons de ce qu'il fait. Avec une répétition fréquente cependant,
on arrive A comprendre certaines choses, les conditions d'une vraie automatisation étant non
réunies. L'algorithme de la division, s'il se raffine de conditions particuli¢res, comme les zéros
au quotient, par exemple, va engendrer des actions spécifiques. L'idée d'obtenir des choses qui
vont se dégénérer dans I'usage, est la preuve que I'algorithme n'est pas acquis, le sch¢me quant &
lui, est celui qui réussit. L'ensemble des classes d'erreurs (et des relations dissymétriques entre
elles) de l'algorithme de la division écrite, recueillies graice aux méthodes d'analyse de données
telles I'analyse hiérarchique, I'analyse implicative et 'analyse factorielle de données, donne des
résultats qui s'étayent et s'affermissent dans une perspective d'enrichissement didactique.
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