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QUELQUES MISCONCEPTIONS
QUI RISQUENT DE DEVENIR OBSTACLES EPISTEMOLOGIQUES
SUR LA NOTION DE PROBABILITE CONDITIONNELLE -

~ André TOTOHASINA
', IRMAR - Umversxté de Rennes 1

1 Introduction

Si le concept des probabilités a vu le jour vers le milieu du 17iéme siecle, l'histoire' atteste que
" celui de probabilité conditionnelle a une apparmon relativement récente. Il a fallu attendre 33
années aprés le début du 20ieme siecle, grice aux travaux de Kolmogorov qui a
institutionnalisé les probabilités comme objets mathémaUqucs formels, pour que la notion de
probabilité conditionnelle soit doté d'objet mathématique détaché de tout coritexte concret.
" Elle apparait d'ailleurs comme un des moteurs du dcveloppement de la mathémathue des
probabilités : toute probabilité est en fait conditionnelle. Rappelons quc d'un pomt de vue
phllosophlque, trois grands courants d'idées sont reconnus comme cntéres de classement des
divers spécmhstes des probabilités (cf.[34], pp 1- 14 chap I -IX) : '
- I'approche logiciste (ou nécessanste, termmologxe de L. J Savage) sclon laquelle les
probabilités sont une extension de la logique, en représentant le degré de confirmation d'une
. proposition étant donné toutes les propositions auxquellcs elle est liée ;

- l'approche subjectiviste (ou personnaliste, terminologie de L.J.Savage) qui congoit le calcul

des probablhtés comme une mesure de la confiance qu'on a dans la vérité d'une proposition ;

on checrhc A utiliser lc calcul des probabilités dans la plupart des situations d'incertitude, y
| compns des s1tuauons sub_]ecnvcs .

- I'approche objectiviste ou fréquentiste selon laquelle le conccpt de probablhtés s apphquc

uniquement aux événements al€atoires susceptibles de. se produire lors d'épreuves. répétées et
| indépendantes ; on ne peut protiabiliscr que les événements do_nt l'observation des fréquences
d'apparition, au cours d'épreuves répétées, constitue une approche empirique. Elle est
certainement d'un grand intérét didactique, car elle autorise de véritables expérimentations,
par la voie d'étude statistique, si I'on vise 1'éveil du jugement probabiliste chez les enfants.
Beaucoup de travaux de recherche sont déja engagés sur cette voie [19],.[6], [S], [13], (14],

| : [16] étc IIs concernent pour la plupart le concept de probabilités en général.

Le préscnt axucle relate essentiellement la notion de probabilité. conditionnelle, discipline
'd'ensexgncment Une enquetc que j'ai mcnée aupres d'étudiants de Deug en 1991 a montré
I'existence de deux conceptions réductrices relatives au concept de probabilité conditionnelle
[34], les Cohceptions causaliste et chronologiste, sur lesquelles peuvent se fonder de
véritables obstacles €pistémologiques [1], [8] et [9): ,

Whmngkmm d'une probabilité conditionnelle : c'est le fait de sous-tcndre
‘_sys,témanquement de "chronologie " ou de "temps" 1a fagon d'appréhender ce concept ;

L W d'une probabilité conditionnelie : c'est le fait d'introduire
(implicitement) une relation de "cause 2 effets" ou de "cause & conséquences” dans la fagon
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d appréhender ce concept _
Se pose alors la question de savoir en quoi justement ces conccptxons nsquent de présenter
des obstacles dans la fagon de résoudre des problémes qui relévent de la notion de probabilité
conditionnelle. Il semble que la réversibilité de la probabilité conditionnelle ne soit pas
possible si les conceptions chronologiste et causaliste demeurent prégnantes chez les éleves.
Eneffet, la conception chronologiste suppose que dans l'expression "la probabilité de B,
sachant A", A précéde B, ou A préexiste avant B; par suite il n'est pas possible d'exprimer la
"probabilité de A, sachant B". : .
La conception causaliste suppose que dans I'expression "la probabilité de B, sachant A"Aest
la cause de B, donc c'est un non sens d'exprimer la "probabilité de A, sachant B". |

De plus, il apparait également que le mode traditionnel qui consiste A introduire cette notion
~ par le rapport de cardinaux engendre une autre conception fausse, la conception
cardinaliste[35] : c'est le fait de transporter systématiquement la quantification proportionnelle
d'une probabilité correspondant 2 une hypothese d'équiprobabilité d'événements élémentaires

"cas favorables sur cas possibles” 2 la probabilité conditionnelle ; elle se concrétise par la
tendance systématique a se représenter la probabilité conditionnelle de A sachant B, p, (B),

par le rapport py (B) _ga_g%(____ug:m ou , 2 tort, pai' P A(B)—-—gf:r-r-d—ﬁi% elle s'oppose 2 la
mmgn_fgndammmhm qui consiste & utlhscr la déﬁnmon formelle de ce concept.
A mon sens, les deux premieres conceptions relévent du cognitif, ct la troisieme de
l'opératoire. Ce dernier peut d'ailleurs s'expliquer par le phénomene de plongement pour
reprendre la terminologie de F.PLUVINAGE([30'], & cause de la s1tuauon d'mtmducnon donc
plongement d'origine didactique. . _
Dans le présent article, je propose une mgéménc qui tentc Justement de controlcr ces trois
représentauons de cette notion.

II Objectifs
Mon objectif est double : . .

Primo : essayer de donner 2 la notion de condmonnement d'un événement et A celle
~ de probabilité conditionnelle un sens intuitif. En effet, lflnc_ompréhensxon de cette notion de
conditionnement d'événement me semble une des origihcs des obstacles qui seraient en

. amont de certaines difficultés récurrentes, telles la confusion entre P(ANB) et pg(A), la
confusxon entre la notion d'indépendance? Stochastique et celle d'incompatibilité
d'événements, le comportement cardinaliste, etc.

Par contre, la formule de probabilités composées peut apparaitre d'une maniére presque
spontanée, méme chez des €léves non initiés 2 cette notion de probabilité conditionnelle.

Secohdo : imrod'uire la notion en question & 'aide d'une réSOlntion de probléeme , un

2 Il convnendran de ne pas utiliser ce terme isolément, pour fanre déja une distinction avec d'autres types
d'indépendance rencontrés également en mathématiques, en l'occurrence l'indépendance linéaire etc, ou ailleurs.
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probléme qui mettrait en ccuvre le théoréme de Bayes (d'une: manigre 1mp11c1te) sans que
l’éléve a1t besoin de mobiliser les prérequis supposés nécessaires (entre autres, nous pcnsons
a lacqmsmon dc la théorie élémentaire des ensembles : intersection, réumon etc) Inutile de
rappeler que ces derniers sont absents du programme scolaire des mathémauqucs en vigueur
dans le secondalre Alors comment faire? Ma premitre réponse s'oriente vers l'utilisation d'un
autrc reglstre le registre graphique (en l'occurrence un arbre des probabilités), en plus du
reglstre numénque On tentera donc de partir d'une rationalité vécue quotidiennement, qui a
en fait Ia signification d'une probabl_hté en I'occurrence la notion de pourcentage (de chance).
Réinaiqﬁons que cette dernitre met souvent en acte la notion de probabilité.

III Hypothése : attente sur les réactions d'éleves

R histori Sliminai " -

‘ Dans lmcyclowe Méthodique des Sciences (article PROBABILITE, p.644 : un texte qui
_ date du XIXéme siécle), nous épprenons qu'a I'époque, dir moins en France, la notion de
‘ 'probablhté conditionnelle n'avait pas encore le statut de concept formalisé. Mais, comme
T'extrait suivant va nous le montrer, elle était ‘déja bien présente 1mphcltemcnt elle érait
pratiquée a l'intérieur de la notion de probabilité composée. Cette dernitre était définie
comme suit (Sic): -

"Une probabilité composée est la probabilité d'un événement qui ne peut‘ arriver qu'au cas
qu'un autre événement , lui-méme ﬁneihént probable, arrive”.

Un exemple va l'expliquer.

Je suppose que dans un jeu de quadnlle de 40 cartes, Fon me demande de tirer un ceeur, la
probabilité de réussir est 1/4 de la cemtude puisqu'il’y a 4 couleurs et 10 cartes de chaque
couleur également possibles. Mais, si l'on me dzt ensuite que je gagnerai si j améne le roi de
caeur, alors la probabilité devient composée ; car,

1° :il faut tirer un ceeur, et la probablhté est1/8; 2°: supposé que Jjai nré un caeur, lq

i probabzlzté sera 1110, puisqu'il y a 9 autres caurs que je peux aussi bien tirer que le roi.
Cette probabilité entre sur la premiére, n’'est que la dixiéme d'un quart, ou le 1/4 de 1110,
c'est-a-dire 1/40 de la certitude. Cette probabzlzté composée s'estime donc en prenant de la
premiére une partie, telle qu'on la prendroit de la certitude entiére, si cette probabllzté étoit
une certitude.... On peut appliquer ce calcul d toute sorte de preuves ou de raisonnements,
réduits pour plus de clarté a la forme prescrite par l'art de raisonner : si l'une des prémices
est certaine & l'autre probable, la conclusion aura le méme degré de probabilité que cette

prémice; mais si l'une et l'autre sont simplement probables, la conclusion n‘aura qu'une

" |probabilité de probabilité, qui se mesure en prenant de la probabilité de la majeure, une

artie telle que l'exprime la fraction, qui mesure la probabilité de la mineure.”

I est clair que I'on parle bien (intuitivement certes) d'une probabilité Coﬂditignﬁcllc dans ce 2°
malgré son absence conceptuelle, contrairement 3 la probabilité composée, ou il y a
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ébmposition d'événements. Soit : en utilisant le symbolisme moderne, en désignant par C
I'événement "obtenir un ceeur”, par R I'événement "obtenir un roi", la locution employée au
2°) "supposé que j'ai tiré un ceeur” exprime un conditionnement qui est aléatoire ; la formule
mstanmée est p(CMR) = pc(R) x p(C) : la quantité po(R) est acceptée intuitivement comme
une probabilité, pc étant une probabilité effective, ayant les mémes propriétés formelles que
p. Cela correspond 2 ce que G.VERGNAUDI37] appelle un théoréme-en- -acte 1 pC était &

I'époque admise comme probabilité, mais essentiellement par I'acte. Par ailleurs, la locuuon
comme " 1/4 de 1/10", qui rappelle la notion de partage, pour exprimer 1/4 x 1/10 parait trés
intéressante également d'autant plus qu'une expression de ce type figurait déja dans quelques
copies d'éleves de l'année 1989/90. Elle ensemence, me semble-t-il, un champ intuitif
important, comme le dit R.GRAS dans sa thése ([19], p.21). D'ailleurs certains auteurs,
comme B.V. Gnedenko & A.L.Khintchine[18], T.H.WONNACOTT et
R.J.WONNACOTT(40], n'hésitent pas 2 affirmer que la notion de partage serai_t_ justement
_ l'arriére-fond de la formule des probabilités composées o |

P(A et B) = P(BIA).P(A) (lisible sous la forme : P(B/A) de P(A)) (les nombres étant exprimés
“sous forme fractionnaire). C'est donc une possibilité de mertre une probabilité conditionnelle
en acte. Bien siir, cette opération de proportion se connote également de cardinalité, mais c'est
I'esprit probabiliste qui prédomine. Ce texte explique en partie le.choix du mot "co_mpdsée" :

. on parle de la probabilité d'une probabilité.

Choix didacti {les hypoth: iacent

Eu égard A cette remarque et aux objectifs ci-dessus, je suis amené a conjecturer que :
- a) la notion de pourcentage et celle de partage faciliteraient 'appréhension de la formule des
probabilités composées. Cette dernidre servirait ensuite de tremplin pour faire émerger le
concept de probabilité conditionnelle. On sait en effet que la notion de pourcentage possédc
au moins les caractéres €pistémologiques suivants :

- étre indissociable du concept de proportion ; - :

- en plus, étre attaché A des contextes qui évoquent le modéle excluszvement multzplzcatzf
' ou tout simplement un opérateur de multiplication. .
Mais, ceci n'est pas sans danger. Car il n'est pas rare d'entendre des propos comme ... Dans
un pays X , il y a 150% d'inflation !..." . Or 150% est lu aussi en terme de fraction 150/100,
soit un nombre supérieur & 1. Heureusement, pour des cas pareils, le mot char_ice est hors de
question, donc cela ne doit pas nuire 3 I'intuition probabiliste. .
On hra prov1soxremcnt P(A) = pourcentage de chance de réalisation de A. On termmera Ia

111 s'agit d'un théoréme qui n'est pas enseigné aux enfants. Pourtant on le voit fonctionner spontanément dans
leurs raisonnements, pour certaines valeurs numériques. enmples et pour des domaines familiers de I'expérience.
11y a 12 une prémisse de 1a notion en question, en l'occurrence ici celle de probabilité conditionnelle.
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séance d'introduction en faisant une courte synthése résumant et "généralisant” les résultats
obtenus.
De la relation P(A et B) = P(B/A).P(A) on tire P(B/A) = P%I—Q—. Cette étape parait

nécessaire, & mon avis, car nous savons bien qu'un concept ne se construit pas en une seule
fois, il s'affine progressivement. De plus, quelquefois, certaines conceptions fausses ou
approximatives peuvent également étre didactiquement utiles, surtout si elles apparaissent ou
sont débusquées pendant la séance du cours. Je pense qu'il est donc préférable de procéder
avec des représentations qui évoluent ou qui se modifient , plutdt que de penser radicalement
€éliminer les conceptions fausses en leur substituant les conceptions visées. En outre, pourrait-
on ainsi diminuer 1'éventuelle robustesse du comportément cardinaliste sur la probabilité
conditionnelle?

- b) I'analyse arborescente (c'est-a-dire I'utilisation d'un arbre des probabilités) permettrait de
sauter sans trop de risque l‘étape des opérations ensemblistes, comme déja signalé plus haut,
en 'occurrence la distributivité de l'intersection par rapport a l'union. De telles opérations,
comme nous le savons tous, ne figurent plus au programme dans le secondaire actuel. En
outre, la pratique de cette analyse arborescente pourrait diminuer également l'obstacle
éventuel de renversement de situations du cas bayesien, grice a ce travail dans un cadre
graphique. Et la s€quentialit€ d'une telle analyse ne ferait qu'accroitre son effet utile pour
résoudre un probléme de probabilité conditionnelle, méme celui du type bayesien qui est déja
relativement complexe. |

A titre d'exemple anecdotique, mais didactiquement instructif & mon avis, je me permets de
présenter la situation-probl¢me suivante au sujet duquel un stagiaire est venu discuter :

Deux joueurs A et B jouent chacun @ leur tour jusqu'a ce que le premier d'entre eux gagne.

A joue le premier et peus gagner avec la probabilité p | et perdre avec la probabilité 1-p;: .

B joue ensuite et peut gagner.avec la probabilité p)...

Calculer la probabilité des événements {A gagne} et {B gagne}, en fonctionde pj , p3.

Ma premiére réaction était de lui présenter ainsi une solution : |
"1l s'agit d'un probléme oii I'espace probabilis€ est infini dénombrable...A joue au 2k+1¢me
coup, et B au 2k &éme coup... Donc les probabilités demandées sont :

+ o0 +00
_ _ N TPNEN 3 P1 .
p({A gagne}) = kgop([A gagne au 2k-+1¢éme coup}) = pl.kgo(l py) (1-py) EGEN(ENE

b < (1-py)p,
o— = ] - k - kb:._._.___—_. "
p({B gagne}) = Eop((B gagne au 2k &éme coup)) = p,.(1 pl).kz;o(l py) (1-py) EGERENE

Le stagiaire réagit :"Non, je ne comprends pas 1a..."
Alors j'ai produit le graphe ci-dessous :
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Ensuite, j'ai présenté l'arbre des probabilités pour une partie & 2 reprises :

"... Durant les 9 premiers coups,ona :

{A gagne au ler coup}, ou {A perd au ler coup} et {B perd au 2&me coup} et {A gagne au
3&me coup}, ou ..., ou {A gagne aux ler, 38, 5¢ et 7¢ coups} et {B perd aux 2¢, 4¢, 6¢ et 8¢
coups} ..."

Enfin, le stagiaire déclara satisfait : "...Ah! oui...13, c'est plus clair...et je pense que c'est avec
cette derniére figure que j'arriverais & mieux convaincre les étudiants..."”

Toutefois, nous verrons plus loin une éventuelle frontiere de validité du procéd€ par
arborescence [29].

A propos de cette procédure par dichotomie arborescente, on sait que, méme en
s'adressant a des étudiants déja initi€s & la notion de probabilité conditionnelle dans
I'enseignement supérieur, il n'est pas rare de fonder son raisonnement sur un graphe. Par
exemple, dans les cas d'une chaine de Markov finie, la classification des états peut étre
expliquée concrétement sur le graphe topologique correspondant (connexité d'un graphe, ou
des sous-graphes,...etc). En plus de sa richesse en information, cela permetrait aussi de
gagner énormément de temps par rapport a d'autres méthodes algébriques. Enfin, une fois
cette méthode, si 'on peut dire, "maitrisée” dans le cas de deux "conditions" et deux
"produits”, il serait envisageable de généraliser a 3, 4, etc.

IV Méthodologie sur I'action didactique effective

Je propose donc de :

* présenter une situation-probléme qui ne contient que des nombres en pourcentage et qui ne
présuppose pas l'utilisation d'une probabilité uniforme, afin d'éviter surtout une éventuelle
complication d'ordre combinatoire, qui préte peu 2 une causalité et & la chronologie, et d'une
maniére évidente, & un comportement cardinaliste,
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* faire émerger, faire définir l'algorithme de calcul A partir d'un éxemple[17],

* donner enfin une définition formelle d'une probabilité conditionnelle,

* ne pas insister sur les opérations ensemblistes.:

Notons que le but d'une telle entreprise n'est pas exclusivement de faire apprendre A résoudre
un probléme particulier, analogue aux techniques générales de type ""ptdblem solving"
(méthodes générales de résolution de problémes explicitées, entre autres, par des
organigrammes) ou 3 des apprentissages algorithmisés vers lcsqucls se prémpltent volontiers
les éleves en difficulté, mais de aire endie ; : ¢ € :

On vise également 2 transmettre aux éleves "la tcchmque d‘absn'acnon" 'sous-Jaccnte, et ce,
en sollicitant leur participation active. Cette derniére aurait une probabxhté_ assez forte pour
faciliter l'intériorisation, c'est-a-dire 'appropriation par une majorité d'éléves, de la notion en

question.
V Un exemple de situation-probléme

V- A : Enoncé
|Un magasin stocke un certain produit dans des boftes. Ces boftes sont de dewx couleurs :
rouge dans la proportion 25%, bleue dans la proportion 75%. Elles sont protégées par
des cartons identiques entre eux. Chaque carton ne connent qu une seule boi‘te Certains
cartons portent, en-dessous et @ l'extérieur, la marque M, les autres ne portent aucune
marque. On préczse d'autre part que : '
parmi les cartons contenant une boite rouge, 45% portent la mar(jué"M N pai*mi ceux qui
| contiennent une boite bleue, 60% portent la marque M. R
On prend au hasard un carton du magasin.
Ql- Ddinir un univers des possibles.
| Q2- On ouvre Ie carton tiré. On remarque qu'il contient une boite rouge
. Quelle estla probabilité que le carton porte la marque M: ?
(Q2b¢s sila boite contenue dans le carton était bleue, quelle serait la probabzhté que le
carton porte la marque M?) (question & mettre en résetve). '
03-Quel estle pourcemage des cartons qui portent la marque M?
" "En déduire la probabilité qu'un carton tiré porte la marque M. '
Q4 - On n'ouvre pas le carton tiré. On remarque toutefois qu'il porte la marque M.
Quelle estla probabzlzté que ce carton marqué M contienne une botre rouge?
“lon adoptera les notations suivantes pour les événements (par souci d'uniformité) :
| M : "obtenir un carton marqué M". R : "obtenir un carton contenant une bottre rouge

> "obtenir un carton contenant une boi‘te b!eue
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V- B Prévision du déroulement de la séquence didactique
* Présenter le probléme, sans avoir mis le titre du chapitre, objet de 1'étude, "Probabilité

conditionnelle”. Cela éviterait une didacﬁque ti'op directive. On sollicite 1'éléve (ou la classe)
" A ¢onclure par lui-méme (ellc—mcme) aprés avoir mis 2 I'épreuve ses éventuelles conceptions.
Ces derniéres auraient ainsi une grandc chance d'étre corrigées dans le cas ol elles €taient
erronées. | | v - _
* Les questions seront posées au furet 2 meshre, et non d'un seul coup.

* Parlerde l'objet du chapitre, seulement ap;és la résolution collective de la question Q2.
- * La définition axiomatiqﬁc'd'_unc probabilité éonditionnclle_ sera donnée seulement apres

une petite synthése du probleme traité.
¥ Prévoir un test aprés le cours.

- Bour la question O1

La classe sera invitée & proposer une réponse.

La réponse attendue est que l'univers associé se définit par : Q = {cartons dans le magasin}.
. Onpeuts attcndre égalemcnt a d'autres propositions, par exemple Q= {bleue, rouge, marque
M} qui n'est pas pertinente évidemment, car les événements "contenir une boite rouge”

"porter une marque M" ne sont pas mcompaubles /
-On rappellera ensuite la définition d'une probabilité p en tant qu'application de p(Q) vers
© [0, 1] avec les deux axiomes class1ques , ,
Dans l'espoir de rendre les éleves conscients de laccepuon probablhstc de la notion de
* pourcentage ici, on demandera également les probablhtés respectives de A, B et M.-On
pourrait ainsi s'attendre & une réaction directe des éleves 2 la simple lecture de 1'énoncé pour
les deux premiers événements. Par contre, la valeur de p(M) n'est pas immédiate. -
Remarque : D'une maniére plus formelle, remarquons que cette situation peut trés blcn ctrc
transposée sous forme d'un schéma d'umes. Il suffirait de considérer deux urnes non
équiprobables d'étre tirées, soit une urne rouge Uy et une urne bleue Up, par exemple, telles
que l'urne rouge ait la probabilité égal_e 3 0.25 d'étre tirée et la bleue 0.75. Chaque urne
contiendrait des boules identiques indi_sCemables au toucher dans les proportions suivantés :
45% des boules contenues dans 1'urne rouge pqrtéra_.ient cette marque, et 60% des boules dans
I'urne bleue portent égalcmcnt' la marque M L'expérience consisterait 2 tirer une urne, puis de
cette urne extraire une boule. .
A un mveau scolalre un peu plus élevé, il serait cnwsageable également de prendre l'espace

probabilisé (Q [3 P) avec : - comme univers Q= €1 x ), ol Ql {R, B} et = {M, M}
- comme tnbu [5 =p21) x p(2), :
- comme probabxhté P=p1®p2, ot pi est la probabilité sur (Ql, p(Q,)), i=1, 2.
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Le probléme est que dans ce cas, les événements élémentaires cessant d'étre équiprobables.,
I'intuition probabiliste en serait affectée.

De plus, avec un tel modele d'urnes, la chronologie appuyée des événements pourrait
facilement créer une résistance chez des éléves débutants relativement 2 la notion nouvelle de
probabilité conditionnelle (cf.l'introduction).

LPour la question 02

11 s'agit de reconfirmer la position du probléme, notamment l'existence et le role d'une
information supplémentaire. Par exemple, on pourra poser la question comparative suivante :
cette question Q2 est-elle "identique & " :

On prend au hasard un carton du magasin. Quelle est la probabilité que le carton porte une
marque M?

La réponse attendue a cette question est Non.

En fait, il s'agit donc de calculer la probabilité de I'événement M, sous une condition bien
précise, a savoir le carton contient une boite rouge.

On peut encore poser une autre question pour amener I'éleéve a prendre conscience de
I'importance de l'information supplémentaire (c'est-a-dire la réalisation de R ici) qui
conditionne 'événement M . Elle est de type métamathématique traduisant en quelque sorte
les notions de restriction et de trace mathématiques. Par exemple :

Intuitivement, cette probabilité de M qu'on se propose de calculer est-elle la méme que p(M)
( c'est-a-dire la probabilité de M, sans tenir compte d'aucune information supplémentaire)?

Réponse attendue : Non.

A pronos de 1a notation

Cette probabilité (qui est conditionnelle) ne pourra pas étre notée p(M). Comment faire pour
la distinguer de p(M)?
Réponse attendue :
On recueillera les éventuelles propositions des éléves.
11 est probable que la notation indicielle PR(M) figure parmi la liste proposée. En tout cas, le

probléme est ainsi dévolu  la classe qui doit vivre une sorte d'amorce d'un débat scientifique
au sens de Marc LEGRAND (le mot est certainement trop fort ici pour la seule activité de
désignation, mais la situation est comparable & un débat car il y aura partage des points de
vue, contestation, rejet, consensus,...).

On dira a la classe qu'on va noter cette probabilité (conditionnelle) d'une maniere qui
contienne les deux informations R et M, et qui laisse des places non symétriques aux variables
considérées R et M . Une notation comme P'(M), par exemple, est 4 rejeter car elle ne
comporte rien qui puisse rappeler R, événement conditionnant.
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On demandera ensuite d'évaluer la probabilité conditionnelle pr(M).

Erreur attendue : calcul de p(MNR) au lieu de pr(M).

11 serait profitable de signaler une telle confusion pour le reste de la classe, afin qu'elle ait
quelque chance de ne plus étre répétée. Mais les raisons de l'erreur peuvent €tre diverses. En
particulier, les éléves peuvent étre troublés par le fait qu'il n'y a pas de calcul 2 faire ici. Ce
qui est peu habituel dans le contrat didactique. Il est surtout question de percevoir le rdle du
conditionnement de 1'événement M.

Enfin, remarquons également que la notion de temporalité (ou de chronologie) reste présente
dans cette activité : on peut voir d'abord la marque, puis aprés la couleur de la boite. Par
contre 1a notion de causalité est pratiquement effacée, sauf celle inférée par l'ordre dans lequel
le texte est donné.

A propos du travail sur le cadre graphique [10] : arbre des probabilités

On peut faire allusion & un "arbre de dénombrement ", technique traditionnellement déja
pratiquée dans le chapitre sur le dénombrement, antérieur au présent chapitre des probabilités.
On pourra demander aux éléves de s'en inspirer en cas d'éventuelle hésitation.
Je propose les représentations suivantes :
11 y a au moins deux possibilité€s d'analyser cette situation-probléme & l'aide d'un arbre :
a) '

Chemins :

~————p RNM

Q

R
Univers
B

"

M
<m T

M

M<R _>
B
Q

Univers v, < R —> RMM
B ————p» BrM

——p  BNM

b)
Chemins :

RNM
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Placer sur chaque branche de l'arbre la probabilité correspondante qui représentera le "poids"
de la branche" sous la condition d'étre passé par le nceud de son origine, la lecture s'effectuant
de gauche a droite. '

I Lequel de ces deux arbres peut-on remplir directement aQ partir de l'énoncé?
Evidemment, la bonne réponse attendue est I'arbre initial ou direct, c'est-a-dire la figure (a) ci-
dessus :

Chemins :
K s
?
R : _
0.2 M
Q
0.75
; 0.60 M
B ?
™M
P finition (ou plutd vention) :

Vu les conventions précédentes, les éléves ne peuvent pas faire autrement que proposer :
pr(M) = 0.45, ou encore pg(M) = 100 = 20°

Sinon, quel sens donneraient-ils 3 R — M?

Je suggere, A cette occasion, d'amorcer l'institutionnalisation :

la probabilité de 1'événement M, liée 3 1a condition "le carton contient une bofte rouge" est
prM) = 0.45.

D'un point de vue dynamique, il est clair que c'est une probabilité de transition de 1'événement
R vers I'événement M, comme 1'indique la figure R-M.

Pour conforter la précédente amorce de l'institutionnalisation, si le temps est suffisant, on

pourra demander I'évaluation de chacune des probabilités conditionnelles suivantes

pg(M), pg(M) et ppr(M). |
Ainsi, intuitivement, py ¢t pg prendraient déja le statut d'une probabilité chez les éléves. Ces

derniers ont quelque chance de prendre conscience du caractere relatif (2 I'univers) d'une
probabilité. 11 ne reste plus que l'institutionnalisation véritable pour valider la "conjecture”
intériorisée.

Evaluez les probabilités (qui figurent dans l'arbre direct) données dans 1'énoncé sous forme
\de fraction irréductible.
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25 1 45 9
La réponse attendue es: p(R) = 100 =% et pgM) = 100 = 30°

Sous I'hypothese présente d'équiprobabilité (le tirage se faisant au hasard et les cartons
étant identiques, au sens de "indiscernables & vue d'eeil"), il est clair que 1/4 représente la
fraction des cartons du magasin qui contiennent une boite rouge (I'événement R).

b) xiéme guestion :
uelle est la fraction des cartons (R et M)?

9. 19.1 90
La réponse attendue est : 55 de z=55 X 7= g5

Le premier membre de cette double égalité devrait étre fourni presque spontanément par la
classe elle-méme comme je 1'ai déja remarqué lors du pré-test de 1'année précédente (cf.[35]
chap.III).

Il ne serait cependant pas étonnant que certains €léves proposent d'autres combinaisons

d'opérations arithmétiques, comme par exemple : 1—5-9—,3

¢) Troisiém ion :
Quelle relation y a-t-il entre les trois probabilités p(MR), pp(M) et p(R) ?

En cas d'hésitation prolongée, on précisera quelque peu la question.

Par exemple, on suggerera :
Exprimez la probabilité p(MR) en foncnon de pp(M) et p(R )

La réponse attendue est : p(MnR)=§T)= PRM).p(R).

La notion de probabilité conditionnelle apparait ainsi comme un outil pour le calcul de la
probabilité composée p(MNR). On profite de cette premi¢ére mise au point pour fixer d'une

manitre anticipée quelques terminologies au sujet de I'utilisation d'un arbre des probabilités
selon le schéma ci-dessous :

pMANR) = p(R) = pPrM)
——— : S~
le poids du lepmhtlsdela le poids de Ia
chemin (R et M) o—3p R Rbm“che. M
Produit des poids respectifs des branches
composantes du chemin (R et M)

Précisons qu'il ne s'agit pas ici d'une institutionnalisation, mais d'un simple essai de traduction
formelle mathématique d'une situation.

A supposer maintenant que seules les deux probabilités p(MNR) et p(R) soient connues, la
p(MMR)

PR)
Vraisemblablement, on vient ainsi d'obtenir une nouvelle probabilité, pp, & partir de

probabilité pg (M) se calculerait alors par la formule : ppr(M) =
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la probabilité initiale p : c'est la probabilité conditionnelle sachant R. Remarquons également
qu'une telle heuristique sur cette notion de probabilité conditionnelle permettrait d'éviter le
classique recours préliminaire 2 un rapport de cardinaux, donc de retenir un éventuel
comportement cardinaliste(®) qui risque de devenir réducteur, chez les éleves.

Afin de conforter ce nouveau concept, on propose ensuite de revenir  'arbre initial des
probablhtés et de solliciter les éleves pour qu'ils complétent convenablement les diverses
branches par leurs poids respectifs (en fait, c'est une situation a trous). On prépare ainsi le
calcul de p(M). On obtient la figure ci-dessous (qui reste en_cor,é a compléter évidemment) :

.- Pour ]a question Q3 : détermination de p(M)

Vraissemblablement, -on peut s'attendre que la classe trouve la solution de-fagon plus ou

moins spontanée, par simple analyse de I'arbre des probabilités ci-dessus. Soit :

9 1 3 3
P =p(MAR) + BMNB) = 35X 1 + 5 X = 0.5175..

’ Ensulte, dans le souci de conforter la compréhensmn du mécamsmc de calcul amsx praUqué

il est loisible de solliciter la classe a détcrmmcr la probablllté p(M) dc l'événcmcnt
complémentaire de M. On observcra sans doute alors deux modes dz}férents ,C ¢st-a.-d1re :

- évxdcmmcnt, par passage 2 'événement contraire : p(M) = l-p(M)
- mais également, par calcul dxrect comme p(M) A savoir :

p(MAR) + p(MNB) = p(M).

11 s'agit d'une quesnon analogue 2 la quesnon Q2. Seulcment les roles Joués ici par les
événements R et M sont inversés. Ce qui me semble 1mportant ici, clest la poss1b1hté de
renforcer la connaissance 2 faire acquérir aux €leves, c'est-a-dire une bonne perception du
condmonnement, une attitude rion ca_rdmahste sur une probabxhté conditionnelle via une
pratique de 1'analyse arborescente. On invitera la clas'se, en cas de besoin , C'est-3-dire en cas

(2) 11 s'agit du comportement qui consiste A croire qu'une probabxhté condmonnclle PrRM) nécesszte toujours la

détermination du cardinal de MR et de celui de R (ce qui est possible ici d'ailleurs en fixant a priori l'effectif de
Q), comme nous I'avons déja observé lors des tests de I'année 89/90 (cf.[35], chap. III]).



- Jdéfinie sur cet univers, on a les relations du typc

1

d'hésitation trop longue, 2 s'inspirer de ce qui vient d'étre fait, c'est-a-dire utiliser une analyse
’ar_'bbrcscen‘té*pour résoudre le probléme. Il s'agit alors de compléter I'arbre inversé (ou Y'arbre

obtenu par l'ordre inverse par rapport a 1'arbre qualifi€ de direét) Lo
Cherins :

pu®=? R — .pm)=830
o o
Univers \ — ] R
M< o ?

On remarquera que les deux événements (MNR) et (RNM) sont identiques, mais ceci peut
poser probléme aux €leves qui ont une conception chronologiste, donc non symétrique, pour
une telle situation qui est d'ailleurs connotée d'une légére sémantique chronologique.

Cette fois, la classe sera nécessairement amenée a résoudre en x des équations du type

p(MMR)
p(MNR) = x.p(M) ; soit X =py(R) = TR = ...

Comme exercice d'entrainement, on pourra ensuite demander de calculer de deux maméres les

'probabxhtés conditionnelles suivantes : PRB), P (R), et pyy(B).

Etant donné deux événements M et R dans un univers Q fini , et une probabilité p

pMNR) = p(RﬂM) PR(M)X p(R) pM(R) X p(M)
Ce qui permet d'avoir :

rp(M)
pR(M)=p(MnR) PM®R) xp(M)

, si 'on connait pM(R) et p(M) ;

PR)
PMOR)+p(RNM) |
MR xp(R ;
ou pmMR) = p(p(M) ).— PROVD = 2 )_ , si 'on connait pR(M) et p(R).
P(MNR)+p(MNR)

C'est a partir de ce moment seulement qu'on se propose de donner le titre du chapitre en
- question, Probabilité conditionnelle, et de passer 2 la définition formelle classique, suivie de
- quelques propriétés. ~

Soit Q un univers des possibles, et p une probabilité définie sur £2. On procédera ensuite
ainsi: 1) Faire rappeler par les éleves la définition formelle d'une probabilité p. -

2) Définition : Soit B un événement de probabilité non nulle. -

- De méme qu'on a défini une probabilité p comme application

| S p:p@ -0, 11: A - pA) “'
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on appelle probabilité conditionnelle sachant B, 1'application de p(Q) vers [0, 1]
qui, & tout événement A, associe un nombre noté pR(A) (se lit p(A sachant B)) :

Cette application sera notée donc Pp:
pB : p(ﬂ) _)[09 1]-

A - pgA)=
Cette définition suppose que pg est bien une probabilité.
3) Faire vérifier que pp est une probabilité effective. Admettre la distributivité de

p(ANB)
p(B) *

l'intersection par rapport a I'union (tout au plus, on fera une analogie avec la distributivité de

la multiplication des réels par rapport & 1'addition). On peut vérifier ce qui suit en exercice :
* pg est une probabilité sur Q.

En effet : 1°) pB(Q) = p(:(g)g ) = gggg =1.

2°) Soit A et C sont deux événements incompatibles.
En s'aidant d'un support graphique , c'est-3-dire d'un diagramme de Venn ou de Carol [2], on
admettra que BN(AUC) = (BNA)UBNC), avec (BNA) et (BNC) incompatibles.

Q

PR(AUC) = P(BBN(AUC))/P(B) = P((BNA)U(BNC))/P(B)
= [P(BNA)+P(BNC)J/P(B) = PR (A)+PR(C).

Note :
On admettra alors que pg satisfait les axiomes de probabilité, et donc qu'elle en posséde

toutes les propriétés. .

En particulier : ) pp(A) = 1-pg(A); pg(@) =0; pp(AUC) = pg(Ay+py(C)-pg(ANC).
b) S'il y a hypothése d'équiprobabilité pour la probabilité p, alors la

probabilité conditionnelle se réduit & un simple rapport de cardinaux.

A titre de remarque a faire, on indiquera les autres notations qui sont aussi d'usage fréquent.

Ainsi, il existe d'autres notations possibles qui ne seraient signalées aux éléves qu'a titre
informatif : pg(A) = p(A/B), ou p(AIB), en indiquant I'éventuelle conséquence infondée de

croire que (A/B), ou (AIB) sont des événements® .

(3) Dans notre étude [35] sur les conceptions causaliste et chronologiste effectuée chez des étudiants de Deug,
cette méme année, quelques semaines avant le présent enseignement, nous avons pu remarqué 'existence d'un
obstacle qui prendrait son origine dans la fagcon de noter la probabilité conditionnelle d'un événement.
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Enfin, terminer par traiter un exemple simple, mais qui n'est pas d'un méme modele que celui
présenté lors de 1'étape introductive présentée précédemment :
Une urne contient 3 boules rouges et 2 boules noires. On tire successivement 2 boules de

l'urne sans remise. 1°) Quelle est la probabilité de tirer 2 boules rouges?
2°) La premiére boule tirée est rouge. Quelle est la probabilité pour que la deuxiéme le soit
aussi?

i la premitre question est posée en vue de ne pas donner aux €éleves l'impression de rompre
‘completement avec les connaissances "acquises” lors de la legon qui précede celle-ci, c'est-a-
dire le cas d'une probabilité discréte uniforme.

Soit R I'événement "tirer 2 boules rouges". R est 'ensemble des combinaisons 2 2 éléments
de I'ensemble des 3 boules rouges.

Cs 3
CardR = C; etP(R)=— = .
S 10

5
Pour la deuxi¢me question, on 1ns1stera surtout sur le r6le de l'information supplémentaire , ou
du conditionnement de I'événement mféré par la succession de tirages effectués sans remise.
On laisse les €leves faire des proposmons sur la possibilié d'évaluer la probabilité
conditionnelle en questxon de deux manidres, et ce sans utilisation systématique de l'analyse
arborescente. Avec les notations d'événements telles que :
R1: Ta 1éi'é boule tirée est rouge " ; R2 : "la 28me boule tirée est rouge”,

il s'agit de calculer p_Rl(RZ) . En fait, il y a deux méthodes ici :

Méthode directe :
A priori, on a pp(R2) = 1/2. A cette occasion, il est loisible de redemander Ia probabilité de

I'événement R1NR2=R, pour faire constater la différence avec pRl(RZ) ,0u pRZ(Rl) .
p(R1NR2) p(R)

Par définition d'une probabilité conditiéhnelle, Pr1R2) = PR~ pRI)

Or p(R) =3/10 et p(R1) = 3/5 Dou pRl(RZ) ‘33//150 ;

On termine ensuite par le renforcement sulvant pour le calcul de p(R) :
P(R) = pR1NR2) = pRz(Rl) x p(R2) = pRl(R2) x p(R1) (de préférence ici...)"

VI Bilan qualitatif d'une expérimentsiﬁ@ii

L'expérimentation faite aupres des éleves d'une classe de terminale D1 du _du lycée de Bréquigny
Rennes en 1991 rmi r ] ints suivants (cf. chap.V, pour le détail) :

1) Iidentification d'un pourcentage 2 une probabilité n'est pas spontanée. Elle nécessite un

1 Cette classe est tenue sous la responsabilité de Monsieur A.SIMON, un collégue de recherche, membre de
I'équipe d:dacthue de I'LR.MAR. Je lui remercie d'avoir accepté de jouer le role d'acteur didactique, sans degré
de liberté. Ce qui m'a permis de mieux observer les réactions des &leves.
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apprentissage supplémentaire chez les éleéves, méme s'ils ont acquis une certaine notion de
.. probabilité. Cette résistance peut tenir au fait que le pourcentage est connoté par lcs contextes
concrets ou il est la mesure d'une pame d'un tout ; '
2) la conception cardinaliste apparait comme un obstacle a lacqulsmon de’ la notion de
probabilité conditionnelle ; o
- 3)r ut111sauon d'un arbre des probabilités comme sxgmﬁant figural offru‘axt une possxblhté
d'mtégrer en acte l'apprennssage de la formule de BAYES ds le niveau dela termmale, sans
_ demander un cout cognitif énorme ;
_‘ 4) aueun indice de conception causaliste de cette notion ne s‘cst manifesté ; k

‘5) par rapport a d'autres méthodes d'mtroductxon de la notion de probablhté conditionnelle
- (mouvalmn par fréquences conditionnelles. ..), celle consistant a partlr du caractere intuitif de

B la formulc de probabxhtés composées n apparalt pas absurde mais il reste quand méme 2

. trouver le bon contexte.
6) enfin, le plus important est que l'analysc d'un texte par dlchotomle arborescente semble

famm.lmnm.chmnﬂqmm de cette notion, d'autant plus que la conjonctxon et peut

| . induire une chronologie entre les événements connectés Cestla un ‘défaut de cette procédure

., par dlchotormc arborescentc Elle est vraxsemblablement associée ala cconception

chronologxste de la probabilité conditionnelle, une concepnon dont le renforcement devient
un obstacle didactique. Pour dépasser cet obstacle, il nous semble maintenant uule d'alterner
avec un autre mode de représentation de la situation. Pour étre clair, il serait possible

d'indiquer, concurremment 2 'arbre, une représentation 2 l'aide d'un "tableau a double: entrée",
M M

"~ ou tout 'simplement a l'aide d'une "patate” comme dans la pratique traditionnelle. On verra
_plus tard les difficultés levées par cette représentation : la probablhté conditionnelle est lue
comme une probabilité conjointe. Toutefois, tous ces pomts demeurent hypothénqucs Seule
l'analyse des productions d'él¢ves sur des problémes suffisamment variés peut éventuellement
- conforter ces premieres impressions. '

:* VII Evaluation immédiate : le lendemain de la séance du cours
- Enoncé : Fabrication des boulons
Une usine dispose de deux machines M1 et M2 fabnquant des boulons.

. {Lamachine M1 fabnque 40% de la totalité des boulons ; 5% des boulons fabrlqués par cette

" |machine sont défectueux ; 1% des boulons fabriqués par M2 est défectueux ‘
-|On.tire un boulon au hasard. Tous les boulons ont la méme probabilité d'étre tirés. . .

+ \L'examen du boulon tiré montre qu'il est défectueux. Quelle est la probabilité qu'il ait ét¢

abriqué par la machine M1.
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Bréve analyse liminaire de 1'énoncé

hil s'agit d'une situaiidn-pfoblémc isomorphe 2 celle traitée collectivement pendani la séance
d'introduction du chapitre sur la notion de probabilité conditionnelle. La seule différence est
" que les questions préliminaires sont absentes cette fois. Les éléves ont la possibilité de
_ consulter leurs notes manuscrites. Pour justifier un tel choix de situation, mon argument est

' s1mp1e Je me place dans une s1tuat10n classique d'enseignement ot le premier test doit

comprcndrc au moins un exercice qm se prcte A une application directe du contenu du cours

suivi. Justement ici, comme je viens de le dire, il est & remarquer que seul Thabillage a changé

- par rapport a I'énoncé du probléme d'introduction de Ia legon. Il est le plus "fvamiliér"_{pour que

. T'éventuel équllxbre existant chez les éléves ne soit pas compromis. . ,

- ~ Vula nature du probléme traité pendant la séquence d'enseignement qui a précédé ce test, je
' vpensc qu'une indication sur la décomposition sus-mentionnée n'est plus nécessaire, de méme
~ pour la questlon préhmmalre Concernant la prévision des démarches.déployées par les

‘éléves, mon attente repose sur une utilisation massive de I'arbre des probabilités aboutissant a

) : une réponse pertinente. Toutef01s, il n'est pas impossible de retrouver l'attitude cardinaliste, 3
‘ sav01r la cons1dérat10n d'un échantillon de 100 boulons par exemple, comme je l'ai déja

N 's1gnalé au début de la prermérc séquence denselgnement de la notion de probabilité
) ,condmonnellc '

Enoncé : Probleéme d'urnes

Deux urnes Ul et U2 contiennent respectivement 2 boules blanches et 3 boules noires, et 4
boules bIanches et 1 boule noire. On tire au hasard une des urnes, puis on tire de cette urne
|une boile : on obtient une boule blanche. quelle est la probabzlzté que cette boule provienne
\de lurne Ul?.

B BréVeiahaly‘s‘e’ll;im:il.lﬁire de I'énoncé

Il s'agit d'un cas particulier du modeéle d'urnes du probléme abusivement dén_oinmé des
"probabilités de causes ou d'hypotheses". Deux "causes" (les deux urnes),v avec deux "effets"
possibles (couleur blanche ou noire de la boule tirée) pour chaque "cause” sont présentées ici.
Comme démarches de réponses attendues, on peut prévoir aussi bien l'utilisation que la non-
utilisation d'un arbre des probabilités. Quelle est la procédure qui favorise le plus la réussite?
Le premler cas momreralt la capacité de 1'éleéve A faire une transposition de la méthode
arborescente qui vient d'étre institutionnalisée dans une situation-probléme ot les probabilités
sont exprimées en pourcentages. Le-second cas serait dfi A la résistance présentée par lc calcul
basé sur le rapport "nombre des cas favorables sur nombre des cas possibles", c'est-3-dire dil
‘4 un comportement cardinaliste, surtout pour la détermination de la probabilité de
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I'événement conditionnant. En effet, les deux urnes étant équiprobables, on peut considérer
comme univers des possibles I'ensemble des 10 boules (le mélange des contenus des deux
urnes), celles-ci étant indexées par I'urne qui les contient, soit W ={bj1, bp1, n11, n21, n31,
b12, b22, b33, bgn, n12}. Ainsi, dans ce cas la probabilité€ de I'événement "obtenir une boule
blanche” est égale a 6/10. Mais, il serait possible aussi de rencontrer une méthode qui consiste
a faire le rapport 2/6 =1/3 , oui 2=card({bj1, bp1}) et 6=card({by1, b1, b12,b22 . b32,
bg2 ).

En résumé, je m'attends & deux démarches : .

- une démarche qui traduit un comportement cardinaliste : elle consiste ici, nous le repétons, 3

évaluer la probabilité conditionnelle comme rapport des cardinaux :

card(U1NB) ) o .
pg(U)) = —anB formule qui n'est valable que dansle cas d' hypothése d'équiprobabilité

des urnes U1 et U2.
- une démarche plutdt fondamentaliste, c'est-a-dire qui mobilise la définition donnée d'une
probabilité conditionnelle et la formule des probabilités composées :

p(U,NB) Py,(B)-pU;) v
Pe(UD) = — @y~ = 5@y » 2vec PB) = p(BNU )+p(BNU,) ;.
1 4 3

or p(B) = pUl(B)‘p(Ul)"'pUz(B)'p(Uz) = 'i" X "5—+—2- X -5— = -5— ;

D'on la probabilité que la boule blanche tirée provienne de I'urne U1 est :

1x2
275 1
pB(U1)= 3 =—3—-z033
5

Enfin, chacune de ces deux procédures de résolution pourrait également s'accompagner d'une
analyse arborescente du genre :

1 2 1
= X =
s —> pBAUD = wxz ==
U
12 N
12 1 4 2
U2 4/5 —-’p(BﬁUZ):—i-X-S-:?

VIII Analyse des démarches effectives de réponses des éléves

VIII-A Sommaire

Faute d'une autre classe de la méme série, ces deux exercices, Evaluations 1 et 2, sont testés
également aupres des €leves de la terminale Al (tenue sous la responsabilité de Madame
A.LARHER, collégue de recherche) du Lycée Ile-de-France qui venaient de recevoir un
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enseignement sur la notion de probabilité. Mais la situation didactique menée dans cette
classe ne mobilisait pas la variable arborescence d'une maniére institutionnalisée comme dans
la classe de terminale D du lycée de Bréquigny ol se passait 'expérimentation véritable.
Aussi, pour indiquer bri¢vement une comparaison entre les performances globales des deux
classes, je donne ci-dessous un tableau de réussites-échecs relatifs & ces deux situations:

w FABRICATION DES BOULONS MODELES DURNES
8 "
E , Effectifs
@] Réussite Echec Réussite Echec
TA 5 38 13 30 43
TD| 20 12 9 23 32

11 serait tentant de conclure, hitivement, que les rapports de réussites a ces deux problémes
sont quasiment inversés dans les deux classes. Il parait naturel de se poser la question sur les
éventuels liens de ce phénomene avec les variables et hypotheéses didactiques fixées a priori,
et avec d'autres conceptions sous-jacentes a certaines procédures déployées par les éleves a
travers leurs réponses.

Pour le reste des évaluations prévues, l'analyse sera faite un peu plus loin, car cela ne
concerne que la TD.

VIII-B Analyse statistique de quelques croisements de réussites-échecs

VIII-B.1: Classe TD
Tabl R ites-Ech mier tes
Fabrication des boulons
Réussite Echec
@ 37.5%
E Réussite 12 0 12
5 62.5% |
o | Echec 8 2 12
= 20 12 32
2 ‘
& 62,5% 37,5%

gl\)

X ?Mac Némar corrige = 6.12 (x21 = 3.84 2 5% 2 1 degré de liberté) :

Il en résulte que ce test de x2 est significatif au seuil de 5%. Il y aurait donc
dépendance entre les résultats @ ces deux problémes. Vraisemblablement, le "probléme
d'urnes” apparait plus difficile que I'autre probléme. Ce résultat se trouve conforme 2 notre
attente. Le probléme demeure maintenant de faire investir cet outil ou cette méthode, c'est-3-
dire l'arborescence, pour attaquer des problémes relevant de la notion de probabilité
conditionnelle ou I'information supplémentaire n'apparait pas aussi évidente.
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"y M

Prc;bléme d'urnes

' Fabrication des boulons S——
- g o N Réussite | Echec
| Réussite | Echec. ' \; T 78,1%
o} 1. - | 93.7% Y IPrésence 11 14 25
% -Présence 19 11 30 .} 5 o 21, 9%
2 | Absence 1 1| &% % Absence i I
B .:20 12 32 . 8% .| 6% 32
62,5% 37,5% ' '
xZM.c.Nému corrigé = 6.7 X2Mac-Némar corrigé =9.6.

Ces deux tableéuix ‘nous indiquept une légérc diminution de la pratique de l'analyse
arborescente pour le probléme d'urnes od ne figurent plus des pourcentages. Ce phénomene
est tout 2 fait normal dans un début d'apprentis_s’ag@. Il demeure encore une forte prégnance
presque naive du cours que les éleves viennent de suivre. La preuve est que certains €leves
tentent de ramener les nombres figurant dans 1'énoncé du "probléme d'urnes" 2 des
pourcentages (cf. les excmplés de'productions écrites relevées dafls [35] chap.V).

Remarque méthodologiqué pour le traitement d'un croisement de réussite-échec

11 est clair que les trois croisements analysés ci-dessus selon le test traditionnel de x2 font
déja ressorur des hypothéses d'lmpllcanons. cependant de telles hypotheéses demeurent
cssenuellemcnt séquennelles, car on est obligé de procéder séparément 2 toutes les
combinaisons possxbles des variables prises deux 2 deux, La méthode d'analyse implicative
présente ici une dlfférence par rapport a un test de %2 pour I'étude des implications; outre son
aspect multldxmensionnel elle peut trancher sur la transitivité, A cause de la relation de
préordre partiel associée (cf [191, [20] ou [21]). I convient donc de procéder i une analyse
implicative et cohésitive (voir la description mtumvc et succincte présentée dans l'annexe,
pp-29-31). , - \ :
Rappelons les 6 variables de réussue-échcc concemées ici :

Variable 1: la réusSite au pfobléme fab'ric_'ation des boulons,
Variable 2 ; l'ét;’hcc au probleme fabrication des boulons;
Variable 3 : la réussite au probléme mod2le d'urnes;
Variable 4 : I'échec au probleme modele d'urnes; |
Variable 5 : utilisation de l'arborescente au problémc fabrlcatzon des boulons;
* Variable 6 : utilisation d'une analyse dichotomique arborescente au probléme modéle d'urnes;
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1: l] 1 E l E . .‘ ! -E E - - 11 :
| . -sensde
Uimplicaton ¥ | 1 2 3 41 S 6
& Intensité d'implication 1 , 0.401] U.563 10.617
: 8 cohésion 1 _ 0 0.763 10.280
5 8 i Y T 0.992]0 10
£ 3 ; 0.083 |0.04 | 1 |0.000{0.796 |0.925
Eet8 3 [og97 U — [ 1T [0 [0687|0922
T g ' : 1_[0.274 [0.149
2 § T
g & "3 7
o § " 6 R ~10.898 1
0881 1

Voici le graphe implicatif(1) obtenu au seuil de 0,90 d'intensité d'implication :

Echec -
au pb des
boulons

-~

Echec au
modele
d'urnes.

b= SR |

Swwrevacasna

C'est l'implication contraposée -

PO N

Dichotomie
e

" . cohésion = 0.542, valeur théoriquement éionnamment

grande pour une classe implicative de 4 variables.

hiérarchique implicative et cohésitive
est exceptionnellement en parfaite
harmonie avec le graphe implicatif
correspondant.

" cohésion = 0.542

(1) Le traitement des données est fait sous le logiciel C.H.LC. élaboré dans le laboratoire de didactique de
I'LRMAR. D S
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En fait, compte tenu de 1'équivalence logique (a =>b) <> (non b = non a), pour deux variables
antagonistes, il suffit de prendre une d'elles (par exemple celle qui est, a priori ou non, en
corrélation positive avec certaines du reste des variables) dans le tableau des données. L'autre
implication duale de céllp obtenue directement par la lecture du graphe implicatif s'obtient par
simple contraposition.‘ En retenant la variable réussite, par exemple, on tient en compte
implicitement I'échec corréépondant Ce qui jusiiﬁe mon propos ci-dessus. En ne retenant que
les variables 1 et 3, par exemple, on obncnt le graphe implicatif présenté A gauche ci-dessus.
L'implication entre classes {3, 1}=> {6, '5} , sachant que la valeur de la cohésion implicative
de la classe union {3, 1, 6, 5} est tres s1gn1ﬁcat1v¢1 , donne avec pertinence un résumé de la
relation existant entre la procédure arborescente et 1a réussite aux deux problémes bayésiens.
Le graphe implicatif compléte I'information ainsi recueillie : la forte implication {3}={6}
apparait quelque peu surprenante, vu le type de la situation exploitée lors de la séquence
’d’cnselgncmcnt en TD. Cela corrobore I'implication entre classes ci-dessus.

Interprétation |

Le graphe implicatif des réussites, hormis l'ordre de complexité des deux problémes pour ces
véléves de TD, nous revele que méme pour la situation qui, a priori, n'a rien & voir avec la
: s1tuat10n d'enselgnement I'analyse arborescente démeure comme une condition nécessaire 2 la
 réussite. Soit de fagon contraposée, ne pas pratiquer 1'analyse arborescente suffit & conduire &
I'échec (partiellement pour le probléme d'urnes).

 VII-B.2 : Classe témoin TA

Nous nous contentons ici de faire une analyse implicative relative aux 4 variables suivantes :
1:1a réussite au probléme fabrication des boulons ;
2 : utilisation d'un tableau a double entrée comme support visuel des €événements & ce dernier
3 ! la réussite au probleme modele d'urnes , R S PP,
4: uuhsatlon d'un tableau @ double entrée comme support v1suel dcs événemcnts ace
dernier. o ,
vSlgnalons que T'utilisation d'un support visuel autre. qu'un tablcau a doublc entrée est
'quasxmcnt inexistante chez les éleves de TA lors de ce test'( soit un éleve sur 43).

-1 'I‘héonquemem (c£:[36] chap. I) les semls dc conﬁance de cohésxon 1mphcauve d'une classe se répartissent
ainsi :

* pour une classe A deux variables, 1a cohésion dépasse 0.95 avec une probabilité égale 4 0.05 ;

* pour une classe 2 trois variables, la cohésion dépasse 0.62 avec une probabilité égale 2 0.05 ;

* pour une classe 4 4 ou 5 variables, ia cohésion dépasse 0.400 avec une probabilité mféneure 20.03.
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Il est 3 remarquer que la valeur 0.72 n'est pas trés significative pbur une intensité
d'implication entre deux variables. Néanmoins, la forte valeur 0.678 de cohésion de la classe
{1, 3,4}, ot {1}=> {3, 4}, rend légitime la considération de ce graphe (voir la note, p.23).

Interprétation

- d'un point de vue _Qx_dm_dg_mmpl:m contrairement a la classe TD, chez ces clévcs de TA
le probleéme fabrication des boulons (évaluatzon 1) serait nettement plus difficile que le
probleéme de modéle d'urnes ;

- d'un point de vue p:m_édm_dg_x_ém_mnm I'utilisation d'un tableau a double entrée comine
support visuel des événements favoriserait d'une fagon trés nette la réussite A un probléme de

type modéle d'urnes , mais d'une fagon moins 31gn1ﬁcat1vc que pour le problémc du genre

- fabrication des boulons.

- *VIII-B.3 : Conclusion

La dissemblance des résultats obtenus, 2 la suite de 1a mobilisation de deux ' ounls"dlffcrcms

. par rapport aux réussites et échecs a ces deux premiers probleémes pour les deux classes TA et
TD, qui sont tenues par deux enseignants, distincts certes, nous autorise 4 conjecturer que
- l'utilisation d'un arbre des probabilités et celle d'un "tablean a double entrée" (ou un

diagramme de Venn [2]) sont intégrables comme variables didactiques quand s'il s'agit
d'introduire la notion de probabilité conditionnelle. '

L'ingéniérie didactique expérimentée ici, basée sur la notion de pourcentages et sur
l'utilisation d'un arbre des probabilité, offrirait une autre voie non nécessairement dépourvue
d'avantages par rapport a d'autres modes, tel le classique modele d'urnes, pour introduire le

~ concept de probabilité conditionnelle et 1a formule de Bayes. o
" En revanche, il serait trés mtéressant également de "creuser" plus profondémcnt ce qui sous-

endran les échiecs.



25

VIII-C Quelques éléments d'explication sur les démarches non pertinentes
Je me contenterai ici A I'évaluation 1 (Pour la consultation de quelques copies d'éleéves, voir
[36] pp.239-260). Grosso modo les erreurs les plus marquantes portent sur deux points :

En plus d'adopter une démarche métamathématique (par opposition a une démarche
formelle, c'est-2-dire : l'univers des possibles reste non ou mal défini, les notations
d'événements sont implicites), certains éléves tentent de s'aider d'un support graphique pour
mieux appréhender la situation-probléme. Par exemple, a propos du "probléme de boulons",
examinons les deux réponses proposées par deux éléves de terminale A1 ci-dessous :

Réponse 1

M, Vg T _ i Une telle réponse témoigne un besoin de se
as ~ IR représenter graphiquement la situation, en
e Shwo | Moo N T | Voccurrence par un tableau & double
DY Y, entrée. Mais comme l'attestent les deux
f»___ éhre da daoms e v . pCAY = :% | cases non remplies (en réalité cela
A ""’L . pC 5) correspond @ une trace de gomme), cet
& =* e I bon badon » - pC 6\ éléve ne peut placer convenablement tous
v A towdon cla @emn o(E ) £ les nombres qui apparaissent dans l'énoncé.

pCBNA) 0| Le fait de placer 5/100 (i.e.5%), par
P (Fﬁ _P—CTST_ i exemple, dans la case intersectionde a la
| ligne "boulons défectueux " avec la colonne
"M]" laisse penser qu'il y a la confusion entre probabilité conditionnelle et probabilité
conjointe. Ce mode de représentation figurale lui apparait non adapté au conditionnement
d'événément .

Rome2i Qi 94 kbRl ofte| |
Lo+0 = qs0 AJ‘ Pmm. 200N o 5 Tsant C)cCeC}‘W
Qg b autekbalivedo
- €°/°c ST PN
O} -1 st d:fg_c‘l‘\su&.\( _

';"_;“L: -D‘f:@-:-\'\u.\u:& —.-.B
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On constate ici que, malgré la pertinence de la formule des probabilités totales et de la
probabilité conditionnelle a évaluer, I'éléve auteur de la "Réponse 2" se trouve bloqué. Cela
provient-il tout simplement d'une mauvaise identification des informations?

On peut formuler diverses hypothéses pour expliquer ce type de blocage. En tout cas, la
représentation ainsi choisie, en l'occurrence un tableau a double entrée, s'avere non-
congruente(™) i cette situation. G.VERGNAUD[38] avait déja montré que "la fonction des
signifiants langagiers et symboliques est de favoriser la conceptualisation (identification et
objectivation) et de permettre la communication et le débat ; ils jouent en outre un rdle de
régulation de 1'action dans la résolution de probléme. La diversité des signifiants, des signifi€s
et des référents pose le probléme de la congruence sémantique : tous les signifiants ne se
valent pas, certains refletent mieux que d'autres les propriétés du signifi€".

L'un des "vecteurs orientant la complexité" retenus par R.GRAS(cf.[19] pp.4-5), partie: Point
d'appui de la nouvelle taxonomie) pour construire "la taxonomie" spécifique mathématique,
est la "séparabilité significative du signifiant et du signifi€". Le probléme qui se pose est :
comment mesurer cet €cart signifiant-signifié?

Rappelons que d'une mani¢re générale, on parle concurremment de plusieurs types de
registres en mathématiques, a savoir le registre (au sens de DUVAL [11], [12]) de notations
symboliques (ou formalisme), le registre langagier mathématique, le registre langagier
naturel, le registre figural. AMESQUITA a montré dans sa these[28] que dans une tiche
mathématique, en géométrie en I'occurrence, les informations issues de ces registres peuvent
étre soit concordantes, cas ot il y a une congruence sémantique entre les registres mobilisés
(les objets sont alors identifiables par simple appréhension), soit non concordantes, cas de
non-congruence sémantique entre les registres en question. En fait, on distingue deux types de
congruence : une, inter-registre, entre registres différents ; une deuxi¢me, interne a un
registre, intra-registre. 1l importe donc de considérer 'articulation entre différents registres
pour hiérarchiser, ou pour expliquer, la complexité d'une tiche mathématique. Pour une étude
plus détaillée de ce jeu d'articulation inter ou intra-registre, nous renvoyons 2 l'article de
DUVAL[26] et a 1a thése de A.MESQUITA[28].

Néanmoins, pour ma part, il semble que ce conflit, disconcordance inter-registres, apparait
dans la résolution d'une situation-probléme spécifique de la notion de probabilité
conditionnelle. Par exemple, dans le cas d'un tableau 2 double entrée tel que les éleves le
construisent ici, la forme d'appréhension séquentielle (qui est en accord avec le
conditionnement) s'oppose A I'appréhension perceptive de l'intersection (ou d'événements
conjoints) directement suggérée par un tel tableau : ce qui explique la non-congruence
sémantique entre ce mode de représentation figurale et un probléme de probabilité

(*) Ce terme de congruence (ou de non-congruence) sémantique est utilisé ici dans un sens tout 2 fait analogue 3
ce qui est dit par DUVAL(1988), pour la premidre fois dans la théorie didactique 2 notre connaissance, et

_poursuivi par A MESQUITA (These, 1988, chapitre ler) & propos de l'apprentissage de la démonstration
mathématique chez des jeunes éleves.
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. conditionnelle. En effet, le tableau 3 double entrée est communément lude fagon symétrique,

alors que le conditionnement est non symétrique. Ce qui exphque aussi en partie I'échec des
éldves pour ce "probleme de fabrication des boulons" comme I'attestent leurs productions
écrites. Le tableau & double entrée apparait ici en quelque sorte comme un pidge de
Lintuition. Alors que, contrairement 2 cela, comme nous venons de le voir dans le paragraphe
précédent, l'e‘xﬁloration d'un arbre des probabilités, qui suggére une perception séquentielle
d'événements, joue un rSle 2 la fois descriptif et heuristique pour ce qui concerne la résolution
du présent probléme : une représentation arborescente apparait alors comme sémantiquement

. congruente 2 1a notion de ‘probabilité conditionnelle, mais risque d'énger un obstacle dans les

problémes bayesiens. En conséquence, une prudente réserve didactique s'impose.
Cettc notion de congruence sémantique, semble expliquer en partie une conclusion de
_ ;‘S Maury(thése [27], 1986) qui affirmé que.la difficulté de résolution d'un problémc de
" probabilit€ éiémentaire dépend du contexte en jeu, du vacabulalre et de la fagon de formuler
la question. En effet, i le contexte qui sous-tend le probléme est par exempie en accord avec
“le registre langagier naturel (i.e. de la vie quotidienne, conforme avec Ia ratlonahté
quotidienne), son rble heuristique sera différent de celui d'un contexte formel. .
~ D'une maniére plus rigoureuse, la théorie des rcprésentatlons calculables exxge l'exxstencc des
| homomorphismes [40] -du systtme représenté dans le systéme rcpréscntant Ce sont de tels
" homomorphismes qui diminuent le cofit cognitif lors d'un processus d'apprennssagc
~ Or, pour ce qui concerne le concept de probabilité condmonnclle, on peut démontrer que
- parmi les deux sxgmfiants candidats, l'arborescence et lc tableau A double entrée, le premier
A‘ 'vpermet de construire un homomorphisme signifié - slgmfiant Car l'arborescence est
- 'ot:entablc, donc compatible avec une dissymétrie qui caractérlsc justement le concept en
Mquestlon ici; au contraire, avec un "tableau", c'est plutot la symétrie ou la commutativité
(chaque case représentant une intersection). Concrétement, désignons par Partition(Q)
l'ensemble de toutes les partitions de I'univers Q, et par Arbre(Q) celui des arbres d'origine Q,
construits 2 parm des événcments de Q. Définissons les lois de composition suivantes :
- dans Partition(Q) : par exemple, pour deux &léments (X Y, Z) et (A, B) de Partition(Q),
déﬁmssons X, Y, 2)B(A, B) = (XnA, XNB, YnA YNB, ZNA, ZHB) ob l'intersection est
supposée ordonnée;
- dans Arbre(Q) par exemple, pour deux arbres Q- (X Y, Z) et Q (A, B) déﬁmssom
‘ l'opérauon ®: Q-(X Y,2)® Q—(A B) mpnésenté ci-dessous :

Alors l'apphcanon f définie de Partition(£2) vers Arbre(Q) par f| (A, B) (notatmn q:mphﬁéc de
- f((A B))) est 'arbre Q-(A, B), avec la contrainte suxvante f(XNA, XNB, YNA, YNB, ZNA,
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ZNB) est justement 1'arbre ci-dessus, est bien un homomorphisme :
pour toutes partitions a=(A1,..., Ag), b=(B1,..., By) de Q, on a f(a®b) = f(a)®f(b).

VIII-C.2- les obstacles conceptuels

IIs se situent essentiellement 3 trois niveaux :

- 1'évaluation de la probabilité de I'événement conditionnant ;

- la confusion entre probabilité d'une intersection et probabilité conditionnelle ; plus
précisément, une telle confusion s'effectue dans les deux sens 2 savoir : prendre la probabilité
conditionnelle 2 la place de la probabilité composée, et inversement, considérer la probabilité
conjointe au lieu de la probabilité conditionnelle ;

- l'obstacle de renversement de situation qui consiste 2 inverser le role de I'événement
conditionné et celui de 1'événement conditionnant, en I'occurrence considérer pyg1(D) au licu

de pp(M1). Ce type d'obstacle peut s'expliquer par une éventuelle conception chronologiste
ou causaliste de la notion de probabilité conditionnelle. En effet, on peut penser que, dans
I'écriture pA (B), I'événement B ne jouerait plus chez I'éleve (causaliste) le role d'une simple
variable, et que A serait un générateur de conséquences. Mais, il me semble relever d'un
obstacle psycho-cognitif plus général, celui de la réversibilité. Je cite R.GRAS ([19] pp.15-
16) a ce sujet :

"Le sujet ne se connait psychologiquement et biologiquement (adéquation et de 1'esprit et du
corps) qu'en s'adaptant, en assimilant I'objet et en s'y accomodant comme le fait I'eeil lors des
visées 3 des distances variées...Mais ces régulations ne se distinguent véritablement des
perceptions que dans la mesure ol elles sont susceptibles de composition et de réversibilité.
C'est en cela que l'acte intelligent conscient se distingue de I'acte réflexe. Autrement dit, c'est
dans I'aptitude & opérer selon la fonction réciproque d'une action directe, annulant son effet,
que se revelent les facultés accommodatrices, signes de l'intégration enti¢re aux schémes
sensori-moteurs du sujet, lesquels constituent un ensemble d'actions
intériorisées. . .L.'homomorphisme de transposition, qui permet la substitution d'une action par
un autre, doit étre réversible pour étre significatif de l'acces 2 la représentation en tant gue
telle”. Ainsi, c'est cette carence de réversibilité relativement au conditionnement qui fournit
au mieux un élément d'explication de la résistance des conceptions chronologiste ou causaliste
au concept formel de probabilité conditionnelle.

Pour terminer, nous faisons la remarque suivante. Cette résistance liée a la réversibilité peut
se rencontrer dans I'apprentissage d'autres notions mathématiques. Il est fréquent, par
exemple, d'observer chez des €lkves une difficulté énorme lors de l'introduction de la notion
de primitives (opération "inverse" de la dérivation) d'une fonction réelle, méme en ayant sous
les yeux le tableau des dérivées usuelles. On sait d'ailleurs que ce probléme de réversibilité
explique également la difficulté classique des jeunes éléves lors du passage de l'addition vers
la soustraction des nombres.
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Annexe : Présentation intuitive de la théorie de I'implication statistique de R.GRAS
L'implication statistique, ou I'analyse implicative, est une méthode classificatoire essentiellement probabiliste

d'analyse des données. Elle a la spécificité d'utiliser un indice non symétrique, et sa classification se base sur

Considérons par exemple deux attributs a et b qui‘ sont soumis A n individus dont 'ensemble est désigné par
E. On ne connait pas a priori la liaison cognitive qui existe éventuellement entre les deux variables a etb. Il
s'agit de donner un sens statistique & une implication logique et formelle du type " sia alors b", ((non a) ou
b). Concrétement, on souhaite répondre 2 la question "la possession de l'attribut a implique-t-elle celle de
latrribut b?" que l'on peut interpréter de diverses manidres.

Désignons par A (resp.B) I'ensemble des sujets qui possédent a (resp.b). On s'intéresse ici, au lieu de

Tintersection, & I'ensemble des sujets qui contredisent I'une des variables, b par exemple, dans le cas ol les

cardinaux n,, et ny, respectivement de A et de B sont tels que ng <my,.
E

&

Puisque 1'implication a = b est contredite sur le sous-ensemble AB, au lieu de considérer A et B fixés, on

les laisse varier aléatoirement et indépendamment dans E en conservant leurs cardinaux respectifs.

Comparons alors le cardinal de ANB 2 celui qu'aurait l'intersection de 2 parties quelconques X et Y de
méme cardinaux respectifs n, et j=n-ny, dans une hypothese d'indépendance ou d'absence de lien entre

elles.
Moins il y a d'individus contradicteurs de I'implication, plus l'inclusion qui la représente est statistiquement
crédible, donc acceptable. R.GRAS(1979) axiomatise la notion d'implication statistique de la fagon suivante :

(a = b) est acceptable au niveau de confiance 1-a si et seulement si, dans une hypothése d’absence de

lien a priori (ou d'indépendance), Pr[card(XrY)<card(AnB)]<a.

Ceci signifie que si le le nombre n,a;-des individus contradicteurs , cardinal de ANB- est "invraisemblablement

~ "petit par rapport 2 celui qu'on peut attendre de la distribution des cardinaux de XY, on acceptera une quasi-
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implication . La vraisemblance de I'implication a => b sera ainsi mesurée par le complément 2 1 de la mesure

de 1a probabilité déduite de la comparaison du cardinal aléatoire de XrY 2 celui de ANB. D'oit la définition de

la quantité qui mesure l'intensité de I'implication de a sur b par :

cp(a,B)= 1-Pr{ Q(a,g) <q(a, E)] ol q(a,B) est l'indicateur de non-implication , réalisation de la variable aléatoire

Q(a,g) centrée et réduite de la poissonnienne card(XnS—() :

_ cand(Xn¥) - A g A2
soit Q(a,b)=

L , et q(a,l;) =————— pour une expérience considérée.
\ ’ nany \ / Daftp
n “n

Ainsi, il est clair que les paramdtres associés a la définition d'une intensité d'implication entre deux

variables données ne dépend que de leurs occurrences et de l'effectif de la population qui les éprouve, mais
reste totalement indépendante du nombre des variables restantes. Dfors et déja, on peut exploiter ce concept
d'implication statistique & l'aide de la représentation graphique nommée graphe implicatif, ou réseau de
chemins implicatifs, de la relation de préordre partiel R induite (3 un seuil d'implication fixé (\¥Q) .
aRbdesque  g(ab)2Foet N=np est une relation de préordre partiel (donc transitive).
si@@R betbR c, p(a, ©)20,5 ) alors aR ¢
Notons qu'un tel résean de chemins implicatifs, qui demeure indéfinissable avec un indice de similarité,
permet de rendre compte d'une certaine dynamique qui existe entre les attributs descripteurs de ses données.
Cependant, on se rend compte que dans le contexte d'une expérimentation effective en vue d'une étude
comportementale par exemple, une attitude est rarement isolée ; elle s'accompagne d'antres comportements.
Autrement dit, en plus d'une implication entre variables prises deux a deux, son extension en implication
entre groupes de variables s'impose. Ainsi, si un groupe de variables est suffisamment désordonné du point
de vue implicatif, il n'est pas légitime d'en constituer une classe dont on chercherait 1'implication sur une
autre classe ou qui serait impliquée par une autre classe. Un tel ordre exigé ou ce désordre rejeté se mesure
par exemple par I'entropie de 'expérience, pour chaque couple de variables.
Pour répondre & cette problématique d'extension, A.Larher a élaboré dans sa these [26] le concept de
cohésion, dit cohésion implicative :
- pour le cas de deux variables a et b, oll il y a lieu de parler de l'implication de a sur b, la cohésion
implicative du couple orienté (a, b) se mesure par la racine carrée de 1-le carré de I'entropie, si l'implication

“est supérieure ou égale 4 0.5 ; elle est nulle sinon: au désordre maximal, c'est-2-dire quand l'entropie devient
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maximale (=1), ce qui correspond 2 une implication égale 4 0.5, la cohésion s'annuié;' elle atteint sa valeur

maximale 1 au désordre minimal. L _ _

- D'une manitre plus générale, pour un groupe A de r variables, la cohésion ixpplicgtiye de A est définie comme
la moyenne géométrique des cohésions des couples orientés intervenant : la cohésion implicazivé d'une bclasse
. quelconque A = {a;, aj,ag, ... ar} définie par le couple A*(((al a2) a3) - 8r.1),a;), avec n‘is mE..<n,
od n; mesure le nombre d'occurences de 3 estla quantlté ‘ S '

‘ ‘ i=r-1, j=r |
T1 e
CA) =1 c(a,. )

l"l,]>l F2

' Cbnfdﬁhémeni A l'intuition, elle s'annulle dés que I'un des couples a sa cohésion nulle.
- Enfin, l'lmplncanon entre deux classes est définie comme une quanuté qui rend compte de l'intensité
d'implication maximale des éléments d'une classe sur les éléments de l'autre etdela valeur des cohéswns des

' Eclasses intervenant par leur moyenne géométrique :
Soit A—{al a,..., ag) “et B =(by, by...., by} deux classes (disjointes) d'attributs, ces dermers étam soumis 2
uné méme population de sujets. ; _
“Conformément ainx lois de probabilité des sup. des variables aléatoires, l'indice d'implication ¥(A,B) de la
classe A sur la classe B est déﬁme r la quantité : |

12
‘I‘(A, B) [sup ‘P(ap bj)] x [C(A)xC(B)] ,avec i‘{1, ..., r)etj'(1,...,8).

~ Pour de plus amples mfo:manons concernant les propnét&s et la justification de cette définition , nous renvoyons
2 la these de A LARHER sus-citée, pages 40, 41 et 42, '

Remarquons que I'implication entre classes devient nulle d&s que I'une des classés Test dé}é ‘Ellc. décroit avec
‘ Ies effectifs des classes, mais demeure une fonction croissante de 1a cohésion de chaque classe. o

Dés ldﬁ, it est dei}enu possible de représenter la eruciure existant entre les variables descripteurs 2 I'aide d'un

dendogramme construit par agrégations successives en commengant par le couple de vaﬁa:bks ou' de classes

de variables déja construites de cohésion maximale & un niveau donné : c'est l'arbre de classification
- . hiérarchique implicative et cohésitive (A.C.H.LC.) ou tout simplement arbre implicatif.

Pratique ; Il y a trois types possibles de variables ﬁaitabies : - variables boolécnnes, ou hréséncé-zib’sence (ct.

exemple introductif du présem annexe, et les 10 variables considérées dans VIII-B.1 & 2); |

- vanables a nuances, ou modales ou ordinales ; - variables quanmatwes ou numériques.
Si l'on s'intéresse a I'étude des liaisons 1mphcauves entre variables, il faut construire et interpréter un graphe
_A_xmphcanf des descnpteurs aun seml d‘unphcauon fixé. Si l'on vnse I'étude des hamons implicatives entre

groupes des variables, il faut mterpréter les diverses sous-lmphcatmns surTA.CHLE.
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