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Codage des automorphismes hyperboliques du tore
et nombres de Pisot

Stéphane Le Borgne -

Introduction

Coder un systéme dynamique (T, T, pu), c’est le faire apparaitre comme facteur
a l'aide d’une application ¢ d’un systéme dynamique symbolique (X,o,v). De
tels codages, lorsque (X, 0,v) est d’une certaine forme et que ¢ est suffisamment
réguliére (voir {7]), permettent d’obtenir, pour les systémes dynamiques codés, des
théoremes limites de nature probabiliste. Nous nous intéressons ici au codage des
systémes dynamiques (II', T, m) ot TI'™ est le tore de dimension n, T est un
automorphisme hyperbolique de ce tore et m la mesure de Lebesgue. Le probléme
est d’obtenir et de décrire le plus précisément possible un codage symbolique de
ces systémes.

Dans le cas de la dimension 2, on dispose depuis I'introduction par Adler et Weiss
de la méthode des partitions markoviennes, conduisant & un codage par un systéme
symbolique du type ”sous-shift de type fini”. La notion de partition markovienne a
été étendue a des systémes dynamiques plus généraux par Sinai, puis Bowen ([8])
et peut étre appliquée aux systémes (™, T,m). Cependant, comme [’a montré
Cawley [10], on ne peut pas trouver de partitions markoviennes géométriquement
simples, sauf dans le cas de la dimension 2 et dans certaines situations particuliéres
en dimension paire: donner explicitement un codage par cette méthode s’avere donc
tres souvent difficile.

Dans [3] et [4], Vershik propose une autre méthode plus algébrique, basée sur I'idée
suivante: on considére un vecteur ug & coordonnées entiéres et le semigroupe G
engendré par les T'ug = u; (ot T est ici considéré comme un automorphisme de
IR™). Grace a la relation sur les u; fournie par le polynéme caractéristique de T,
tout élément de G s’écrit comme une combinaison linéaire des u; a coefficients
entiers naturels bornés, vérifiant une condition markovienne. On projette ensuite
les éléments de G sur la feuille dilatante de T parallélement 3 la feuille contractante.
Ceci fournit un codage de ’ensemble H constitué de ces projections prises modulo
Z". Si ce codage est bijectif, on ’étend & TI'™ et on obtient un codage markovien de
(I'™, T, m) presque partout bijectif; sinon il faut quotienter le sous-shift obtenu
et il resterait & obtenir une représentation ”sofique” du quotient, c’est-a-dire & un
systéme symbolique lui-méme quotient du codage markovien.

Ici, nous restreignons notre étude au cas ot T n’a qu'une valeur propre de module
> 1. Ce cas particulier a déja été étudié par Bertrand-Mathis [2]. Nous reprenons
cette étude en la rapprochant de la méthode proposée par Vershik.



Le plan du mémoire est le suivant:

Dans une premiére partie, nous rappelons quelques résultats nécessaires: générali-
tés sur les systémes sofiques (Krieger [9]), sur les 3-développements (Parry [1]),
définition du B-shift, étude du B-développement de 3 lorsque 3 est un nombre de
Pisot et calcul de I’entropie topologique du S-shift.

Dans la deuxiéme partie, nous présentons la méthode de Vershik en étudiant en
détail certains cas particuliers.

Dans la troisiéme partie, nous utilisons cette méthode, toujours dans des cas
particuliers, en la reliant & la méthode des B-transformations utilisée dans [2].
Dans ces cas particuliers, nous précisons le codage de (II'", T, m) par un systeme
dynamique (X 4,0,v), ou X4 est le sous-shift de type fini mélangeant défini par
une matrice A et v est est I'unique mesure sur X4 d’entropie maximale. Nous
montrons comment cette matrice A est obtenue & partir du 3-développement de
. _ |

Enfin dans la derniére partie, nous étudions (dans le cas de la dimension 2)
I'ensemble de T sur lequel le codage obtenu est bijectif.

Cette étude reprend et développe un travail entrepris dans le cadre d’un mémoire

de DEA.

I. Préliminaires

I.1 Généralités sur les systémes sofiques

Soit § = {1,...,s} un ensemble fini. Sur S% muni de la topologie produit
considérons 'application

SZ SZ ($1)zEZ — ($z+1):eZ

On appelle sous-shift un sous-ensemble de suites Y de SZ qui est fermé et o-
invariant. Un sous-shift est caractérisé par I’ensemble des mots "autorisés” &
apparaitre dans ses éléments.

Soit Z un sous-shift. On notera Sz le plus petit ensemble StelqueZC S Z

L’entropie topologique d’un sous-shift Z, sur lequel on fmt opérer o, est notée

hZ, o).

Définition: Soient (Y,0) et (Z,0) deuz sous-shift (inclus dans SZ et SZ re-
spectivement). On dit que (Z,0) est facteur de (Y, o) s’il eziste une application f
continue surjective de Y sur Z telle que foo =o o f.
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On dit que (Y, 0) et (Z,0) sont topologiquement conjugués s’il eziste un homéomor-
phisme f de Y sur Z tel que foo=o00f.

Définition: Soit £ un ensemble fini de mots. Soit Y C SZ un sous-shift. On dit
que Y est de type fini s1 Y peut étre défini par: "aucun élément de £ n’apparait
dans une suite y € Y. On écrira dans ce cas ”Y est un STF”. L’ensemble €
représente ’ensemble des mots "interdits” du sous-shift Y.

Quand les mots de £ sont de longueur 2, il existe une matrice A, carrée, indexée
par S x S, & coefficients 0 ou 1 telle que Y = X 4, ot X 4 est défini par

Xa={z€8%: Vie Z, A(zi,zit1) =1}

On montre facilement que, quitte & prendre un alphabet plus grand, un sous-shift
de type fini est de la forme X 4, i.e. est topologiquement conjugué a un X 4.

Pour tout sous-shift (Y, o), on note B(Y,n) ’ensemble des mots de longueur n de
Y et B(Y') 'ensemble des mots de Y.

Théoréme 1: (Curtis-Hedlund-Lyndon) Soient (Y, o) et (Z,0) deuzr sous-shift. Si
(Z,0) est facteur de (Y, o) par une application continue f, il existek € Z, n € IN
et g: B(Y,n) — Sz tels que:

VyeY, VieZ, f(y)i=9Witk,---»Yitktn—1)-

Preuve: Notons my la projection sur la coordonnée d’indice 0: mp(y) = yo.
L’application my o f est continue et les sous-ensembles {(mp o f)~1(i) 1 € Sz}
forment une partition de Y. Chaque (7 o f)~1(i) est ouvert et fermé, donc une
réunion finie de cylindres. On en déduit immédiatement ’existence de k,l € IV
tels que 'application suivante soit bien définie,

BY,l+k+1)-2S;: Cv+— g(C) =m0 f(y), avec (y_x,...,y1) =C.

En d’autres termes mg o f(y) = ¢((y—k,...,y1)). Le théoréme est maintenant une
conséquence du fait que f commute avec le shift.
0

Définition : On appelle systéme sofiqgue un sous-shift facteur d’un sous-shift de
type fini. Un tel STF sera appelé recouvrement du systéme sofique.

Soit g : B(Y,n) — Sz, on notera go, ’application go, de Y dans Z définie par:

Y goo(y) = (9(¥i, - -, Yidn—1))icz-



Exemples:

oY ={ye{0,1}% : 011...110 n’apparait pas dans y}.

impair
1 1
1= (3 o)

et le sous-shift X4 C {0,1}% associé. Soit alors g : B(X4,2) — {0,1} deﬁm par
(0,0) — 0, (1,0) — 1, (0,1) — 1.

On a goo(X4) =Y et évidemment goo 00 = 0 0 goo.

Soit A la matrice

o On verra plus loin d’autres exemples de systémes sofiques associés aux nombres
de Pisot.

Le théoréme de Curtis-Hedlund-Lyndon permet de voir qu’un systéme sofique
(Y, o) est facteur d’un STF (X, o) par une application g, ol ¢ est une application
surjective de Sx sur Sy.

Plusieurs questions se posent. Etant donné un sous-shift Y, comment savoir s’il est
sofique ? S’il est sofique, comment construire un STF dont Y est facteur. Existe-
t-1l des STF particuliérement intéressants, associés & Y de maniére plus ou moins
naturelle ? La construction suivante, due a Krieger, fournit a la fois un critére de
soficité et un recouvrement naturel.

Soit un systéme sofique (Y, o).

Commencons par fixer quelques notations. Soit B un mot de Y de longueur n. On
peut indexer de maniére arbitraire les lettres de B, B = (bg,...,bk4n—1). Etant
donnée une telle indexation, on définit

ZB)={yeY: Vi=k,....,k+n-1, y; = b;}.

Par ailleurs, on désignera par
Z(b), ’ensemble {y € Y : y; = b}, pour b un élément de Sy,

B x[ la projection de SZ sur S]i’k[ et ses restrictions aux sous-shift de SZ,
Y- (resp.y+) 'image par F_o 0] (resp.Fy,00[) d’un élément y de Y,
Y~ (resp.Y*) I’ensemble de ces y_ (resp.y+ ).

La construction repose sur I'application Q4 de Y~ dans P(Y*) qui, & un "passé”
y—, associe la partie de Y+ formée des "futurs” admissibles pour y_:

Q
Yo 5 {zp €Yt (y—,24) €Y}

Proposition 1: Q4 (Y ™) est un ensemble fini de parties de Y.
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Preyve: Soit y— € Y. Comme on I’a déja remarqué, il existe un STF X4 et une
application g de Sx sur Sy tels que Y = goo(X).

Qi(y-)={z*: (y-,24) €Y}
= {P1,00[(90(2)) * P—o0,0(900(2)) = y-}
= U {(g(z:))iz1 : A(zo,21) =1},

To€A(y-)
ou 'on a posé A(y-) = {zo € Sx : I(zi)i<o V¢ L0 g(z;) = y; }.

L’élément zq est la valeur de la coordonnée d’indice 0 des suites du STF qui se
projettent sur Y.

On a donc Q4 (y-) = Q4(y_) si A(y-) = A(yL). Comme Sx a nombre fini de
parties, on en déduit le résultat immédiatement.

O

Nous venons de montrer que si Y est sofique, alors 4 (Y ™) est fini. En fait, étant
donné un sous-shift Z quelconque, la suite montre que, si Q4(Z7) (défini de la
méme fagon que pour Y') est fini, alors Z est sofique.

Introduisons maintenant le recouvrement de Y annoncé.

Son alphabet est ’ensemble
E={(a,A) € Sy x 2 (Y7): Z(a)N A # 0}
et il est défini par la matrice carrée indexée par E x E définie par:
M({a, A),(b,B))=1si B=o0(Z(a)N A), = 0 sinon.

Pour qu’une suite ((y;, Di))iez soit un élément de Xy, il faut et il suffit que, pour
tout j < k, on ait (y¥;)i=j,.x € B(Y) et

Cir = Pi,oof(Z(yjs - - -y yk-1) N Cj),
ou ’'on a posé C; = o1~'D;.
On vérifie facilement que, pour tout élément y de Y, la suite
(i, 40" ' Bogo,i—1) (1))

est dans Xpr. On en déduit que X s est bien un recouvrement de Y: Y = poo (X ),
ou p est 'application qui, & (a, A) élément de E, associe a. De plus, 'application

Y = Xpo y— (45, 24(0"  Boco,i- (%)),

est une section de poo.

Nous allons maintenant montrer que le sous-shift de type fini Xz est relativement
"proche” de Y.



Proposition 2: s(Y) = Xu.

Preuve: Soit B = (y;, D;),...,(yk, D) un mot de Xps. Il existe y_ € Y~ tel que
D; = Q. (y-). Comme B est admissible on a Dy = Q4 (0*(y—, yi,. .., Ye-1))-

Soit 24 € Dy N Z(yx). Onay = (y—,¥i,---, Yk, 2+) €Y et s(y) € Z(B); d’oti le
résultat.

a

Pour tout mot C = ((y1,D1),---,(yx, Dk)) de Xu, posons p(C) = (y1,-..,Yk)-

Il est clair qu’étant donné un mot B € B(Y), ’ensemble des mots C de X tels
que p(C) = B a, au plus, le méme nombre d’éléments que Q4(Y ™). On en déduit
immédiatement la

Proposition 3: On a I’égalité des entropies h(Xpr,0) = h(Y,0), et I'inégalité
Card(p; (y)) < Card(4(Y7)).

Nous définissons un ensemble sur lequel po, est bijective. Nous verrons plus loin
que dans les "bons cas” cet ensemble est ”gros”.

Définition: On appelle bloc finitaire (ou mot finitaire) un mot B, que l'on peut
éerire B = (b_g,...,by), tel que Q4 soit constante sur Z(B).

Un élément y de Y est dit finitaire 1, pour tout entier j, i eziste un entier k,
k < j, tel que le mot (yx,...,y;) soit finitaire. Nous désignerons par F l’ensemble
des éléments finttaires de Y.

On voit aisément que F est un Gs.

Proposition 4: §i y € F, Uensemble {z € X1 : poo(z) = y} est réduit ¢ un
élément.

Preuve: Soit © € X s tel que poo(z) = y.

Pour tout : € Z, z; est de la forme (yi,D;) et on a D11 = o(Z(yi) N D;).
Soit j € Z et k < j tel que (yg,...,y;j—1) soit finitaire, et z_ € Y™ tel que
Q4(2-)=Di.Ona
D41 = 0(Z(yx) N D)
= o(Z(y) N 04 (2-))
= Q+(a(z~1yk))'

De méme D; = Q4(07 7% (2, yz,...,¥j-1)) = Q4((¥k,---,¥j-1)), ce qui montre
que 'on a nécessairement z = s(y).

o

Nous allons maintenant étudier une classe particuliére de systémes sofiques.
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Définition : On dit que (Y, 0) est transitif périodique-dense si ’ensemble des
points périodiques est dense, et 8’il existe un élément y € Y tel que Y soit égal &
la fermeture {o*(y): k€ Z}.

En particulier, si Y est transitif périodique-dense, alors, pour tout couple (B, C)
de mots de Y, il en existe un troisiéme D tel que la concaténation BDC soit encore
un mot de Y. Ceci permet de démontrer la proposition suivante:

Proposition 5 : §i (Y,0) est transitif périodique-dense, alors F =Y.
Preuve : Montrons d’abord qu'il existe toujours des blocs finitaires.

Soit y_ € Y~ tel que A(y-) soit de cardinal minimum. Posons
A(y-)={z0€Sx: Iz € X: p(z;)=y;, V-k<1<0}.

On a A(y-) = e Ak(y-), et ces ensembles étant finis, il existe un ko € IV tel
que Ag,(y-) = A(y-). Soit y__ tel que y. = y;, pour —ko <t < 0.

On a A(yL) C Ax(yL) = Ak (y-) = A(y-). Comme on a choisi y_ tel que
A(y-) soit de cardinal minimal, on a A(y_) = A(y-) et Q4 (y) = Q4(y-), et
donc (Y—g,,---,Yo) est finitaire.

Maintenant, supposons Y transitif périodique-dense. Soit C € B(Y), F € B(Y)
finitaire. Il existe G € B(Y') tel que FGC € B(Y') et évidemment FGC est finitaire.

Prenons un point périodique y € Z(FGC). On a alors y € FNZ(C), ce qui montre
le résultat.

a

Lorsque Y est transitif périodique-dense, on peut trouver un recouvrement de Y
encore plus “proche” de Y. Si B est finitaire, on note Q4(B) 1'élément de P(YT)
égal & Q4(y-) pour y € Z(B). Soit

w={A4eQ(Y7): JyeF A=04(y-)}.

Définissons alors F = {(a,A) € E: A € w}. Soit N la matrice carrée restriction
de M 34 Fx F.

Proposition 6: Lorsque Y est transitif périodique-dense, N est irréductible.

Preuve: En fait on va montrer que, pour tout (a,A) € E et tout (b,B) € F, il
existe (ci, Ci)o<i<i tels que

((a’ A)’ (003 CO)’ ceey (C(, Dl)a (b,B)) € B(XM)

Soit (fi,...,fr) un mot finitaire tel que wy(f1,...,fx) = B, et y_ tel que
wy(y-) = A



En utilisant le fait que Y est facteur d’un STF par une apphcatlon 1-bloc, on
montre facilement qu’il existe un mot (ay,...,a,) tel que

(y—,a,ah"',an7fl7""fk)

est admissible. On en déduit la proposition.
O

Proposition 7 : Lorsque Y est transitif périodique-dense, poo(Xn) =Y

Preuve: Soit y € F. On a évidemment s(y) € Xn. La proposition se dedult alors
facilement du fait que F =Y et de la compacité de Xy.

o

Les systémes sofiques transitifs périodique-denses ont une autre propriété qui va
nous permettre de les munir d’une mesure intéressante.

Définition : On dit qu’un sous-shift (Y,0) est IES 31 (Y, 0) est intrinséquement
ergodique (i.e. posséde une unique mesure v d’entropie mazimale) et si v charge
les ouverts non vides.

Proposition 8 : Un systéme sofique transitif périodique-dense si et seulement 3l
est IES.

Preuve: o Supposons (Y, o) transitif périodique-dense. Alors (Y, o) est facteur, par
une application f, de (X,0) STF transitif périodique-dense tel que h(X,0) =
r(Y, o).

On sait que (X, o) est IES. Une mesure d’entropie maximale sur Y est nécessaire-
ment 'image par f de 'unique mesure maximale sur X, ce qui donne 'unicité
d’une telle mesure. Le fait qu’elle charge les ouverts provient directement de la
propriété correspondante pour la mesure maximale sur X.

e Supposons (Y, ) IES. On montre facilement qu’un STF contient un STF transitif
périodique-dense de méme entropie. On en déduit la propriété analogue pour les
systemes sofiques, en utilisant le fait qu’un systémes sofique est facteur par une
application f d’un STF de méme entropie et que 'image d’un sous-shift transitif
périodique-dense par f est transitif périodique-dense. Le sous-shift (Y, o) contient
donc (Y', o) transitif périodique-dense de méme entropie.

Mais la propriété (Y, o) IES” entraine que Y' = Y et que (Y,0) est transitif
périodique-dense.
(&)
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Proposition 9: Soit (Y,0) un systéme sofique transitif périodique-dense, v son
unique mesure mazimale. Il existe deuz constantes wy,ws > 0 telles que, pour tout
mot B € B(Y,n)

w 8" < W(Z(B)) < waf,

ot log B = h(Y, 7).

Preuve: On a vu que (Y, o) est facteur du STF transitif périodique-dense (construit
plus haut) de méme entropie (Xn,0) par une application p,,, ol p est une
application de Sx, dans Sy. La mesure v est l'image par po de I'unique mesure
maximale u sur Xy.

On sait que la mesure p vérifie sur 'ensemble B(Xny,n) une inégalité similaire: il
existe vy, vy > 0 tel que pour B € B(X,n)

viB™" < u(Z(B)) < v

Le cardinal de p~!(B) étant uniformément borné par un entier K, on déduit
Pexistence de wy,wy; > 0 tels que

w1 87" S v(Z(B)) S wyf"

O

Cette propriété de v entraine la proposition suivante:

Proposition 10 : Soit (Y,0) un systéme sofique transitif périodique-dense, alors

v(F)=1.

Preuve: Nous allons montrer que le complémentaire N de F est de mesure nulle.
On a
N = U M UN o0
t€Z
ou N; est I’ensemble des y tels que 7 soit le plus petit entier pour lequel il existe
k < i tel que (yx,...,y;) soit un bloc finitaire, et ol N, est I’ensemble des y tels
que, pour tous ¢,k € Z, (yk,...,yi) n’est pas un bloc finitaire.

Cette réunion est disjointe et deux N; (pour i # oo) sont images I'un de l'autre
par une puissance du shift, donc de v-mesure nulle (invariance de v par le
shift). D’autre part Moo est un fermé invariant par le shift. Commme (Y,0)
est IES, 'entropie topologique du sous-shift (Ne,0) est strictement inférieure &
log B = h(Y, o). Il existe donc R > 0 et 0 < A < f tel que Card B(Ny,n) < RA™.
Or on a

vNw)= Y. v(Z(B)) < R\"wp",

BeB(Ngo,n)



ce qui montre le résultat.
m

1.2 Généralités sur les p-développements

Soit A > 1 un nombre réel.
Définition: On appelle §-développement d’un nombre réel z, une suite d’entiers
(€i)i>o telle que z =Y ;5 €:87" et, pour tout n > 0, Yisn €GBTI < BT

Tout nombre réel admet un unique g-développement
t=¢e+ef+...
obtenu par récurrence en posant

€y = [(E], Qg — {.’17}
ent1 = [Bam], any1 = {Bon}
avec [ |: partie entiére, { }: partie fractionnaire.
Lorsque le développement de z est fini, on dit que z est S-simple.

On munit INY de Pordre lexicographique: si (e, €1,...) et (€}, €},...) sont deux
suites d’entiers naturels, on écrit

(60,...) < (66,)
s'il existe n > 0 tel que ¢; = €., pour i < n et €, < €.
On notera (e, ...)(8) la somme ¢ + 6871 +....

On va caractériser ’ensemble des suites d’entiers qui sont 3-développements d’un
nombre réel. Soit w une suite d’entiers naturels telle que f = wo + w18~ +....

Nous définissons un ensemble exceptionnel E,, de la fagon suivante:

Dans le cas ol w n’est pas presque nulle, convenons que E,, est vide.

Dans le cas contraire, il existe ¢ € IV tel que 8 = wo + ... + wf79, wy # 0 et
wr = 0 st k > ¢; on définit alors la suite périodique n,, par:

Nw(t) =wr, sit#0mod q, avec 7 =1, wy — 1, si i = 0 mod g,

ou 7 désigne le représentant < ¢ de i modulo g, et E,, est défini comme ’ensemble
des suites € dont la queue coincide avec 7.

On montre par récurrence le

10
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Lemme 1: Soit € une suite n’appartenant pas ¢ E,,, telle que:
Vn>1, (én,...)<(wo,...)
alors

(em €n+t1,-. )(ﬂ) < (wmawm+1, .. )(:B)

lorsque (€p,...) < (Wmy-.-)

Théoréme 2: Soit § > 1 et f = wg(0) + wp(1)B~! + ... son B-développement.
Soite € INY n’appartenant pas d E,,. Une condition nécessaire et suffisante pour
Pezistence d’un z € IR, de (-développement € est que:

Vn>1, (en...) < (ws(0),...).

En particulier, on a (wg(n),...) < (wg(0),...) pour tout n > 1.

Preuve: S'il existe z de B-développement z = ¢y + ;871 + ..., alors, pour tout
n>1ona
Bl +...<1=wg(0)f ' +...

et donc (€p,...) # (wp(0),...). Soit k le plus petit entier tel que €x4x # wp(k). On
a alors

(Entks €ntr+1,- - )(B) < (wp(k),wp(k +1),...)(B),

et, comme wg(k+ 1)1 +... <1, 0on a €4k < wg(k) + 1, d’oll €nyr < wp(k) et
(€ny.-.) < (wg(0),...), Vn > 1.

Réciproquement, si, pour tout n > 1, (€,,...) < (wg(0),...), alors, par le lemme,
on a
e 4. <wg(0)f 7 +...=1

et € + €87 + ... est le B-développement d’un z.
)

Appelons E' Pensemble des 3-développements des éléments de [0, 1[. Soit X5 = o
(la fermeture étant prise pour la topologie produit). Si § n’est pas B-simple, cet
ensemble est 'ensemble des suites (€,)n>1 telles que:

Vn>1 (ép,...) < (wp(0),...).
Si B est (B-simple, c’est 'ensemble des suites (€n)n>1 telles que

Vn>1 (ep,...) < (wg(0),...).

L’ensemble X est un sous-ensemble de Q={0,...,[8]}V" stable par le shift.
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L’application ¢' : X — [0,1] définie par

o0

#((en)np1) = ) _&B™

=1
est holdérienne, et ce qui précéde nous permet d’affirmer que la restriction de ¢’
3 ’ensemble E' est une bijection de E' sur [0, 1].

Soit maintenant z € R. Il existe k € IN tel que z8~F € [0, 1[. On peut écrire

B ¥ =ap 4.,
avec (€n)n>1 € E', soit z = aff . e ...
Soit E le sous-ensemble de Q = {0,...,[8]}Z formé des suites (€n)ncz telles que,

pour tout entier k, la suite (¢,...) soit un élément de E’ et telles qu’il existe un
entier K tel que ¢; = 0, pour 7 < K. Alors 'application ¢ : E — IR définie par
o0
$((ei)iez) =D _eb™
-0

est une bijection.

Pour le voir, on montre que lécriture ci-dessus ne dépend pas du & choisi tel
que 4% € [0, 1], et on utilise I'injectivité de ¢'. On appelle B-shift bilatére le
sous-ensemble Xz de Q fermeture de E pour la topologie produit.

1.3 Nombres de Pisot et f-développement

Nous reprenons ici un théoréme classique sur les points d’accumulation des suites
zfB™ mod 1, quand S est un nombre de Pisot. La démonstration est une variante de
la preuve donnée par Bertrand-Mathis dans [2]. C’est sur ce résultat que reposera
I’étude du codage examiné dans IV.2,

Définition: Soient  un entier algébrique, P son polynime minimal. On dit que
B est un nombre de Pisot, si P admet B pour unigque racine de module > 1. Les
autres racines de P, alors de module < 1, sont appelées conjuguées de 3. Le degré
de P est appelé degré de 3.

Si B est un nombre de Pisot, la suite (5") tend vers 0 modulo 1, avec une vitesse
exponentielle. Cette propriété permet de caractériser les f-développements des
nombres du corps de 5.

Dans toute la suite, étant donné un réel z, on notera ||z|| la distance de z & l'entier
le plus proche.

La B-transformation de l'intervalle [0, 1[, c’est & dire ’application qui, & un élément
z de [0, 1], associe {fz} est notée T ou simplement 7.

12



Codage des automorphismes hyperboliques du tore

Théoréme 3: Soit 3 > 1 un nombre de Pisot de degré s. Alors un nombre réel
admet un développement en base f§ périodique d partir d’un certain rang, si et
seulement s’il appartient au corps de B,Q(B) = {co+c18+...+¢cs-18°71, c; €Q}.

En particulier, le B-développement de B est périodique d& partir d’un certain rang.

La condition est évidemment suffisante. Le théoréme suivant en montre la
nécessité.

On note que ce théoréme permet de retrouver, en particulier, qu'un nombre réel
B > 1 tel que > ||8"|| < oo est un nombre de Pisot. Le résultat classique (cf [11])
est que la condition Y ||8"||? < oo implique que B est un nombre de Pisot.

Théoréme 4: Soient 3 un réel > 1 tel que la série Y ||B™|| converge et z € {0,1]
tel que la suite (xf™) ait un nombre fini de points d’accumulation modulo 1. Alors
le p-développement de x est périodique & partir d’un certain rang. En particulier
le B-développement de B est périodique & partir d’un certain rang.

Preuve: Posons pour tout y € [0,1], e(y) = By — T'y. On remarque que €(y) est
inférieur a [3]. D’aprés la définition de €, on a pour tout n > 1

Btz =T "z + (T 1z) + Be(T™2z) + ... + B Le().
On a donc, pour tout k et tout n dans IV
BrtEs — B*T" s = Bre(T" z) + BFT1 (T 2a) + ...+ B*H 7 e(2).

C’est sur cette relation que repose la preuve.

1) La convergence de la série Y ||3"|| montre que I'on peut écrire

BrtEe — BTz = q(n, k) + n(n, k),
ou ¢(n, k) est un entier et n(n, k) tend vers 0 uniformément en n lorsque k tend
vers l'infini.

On en déduit que, pour tous k,n,n’
IB*T"z — B*T™ | < In(n', )| + In(n, B)] + 18"+ — 67 *Fa)l (1)

et
187z — B~ *Eal| < B*T"z — BT ]| + In(n, B)| + In(w', ). (2)

2) La suite (#'z);>o n’admettant qu'un nombre fini de points d’accumulation
modulo 1, pour j et j' suffisamment grands, f/z et ,37 z sont proches ou éloignés
modulo 1:

il existe 6 > 0 tel que, pour tout a > 0, il ex1ste N = N(§, @) tel que, pour jety
plus grands que N, on ait ou bien ||’z — B7'z|| < a, ou bien [|#z — Bi'z|| > &.

13



Nous devons montrer que la suite (T*z)x>o est périodique & partir d’un certain
rang. Si ce n’est pas le cas, cette suite prend une infinité de valeurs et pour
tout v > 0 et tout entier k, on peut trouver n et n' tels que: T"z # TV z et
|B¥(T™z — T™ z)| < .

3) Si (ﬂ‘x);zo converge modulo 1, d’apres (1), il existe kg tel que, pour k > ko,

|8*T" 2 ﬂ"T"wlI< 25’ (3)

et ceci indépendamment de n et n'. Prenons n et n' tels que
1

koprg kon' z] < —
85T — BT s < 52

et k > kg tel que
1

2ﬂ -
la majoration par 1/2 assurant Iégalité ||8*T"e — B5*T™ z|| = |B¥T™z — B*T™ g|.
On a alors ||8*T"z — B*T™ z|| > ;lﬁ, contrairement 3 (3).

< |B*¥T"z — BFT™ 2| < 1/2,

4) Supposons maintenant que la suite (A'z)i>o ait au moins deux points
d’accumulation modulo 1.

Choisissons un o > 0 tel que a < 75 et a < 1355. Soit N = N(6, a) défini en 2).

1+2/3
D’aprés (2), on peut choisir ko, supérieur & N, tel que, pour tout k > kg, n et n’,

on ait .
18+ s — ™ **a|| - 85T e — B*T™ 2| | < .
Prenons alors n et n' tels que
|B¥e Tz — BFoT™ z| < 2a
et k > kg tel que
2a < |BFT™z — B*T™ z| < 2Ba < %, (4)
la majoration par 1/2 assurant 'égalité ||f¥T"z — B*T™ z|| = |f*T"z — BET™ g|.

On a alors ,
187 %z ~ " +*z|| < a + 28a < 6.

Ceci entraine
2a > ||f* Tz — BFT™ 2| = |B*T"z — B*T™ 2|,

contrairement & (4).
0
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Codage des automorphismes hyperboliques du tore

Si la suite (T*)kev & un unique point d’accumulation, alors ce point est un point
fixe de la S-transformation et on voit facilement que le S-développement de z est
stationnaire partir d’un certain rang.

En appliquant ce qui précede & z = 8 —[f], on obtient que le 8-développement de
B est périodique.

1.4 Entropie topologique du g-shift

Soit B un réel > 1, de f-développement 8 = wg(0) + wg(1)f~1 +.. ..

Nous allons donner une estimation asymptotique précise de Card(B(X/,n)), ot
B(X},n) est I'ensemble des mots de longueur n de X, que nous noterons plus
simplement B,.

Posons
Bg = {(€1, €2y .- €n) € By : (€1, 000y €n—1, €, + 1) € B}

Les ensembles de suites seront munis de l'ordre lexicographique. Les "max” et
”min” seront entendus en ce sens.

Le signe e désigne la concaténation et on note Qs(j) = (wp(0),...,ws(s —
1)), sij > 1,e, le mot vide, si j = 0.

Proposition 11: Pour toutn > 1,

B, = U BY ¢ Q4(n —j)U{maxBn}.

Preuve: Soit u € By, u # max By, u = (€1, .....€5 ). Soit upy = min{v € B, : v > u}.
Onaupm=(n,... » Mk, 0.....,0), pour un certain k.

D’apres la définition de u,,, on a

Doit: t = (€1, rrrry €x) @ (W5(0), - . - ,wp(n — k — 1)) € BY o Qg(n — ).
O

Soit w € Bp41. Posons [w] = {w € Xj : (wi1,....wn41) = w}. L'ensemble
{[w] : w € Bn41} est une partition de Xg.
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Soit pg : Xp :— [0,1] défini par pg(ei)i>1 = 3> €;f%. L'ensemble {pg([w]) :
w € Bp41} est un recouvrement de [0, 1] par des intervalles qui, deux a deux, ont
au plus un point commun (voir généralités sur le S-développement).

Posons Rg(w) =longueur(pg([w])). Pour tout n > 1, on a

Y Re(w)=1

uEB,
" (W) = po(w), u# maxB
— J PB\Y ) — ppU), UFINAXDp
Rﬂ(u)—{ 1— pg(u), u = max By,

ou, pour w € Bj, w # max By, on note w' = min{v € B; : v > w}.

Proposition 12: Soit Mg =Y 5, (1 + 1)wg(i)8~"1. On a:

1
. -1 ] —
nh_r'réo B~ "Card B, = —ﬂ
1

lim g~ "Card B, = ————.
n—oo Mp(1-871)

Done, en particulier, h(Xj4,0) = h(Xp,0) = log §.

Preuve: Soit u € B,,. Siu € Bg__j ¢ Qs(j) pour 0 < j <n—1,alors

i=1 ,
Rg(u) = F7™(1 - ) wp(i)f~") = B T41.

1=0

D’autre part
Rp((wp(0),...,wp(n —1))) = B7"Tg1,

oti 'on a posé Tl = 37,2, wp(l+1— 1) pour i > 1. (T =1)

On obtient donc, grace a la premiére proposition de 1.4,

1= D Re(w)=) D> Rs(u)+Ra((ws(0),..,ws(n ~ 1)))

u€B, J=0 u€B, ~; ¢Q(j)
n-—1 .

= Z Ny _iB"Th1487"TH1
Jj=0

n
=D Na_,87"Th
j=0

16



Codage des automorphismes hyperboliques du tore

o Nj_; = Card B} _; et By = {e}.

n—j

Considérons alors la série entiére en t € C: g(t) = },5,t" 20 B~ "T'7 1N?

n—j-

Elle converge pour | t |< 1 et elle est, dans ce cas, égale a T3 D’autre part on

peut écrire

g(t) =D ) t"IBIT N BT

n>1j=0
= () _t"g "Nt TE) -1,
n>0 n2>0

d’out

Y otnpT "Tﬁl—Ztn(l—Zwﬂ( B~

n>0 n>1

=14 T__t _ Z Ztn 1—:tl+1ﬂ—:—1wﬂ(z)

n>1 0

= = — (M (i)

n>0 i20

_ 1—45(%)
To1—t

ol ¢g(t) = zizo t+1371=144(4). Il en résulte

1 1-—1 1
tn '—nN(): 1 —_
,;; BN =T " T " 1= 6

pour ¢ tel que 1 — ¢4(t) # 0. Le rayon de convergence de ¢4 est supérieur a 3. Le
point 1 est zéro d’ordre ldel- ¢p(t) (¢5(1) # 0). Donc il existe un voisinage

de 1 dans lequel -
1- ¢ﬂ(t) (1- t)¢,a(1)
Y nso(BTN, — (1))t" est holomorphe pour t € D(1,¢).

est holomorphe: il existe € > 0 tel que

Ceci entraine en partmuher limp—oo 8" NS =

" ¢p(1)
On a Card B, = Y ,_, N}, et donc

B~"Card B, = Eﬂ "(N3B ¢, (1)
0 n g*
- Z(N - ﬂk ¢ﬂ( ))¢I (1)
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d’ou:

limB~"Card By = ¥ —— = S
mpTCard By = ) s = A e
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II. Codage ”topologique”

II.1 Principe de la méthode de Vershik

Soit T un automorphisme de IR" ayant pour polynéme caractéristique

P(X)=X"- nz-:la.-x‘ (ag = £1).

i=0

L’automorphisme T peut étre représenté, dans la base canonique, par une matrice
que l'on notera encore T. Lorsque la matrice T est & coefficients entiers, de
déterminant +1, elle définit également un automorphisme du tore. On utilisera
la lettre T pour désigner les trois objets.

En particulier, & tout polynéme P(X) = X" — E:':ol a; X' (ap = £1), on peut
associer I’automorphisme T, défini par la matrice compagne :

0 1 0 ... 0
0o 0 1 ... 0
T=| i i i
0O 0 o0 ... 1
a a3 4az ... Gp-]

L’automorphisme T a alors (—1)"P comme polynéme caractéristique.

On sait que le systéme dynamique ( '™, T,m) est ergodique si et seulement si
T n’a aucune valeur propre racine de l'unité. Ici nous supposerons que T est
hyperbolique, c’est-a-dire que T n’a aucune valeur propre de module 1.

La méthode de codage proposée par Vershik est basée sur l'idée suivante:

Soit ug le vecteur de coordonnées (1,0, ...,0). Posons u; = T¥uy. En utilisant la

relation T*+tny, = E;:Ol a; T*+iyuy, on peut coder certains éléments de Z" et
montrer ’existence d’un entier N et d’un sous-ensemble S de {0, ....., N}", tel

que tout élément d’un sous-ensemble de Z™ s’écrive sous la forme d’une somme
Y icz €iti> ou (€)icz est une suite presque nulle telle que, pour tout k € Z
(ek, ..... ,ek+n-1) € S.

Précisons le résultat.

Définition : : Soit G un semi-groupe abélien dénombrable. Une suite (vi)rez
d’éléments de G est appelée base de représentation symbolique (brs) du semi-
groupe G, s’il existe des entiers m > 1 et N > 0 et un ensemble S C {0,.....,N}™,
tels que tout élément g € G admette une décomposition de la forme:

g= Z €x(9)Vk,

keZ



ott (ex(g)) = (ex) est une suite presque nulle d’éléments de {0,.....,N} et, pour
tout k € Z, (€ky-.oeer €kym—1) € S.

De telles suites seront appelées suites admissibles. Le lemme suivant est énoncé
dans [4].

Lemme: Soit v € Z" et soit G le semi-groupe engendré par 'orbite de v sous
Paction du groupe {T",n € Z}. Alors {T*v,k € Z} est une brs du semi-groupe
G (avec m = n et N inférieur au double de la plus grande valeur absolue des
coefficients du polynéme P).

Nous donnerons dans la partie II.2, pour certains cas simples, une idée des
méthodes que I’on peut utiliser afin d’obtenir de maniére algorithmique ce codage
d’entiers.

Considérons maintenant T comme automorphisme de IR". Soit L, (resp L,) le
sous-espace T-stable (resp. instable) tel que Tz, (resp Tz, ) n’ait que des valeurs
propres de module < 1 (resp > 1). Notons 7, (resp m,) la projection sur L, (resp
L,) parallélement & L, (resp L,).

Le lemme précédent nous permet de coder un sous-ensemble E de Z" (le semi-
groupe engendré par les élémentes T*ug = uy). Partant du fait que 7, (E) mod 1
est dense dans le tore TI'™, on va montrer que ’on peut alors obtenir un codage
du systéme dynamique ( ', T,m).

Soit X ¢ I'ensemble des suites admissibles presque nulles, muni de la distance

d(e,€') = Z le; — €ij27%.

1€Z

Notons ||.|| la distance & D'entier le plus proche. Considérons l'application ¢; :
Xy — T'™ définie par

$5(enlnez = Wu(z €;u;) mod 1.

I€EZ
Montrons que ¢y est holdérienne. On remarque d’abord que modulo 1, on a

Wu(z €U;) = —w,(z €iU;).

i€Z i€Z
Soit maintenant deux suites admissibles €® et €' telles que, pour un entier a:
& =€, li|<Neted =¢ =0, |i| >a.
Soit & < sup(|B1]™Y, .oy |8kl 1), ooy [ Tnk]), OU les B; et 7; sont les valeurs

propres de T avec, pour tout ¢, |8;] > 1 et |r;] < 1. Il existe M tel que, pour toute
suite admissible €, pour tout ¢ € Z, |¢;| < M.
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Codage des automorphismes hyperboliques du tore

Si: >0, il existe Ky > 0 tel que [|7s(ui)]} < Kia'. Sii < 0, il existe Ky > 0 tel
que ||my(us)]] < Ko™
Soit % définie par €J! = €7, pour 1 > —N, ! =0, pour i < —N. On a alors

-N-1

(D etu) = ma (Y ' udll = 1| Y emuuill < Moa®

pour un M, > 0.

Soit €!! défini par €}! = €}, pour i > —N, €}! =0, pouri < —N.On a

oD et us) = ms (Y etua)ll = 11 D (& — eD)ma(ui)ll < Maa®

N+1

pour un M; > 0.

On a de méme

7Y eltug) = mu( ebui)ll < Maa®,

pour un M, > 0.

On en déduit D'existence d’'un R > 0 tel que:

d($5(e), b5(€")) = lImu(D_ efui) = mu()_ elui)l| < Ra®,

ce qui nous permet d’affirmer que ¢ est héldérienne.
O

On prolonge ensuite ¢f & X = -X—f, I’ensemble des suites bilatéres admissibles,

fermeture de X; pour la topologie produit. Ce prolongement est encore holdérien.
En effet, soit € € X et ¢V définie par e = ¢;, si |i| < N, et eV =0, sinon. On a

ll$(e) = $(e™I < D 1ld(*) = $(eNl < Ua®,
N

pour un U > 0, d’ou le résultat.

Comme ¢(Xs) = T™ par hypothése, on en déduit, en utilisant la compacité de
X, que le prolongement ¢ de ¢7 est surjectif.
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I1.2 Quelques exemples de codage

Soit P = X" — Y.t a;X* un polyndéme irréductible & coefficients entiers avec
ag = =+1. On désignera par la méme notation T 'automorphisme de IR" et
lautomorphisme du tore TI'™ associés & la matrice T, matrice compagne de P
définie plus haut.

Montrons comment on peut réécrire les E?:o z;u;, avec z; € IN, dans certains
cas trés particuliers. Supposons que l'on ait connaissance de l’ensemble des suites
admissibles, avec (e¥);cz définie par e¥ = §;; admissible. Il suffit alors, pour

1
savoir "coder” tous les éléments de IN", de montrer comment on peut, de maniére
systématique, écrire sous forme admissible un élément de la forme Y €;u; + ug, ou
k € Z, et € est une suite admissible finie (i.e. presque nulle). Il s’agit, en quelque
sorte, d’obtenir un algorithme permettant de dresser une table d’addition dans
Iensemble des suites admissibles presque nulles.

Exemple 1

n=2 P=X?-X-1

L’ensemble des suites admissibles est ’ensemble des suites de 0 et 1 telles que deux
1 ne peuvent se suivre, i.e. I’ensemble des suites (¢;);ez telles que:

VieZ, e €{0,1}, eieip: =0.

Commengcons par illustrer les méthodes que nous utiliserons par la suite sur
I'exemple 5 + 7, ou 7 est définie par n; = ;9.

0...010...0...)+(...0...010...0...)
..0...00010...0...) +(...0...01100...0...)
=(...0...01110...0...)
0...010010...)

De fagon générale, soit € une suite admissible presque nulle, ¢, = 0 si 1 > b ou
1 < —b. Montrons comment on écrit z = E:-’_____b €;u; + ux sous forme admissible.

1. Si e = €1 = €441 =0, alors 2 = ¥ €;u; + uy est une écriture admissible.
2. Si ex =0 et ex41 = 1 (alors 42 = 0).

En utilisant la relation uj + ug41 = ug42, on obtient, z = ¥ €lu; + upyz, ol

€=¢€,sit<k,oui>k+1
€k=€k+1=0,

donc € est admissible.
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Codage des automorphismes hyperboliques du tore

Si ex4+3 = 0, Pécriture ainsi obtenue est admissible, sinon on est dans la situation
2, avec urt2 a la place de uy et € & celle de ¢, avec €; = 0 pour ¢ > b. En itérant
le procédé, on aboutit donc & une écriture admissible.

3. Siex =€erp1 =0et €x—y = 1.

En utilisant ug—y + uk = ug41, 0n 8, 2 = ) €it4; + Ug4y OV :

{eﬁ:e,-, sit<k—10ui>k

(donc € est admissible).

Si ex+2 = 0, cette écriture est admissible, sinon on est dans la situation 2.

4. Si ¢ =1 (alors €x4; = €x—1 =0).

En utilisant ug = ug—3 +uk—2 et up—1 +ux = g1 0n &, 2 = Y €hu; +Uk—2 + Uk41
ou:

! Y A | —
€k—1 = €k = €41 =0

{egze;, sit<k—1l,out>k+1
€ est admissible.

Grice & 2, on écrit Y €iu; + ukp; = Y, €& u; , avec ¢” = €. pour 1 < k, en
particulier €;” = ;1" = 0.

On veut maintenant écrire z = Y ¢;”u; + ug—2 sous forme admissible.

Si€x—2” = €x—2 = 0, on est dans le cas 1 ou 3. Si ex—2” = 1, on itére 4 avec ug—2
en place de uy, €’ en place de € (et toujours ¢;” = 0 pour ¢ < —b, ce qui montre
qu’un nombre fini d’itérations aboutira & une écriture admissible).

Ceci montre ’existence d’une écriture admissible de tout élément de IN™. Montrons
I’unicité d’une telle écriture. Soit € et €/ deux suites finies admissibles distinctes.

Supposons que l'on ait Y e;u; = ). €lu; ; soit ig = max{i € Z : ¢; # ¢€.}.
On a par exemple, €;, = 1, €/, = 0, et on peut écrire :
fo—1 to—1
Ui, + Z €U; = E €iu;.
-0 -0
Soit iy =sup{i € Z :i <1, € =1}

En utilisant la relation ug4y = ux + ug—1, on obtient :

!
Uj, = Zuio-H-zk + ugy, sitg —up =21
k=1

!
= Zui0+l—2k + iy + Uiy -1, 8o —uy =204+ 1,
k=1
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avec 3. =0, et I'égalité (+ ) devient:

ig i2

] ] _ 1, .

Ui, 41 + E oy = E €U; ou Uj -1+ E Uy = E €;Ug
—-—00 —0o0

avec to =sup{i € Z :1 < 13, ¢ =1} (¢ étant admissible on a i, < ¢y — 2).

En posant, pour tout k > 2,
ik =max{t € Z : 1t < tk-1,€ = 1},
on obtient comme plus haut, & partir de (* ),

k41

k
Uip+1 + Zaﬁ Ju; = Z €;Ui,

—00

ou )
Tkt

k !
wip—r + 30w = Y du,
-0
quand ¢ est défini.

La suite €' étant presque nulle, il existe K tel que ¢ est défini et €; = 0 pour : < K.
On a alors obtenu, & partir de (* ), une égalité de la forme u;, + EaSK) u; =0,
Mais ceci constitue une contradiction car

T"(u,-K + ZQEK)’U,") — 00

quand n tend vers l'infini.

L’unicité du développement obtenu dans ’exemple 2 s’obtient de facon similaire.

Exemple 2
n=2 P=X?’—aX-1 a>1

L’ensemble des suites admissibles est I’ensemble des suites & coefficients entiers < a

telle que un a est toujours précédé d’un 0. Soit z,,.....,z5 une suite admissible.
. b e

Ecrivons z = ), z;u; + u sous forme admissible.

1.Si0<zx <a—1,0uzg =0et x4+ # a, ou 241 = 0 et 2 = a — 1, écriture
z =) zu; + u est admissible.

2. Si 244y = a, donc zx =0, alors z = ) zlu; avec :

{ zi=x; sii< kyoui>k+2
Th =Ty =0, Thig = Fksa +1
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Codage des automorphismes hyperboliques du tore

et on a une écriture admissible de 2.
3.81zr—1 #0et zx =a—1,alors z = ) zhu; + ug41, avec:
zi=xi, sit<k—1 oui>k
2, =0 zj_,=zr—1+1

Comme a > 1, on a z441 # a donc, si zx42 # a, écriture est admissible, sinon on
est dans la situation 2.

4. Si zp = a, (alors w51 =0 et zp4; # a), alors, z = > zhu; + upy; + ug—2 ave :
r,=z; sii<k—1, out>k
=0 z}_,=a-1
(on a utilisé ux = aur—y + vk—2 puis uk—1 + aur = ug41). Mais Y zhu; + ug41
(avec z} ., # a) s’écrit, par 1 ou 2, 3 z;"u;, avec :
{a:.'” =g, pouri<k-—1

Tp—1" =a—-1 z” =0.

On est ramené & écrire Y z;”u; + ug—2 sous forme admissible. Soit ! = inf{j €
IN : ug_z; # a} alors en itérant [ fois 4 on aboutit & une situation 1 ou 3. (On sait
que | > —oo car z est presque nulle.)

Exemple 3
Cas ou le polynéme P est de la forme X™ +E?=~01,i¢io a; X* —a;, X%, avec Vi a; > 0,
ap =1leta;, > Z::Ol’#io a; + 1.

On peut, dans ce cas, écrire tout élément de N® C IR" sous la forme d’une somme

finie & coeflicients dans {0, ....,a;, — 1} de u;.
Soit (z¢,.....,zs) une suite quelconque d’entiers naturels, t,s € Z. Montrons
que z = ), T;u; peut s’écrire comme une somme finie & coefficients ¢; dans

{0, ....,@iy—1}. Posons N(z) = ZZ sup(0, z; — a;, + 1).

Si N(z) =0, alors }_ z;u; est une écriture admissible. Si N(z) > 0, alors il existe
[ tel que z; > a;, — 1. Considérons un tel [ et écrivons:

n—1
CigUl = Ulpn—iy T+ Z iUy i—i,
i=0,i714o
et z =) zlu; avec:
m,l;;=a':k7 k>l+n"i0 k<l—i0,
! ' ‘ .
Tipizio = Tlti-ip T+ @i 1 =0,...,n—1,

l — .
Tipn—io = Tltn—io T 1.
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On a donc N(z') < N(z) — a;, + z::ol’#io a; +1 < N(z). N étant & valeurs
entiéres, en itérant le procédé, on parvient  une écriture admissible de z.

III. Codage et nombres de Pisot

On reprend les notations de la partie 3. Nous supposons que P n’a qu’une racine
B de module strictement supérieur & 1. Cette racine est un nombre de Pisot. Elle
est nécessairement réelle. Nous la supposerons positive. Nous supposons également
que T est défini par la matrice compagne de P.

Le sous-espace instable de T, L,, est une droite vectorielle portée par le vecteur
v = 7y (ug). Notons L} ’ensemble R1v. Modulo 1, 'ensemble L} est dense dans
le tore. En effet, LT est aussi portée par le vecteur w = (1,4,...,8" 1), et on
voit facilement, par un argument d’analyse de Fourier en utilisant le fait que P
est le polyndme minimal de 8, que {nw : n € IN} modulo 1 est dense dans TI'™.

D’apres ’étude menée sur le §-développement, on sait que ’ensemble des vecteurs
agmy(to), out ag décrit {> ;87" : € € Xp s}, olt Xg s est ensemble des suites
admissibles (c’est-a dire appartenant & X g, défini dans la premiére partie) presque
nulles, est dense dans L}.

Définissons ’application ¢y comme suit : & la suite ¢ € Xz s associons le point
du tore m,(3_ €u_;) modulo 1. L’appication ¢ est holdérienne, d’image dense
dans T, et telle que ¢f o0 = T o ¢y, donc prolongeable en un codage, ¢, de
(T, T,m).

Ceci nous donne un codage "topologique”. Remarquons dés maintenant que ce
codage par un systéme qui, comme nous le verrons est sofique, ne correspond pas
en général au codage que propose Vershik : en effet son codage fournit une écriture
admissible finie des éléments du semigroupe engendré par les u;, alors que, pour le
codage que nous venons de décrire, ce n’est pas toujours le cas (pour le voir prendre
par exemple un automorphisme de polyndme caractéristique X2 =3X2 = 2X +1),

En munissant Xz de la mesure image de m par ¢, on obtient un *morphisme” de
systémes dynamiques. Nous nous proposons maintenant d’identifier cette mesure.

IT1.1 Le cas p-simple

Soit A un nombre de Pisot de S-développement
B =ws(0) +ws(1)f™ +... +wp(g)B".

On a codé par un sous-shift ’automorphisme T du tore ™ représenté par la
matrice compagne du polynéme minimal de A supposé de degré s. Ce sous-shift
est défini par:

Xp={e€{0,...,wp(0)}Z :Vk € Z (ex,-. -, €r+q) < (wp(0),...,ws(q))}
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Codage des automorphismes hyperboliques du tore

et on a mis en évidence une application ¢ : Xg — T holdérienne surjective
telle que T o ¢ = ¢ oo (ol & est le shift sur Xg).

Nous allons munir X d’une structure d’espace mesuré qui fera de ( '™, T,m)
(ou m est la mesure de Lebesgue) un facteur de X par ¢.

Montrons d’abord que X est un sous-shift de type fini. Soit M la matrice indexée
par (wg(0)+1)? X (wg(0)+1)?, définie par : M(u,v) = 1siu = (ag,...,0q-1),v =
(a1y...,0q),(ag,...,0q) < (wg(0),...,ws(q) et M(u,v) =0 sinon.

Posons X = {a € {{0,...,ws(0)}9}Z : Vk € ZM(ak,aks1) = 1}. C’est un sous-
shift de type fini et on a la correspondance bijective (qui est un homéomorphisme
si on munit Xg et X de leur topologie produit) f: X — Xp,

(ar)kez [(0f,.. .0l ] — (ad)kez-

On a de plus 0 o f = f o 0. Pour toute mesure borélienne y', appelons u la
mesure image par f de u'. L’application f est alors un isomorphisme de systémes
dynamiques.

Pour tout couple (€°,¢!) € ({0,...,ws(0)}?)? la suite

0 0 1 1
€1re2€y 0y, 0,61, 00,6
N et
gx

appartient & Xg. Ceci montre que M est apériodique donc que ’on a sur X (et par
conséquent sur Xg) une unique mesure d’entropie maximale, et que cette mesure
est markovienne d’entropie log A ou A est la valeur propre de M, nécessairement
réelle positive, de plus grand module.

Revenons a notre codage ¢ : (Xg,0) — (T, T).

Soit B la tribu borélienne de ™. La tribu ¢~1(B) est incluse dans Bx, la tribu
borélienne de Xz, car ¢ est continue. Sur ¢~*(B), on peut considérer la mesure v
définie par v(¢~1(A)) = m(4) o A € B, qui admet un prolongement 7 & Bx.

Notons h(Y, S, A, 7) lentropie d’un systéme dynamique Y muni d’une tribu A,
d’une mesure 7 sur A et d’une transformation S. Les inégalités suivantes sont
immédiates :
: h( ", T,B,m) = h(Xg,0,¢ 1 (B),v)

S h(Xp,O’,Bx,V)

< h(Xﬂ,O’, BX)/"')

= h(Xg,0)

= h(X,0)
ou p est I'image par f de la mesure d’entropie maximale sur X et h(Xps,0) est
'entropie topologique de (X3, o).
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Nous supposerons connu que h(T™,T,B,m) = logf (on pourra se reporter &
[12]). Nous avons montré que h(Xg,0) est égale & log 8, ce qui entraine y =7 et
(I, T,m) est un facteur de (Xg, 0, p).

ITI1.2 Le cas non g-simple

Supposons maintenant que £ soit un nombre de Pisot non S-simple. Nous avons
écrit

B =wp(0) +wp(1)B™" +...
On sait que la suite (wg(2))i>o est périodique & partir d’un certain rang, et on a
codé (I, T) par (Xg,0), ot Xg est défini par

Xs={z€{0,...,w0s(0)}Z : Vi € Z(x;,Tit1,-..) < (wp(0),ws(1),...)}

Proposition 1: Le sous-shift Xz est sofique.

Preuve: 1l nous suffit de montrer que Cardw,(X4') est fini. Supposons que la suite

(wg(0),wp(1),. .. ,wp(p),wp(p+1),...,ws(p+q),ws(p+g+1),...,ws(p+29g),...)

soit égale a (wg(0),...,ws(p),b1,...,bg,01,...,bg,...).

La suite (wg(7))icz étant périodique & partir d’un certain rang et non presque
nulle, la taille des plages de zéros consécutifs de cette suite est bornée par un
entier noté M.

Posons
B,‘ = (0, ce ,O,wﬂ(O), e ,w,g(i)).
(M+1)%
Les B; sont des blocs finitaires et, pour ¢ > p on a wy (Biyg) = wi(B;).

D’autre part, soit z_ € Xg. Si, pour tout k¥ € IV, on a (wg(0),...,ws(k)) >
(T—ky...,Tg), alors wi(z_) = X;. Sinon, soit kg le plus grand des k tels
que (T—,...,20) = (wp(0),...,wp(k)). (On voit facilement que (by,...,b) <
(wp(0),...,wg(g — 1)) ce qui permet d’affirmer que U'entier ko ci-dessus est bien
défini.)

Pour tout n > ky on a
(Z—nyeey20) < (wp(0),...,wg(n)),
d’olt wy(z-) = wy(By,)
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Ceci montre que w4(Xg) = {XF, w4 (Bo),--.,ws(Bpt+q)}, et donc que Xg est
sofique.
]

Ceci permet d’obtenir facilement la matrice N, qui est égale & la matrice M (cf
les notations de I.1). On a ici:

0, sia>wg(k+1)
o(w4(Br) N Z(a)) = § wi(Bi41) si a = wp(k +1)
XF, sia<wp(k+1)

Proposition 2: (Xg4,0) est toplogiquement mélangeant.

Preuve: Soient B et C' deux mots de X5 de longueur m et n. On a Z(B)Na*Z(C) #
Ppour k>n4+p+q+1.
D

Proposition 3: M est apériodique.

Preuve: Soit Z(B') et Z(C") deux cylindres de Xn. On peut écrire

B' = ((by,B1),...,(b:, B)),
C' = ((CI,CI)" ..,(C]',Cj)),
B=(b1,...,bi),
C=(c1,...,¢5).

Soit By = (bi,...,b0) et Cyx = (cm,...,co) deux mots finitaires tels que (By, B) et
(C., C) soient des mots de Xz et tels que wy(Bx) = By, w4+(Cy) =C1. On a:

s(Z((Bx, B))) C Z(B'), s(Z((C\,())) C Z(C").
Mais, X3 étant mélangeant, il existe K tel que k > K entraine que
Z((C.,C)) N a* Z((B., B)) # 0,

d’ott Z(B'YNa*Z(C") # B, car il contient s(Z((Cs,C)) N a*Z((B., B)).

Ceci entraine que M est apériodique.
O

On a donc obtenu que ( II'™, T, m) est facteur du sous-shift mélangeant (Xy,0,v),
ou v est 'unique mesure o-invariante sur X d’entropie maximale.
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IV. Etude de la bijectivité du codage : deux exemples

IV.1 Premier exemple

On se place ici dans le cas de la dimension deux. Considérons donc le tore 2,
muni de 'automorphisme T défini par la matrice

2 1
=(1 1)
Cette matrice a pour polyndme caractéristique P(X) = X?—3X +1, qui a cornme

racines 8 = 1/2(3 + v/5) et B~1. L'entier algébrique B est un nombre de Pisot, et
son (-développement est (2,1,1,1,...). Nous avons défini le S-shift :

Xp ={z €{0,1,2}Z :Vi € Z(z;,2i41,...) < (2,1,1,..)}.

On peut aussi définir X de la maniére suivante: (2,1,1,...,1,1,2) ¢ B(Xg). Nous
avons vu comment coder ( %, T) par (Xg,0).

Prenons pour ug le premier vecteur de la base canonique de IR? (uo désignera
indifféremment 1’élément de T ou de IR? correspondant). On définit pour tout
i € Z, u; = T'(ug). Soit e; un vecteur propre de T associé a la valeur propre
B, ez associé & B~ ; A la droite vectorielle portée par e;, D la droite vectorielle
portée par e;. Enfin, on notera i, la projection sur A paralléelement a D, 7, la
projection sur D parallélement & A. On appellera Ay la demi-droite IR m,(ug),
D, la demi-droite IR_m,(ug). Enfin P désignera le quart de plan compris entre
les deux demi-droites Ay et D_.

Nous définissons alors ¢ : Xz — T? par
€ — Wu(z €u—;) mod 1= —rs(z €u—;) mod 1.
i€Z €Z

Cette application est holdérienne, d’image dense, et telle que oo = o 0 ¢,
donc prolongeable en une application, encore notée ¢, de Xg dans T2, surjective,
holdérienne, vérifiant encore la propriété de conjugaison.

Si pour i < k, €¢; = 0, alors 'expression (}_;c» €~ )my(uo) a un sens dans R?,
et on a _
é(e) = (Z &8 " )mu(up) mod 1.
I€Z
De méme, s'il existe k tel que ¢; = 0 pour i > k, alors
¢(e) = (D €iB*)(—ms(uo)) mod 1.
1y/4
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Ces remarques nous permettent de voir que ’on peut écrire, pour tout € € Xpg
k . 00 )
$(e)=( Y eB)—ms(uo))+( D) B )mu(us)) mod L.
=00 i=k+41
D,

a4

Uo

Nous allons maintenant montrer que le codage que nous avons obtenu est bijectif
excepté sur Ay U Dy.

Tout d’abord, rappelons que tout élément de /R, admet un développement de
la forme Y % €;f7%, et que ce développement est unique sauf sur ’ensemble
dénombrable {3 €;87* : € € Xgs} (ces nombres ayant deux développements).

Proposition 1: ¢(...,1,1,1,...) =0

Preuve:

#(...,1,1,1,..)+ ¢4(...,0,1,0,...)
=¢(...,1,1,0,..)+ ¢(...,0,0,1,...) + &(...,0,1,0,...)
=¢(...,1,2,0,..)+ ¢(...,0,0,1,...)
=¢(...,0,0,1,0,...) + ¢(...,0,0,1,...)
= #(...,0,0,2,1,...)
=¢(...,0,1,0,...),

ce qui donne le résultat (on a & plusieurs reprises utilisé la relation 8 = 2 +

X187
o

Proposition 2: Tous les éléments de Z* NP (c’est-a-dire les éléments du semi-
groupe G engendré par les u;) s’écrivent de maniére unique comme une somme
Y icz €iu—i avec € € Xy (i.e. suite appartenant & Xg presque nulle).
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Preuve: Montrons d’abord que Z2N?P coincide avec G. On montre trés facilement
que tous les éléments de Z x Z appartenant & la partie £ limitée par IRyuo
et IR, u;, sont de la forme puy + qu;, ol p et ¢ sont entiers naturels. Ensuite
on remarque que l'on a la relation suivante : P = | J,¢ ZT’%; on en déduit la
coincidence voulue.

Pour démontrer que les éléments de G peuvent étre écrits sous une forme admissible
il suffit de montrer que toutes les combinaisons linéaires Y k;87* & coefficients
entiers positifs peuvent s’ecrire sous la forme 3 ¢;8* avec € € Xg; : en effet, D
étant & pente irrationnelle, un élément de la forme (3 ki7" )my(uo) est projection
de l'unique élément Y k;u_; de G.

Nous allons donner la preuve de ce résultat sous forme symbolique. Par exemple
écrivons sous forme admissible :

Ot=2+,3_l +ﬂ—2+2ﬂ—-3

En utilisant 73 =287 + 3 ¢° 87, on obtient :
w .
=240+ B2 L0427+ Y B
5

Mais 8 =2+ Y ,{° 8¢, donc
a=p+p4""

Pour symboliser cette suite d’opérations nous écrirons :
...,0,0,2,1,1,2,0,0,...
...,0,0,2,1,1,1,2,1,...
...,0,1,0,0,0,0,1,0,...

Montrons, et cela suffira, que pour tout € € Xgy et tout k € Z, on peut écrire de
maniére admissible z = Y ;87 + 5%,

Cas 1. Supposons que 'une des trois propriétés suivantes est vérifiée
e =0, Vj> k, (6j,€j-1,...,€k+1) < (2,1,.. .,1),

e =0, Vi<k, (ej,ej+1,.‘.,ek_1)<(2,1,...,1),
ex = 1,V5 <k, (€j,€j41,...,€-1) <(2,1,...,1),
VJ > k, (6j,€j...1,...,6k+1) < (2,1,...,1),

alors la suite (..., €x—1, €k + 1, €k41,- ..) est admissible.
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Cas 2. Supposons € = 0,
dj<k: (¢,€41,.--€6-1)=(2,1,...,1),

A >k: (61,61_1,...,ek_1) =(2,1,...,1).

Alors on peut écrire :
ae ,6j_2,6j_1,2,1,. . .,1,1,1,.. .,1,2,61.*.1,614.2,. ..

...,éj_z,ﬁj__l,z,l,...,1,1,1,...,1,1,€1+1'+2,€1+2+1,...
ceey€5-2,€51 +1,0,0,...,0,0,0,...,0,0,€141 + 1, €142, ...

Cette derniére suite est admissible.

Cas 3. ¢, =1,
Jj<k (6j,€j+1,...,€k_1) =(2,1,...,1),
vy €5—2,65-1,2,1, 00, 1,1, 1,000,101, 2, €41, Ek42y -
ey €m2,6-1,2, 1,0, 1,110 L L er + 2, €x42 + 1,
ceey€5—2,€51 +1,0,0,...,0,0,0,...,0,0,6k+1 +1,€k+2,...
Cas 4. ¢ = 1,
A>k: (a,e-1,...,€41)=(2,1,...,1)
'°',ek—-2a6k—1a2,17"-,171,]-,"'11,2)€l+1ael+27°"
"‘,Ek—Z)Ek—-laz)l,""171313"'a1717el+1 +276H~2 +1,...
cees€k—2,€k—1 +1,0,0,...,0,0,0,...,0,0,€141 + 1, €142, ..

Si on est dans la situation 3 (resp. 4), on effectue les opérations décrites et on se
retrouve alors dans la situation 1 (la suite est admissible), ou 4 (resp. 3) ; dans ce
cas on applique les opérations 4 (resp. 3); la suite obtenue est admissible.

Cas 5. ¢, =2
ce vy €k—25 €k—1, 35 €k+1, Ek+25 - - -

cees€k—2,€k—1,2,€k41 T 2, €k42 + 1, ..
cors€k—2,€k—1 + 1,0, €41+ 1, €x42,. ..

Cette derniére suite est admaissible.
(m}
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Corollaire 1: On a I’équivalence suivante

€ Ay NDy & Jde € Xpy z = ¢(e).

Preuve: L’'implication & Ne pose pas de probléme. Montrons la réciproque.

Considérons y € Ay C IR? et z € D, € IR? tels que y et z soient projetés en z
par la projection canonique de IR? sur M. Alors y —z € Z2 NP, donc y et 2
sont respectivement la projection d’un élément de Z2NP sur A4, et 'opposé de la
projection du méme élément de Z2 NP sur D_. D’aprés la propositon précédente,
un tel élément admet un codage fini, ce qui entraine qu’il en est de méme pour z.

0

Lemme 1: Soit v une suite de Xg vérifiant les conditions suivantes

Vi€ Z,(vi,Vig1,---) <(2,1,1,...)
dk>1 v #0.

Considérons 'ensemble C = {p : Vi < k u; = v;}. Alors ¢(C) est un segment
paralléle &4 A, contenant un segment ouvert contenant ¢(v).

Preuve: Ecrivons pour p € C,

¢(tu') = ¢( < ’Vk—-lvuk’0>0’ - ) + ¢( .. 10’07“k+1’y‘k+2a <. ) =a, + b[L'
Quand on fait varier u, I’ensemble des b, décrit le segment
I=10, .oy 0, , .- )]
[0, ¢ (xmax( ity )]
Ceci provient du fait que 'application
Y Xgg={r€Xp:3k€eZ Vi<k z;=0} - R,
z Zw,ﬂ_i
est croissante, lorsque ’on munit Xg, de I'ordre lexicographique. On a donc
¢(C) = ¢(...,Uk_1,l/k,0,0,. ) + 1.

D’autre part ¢(v) appartient a 'intérieur de ce segment. En effet, supposons le
contraire, alors on a :

e Soit ¢(v) = ¢(...,1,0,0,...), mais alors ¢(...,0,0, k41, Vkt2,...) = 0, donc
v; = 0 pour tout ¢ > k (f-développement sur A, ), ce qui contredit ’hypothése 1.
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o Soit @(v) = ¢(..., Uk, U415 Khtas--+)s OU:
(0,0, s Wy ) = (..., 0,0, kg, i, )
Définissons i par la condition: ig + 1 < k est tel que:

(V,'o+1,l/,‘o+2,...,1/k) = (2,1,,1)
si un tel 7, existe, sinon posons ip = k. Si ép < k— 1, alors (...,0,0,p3,,,...) =
(-,0,0,1,1,1,...).
Si ép = k, alors (...,0,0,49,,,...)=(...,0,0,2,1,1,...).
Alors ¢(v) = ¢(...,v4,2,1,1,...), dolt :

¢(...,0,0,Vk+1,l/k+2,...) = ¢(..-,0,0,2,1,1,...). .

- Or le premier membre de cette égalité appartient & AN °D (par hypothése 2, en
effet, le développement dans IR, de E:j_l Vi~ est unique) alors que le deuxiéme
membre appartient a l'intersection A4 N Dy ; on a donc une contradiction.

O

Nous dirons que € vérifie 'hypothese (H) si

VieZ, (e,€41,...)<(2,1,1,...)
dk>i: e #0
(€ir€im1,€im2,...) <(2,1,1,...)
dk <1 € #0.

Lemme 2: Lorsque € vérifie ’hypothése (H) et n’est pas la suite constante égale
a 1, pour n suffisamment grand, ¢(Z((e=n,...,€,))) est un rectangle de cotés
paralléles & A, et D, et tel que ¢(¢) appartienne & son intérieur.

Preuve: Posons Ac = {p : Vi < n u; = ¢}. L'image ¢(Ac) est le segment

= [¢(...,€2,0,0,...),8(... €n, u0 11,80 10,...)]; ¢(€) n'est pas une extrémité
de ce segment (lemme). Soit B, = {v:Vi > —n v; = u;}; ¢(B,,) est un segment
de longueur indépendante de u, n’ayant pas ¢(u) pour extrémité.

(*) (Z(€=ns---,€n)) = U #(B,)

BEA,

On voit, comme dans le lemme précédent, que ¢(B,) est le segment

[0’ ¢(%%X(V—n—1> Ven-2,.. )] + ¢( e aO, Oa Kens H—n+1,-- )

35



contenant ¢(u) en son intérieur. Le segment ¢(B,) est indépendant de u € A car
(e=ny-.-s€n) # (1,...,1). Enfin, si pu et p’ sont deux éléments de A, I'égalité

¢( L] 0, O’ Heny Pent1y.. ) - ¢( R} Oa 0’ #Lna ﬂ{_.n+1, . ) = ¢(/-‘) - ¢(“I)

permet d’affirmer que le membre de droite de Dégalité (x) est le rectangle
#(Ae) X ¢(Be) ;  est a l'intérieur de ce rectangle.

(]

Lemme 3: Soit ¢ € AL UD,, z # 0 et € telle que ¢(€) = z. Alors, € ne vérifie
pas hypothése (H).

Preuve: Prenons par exemple z € A4. Définissons v par: v; =0sii > m, v; = ¢
si ¢ < m. Alors pour m suffisamment grand, ¢(v) appartient encore & A4, donc
a3 Ay N D4. 1l existe par conséquent une suite y appartenant a Xgs telle que
#(v) = ¢(u). Ce que nous avons vu du f-développement des réels positifs nous
permet alors d’affirmer que soit v est presque nulle, soit il existe k € Z tel que
(vk, Vk+1,--.) = (2,1,1,...). Dans les deux cas ceci montre que € ne vérifie pas
I'hypothése (H). Le cas ¢ € Dy se traite exactement de la méme fagon.

o

Proposition 3: Le codage obtenu est biunivoque sur T privé des deux demi-
droites A+ et Dy.

Preuve: Soient z ¢ Ay U Dy, et € € Xp telle que ¢(e) = . Comme z ¢ A4 U Dy,
e vérifie ’hypothése (H) et (..., ¢€,...,€,...) # (...,1,1,1,...). Alors il existe
K suffisamment grand pour que (e—k,...,ex) # (1,1,...,1,1). Alors d’aprés le
lemme 2, pour n > K, ¢(Z(€-n,...,€n)) est un rectangle, R, contenant z en son
intérieur.

Fixons un tel n. Posons :
E={u:Yi>n pu; =0}

et
F={p:Vi<-n p;=0}

L’ensemble ¢(Z(€e_,,...,€,))N ($(E)US(F)) contient un rectangle R™ voisinage
de z. Soit alors v une suite admissible presque nulle telle que ¢(v) appartienne &
ce rectangle. Prenons p € Z(e—n,...,¢€s) tel que ¢(p) = ¢(v). D’aprés le lemme 3,
il existe 1 € Z tel que (pit1,...) = (0,...) ou (Kit1, fit2,---) =(2,1,1,...); dans
le premier cas posons p' = y, dans le second définissons 4’ par p} = p; si j < i,
pi = pi+ 1, et pi =0sij >

On a ¢(u') = ¢(u) et p’ est "fini & droite”, et comme ¢(u') € Ay N Dy, on peut
affirmer qu'il existe ! € Z tel que (i1, piiga,...) = (0,...) ou (i1, i=g,...) =
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(2,1,1,...). On définit alors la suite u" presque nulle par u" = y', dans le premier
cas (p' est déja presque nulle), et par pf = uj si j > 1, pf = pj+1, et pj =0si
Jj < 1, dans le second.

On a ¢(v) = (") et ces deux suites sont presque nulles ; ceci entraine qu’elles
sont égales. Mais on a fait en sorte que x n’appartienne ni & F, ni a F, donc il
existe k < —n et m > n tels que p”; et p”,, sont non nuls, donc I < —net: >n,

ce qui signifie que p” € Z((e—n,...,€s)). On a montré que v presque nulle telle
que ¢(v) € R™ appartient & Z((€-yn,...,€n)), ceci entraine 'unicité de € tel que
¢(€) = .

o

On peut étendre le raisonnement précédent & l’ensemble des codages obtenus
par la méme méthode pour les automorphismes de T ayant pour polynéme
caractéristique X% — aX + 1 avec a > 3. En effet, les valeurs propres d’un
tel automorphisme sont 8 = 1/2(a + va? —4) et 7. Le 3-développement de
Betf = (a-1)+(a—2)81+(a—2)8"%+..., donc Xp est défini par
((a—=1),(a=2),...,(a =2),(a = 1)) ¢ B(X3). On définit comme dans I’exemple
ci-dessus Ay et D, et la méme démonstration donne le méme résultat.

IV.2 Deuxiéme exemple

On consideére ici le systéme dynamique ( %, T, m) ou le polyndme caractéristique
de T est X? — X — 1. Par exemple

11

T= (1 0) .
Soit A > 0 tel que 2 — f — 1 = 0. On a défini le F-shift X = {e € {0,1}Z : Vi €
Z €;ei41 = 0}. Prenons pour ug le deuxiéme vecteur de la base canonique de
IR? (uo désignera indifféremment 1’élément de T ou de IR? correspondant). On
définit pour tout i € Z, u; = T*(uo), us est alors le premier vecteur de la base
canonique. Soit €; un vecteur propre de T associé a la valeur propre 3, ez associé
a —f71; A la droite vectorielle portée par e;, D la droite vectorielle portée par
ez. On notera m, la projection sur A parallélement & D, 7, la projection sur D
parallélement 3 A. On appellera A, la demi-droite IRy, (uo). Enfin P désignera
le demi-plan déterminé par D et contenant Aj.

Xpa désignera l'ensemble {e € Xg:F € Z Vj > i ¢ =0} et on munira Xgg de
la distance d(e, €') = Y > 27%|el — €.

Considérons ’application suivante :
'(/) :Xﬂd — R
(&)iez — Y &(—B)'-
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On montre facilement que 3 est holdérienne. On peut écrire tous les éléments de
G (le semigroupe engendré par les u; = T'ug) comme une somme ) €u_;, OU
€ € Xgy, donc (X g¢) est dense dans IR.

Proposition 4: L’application 9 est surjective.
p D

Preuve: Soit € un élément de Xq et K = max{k : ex # 0}. On montre les inégalités
suivantes o
,BK+1 > (_l)K,‘p(e) > ﬁK—l

Pour tout élément = de IR, il existe un entier ! tel que
—fl<cz-1<z+1<p?t

Prenons un élément € de X4y tel que [tp(e) —z| < 1, On a —BH < 9¥(e) < B21,

ce qui entraine que, pour ¢ > 2l ¢; = 0.

Prenons une suite (e*)ren d’éléments de Xgy telle que, pour tout k, on ait
[(ek) — z| < 1 et telle que ¥(e¥) tende vers z lorsque k tend vers I'infini. Alors
quel que soit k, quel que soit i > 2[, €f = 0. On peut donc extraire de la suite
(€*)kenv une sous-suite convergente dans Xpq vers un € (¢; = 0 pour i > 2). On
obtient ¢(e) = .

o

Lemme 4: L’application ) est biunivoque sauf sur I'ensemble C? des suites ¢ € X gq
telles que il existe k € Z avec (e, €x-1,...) = (1,0,1,0,...).

Preuve: o 1(€) = 0 si et seulement si € = (. ¢ Prenons ¢ et € deux suites non nulles
telles que ¥(e) = ¥(€'). Soit K le plus grand entier k tel que € # €}. Supposons
par exemple ex = 1, €} = 0 et K pair (le cas impair se traite exactement de la
méme fagon). Alors :

€51 = 0 sinon ¥(e')p(e) < 0

€, = 1 sinon [¢(e) — ()| > K — pE-2

ex—2 = 0 sinon [ip(e) — %(€')| 2 pX + pH % — gK—
€x-3 = 1 sinon [¢p(e) — p(€')| > B — pK—4 — gk-1

Supposons que pour n > 7 > 1 on ait €x.9i—; = 1, €x—g; = 0, € iy = 0 et
€5 —o; = 1 alors :

€% _an—g = 1 sinon |¢p(e) — ()| > pE-2n—1 — gK-2n-3
€K—-2n—3 = 1 sinon |p(e) — y(¢')| > K -27-2 — gK—2n—4

D’ot le résultat.
a
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On en déduit que 3 est un homéomorphisme local au voisinage des éléments
n’appartenant pas & C? et que ¥(Z(€~n,€—n+1,...)) contient un segment dont
la longueur ne dépend que de n. Si v € Z(e_p,...) et v ¢ C% on peut
choisir ce segment de maniére & ce qu'également les distances de ¥(r) aux
extrémités de ce segment ne dépendent que de n. On peut raisonner de méme pour
H(Z(€—n,€—-n+t1,...)) (ici € est un élément de X, et on prendra comme équivalent
de C? I’ensemble C = {e € X3 : Ik € Z (ex,€x-1,...) =(1,0,1,0,...)}).

Définition: Lorsqu’une suite n’appartient ni 8 Xgg, ni aC, ni a T = {e € Xpg :
3k € Z (ex, €x41,.--) = (1,0,1,0,...)}, on dira qu’elle vérifie I'hypothése (H).

Lemme 5: Soit € une suite vérifiant ’hypothése (H) ; $(Z(€—p,...,€n)) contient
un rectangle ouvert contenant ¢(e).

Preuve: Comme € n’appartient ni & Xgg ni & 7, ¢(Z(...,€q)) est un segment
contenant ¢(e) en son intérieur. Pour chaque élément v = (..., €n, Vpt1, Vnt2,-..)
appartenant & Z(...,€,), ¢(Z(€=n,-..,€nyVUnt1,-...)) contient un segment ouvert
contenant ¢(v). La remarque faite plus haut permet d’affirmer que I’on peut choisir
ces segments de maniére a4 ce que leur réunion contienne un rectangle ouvert
contenant ¢(e).

0

Lemme 6: Les deux propriétés suivantes sont équivalentes : & appartient a
Pintersection Ay N D, il existe une suite € appartenant & Xg; telle que © = ¢(¢).

Preuve: On a montré dans la partie 3 que tous les éléments de G peuvent s’écrire
sous la forme ) eu—; avec € € Xgy. Montrons que G coincide avec Z?*n P.
Evidemment Z? N P contient G. L’ensemble G ayant pour élément uy et uy, il
contient IN x IN. Mais pour tout élément w de Z* NP il existe k entier naturel
tel que T*w € IN x IN ; ceci montre que T*w appartient & G pour k assez grand,
donc que w appartient a G. Le résultat découle facilement de ces résultats.

a

Lemme 7: Les éléments de C sont envoyés par ¢ sur A_.

Preuve: Soit z un tel élément. On a vu que z est de la forme
T = ¢( .y 1, 0, 1,0,0, 1,0,€k+2, €k+3y. - )
On en déduit

z=¢(...,1,0,1,0,0,1,0,0,0,...) + ¢(...,0,0,0, €42, ...)

= (—1)"*'my(u) + (Z €8 )my(uo) mod 1,
k+2
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On remarque d’autre part que
¢(...,0,1;4_1,0,...) = B %1, (up) mod 1 =(-1)Fp*1m,(uo) mod 1.

On a donc

Tz = (i &8 — B mu(uo) mod 1,

k+2

qui est bien un élément de A_.
0

Lemme 8: Soit € une suite vérifiant ’hypothése (H); ¢(e) ¢ AND

Preuve: Soit z = ¢(v) un élément de A N D. Soit p définie par p; = v; pour
i > m et p; = 0 pour ¢ < m. Bien entendu ¢(u) appartient toujours & D ("on s’est
déplacé sur D”), donc ¢(u) € DN Ay et il existe n € Xgy tel que ¢(n) = ¢(n).
Ceci entraine soit u € Xgy soit u € T,douv € Xggouv €7T.

(]

Proposition 5: L’application ¢ est bijective sauf sur A_ U D.

Preuve: Soient z # 0 n’appartenant pas &4 A~ U D et € telle que ¢(¢) = z. La
suite vérifie 'hypotheése (H). Il existe n tel qu’il y ait dans (e—p,...,€,) au moins
deux 0 consécutifs. Posons E = ¢({v : Vi > n+1 v; = 0}). On peut trouver un
rectangle ouvert R inclus dans ¢(Z(e_p,.-.,€,)) N E€ contenant z.

Soit v € Xgy telle que ¢(v) € R. Il existe p € Z(e_,. .., €,) telle que ¢(v) = ¢(p).
D’apres la proposition précédente, u ne vérifie pas 'hypothése (H). La suite u
n’appartient pas a C car ¢(u) n’appartient pas a A_, donc u appartient soit a
X4, soit & 7.

Définissons p' par u' = p dans le premier cas, et dans le second cas par p! = 0 si
> 59, p; = pi, si ¢ <idg et pl = pi, + 1, olt 4y est le plus grand élément k de Z
tel que px_1 = pi = 0. On obtient ainsi un élément de X4 tel que ¢(u') = ¢(v),
c’est a dire y(u') = ¥(v) et, p n’appartenant pas a C, y' = v. Maintenant, comme
#(p') n’appartient pas & E, 19 > n et p' est dans Z(e—p,...,€,), donc v aussi ce
qui montre ’'unicité du développement de z.

]
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