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Codage des automorphismes hyperboliques du tore 
et nombres de Pisot 

Stéphane Le Borgne 

Introduction 

Coder un système dynamique (T,T,/x), c'est le faire apparaître comme facteur 
à l'aide d'une application <j> d'un système dynamique symbolique (X, <7, v). De 
tels codages, lorsque (J£, <J, v) est d'une certaine forme et que <f> est suffisamment 
régulière (voir [7]), permettent d'obtenir, pour les systèmes dynamiques codés, des 
théorèmes limites de nature probabiliste. Nous nous intéressons ici au codage des 
systèmes dynamiques (2T n ,T, m) où TTn est le tore de dimension n, T est un 
automorphisme hyperbolique de ce tore et m la mesure de Lebesgue. Le problème 
est d'obtenir et de décrire le plus précisément possible un codage symbolique de 
ces systèmes. 
Dans le cas de la dimension 2, on dispose depuis l'introduction par Adler et Weiss 
de la méthode des partitions markoviennes, conduisant à un codage par un système 
symbolique du type "sous-shift de type fini". La notion de partition markovienne a 
été étendue à des systèmes dynamiques plus généraux par Sinaï, puis Bowen ([8]) 
et peut être appliquée aux systèmes (2T n ,T ,m). Cependant, comme l'a montré 
Cawley [10], on ne peut pas trouver de partitions markoviennes géométriquement 
simples, sauf dans le cas de la dimension 2 et dans certaines situations particulières 
en dimension paire: donner explicitement un codage par cette méthode s'avère donc 
très souvent difficile. 
Dans [3] et [4], Vershik propose une autre méthode plus algébrique, basée sur l'idée 
suivante: on considère un vecteur u0 à coordonnées entières et le semigroupe G 
engendré par les Txuo = u 2 (où T est ici considéré comme un automorphisme de 
JR n). Grâce à la relation sur les u, fournie par le polynôme caractéristique de T, 
tout élément de G s'écrit comme une combinaison linéaire des Ui à coefficients 
entiers naturels bornés, vérifiant une condition markovienne. On projette ensuite 
les éléments de G sur la feuille dilatante de T parallèlement à la feuille contractante. 
Ceci fournit un codage de l'ensemble H constitué de ces projections prises modulo 
Zn. Si ce codage est bijectif, on l'étend à 7Tn et on obtient un codage markovien de 
(2T n, T, m) presque partout bijectif; sinon il faut quotient er le sous-shift obtenu 
et il resterait à obtenir une représentation "sofique" du quotient, c'est-à-dire à un 
système symbolique lui-même quotient du codage markovien. 
Ici, nous restreignons notre étude au cas où T n'a qu'une valeur propre de module 
> 1. Ce cas particulier a déjà été étudié par Bertrand-Mathis [2]. Nous reprenons 
cette étude en la rapprochant de la méthode proposée par Vershik. 
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Le plan du mémoire est le suivant: 

Dans une première partie, nous rappelons quelques résultats nécessaires: générali­
tés sur les systèmes sofiques (Krieger [9]), sur les /^-développements (Parry [1]), 
définition du /9-shift, étude du ^-développement de fi lorsque fi est un nombre de 
Pisot et calcul de l'entropie topologique du /5-shift. 

Dans la deuxième partie, nous présentons la méthode de Vershik en étudiant en 
détail certains cas particuliers. 

Dans la troisième partie, nous utilisons cette méthode, toujours dans des cas 
particuliers, en la reliant à la méthode des /^-transformations utilisée dans [2]. 
Dans ces cas particuliers, nous précisons le codage de (2T n, T, m) par un système 
dynamique (X^,cr, i/), où XA est le sous-shift de type fini mélangeant défini par 
une matrice A et v est est l'unique mesure sur XA d'entropie maximale. Nous 
montrons comment cette matrice A est obtenue à partir du /^-développement de 

P-
Enfin dans la dernière partie, nous étudions (dans le cas de la dimension 2) 
l'ensemble de TT2 sur lequel le codage obtenu est bijectif. 

Cette étude reprend et développe un travail entrepris dans le cadre d'un mémoire 
deDEA. 

I. Préliminaires 

1.1 G é n é r a l i t é s sur les s y s t è m e s sofiques 

Soit 5 = {1 , . . . ,$} un ensemble fini. Sur S z muni de la topologie produit 
considérons l'application 

S z S z \(xi)izz \—• (zt - f i ) ie^ 

On appelle sous-shift un sous-ensemble de suites Y de S- qui est fermé et cr-
invariant. Un sous-shift est caractérisé par l'ensemble des mots "autorisés" à 
apparaître dans ses éléments. 

Soit Z un sous-shift. On notera Sz le plus petit ensemble S tel que Z C Sf. 

L'entropie topologique d'un sous-shift Z, sur lequel on fait opérer <r, est notée 
h{Z,a). 

Définition: Soient (F,cr) et (Z,cr) deux sous-shift (inclus dans Sy et Sf re­
spectivement). On dit que (Z,a) est facteur de (Y, a) s'il existe une application f 
continue surjective de Y sur Z telle que f o a = a o f. 
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On dit que (Y,a) et (Z,cr) sont topologiquement conjugués s'il existe un homéomor-
phisme f de Y sur Z tel que f o a = a o / . 

Définition: Soit € un ensemble fini de mots. Soit Y C S z un sous-shift. On dit 
que Y est de type fini si Y peut être défini par: "aucun élément de S n'apparaît 
dans une suite y 6 Y. On écrira dans ce cas "Y est un STF". L'ensemble S 
représente l'ensemble des mots "interdits" du sous-shift Y. 

Quand les mots de S sont de longueur 2, il existe une matrice A, carrée, indexée 
par S x S, à coefficients 0 ou 1 telle que Y = XA, O Ù XA est défini par 

XA = {xeSz : Vî E 2Z, Aix^zi+x) = 1}. 

On montre facilement que, quitte à prendre un alphabet plus grand, un sous-shift 
de type fini est de la forme XA^ i-e. est topologiquement conjugué à un XA* 

Pour tout sous-shift (y,cr), on note B{Y,n) l'ensemble des mots de longueur n de 
Y et B(Y) l'ensemble des mots de Y. 

Théorème 1: (Curtis-H edlund-Lyndon) Soient (Y^cr) et (Z,a) deux sous-shift. Si 
(Z, a) est facteur de (F, a) par une application continue f} il existe k £ ZZ, n £ IN 
et g : #(F ,n) —> Sz tels que: 

Vy G F, Vt G 2Z, f(y)i = g(yi+k, • • • , ! / i + * + n - i ) . 

Preuve: Notons 7 r 0 la projection sur la coordonnée d'indice 0: 7 r 0 ( y ) = j/o-
L'application 7TQ O / est continue et les sous-ensembles {(TT0 O i € Sz} 
forment une partition de Y. Chaque (TTO O est ouvert et fermé, donc une 
réunion finie de cylindres. On en déduit immédiatement l'existence de k,l e N 
tels que l'application suivante soit bien définie, 

B(Y,l + k + l ) ^ S z : C H - > 5 ( C ) = 7 r 0 o / ( y ) , avec ( y _ * , . . . , y , ) = C. 

En d'autres termes 7TQ O / ( y ) = ^ ( ( y _ f c , . . . , y / ) ) . Le théorème est maintenant une 
conséquence du fait que / commute avec le shift. 

• 

Définition ; On appelle système sofique un sous-shift facteur d'un sous-shift de 
type fini. Un tel STF sera appelé recouvrement du système sofique. 

Soit g : B(Y7n) —> Sz, on notera goo l'application yoo de Y dans Z définie pax: 

y 1 —> 9oo(y) = ( f f ( y t , - . - , y t + n - i ) ) t € ^ -
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Exemples: 

• Y = {y e {0 ,1}^ : 011 „ . 1 1 0 n'apparaît pas dans y}. 
impair 

Soit A la matrice 

*-G i) 
et le sous-shift XA C {0 ,1}^ associé. Soit alors g : B(XA,2) —• {0,1} défini par 
( 0 , 0 ) ^ 0 , (1,0).—• 1,(0,1) 

On a goo(XA) = F et évidemment goo o a = a o g^. 

• On verra plus loin d'autres exemples de systèmes sofiques associés aux nombres 
de Pisot. 

Le théorème de Curtis-Hedlund-Lyndon permet de voir qu'un système sofique 
(y, a) est facteur d'un STF (X, a) par une application y<x>, où g est une application 
surjective de Sx sur Sy. 

Plusieurs questions se posent. Etant donné un sous-shift y , comment savoir s'il est 
sofique ? S'il est sofique, comment construire un STF dont Y est facteur. Existe-
t-il des STF particulièrement intéressants, associés à y de manière plus ou moins 
naturelle ? La construction suivante, due à Krieger, fournit à la fois un critère de 
soficité et un recouvrement naturel. 

Soit un système sofique (Y,cr). 

Commençons par fixer quelques notations. Soit B un mot de Y de longueur n. On 
peut indexer de manière arbitraire les lettres de J5, B = (6*,.. . , & * + n - i ) - Etant 
donnée une telle indexation, on définit 

Z(B) = {yeY: V j = fc,...,fc + n - l , y, = 6 j } . 

Par ailleurs, on désignera par 
Z(6), l'ensemble {y G Y : yi = 6}, pour b un élément de 5y, 
I)i,k[ l a projection de Sy sur Sy^ et ses restrictions aux sous-shift de Sy , 
y- (resp.y+) l'image par i^-oo,o] (resp.P[1 ) O Q[) d'un élément y de Y", 
Y" ( resp .y + ) l'ensemble de ces y_ (resp.y+). 

La construction repose sur l'application Q+ de Y" dans V(Y+) qui, à un "passé" 
y_, associe la partie de y + formée des "futurs" admissibles pour y_: 

y _ « ± { z + e Y

+ : ( y _ , z + ) G F } . 

Proposition 1: î ï+ (y~) est un ensemble fini de parties de y + . 
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Preuve: Soit y_ G Y~. Comme on l'a déjà remarqué, il existe un STF XA et une 
application g de Sx sur Sy tels que Y = g<x>{X). 

î î+(y-) = { 2 + : (y^Z+)eY} 

= { P [ l , o o [ ( ^ o o ( ^ ) ) : i^-oo,0](ffoo (x)) = y_} 

= | J i(9(xi))i>i : Axo>xi) = 1}, 
X 0 € A ( Î / _ ) 

où l'on a posé A(y_) = {a;0 G 5x : 3(a?î),-<o V» < 0 y(x») = y,-}. 

L'élément #o est la valeur de la coordonnée d'indice 0 des suites du STF qui se 
projettent sur Y. 

On a donc ft+(y_) = ft+(y'_) si A(y_) = A(y!_). Comme Sx a nombre fini de 
parties, on en déduit le résultat immédiatement. 

• 

Nous venons de montrer que si Y est sofique, alors Sl+(Y~) est fini. En fait, étant 
donné un sous-shift Z quelconque, la suite montre que, si Q,+(Z~) (défini de la 
même façon que pour Y) est fini, alors Z est sofique. 

Introduisons maintenant le recouvrement de Y annoncé. 

Son alphabet est l'ensemble 

E = {(a, A) € SY X A+(Y~) Z{a) n A £ 0} 

et il est défini par la matrice carrée indexée par E x E définie par: 

M((a, A), (6, S) ) = 1 si B = a(Z(a) n A), = 0 sinon. 

Pour qu'une suite ((y;, Di))iç.z soit un élément de -Xjtf > il faut et il suffit que, pour 
tout j < fc, on ait (y,0î=j,...,* 6 ^ ( ^ ) e t 

Cjk = ^ * | 0 o [ ( £ ( V i , . . . , V*-i) n C>), 

où l'on a posé Ci = a1""*!),. 

On vérifie facilement que, pour tout élément y de F , la suite 

( y i , 0 + ( a < - 1 ^ _ O O ) i _ 1 ] ( y ) ) 

est dans XM* On en déduit que XM est bien un recouvrement de Y: Y = POOG^M)» 

où /) est l'application qui, à (a, A) élément de E, associe a. De plus, l'application 

Y-UXM: y (y. , f l+(a i " 1 f l -oo, . - i ] (y)) , 

est une section de /9oo-

Nous allons maintenant montrer que le sous-shift de type fini XM est relativement 
"proche" de Y. 
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Proposition 2: s(Y) = XM-

Preuve: Soit B = (y;, JD;),.. . ,(y*,D*) un mot de I m - H existe y_ G F ~ tel que 
Di = ft+(y_). Comme J5 est admissible on a Dk = £î+ (<x*(y-,yi, . . . ,y*-i)). 

Soit z+ G PI Z(yk). O n a y = (y-, y*, • • • >y*>^+) G y et s(y) G ; d'où le 
résultat. 
• 

Pour tout mot C = ((yi, D i ) , . . . , (y*, Dk)) de posons />(C) = ( y i , . . . , y*)-

Il est clair qu'étant donné un mot B G B(Y), l'ensemble des mots C de XM tels 
que p(C) = B a, au plus, le même nombre d'éléments que Q,+(Y~~). On en déduit 
immédiatement la 

Proposition 3: On a l'égalité des entropies h(XjM)V) = ^(Y}a)y et l'inégalité 
Card^-Hy)) < Card( î ! + (Y-)) . 

Nous définissons un ensemble sur lequel poo est bijective. Nous verrons plus loin 
que dans les "bons cas" cet ensemble est "gros". 

Définition: On appelle bloc finitaire (ou mot finiiaire) un mot B, que Von peut 
écrire B = ..., b0), tel que soit constante sur Z(B). 

Un élément y de Y est dit finitaire si, pour tout entier j , il existe un entier k, 
k < j , tel que le mot (y^, . . . ,yj) soit finitaire. Nous désignerons par T Vensemble 
des éléments finitaires de Y. 

On voit aisément que T est un G$. 

Proposition 4: Si y G T, Vensemble {x G XM • Poo(x) = y} e$i réduit à un 
élément. 

Preuve: Soit x G XM tel que Poo{x) = V-

Pour tout i G Xi est de la forme (yj,D t) et on a Di+\ = cr(Z(y t) PI Di). 
Soit j G 2Z et k < j tel que (y^, . . . , y^-i) soit finitaire, et z_ G F ~ tel que 

= I)*. On a 

= < 7 ( Z ( y f c ) n 0 j b ) 

= *(Z(yOnft+(*-)) 
= ft+(cr(2r-.,y*)). 

De même = Q+(<r>-*(s_,y f c,... ,yj- i ) ) = ft+((ïte>... ce qui montre 
que l'on a nécessairement x = «s(y). 

• 

Nous allons maintenant étudier une classe particulière de systèmes sofiques. 
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Définition : On dit que (Y, a) est transitif périodique-dense si l'ensemble des 
points périodiques est dense, et s'il existe un élément y G Y tel que Y soit égal à 
la fermeture {crk(y) : k G 2Z}. 

En particulier, si Y est transitif périodique-dense, alors, pour tout couple ( S , C) 
de mots de y , il en existe un troisième D tel que la concaténation BDC soit encore 
un mot de Y. Ceci permet de démontrer la proposition suivante: 

Proposition 5 : Si (Y, a) est transitif périodique-dense, alors T = Y. 

Preuve : Montrons d'abord qu'il existe toujours des blocs finitaires. 

Soit y_ G Y" tel que A(y_) soit de cardinal minimum. Posons 

A*(y-) = {x0 G SX ' 3x G X : p(Xi) = yu V - k < i < 0}. 

On a A(y_) = flfceiv A*(y-_), et ces ensembles étant finis, il existe un ko G IV tel 
que A* 0(y_) = A(y_). Soit y'_ tel que y\ = y,-, pour —ko <i<0. 

On a A(y'_) C Afc0(yL) = Afc0(y_) = A(y_). Comme on a choisi y_ tel que 
A(y_) soit de cardinal minimal, on a A(yL) = A(y_) et £î+(y'_) = £î+(y_), et 
donc (y_fc 0 , . . . , yo) est finitaire. 

Maintenant, supposons Y transitif périodique-dense. Soit C G B(Y), F G 
finitaire. Il existe G G B(Y) tel que F G C G B(Y) et évidemment FC?C est finitaire. 
Prenons un point périodique y G Z(FGC). On a alors y G FTiZÇC), ce qui montre 
le résultat. 

• 

Lorsque Y est transitif périodique-dense, on peut trouver un recouvrement de Y 
encore plus "proche" de Y. Si B est finitaire, on note Q,+(B) l'élément de V(Y*) 
égal à î î+(y_) pour y G Z(B). Soit 

w = { A 6 f l + ( r ) : 3y G .F A = ft+(y_)}.. 

Définissons alors F = {(a, A) G F : A G Soit iV la matrice carrée restriction 
d e M à F x F . 

Proposition 6: Lorsque Y est transitif périodique-dense, N est irréductible. 

Preuve: En fait on va montrer que, pour tout (a, A) G E et tout (6, B) G .F, il 
existe (ci,Ct)o<i</ tels que 

((a, A), (c 0 , C 0 ) , . . . , (Q, A ) , (6, B)) e B(XM). 

Soit ( / i , . . . , / fc) un mot finitaire tel que u>+(/i,... , /*) = B, et y_ tel que 
u;+(y_) = A 
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En utilisant le fait que Y est facteur d'un STF par une application 1-bloc, on 
montre facilement qu'il existe un mot ( a i , . . . , an) tel que 

( y _ , a , a i , . . . , a n , / i , . . . , / f c ) 

est admissible. On en déduit la proposition. 

• 

Proposition 7 ; Lorsque Y est transitif périodique-dense, POO(XN) = Y. 

Preuve: Soit y G F. Onja évidemment s(y) G XN. La proposition se déduit alors 
facilement du fait que T = Y et de la compacité de Xpj. 

• 

Les systèmes sofiques transitifs périodique-denses ont une autre propriété qui va 
nous permettre de les munir d'une mesure intéressante. 

Définition : On dit qu'un sous-shift (Y,a) est IES si {Y,a) est intrinsèquement 
ergodique (Le. possède une unique mesure v d'entropie maximale) et si v charge 
les ouverts non vides. 

Proposition 8 ; Un système sofique transitif périodique-dense si et seulement s'il 
est IES. 

Preuve: • Supposons (Y, a) transitif périodique-dense. Alors (Yy<r) est facteur, par 
une application / , de (X, a) STF transitif périodique-dense tel que h(X,cr) = 
h{Y,o). 

On sait que {X, a) est IES. Une mesure d'entropie maximale sur Y est nécessaire­
ment l'image par / de l'unique mesure maximale sur X, ce qui donne l'unicité 
d'une telle mesure. Le fait qu'elle charge les ouverts provient directement de la 
propriété correspondante pour la mesure maximale sur X. 

• Supposons (Y, a) IES. On montre facilement qu'un STF contient un STF transitif 
périodique-dense de même entropie. On en déduit la propriété analogue pour les 
systèmes sofiques, en utilisant le fait qu'un systèmes sofique est facteur par une 
application / d'un STF de même entropie et que l'image d'un sous-shift transitif 
périodique-dense par / est transitif périodique-dense. Le sous-shift (Y, a) contient 
donc (Y9, a) transitif périodique-dense de même entropie. 

Mais la propriété n(Y,cr) IES" entraîne que Y1 = Y et que (Y,cr) est transitif 
périodique-dense. 

• 
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Proposition 9: Soit (Y, a) un système sofique transitif périodique-dense, v son 
unique mesure maximale. Il existe deux constantes w\,W2 > 0 telles que, pour tout 
mot B € B(Y,n) 

mp~n < v(Z(B)) < w2/3~n, 

où log/? = A(F,a). 

Preuve: On a vu que (F, a) est facteur du STF transitif périodique-dense (construit 
plus haut) de même entropie ( -XJV,<J) par une application poo, où p est une 
application de SxN dans Sy. La mesure v est l'image par de l'unique mesure 
maximale fi sur X n . 

On sait que la mesure fi vérifie sur l'ensemble B{X^^n) une inégalité similaire: il 
existe t>i,v2 > 0 tel que pour B G B(X,n) 

Le cardinal de p~x(B) étant uniformément borné par un entier on déduit 
l'existence de w i , ^ > 0 tels que 

wiP~n < v{Z(B))<w2p~n 

• 

Cette propriété de v entraîne la proposition suivante: 

Proposition 10 ; Soit (Y, a) un système sofique transitif périodique-dense, alors 
v{T) = 1. 

Preuve: Nous allons montrer que le complémentaire Af de T est de mesure nulle. 
On a 

iez 

où Mi est l'ensemble des y tels que i soit le plus petit entier pour lequel il existe 
k < i tel que (y*....., y^) soit un bloc finitaire, et où Afoo est l'ensemble des y tels 
que, pour tous t, k G 2Z, (y*, . . . , yi) n'est pas un bloc finitaire. 

Cette réunion est disjointe et deux M% (pour i ^ oo) sont images l'un de l'autre 
par une puissance du shift, donc de i/-mesure nulle (invariance de v par le 
shift). D'autre part Moo est un fermé invariant par le shift. Commme (Y, a) 
est IES, l'entropie topologique du sous-shift (Afoc,cr) est strictement inférieure à 
log/? = /i(F,<r). Il existe donc # > 0 e t 0 < À < 0 tel que Card BÇAf^n) < R\n. 
Or on a 
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ce qui montre le résultat. 

• 

1.2 Généra l i t é s sur les ^ - d é v e l o p p e m e n t s 

Soit fi > 1 un nombre réel. 

Définition: On appelle fi-développement d'un nombre réel x, une suite d'entiers 

(ei)i>0 telle que x = X)«>o et> Pour i o u i 71 ^ °> Z)t>n €ifi~% < 

Tout nombre réel admet un unique ^-développement 

x = e0 + eifi"1 + ... 

obtenu par récurrence en posant 

e 0 = [x], a0 = {x} 
e n + i = [fian], a n + i = {fian} 

avec [ ]: partie entière, { }: partie fractionnaire. 

Lorsque le développement de x est fini, on dit que x est /^-simple. 

On munit JPV^ de l'ordre lexicographique: si (eo,€i,...) et ( e^e i , . . . ) sont deux 
suites d'entiers naturels, on écrit 

( € 0 , . . . ) < ( 4 > " - ) 

s'il existe n > 0 tel que €,* = e\, pour i < n et en < e'n. 

On notera (e 0 , • • •)($) ^ a somme e 0 + ej/3""1 + — 

On va caractériser l'ensemble des suites d'entiers qui sont /^-développements d'un 
nombre réel. Soit u> une suite d'entiers naturels telle que fi = a>o + W I F I ~ L + 

Nous définissons un ensemble exceptionnel Eu de la façon suivante: 
Dans le cas où u> n'est pas presque nulle, convenons que Eu est vide. 
Dans le cas contraire, il existe ç 6 W tel que fi = u>0 + ... + ujqfi"

q\ u;q ^ 0 et 
ujk = 0 si k > q ; on définit alors la suite périodique T / w par: 

r/w(i) = ur, si i ^ 0 mod ç, avec r = i, u;gi — 1, si i == 0 mod g, 

où i désigne le représentant < q de i modulo ç, et i5 w est défini comme l'ensemble 
des suites e dont la queue coïncide avec r/^. 

On montre par récurrence le 
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Lemme 1: Soit e une suite n'appartenant pas à E^, telle que: 

V n > l , ( 6 n , . . . ) < ( w o , . - 0 

alors 

( € n > C n + i , . . . ) ( 0 ) < (u; m ,u; m +i, . . . )( /?) 

lorsque ( e n , . . . ) < (u ; m , . . . ) . 

Théorème 2: Soit ¡3 > 1 et /3 = u>p(0) + ^ ( l ) / ? " 1 + . . . .son /3-développement 
Soit e G n'appartenant pas à EWp. Une condition nécessaire et suffisante pour 
l'existence d'un x G M+ de /3-développement e est que: 

V n > l , ( 6 n , . . . ) < ( u ^ ( 0 ) , . . . ) . 

-En particulier, on a (o;^(n),...) < (u;/?(0),...) pour tout n > 1. 

Preuve: S'il existe x de /^-développement # = EQ + + . . . , alors, pour tout 
n > 1, on a 

e , , /? - 1 + . . . < 1 = ^ ( 0 ) ^ + . . . 

et donc ( e „ , . . . ) ^ (u;^(0),...). Soit k le plus petit entier tel que en+fc ^ up{k). On 
a alors 

(€ n+*, e n+*+i,.. .)(/?) < {up{k),up(k + 1),...)(/?), 

et, comme u>/?(fc + l)/?"""1 + . . . < 1, on a e n+* < ^ ( ^ ) + 1, d'où en+k < wp(k) et 
( É N , . . . ) < M 0 ) , . . . ) , V n > l . 

Réciproquement, si, pour tout n > 1, ( e n , . . . ) < (a;^(0),...), alors, par le lemme, 
on a 

e n / ? " 1 + . . . < ^ ( 0 ) ^ 1 + . . . = l 

et CQ + C i / ? " 1 + . . . est le /^-développement d'un x. 

• 

Appelons E1 l'ensemble des ^-développements des éléments de [0,1[. Soit Xp = E* 
(la fermeture étant prise pour la topologie produit). Si /3 n'est pas /3-simple, cet 
ensemble est l'ensemble des suites (e n )n>i telles que: 

V n > l («„,.. .) < ( w / ï ( 0 ) , . . . ) . 

Si /? est ^-simple, c'est l'ensemble des suites ( e„ ) n > i telles que 

Vn> 1 (€„,. . .) < ( w / » ( 0 ) , . . . ) -

L'ensemble est un sous-ensemble de Q = {0 , . . . , f/?]}^* stable par le shift. 
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L'application <f>* : Xp —> [0,1] définie par 

oo 

<£'((e„)n>i) = ][>/r ' 

est hôldérienne, et ce qui précède nous permet d'affirmer que la restriction de <f>f 

à l'ensemble E* est une bijection de E1 sur [0,1[. 

Soit maintenant x G Il existe k G N tel que xfi~k G [0,1[. On peut écrire 

avec ( e n ) n >i G E1, soit x = ei/?*" 1 + . . . .+ €* + . . . . 

Soit E le sous-ensemble de ft = {0 , . . . , [fi]}2* formé des suites ( e n ) n e ^ telles que, 
pour tout entier fc, la suite (e*,...) soit un élément de E1 et telles qu'il existe un 
entier K tel que = 0, pour i < K. Alors l'application <f> : E —• 2R+ définie par 

— oo 

est une bijection. 

Pour le voir, on montre que l'écriture ci-dessus ne dépend pas du k choisi tel 
que xfi~k G [0,1[, et on utilise l'injectivité de <f>*. On appelle /?-shift bilatère le 
sous-ensemble Xp de ft fermeture de E pour la topologie produit. 

1.3 N o m b r e s de P i s o t et /^-développement 

Nous reprenons ici un théorème classique sur les points d'accumulation des suites 
x/3n mod 1, quand /3 est un nombre de Pisot. La démonstration est une variante de 
la preuve donnée par Bertrand-Mathis dans [2]. C'est sur ce résultat que reposera 
l'étude du codage examiné dans IV.2. 

Définition: Soient /? un entier algébrique, P son polynôme minimal. On dit que 
¡3 est un nombre de Pisot, si P admet /S pour unique racine de module > 1. Les 
autres racines de P, alors de module < 1, sont appelées conjuguées de fi. Le degré 
de P est appelé degré de fi. 

Si fi est un nombre de Pisot, la suite (fin) tend vers 0 modulo 1, avec une vitesse 
exponentielle. Cette propriété permet de caractériser les ^-développements des 
nombres du corps de fi. 

Dans toute la suite, étant donné un réel on notera ||:r|| la distance de z à l'entier 
le plus proche. 

La /^-transformation de l'intervalle [0,1[, c'est à dire l'application qui, à un élément 
x de [0,1[, associe {fix} est notée Tp ou simplement T. 
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Théorème 3: Soit fi > 1 un nombre de Pisot de degré s. Alors un nombre réel 
admet un développement en base fi périodique à partir d'un certain rang, si et 
seulement s'il appartient au corps de fi,Q(fi) = {co + c1fi+.. . + c3^ifi3^1^ Cj G<Ç}. 

En particulier, le fi-développement de fi est périodique à partir d'un certain rang. 

La condition est évidemment suffisante. Le théorème suivant en montre la 
nécessité. 

On note que ce théorème permet de retrouver, en particulier, qu'un nombre réel 
fi > 1 tel que \\fin\\ < oo est un nombre de Pisot. Le résultat classique (cf [11]) 
est que la condition \\fin\\2 < 0 0 implique que fi est un nombre de Pisot. 

Théorème 4: Soient fi un réel > 1 tel que la série \ \fin\\ converge et x € [0,1] 
tel que la suite (xfin) ait un nombre fini de points d'accumulation modulo 1. Alors 
le fi-développement de x est périodique à partir d'un certain rang. En particulier 
le fi-développement de fi est périodique à partir d'un certain rang. 

Preuve: Posons pour tout y G [0,1], e(y) = fiy — Ty. On remarque que e(y) est 
inférieur à [fi]. D'après la définition de €, on a pour tout n > 1 

finx = Tnx + t{Tn~xx) + fie(Tn-2x) + ... + fin^e(x). 

On a donc, pour tout k et tout n dans JY 

P"+*x - pkTnx = fik€{Tr"1x) + fik+1(Tn-2x) + ... + fik+n-xe(x). 

C'est sur cette relation que repose la preuve. 

1) La convergence de la série £ ll^ n | | montre que l'on peut écrire 

pn+kx _ p k T n x = q ^ fc) + ^ k ^ 

où k) est un entier et rç(n, k) tend vers 0 uniformément en n lorsque k tend 
vers l'infini. 

On en déduit que, pour tous &,n,ra' 

\\fikTnx - fikTn'x\\ < fo(n', fc)| + to(n, h)\ + \\fin+kx - fin'+kx\\ (1) 

et 
\\fin+kx - fin'+hx\\ < \\fikTnx - fikTn'x\\ + |i7(n, *) | + |f?(nf, k)\. (2) 

2) La suite (filx)i>o n'admettant qu'un nombre fini de points d'accumulation 
modulo 1, pour j et j 1 suffisamment grands, fi*x et fi3 x sont proches ou éloignés 
modulo 1: 

il existe S > 0 tel que, pour tout a > 0, il existe N = N(6, a) tel que, pour j et j f 

plus grands que JV, on ait ou bien \\fi*x - fi*'x\\ < a, ou bien \\fi*x - fi* x\\ > S. 
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Nous devons montrer que la suite (Tkx)k>o est périodique à partir d'un certain 
rang. Si ce n'est pas le cas, cette suite prend une infinité de valeurs et pour 
tout 7 > 0 et tout entier fc, on peut trouver n et n' tels que: Tnx ^ Tn x et 
\pk{Tnx-Tn'x)\ < 7 . 

3) Si (/3,x)j>o converge modulo 1, d'après (1), il existe kQ tel que, pour k > k0y 

\\PkTnx-PkTn'x\\<±, (3) 

et ceci indépendamment de n et n', Prenons n et n' tels que 

\pk»Tnx-Pk«Tn'x\ < 

et k > ko tel que 

±<\fikT»x-fihT«'z\<lfa 

la majoration par 1/2 assurant l'égalité \\pkTnx - f3kTn'x\\ = \/3kTnx - f3kTn'x\. 

On a alors \\/3kTnx - PkTn'x\\ > ^ , contrairement à (3). 

4) Supposons maintenant que la suite (fllx)i>o ait au moins deux points 
d'accumulation modulo 1. 

Choisissons un a > 0 tel que a < ^ et a < j q ^ - Soit N = N(6, a) défini en 2). 

D'après (2), on peut choisir &o, supérieur à iV, tel que, pour tout k > A?o, n et rz', 
on ait 

\\\(3n+kx - /3n'+kx\\ - ||/?*Tn:r - /3*T n 'x|| | < a. 

Prenons alors n et n' tels que 

\/3k°Tnx-/3k°Tn'x\ <2a 

et k > ko tel que 

2a < |/3*T nz - /?*r n ';r| < 2j3a < ^ (4) 

la majoration par 1/2 assurant l'égalité \\(3kTnx - /?*T n 'z| | = \fikTnx - /3*Tn':r|. 

On a alors 

\\Pn+kx-0n'+kx\\<a + 20a<6. 

Ceci entraîne 

2a > \\/3kTnx - /?*T n 's | | = |/?*Tna; - /3*T n 'x | , 

contrairement à (4). 

• 
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Si la suite (Tkx)k£]N a un unique point d'accumulation, alors ce point est un point 
fixe de la /^-transformation et on voit facilement que le /З-développement de x est 
stationnaire partir d'un certain rang. 

En appliquant ce qui précède à x = fi — [/3], on obtient que le /^-développement de 
fi est périodique. 

L 4 Entropie topo log ique d u /3-shift 

Soit fi un réel > 1, de ^-développement fi = 0 ^ ( 0 ) + ujp(\)fi~l + — 

Nous allons donner une estimation asymptotique précise de Card(#(X^,n)), où 
B(Xp,n) est l'ensemble des mots de longueur n de Xp, que nous noterons plus 
simplement # n . 

Posons 
B°n = {(ба, б 2 , en) G Bn : (ci, , €n_!, en + 1) G Bn}. 

Les ensembles de suites seront munis de l'ordre lexicographique. Les "max" et 
"min" seront entendus en ce sens. 

Le signe • désigne la concaténation et on note iï>p(j) = (u>p(0),... ,wp(j — 
si j > 1, e, le mot vide, si j = 0. 

Proposition 11: Pour tout n > l, 

n 

Bn = U В) • ilfi(n - j) | J { m a x B n } . 
i=i 

Preuve: Soit и G Bn, и ф m a x # n , и =• (ei, e n ) . Soit um = min{i; G Bn • v > u}. 
On a um = ( 7 / 1 , >rç*5û >0), pour un certain к. 

D'après la définition de u m , on a 

Vl = Cl , ?72 = € 2 , , 77*- l = 6fc_i,77fc = 6jfc + 1, 

D'où: u = (ci, , €*) • ( ^ ( 0 ) , . . . ,u/?(n - k - 1)) G • Slfl(n - к). 
A 

Soit w G # n + i . Posons [u;] = {u; G Xp : (u>i, .....u;n+i) = w}. L'ensemble 
{[tu] : w G #n+i} est une partition de X'p. 
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Soit pp : X'p :—y [0,1] défini par pp(e{)i>i = Yli>i eifi~%- L'ensemble {pp([w]) : 
w G Bn+i} est un recouvrement de [0,1] par des intervalles qui, deux à deux, ont 
au plus un point commun (voir généralités sur le /^-développement). 

Posons Rp(w) =longueur(/)0([w])). Pour tout n > 1, on a 

E RM =1 

u € B „ 

et 

R0(u) = / > ~ ^ ( M ) ' U * m a X f n 

HK ' \ \ — pp\u), w = m a x 0 n , 

où, pour w G w ^ maxB/, on note u / = min{t; G B\ : v > w}. 

Proposition 12: Soit Mp = En>i(* +
 1)MO0"",'~1- a: 

lim / T n C a r d = - J -
n->oc Mp 

lim / T ' C a r d Bn = 1 

n-*oo M/?(l ~ /3 _ 1 ) 

Pone, en particulier, h(X^a) = h(Xpycr) = log/3. 

Preuve: Soit u 6 S n . Si u G # n_^. • ft^O) pour 0 < j < n - 1, alors 

t=0 

D'autre part 
^ ( H ( 0 ) , . . . ,ojp(n - 1))) = / T ^ l , 

où l'on a posé T^l = J2Zi +* - P ° u r * > 1- (T°p = 1) 

On obtient donc, grâce à la première proposition de 1.4, 

n - l 

1 = ¿2 Rfi(u) = E E i ^ ( u ) + Rp({ufi(Q)t..., « , ( n - 1))) 

u€<Bn j=Q uSBn-jtïliJ) 

n - l 

= E i V n - i / ? " n T i 1 + ^ n T ^ 1 

n 
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où N»_j = Card et B°0 = {e}. 

Considérons alors la série entière en t G C: = ]Cn>i * n Sj=o ß^n^ß^^n-j-

Elle converge pour | t |< 1 et elle est, dans ce cas, égale à ^ . D'autre part on 

peut écrire 

n>l jf=0 

= (^t-/»-jv;)(5;t"r"T?i) - 1 , 
n > 0 n > 0 

d'où 

£ t»/r "T ji = x > ( i - £ ^ ( o r - 1 ) + 1 

n > 0 n>l 0 

= i + - i - - Y, f v - 1 - ^ - ' - 1 « , ^ 
X 1 n>l 0 

= T ^ - ( £ N ( £ * I + V - I - 1 ^ ( 0 ) 
n > 0 » > 0 

1 - MO 
~ l - t ' 

où ^ ( t ) = £i>o*i+1ß~i~1w(!KO- 1 1 e n résulte 

G ^ . ( ^ + 1 ) ^ . _ J _ 

pour < tel que 1 — <f>ß(t) ^ 0. Le rayon de convergence de <j>ß est supérieur à ß. Le 
point 1 est zéro d'ordre 1 de 1 — <j>ß(t) (<f>fß(l) ^ 0). Donc il existe un voisinage 

de 1 dans lequel \ f N - 7- J; , , N est holomorphe: il existe e > 0 tel que 
1 - (/>ß{t) (1 - t)(f>ß(l) 

Zn>o(ß~nNn - ^ î ) ) r e s t holomorphe pour t G D(l,e). 

Ceci entraîne en particulier l im n ->oo ß~nN® = " t t ^ T T -

Qßi1) 

On a Card Bn = X)K=O K̂? e t donc 

/?-«Card Bn = J2ß-n(№kß-k<f>'ß(l))J^-

ü M1) 
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d'où: 
0 0 / ? _ к 1 

• 



II. Codage "topologique" 

II. 1 Principe de la méthode de Vershik 

Soit T un automorphisme de Mn ayant pour polynôme caractéristique 

n-l 

P(X) = XN-J2 a i X Î ( a o = ±1)-
t=0 

L'automorphisme T peut être représenté, dans la base canonique, par une matrice 
que Ton notera encore T. Lorsque la matrice T est à coefficients entiers, de 
déterminant ± 1 , elle définit également un automorphisme du tore. On utilisera 
la lettre T pour désigner les trois objets. 

En particulier, à tout polynôme P(X) = Xn — Ylî^o a*Xl («o = ±1), on peut 
associer l'automorphisme T, défini par la matrice compagne : 

/ 0 1 0 . . . 0 \ 
0 0 1 . . . 0 

T = i i i : 
0 0 0 . . . 1 

\CLQ ai a,2 . . . a n _ i / 

L'automorphisme T a alors (—l) nP comme polynôme caractéristique. 

On sait que le système dynamique ( 2T n ,T ,m) est ergodique si et seulement si 
T n'a aucune valeur propre racine de l'unité. Ici nous supposerons que T est 
hyperbolique, c'est-à-dire que T n'a aucune valeur propre de module 1. 

La méthode de codage proposée par Vershik est basée sur l'idée suivante: 

Soit uo le vecteur de coordonnées (1,0, ...,0). Posons Uk = ThUQ. En utilisant la 
relation T* + n t io = Yl^o .a*"T"*+,ti(h o n P e u * coder certains éléments de 2Zn et 
montrer l'existence d'un entier N et d'un sous-ensemble S de {0, , iV r } n

5 tel 
que tout élément d'un sous-ensemble de 2ZN s'écrive sous la forme d'une somme 
Yli€&eiui) °ù (€î)iezs e s * u n e suite presque nulle telle que, pour tout k £ 2Z 
(e*, ,€*+n-l) G S. 

Précisons le résultat. 

Définition : : Soit G un semi-groupe abélien dénombrable. Une suite (vk)kez 
d'éléments de G est appelée base de représentation symbolique (brs) du semi-
groupe G, s'il existe des entiers m > 1 et N > 0 et un ensemble S C {0, , N}m, 
tels que tout élément g ÇLG admette une décomposition de la forme: 



20 

où (ek(g)) = (¿k) est une suite presque nulle d'éléments de {0, ,iV} et, pour 
tout k G 2Z, (ek, , e*+ m _i) G S. 

De telles suites seront appelées suites admissibles. Le lemme suivant est énoncé 
dans [4]. 

Lemme: Soit v G 2Zn et soit G le semi-groupe engendré par Vorbite de v sous 
Faction du groupe { T n , n G Z). Alors {Tkv,k G 2Z) est une brs du semi-groupe 
G (avec m = n et N inférieur au double de la plus grande valeur absolue des 
coefficients du polynôme P). 

Nous donnerons dans la partie II.2, pour certains cas simples, une idée des 
méthodes que l'on peut utiliser afin d'obtenir de manière algorithmique ce codage 
d'entiers. 

Considérons maintenant T comme automorphisme de JR n. Soit L3 (resp Lu) le 
sous-espace T-stable (resp. instable) tel que (resp T|x, t t) n'ait que des valeurs 
propres de module < 1 (resp > 1). Notons 7r5 (resp nu) la projection sur L3 (resp 
Lu) parallèlement à Lu (resp L3). 

Le lemme précédent nous permet de coder un sous-ensemble E de 2Zn (le semi-
groupe engendré par les elementes T f cuo = u*). Partant du fait que TTu(E) mod 1 
est dense dans le tore 2T n, on va montrer que l'on peut alors obtenir un codage 
du système dynamique ( 2T n ,T ,m) . 

Soit Xf l'ensemble des suites admissibles presque nulles, muni de la distance 

¿ ( e , e ' ) = ^ | e í - e ; . | 2 - i . 

Notons ||.|| la distance à l'entier le plus proche. Considérons l'application <j>f : 
Xf —> 2T n définie par 

4>f(^n)n£M = *u(£eiUi) mod 1. 

Montrons que <f>f est hôldérienne. On remarque d'abord que modulo 1, on a 

i e z ÎE2Z 

Soit maintenant deux suites admissibles e° et e 1 telles que, pour un entier a: 

e°i = 6?, |*1 < N et € J = e] = 0, | t | > a. 

Soit a < supflfrl- 1 , ,|/?fcrMri|, , |r n_jb|), où les et rt- sont les valeurs 
propres de T avec, pour tout i, | # | > 1 et | r t | < 1. Il existe M tel que, pour toute 
suite admissible e, pour tout i G 2?, |c¿| < M. 
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Si i > 0, il existe K\ > 0 tel que ||7r5(u,)|| < K\a{. Si i < 0, il existe K2 > 0 tel 
que ||7rM(ut')|| < K2a"\ 

Soit e 0 1 définie par e^1 = , pour i > — JV, c j 1 = 0, pour t < —JV. On a alors 

IM£ -̂*«(£*N.)II = il EV-MII ̂  MOA" 
—a 

pour un Mo > 0. 

Soit e 1 1 défini par e}1 = e*, pour i > —JV, e*1 = 0, pour i < —N. On a 

IW£4V) -^(£^«011 = Il ¿(6? -4KWII < M,aN 

pour un Mi > 0. 

On a de même 

pour un M 2 > 0. 

On en déduit l'existence d'un R > 0 tel que: 

ce qui nous permet d'affirmer que / est hôldérienne. 

• 

On prolonge ensuite <j>f h X = Xf} l'ensemble des suites bilatères admissibles, 
fermeture de Xf pour la topologie produit. Ce prolongement est encore hôldérien. 
En effet, soit e £ X et eN définie par ef̂  = e», si \i\ < iV, et = 0, sinon. On a 

oo 

m*) - ^ N ) \ \ < E i - < u«N, 
N 

pour un U > 0, d'où le résultat. 

Comme <f>(Xf) = TTn par hypothèse, on en déduit, en utilisant la compacité de 
X, que le prolongement <j> de <j>f est surjectif. 
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II.2 Quelques exemples de codage 

Soit p = xn - J27=o mx* un polynôme irréductible à coefficients entiers avec 
a 0 = ± 1 . On désignera par la même notation T l'automorphisme de Mn et 
l'automorphisme du tore TTn associés à la matrice T, matrice compagne de P 
définie plus haut. 

Montrons comment on peut réécrire les ]£i=o Z{U^ avec Z{ G IV, dans certains 
cas très particuliers. Supposons que l'on ait connaissance de l'ensemble des suites 
admissibles, avec ( e * ) , ^ définie par e* = 6ik admissible. Il suffit alors, pour 
savoir "coder" tous les éléments de IV n , de montrer comment on peut, de manière 
systématique, écrire sous forme admissible un élément de la forme ^ € , W j -f- u*, où 
k G 2Z, et e est une suite admissible finie (i.e. presque nulle). Il s'agit, en quelque 
sorte, d'obtenir un algorithme permettant de dresser une table d'addition dans 
l'ensemble des suites admissibles presque nulles. 

Exemple 1 

n = 2 P — X2 - X - l 

L'ensemble des suites admissibles est l'ensemble des suites de 0 et 1 telles que deux 
1 ne peuvent se suivre, i.e. l'ensemble des suites (ei)ie2£ telles que: 

Mie2Z, e ;G{0 , l} , € ¿ € ¿ + 1 = 0 . 

Commençons par illustrer les méthodes que nous utiliserons par la suite sur 
l'exemple 77 + 77, où 77 est définie par 77,- = £ t - 0 . 

77 + 77 = ( . . . 0 . . . 010. . . 0 . . . ) + (. . . 0 . . . 010 . . . 0 . . . ) 

= ( . . . 0 . . . 00010 . . . 0 . . . ) + ( . . . 0 . . .01100 . . . 0 . . . ) 

= ( . . . 0 . . . 01110 . . . 0 . . . ) 

= ( . . .0 . . .010010. . . ) 

De façon générale, soit e une suite admissible presque nulle, €j = 0 si i > b ou 
i < - 6 . Montrons comment on écrit z = tiUi + u* sous forme admissible. 

1. Si ek = efc-i = efc+1 = 0, alors z =J2eiui + u k est une écriture admissible. 

2. Si e* = 0 et e*+1 = 1 (alors e*+2 = 0). 

En utilisant la relation + t/*+i = 1 ^ + 2 , on obtient, z = X ^ U i + u*+ 2, où 

{ e\ = e,-, si i < jfc, o u i > k..+ 1 
€fc = €fc+i = 0, 

donc e' est admissible. 
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Si €fc+3 = 0, l'écriture ainsi obtenue est admissible, sinon on est dans la situation 
2. avec Uk+2 à la place de Uk et e' à celle de e, avec e\ = 0 pour i > b. En itérant 
le procédé, on aboutit donc à une écriture admissible. 

3. Si ek = ek+i = 0 et ek-i = 1. 

En utilisant Uk-i + Uk = U f c + i , on a, z = ejtiî + 11*4. i où : 

{ e'. = ê , si i < k — 1, ou i > k 

(donc € est admissible). 

Si = 0, cette écriture est admissible, sinon on est dans la situation 2. 

4. Si €k = 1 (alors e * + i = e*-! = 0). 

En utilisant Uk = + U f c _ 2 et u * _ i + Uk = on a, z = cju,- + u*_2 + 

où : 

{ cj = et-, si i < k — 1, ou i > k + 1 
efc-i ~ c * ~ c f c + i = 0 

e' est admissible. 

Grâce à 2, on écrit J2eiui + = = X) c«W t i» » a v e c c*" = = €'î P o u r i < A:, en 
particulier e^" = e^-i" = 0. 

On veut maintenant écrire z = Y^ei"ui + w * - 2
 s(>us forme admissible. 

Si "Cjb-2W == € fc-2 = 0, on est dans le cas 1 ou 3. Si efc-2" = 1, on itère 4 avec Uk-2 

en place de u*, c" en place de e (et toujours €j" = 0 pour i < —6, ce qui montre 
qu'un nombre fini d'itérations aboutira à une écriture admissible). 

Ceci montre l'existence d'une écriture admissible de tout élément de iV n . Montrons 
l'unicité d'une telle écriture. Soit e et e' deux suites finies admissibles distinctes. 

Supposons que l'on ait Y^eiu% ^ Yjeiui ! s o ^ *o = niax{z € 2Z : t{ ^ ej}. 

On a par exemple, ei0 = 1, e\ = 0, et on peut écrire : 

» 0 — 1 1Q—1 

Ui0 + € i U i

 = X] €'*UI-
— OO —OO 

Soit ¿1 = sup{* E 2Z : i < io, = 1} 

En utilisant la relation Uk+i = Uk + t t j b - i ? on obtient : 

/ 

u i o = ^ t i i 0 + 1 « 2 f c + « t 1 ? si t0 — txi = 2/ 

= Y^uio+i-2k + + u h ^ u si »o - t i i = 2 / + l, 
* = 1 
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avec Y^i == 0, et l'égalité (* ) devient: 

-oo -oo 

avec ¿2 = sup{i G 2Z : i < ¿ 1 , cj = 1} (e' étant admissible on a i 2 < ¿1 — 2). 

En posant, pour tout A: > 2, 

%k = max{i £ 2Z : i < i * - . i , € j = 1}> 

on obtient comme plus haut, à partir de (* ), 

— 0 0 

ou 

— 0 0 

quand t* est défini. 

La suite e' étant presque nulle, il existe K tel que %k est défini et e\ = 0 pour i < K. 
On a alors obtenu, à partir de (* ), une égalité de la forme UiK + ^2a\K^ui 2=1 0-
Mais ceci constitue une contradiction car 

quand n tend vers l'infini. 

L'unicité du développement obtenu dans l'exemple 2 s'obtient de façon similaire. 

Exemple 2 
n = 2 P = X 2 - aX - 1 a > 1 

L'ensemble des suites admissibles est l'ensemble des suites à coefficients entiers < a 
telle que un a est toujours précédé d'un 0. Soit # a , ,x& une suite admissible. 
Ecrivons z == x%Ui + Uk sous forme admissible. 

1. Si 0 < Xk < a — 1, ou Xk = 0 et Xk+i ^ a, ou # ¿ - 1 = 0 et Xk = a — 1, l'écriture 
2 = + u& e s * admissible. 

2. Si Xk+i = a, donc = 0, alors z = ^a^u* avec : 

f = si i < k}ou i > k + 2 
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et on a une écrit tire admissible de z. 

3. Si X k - i ^ 0 et Xk = a — 1, alors z = ^a^ti» + avec: 

f a?J = Xij si i < & — 1, ou z > A; 
\ 2 * = 0 ^ifc-i = + 1 

Comme a > 1, on a ^ a donc, si # * + 2 ^ a, l'écriture est admissible, sinon on 
est dans la situation 2. 

4. Si Xk = a, (alors x^-i = 0 et a^+i ^ a), alors, z = ^ a r ^ j + + ave : 

J = zt-, si i < k — 1, ou i > k 
1 4 = 0 a : '^ = a - 1 

(on a utilisé Uk = auk-i + u * _ 2 puis Uk-i + au* = Ujb+i)- Mais Ylxiui + u H-i 
(avec 7 ^ a) s'écrit, par 1 ou 2, avec : 

f = a?j, pour i < k — 1 
\ a ^ - j " = a - l s*" = 0 . 

On est ramené à écrire J2xi"ui + uk-2 sous forme admissible. Soit / = inf{jf G 
N : Uk-2j i1 «} alors en itérant / fois 4 on aboutit à une situation 1 ou 3. (On sait 
que / > —00 car x est presque nulle.) 

Exemple 3 

Cas où le polynôme P est de la forme Xn + Y^^o}i^io aiXl — ai0X
tQ, avec Vi ai > 0, 

aQ = 1 et aio > E ^ t ^ o a * + L 

On peut, dans ce cas, écrire tout élément de Nn C iR n sous la forme d'une somme 
finie à coefficients dans { 0 , a { 0 — 1} de U{. 

Soit (xty ,x3) une suite quelconque d'entiers naturels, i ,s G 2Z. Montrons 
que z = £)J a : t i ^ peut s'écrire comme une somme finie à coefficients €{ dans 

{0, . . . . , a î W } . Posons N(x) = s u p ^ s , - - aio + 1). 

Si N(x) = 0, alors X^arjîXj est une écriture admissible. Si N(x) > 0, alors il existe 
/ tel que x\ > a l 0 — 1. Considérons un tel / et écrivons: 

n-l 

aioui = u/+ n _ t 0 + ^2 aiul+i-i0 

ï=0 , t #z 0 

et z = Ylxiui a v e c : 

= > / + n — ¿ 0 k < l — ¿ 0 , 

3 / + i _ i 0 = ^/-J-i-to + a» * = 0,....,n - 1, 
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On a donc N(x') < N(x) - aio + Y%=Q,iïi0

 a* + 1 < 0̂*0- ̂  é t a n t à v a l e u r s 

entières, en itérant le procédé, on parvient à une écriture admissible de z. 

III. Codage et nombres de Pisot 

On reprend les notations de la partie 3. Nous supposons que P n'a qu'une racine 
/3 de module strictement supérieur à 1. Cette racine est un nombre de Pisot. Elle 
est nécessairement réelle. Nous la supposerons positive. Nous supposons également 
que T est défini par la matrice compagne de P. 

Le sous-espace instable de T, L u , est une droite vectorielle portée par le vecteur 
v = 7 1 ^ ( 1 * 0 ) . Notons l'ensemble ïït+v. Modulo 1, l'ensemble est dense dans 
le tore. En effet, est aussi portée par le vecteur w = (1,/?,. -. j/?""" 1)*, et on 
voit facilement, par un argument d'analyse de Fourier en utilisant le fait que P 
est le polynôme minimal de que {nw : n E IN} modulo 1 est dense dans 2T n . 

D'après l'étude menée sur le /^-développement, on sait que l'ensemble des vecteurs 
apTru(uo), où ap décrit {J^c,-/?""1 : 6 € X/?,/}, où Xpj est ensemble des suites 
admissibles (c'est-à dire appartenant à X^, défini dans la première partie) presque 
nulles, est dense dans X+. 

Définissons l'application <f>f comme suit : à la suite e G Xpj associons le point 
du tore 7r u (]T €jti-.,) modulo 1. L'appication <f>f est hôldérienne, d'image dense 
dans 2T n, et telle que <j>f o a = T o ^ , donc prolongeable en un codage, <f>y de 
( 2 P \ T , r o ) . 

Ceci nous donne un codage "topologique". Remarquons dès maintenant que ce 
codage par un système qui, comme nous le verrons est sofique, ne correspond pas 
en général au codage que propose Vershik : en effet son codage fournit une écriture 
admissible finie des éléments du semigroupe engendré par les u,-, alors que, pour le 
codage que nous venons de décrire, ce n'est pas toujours le cas (pour le voir prendre 
par exemple un automorphisme de polynôme caractéristique X 3 — 3 X 2 « 2X + 1). 

En munissant Xp de la mesure image de m par <f>, on obtient un "morphisme" de 
systèmes dynamiques. Nous nous proposons maintenant d'identifier cette mesure. 

III . 1 Le cas ^-s imple 

Soit /? un nombre de Pisot de /3-développement 

On a codé par un sous-shift l'automorphisme T du tore TTn représenté par la 
matrice compagne du polynôme minimal de /9 supposé de degré s. Ce sous-shift 
est défini par: 

= {0, • • •, w/KO)}* : Vfc G 2Z . . . , ek+q) < ( w , ( 0 ) , •. . ,«*(«))} 
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et on a mis en évidence une application <̂  : Xp —• TTn holdérienne surjective 
telle que T o <j> = <j> o a (où a est le shift sur Xp). 

Nous allons munir Xp d'une structure d'espace mesuré qui fera de ( 2T n ,T,ra) 
(où m est la mesure de Lebesgue) un facteur de Xp par <j>. 

Montrons d'abord que Xp est un sous-shift de type fini. Soit M la matrice indexée 
par (u>p(0) + l)q x (u>p(Q) + l)q, définie par : M(u,v) = 1 si u = (a0, . . . , a g _ i ) , t ; = 
( a j L , . . .,aq),(a0,. • - , a g ) < (w^(0) , . ,Wfi (q) et M(u,v) = 0 sinon. 

Posons X = {a € {{0, . . . , ^ ( 0 ) } g } ^ : VA: G ^ M ( a * , a * + i ) = 1}. C'est un sous-
shift de type fini et on a la correspondance bijective (qui est un homéomorphisme 
si on munit Xp et X de leur topologie produit) / : X —• Xp, 

On a de plus a o / = f o a. Pour toute mesure borélienne /z', appelons fi la 
mesure image par / de /i'. L'application / est alors un isomorphisme de systèmes 
dynamiques. 

Pour tout couple (e°, e 1) G ({0, . . . ,up(0)}q)2 la suite 

e l î • • • 5 eg ) u? • • • > u> e l ? • • • 5 tq 

gx 

appartient à Xp. Ceci montre que M est apériodique donc que l'on a sur X (et par 
conséquent sur Xp) une unique mesure d'entropie maximale, et que cette mesure 
est markovienne d'entropie log A où A est la valeur propre de M, nécessairement 
réelle positive, de plus grand module. 

Revenons à notre codage <f> : (Xp, a) —> ( 2F n , T). 

Soit B la tribu borélienne de 7Tn. La tribu <f>"x(B) est incluse dans Bx, la tribu 
borélienne de Xp, car <f> est continue. Sur <^~1(B), on peut considérer la mesure v 
définie par v($~x(Â)) = m(A) où A G B, qui admet un prolongement V à Bx-

Notons h(Y,S,A,r) l'entropie d'un système dynamique Y muni d'une tribu A, 
d'une mesure r sur A et d'une transformation S. Les inégalités suivantes sont 
immédiates : 

h( 3r,T,B,m) = h(Xfi,a,<f>-l(B),u) 

< h(Xfi,a,Bx,^) 

= KXfita) 

= h(X,<r) 

où fi est l'image par / de la mesure d'entropie maximale sur X et h(Xp, a) est 
l'entropie topologique de (Xp,cr). 



28 

Nous supposerons connu que /i(2Tn, T , # , m ) = log/? (on pourra se reporter à 
[12]). Nous avons montré que h(Xp,cr) est égale à log/3, ce qui entraîne /i = u et 
( 2T n ,T ,m) est un facteur de (Xp^a^fi). 

III .2 Le cas n o n ^-s imple 

Supposons maintenant que /3 soit un nombre de Pisot non /3-simple. Nous avons 
écrit 

On sait que la suite (vp(i))i>o est périodique à partir d'tm certain rang, et on a 
codé (2T,T) par (Xp,cr), où Xp est défini par 

Xp = {* G {0,. . . , 0 ^ ( 0 ) } * : Vt G %(xi, x i + u . . . ) < ( ^ ( 0 ) , ^ ( 1 ) , . . . ) } 

Proposition 1: Le sous-shift Xp est souque. 

Preuve: Il nous suffit de montrer que Cardu^-X^ ) est fini. Supposons que la suite 

(up(0),up(l),... ,u>p(p),up(p+1),... ,up(p + q),Wfi(p + q + l)>..., W / j ( p + 2 g ) , . . . ) 

soit égale à (u^(0), . . . ,u^(p), bu ..., bq, bu . . . , 6 g , . . . ) . 

La suite (u>/?(0)i€^ étant périodique à partir d'un certain rang et non presque 
nulle, la taille des plages de zéros consécutifs de cette suite est bornée par un 
entier noté M. 
Posons 

Bi = ( 0 1 ; ^ , W / ? ( 0 ) , . . . ,wfi(i)). 

(Af+l)x 

Les B{ sont des blocs finitaires et, pour i > p on a u>+{Bi+q) = a;+(5 t). 
D'autre part, soit a;_ G Xp. Si, pour tout G IV, on a (a;^(0),... ,up(k)) > 

a l ° r s = X^". Sinon, soit ko le plus grand des k tels 

que ( x - * , . . . , XQ) = (u;^(0),... yup(k)). (On voit facilement que (&i, . . . , bq) < 
(u>/?(0),... yu>p(q — 1)) ce qui permet d'affirmer que l'entier ko ci-dessus est bien 
défini.) 

Pour tout n > ko on a 

d'oùu>+(x-) = w+(Bko). 
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Ceci montre que u>+(Xj) = {Xf )U*+(Bo)9... ,<jj+(Bp+q)}y et donc que Xp est 
sofique. 

• 

Ceci permet d'obtenir facilement la matrice iV, qui est égale à la matrice M (cf 
les notations de 1.1). On a ici: 

0, si a > wp(k + 1) 
v{u+(Bk) fl Z(a)) = l u ; + ( 5 f c + 1 ) si a = u^(* + 1) 

Xf, sia<up(k + l) 

Proposition 2: (JK^a) est toplogiquement mélangeant. 

Preuve: Soient BetC deux mots de Xp de longueur m et n. On a Z(B)DakZ(C) ^ 
0 pour k > n + p + q + 1. 

• 

Proposition 3: M est apériodique. 

Preuve: Soit Z(Bf) et Z(C) deux cylindres de Xj*. On peut écrire 

c ' ^ a d . c i ) , . . . , ^ , ^ ) ) , 

# = (&i,...,&0, 
C = (c i , . . . , ^ - ) . 

Soit i?* = (bi,..., &o) et C* = ( c m , . . . , co) deux mots finitaires tels que (B*,B) et 
(C*, C) soient des mots de Xp et tels que u+(B*) = w+(C7*) = Ci. On a : 

s(Z((B*,B))) C Z(2?'), s(Z((C.,C))) C Z(C"). 

Mais, étant mélangeant, il existe K tel que k > K entraîne que 

Z((C*,C))n<rkZ((B^B))ï^ 

d'où Z(B') H <7*Z(C") ^ 0 , car il contient s(Z((C^ C)) n crkZ((B*,B)). 

Ceci entraîne que M est apériodique. 

• 

On a donc obtenu que ( 2T n , T, m) est facteur du sous-shift mélangeant (XN, CT, I / ) , 
où est l'unique mesure cr-invariante sur X d'entropie maximale. 
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IV. Etude de la bijectivité du codage : deux exemples 

IV. 1 Premier exemple 

On se place ici dans le cas de la dimension deux. Considérons donc le tore 2T 2, 
muni de l'automorphisme T défini par la matrice 

T-(ïi)-
Cette matrice a pour polynôme caractéristique P(X) = X2 — 3X + 1, qui a comme 
racines fi = 1/2(3 + \/5) et fi"1. L'entier algébrique fi est un nombre de Pisot, et 
son ^-développement est (2,1,1,1, . . . ) . Nous avons défini le /?-shift : 

Xp = {x G {0 ,1 ,2}* : V» G 2Z(xu xi+u...) < (2 ,1 ,1 , , . . )} . 

On peut aussi définir Xp de la manière suivante: ( 2 , 1 , 1 , . . . , 1,1,2) £ B(Xp). Nous 
avons vu comment coder ( 2T 2 ,T) par (Xp,cr). 

Prenons pour UQ le premier vecteur de la base canonique de M2 (UQ désignera 
indifféremment l'élément de TT2 ou de M2 correspondant). On définit pour tout 
i G Ziï, U{ = T*(u 0). Soit ei un vecteur propre de T associé à la valeur propre 
/?, 62 associé à fi"1 ; A la droite vectorielle portée par ci, D la droite vectorielle 
portée par e<i. Enfin, on notera nu la projection sur A parallèlement à D, 7ra la 
projection sur D parallèlement à A. On appellera A+ la demi-droite M+7TU(UQ)) 

D+ la demi-droite M-n3(uo). Enfin V désignera le quart de plan compris entre 
les deux demi-droites A+ et -D-. 

Nous définissons alors <j> : Xp/ —> TT2 par 

e i — > t̂tĈ T) c,-ti—mod 1 = — ̂ « ( ^ tW-i) mod 1. 

Cette application est hôldérienne, d'image dense, et telle que <f> o <j = a o ^, 
donc prolongeable en une application, encore notée <f>} de Xp dans 3T2, surjective, 
hôldérienne, vérifiant encore la propriété de conjugaison. 

Si pour i < fc, €{ = 0, alors l'expression ( ]C i G ^ ^ " " ^ " ( ^ o ) a un sens dans JR2, 
et on a 

^ ) = (X>/T>«M modl . 

De même, s'il existe k tel que €j = 0 pour i > k } alors 

# e ) = ( £ « J * ' ) ( - * . ( « o ) ) modl . 
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Ces remarques nous permettent de voir que l'on peut écrire, pour tout e G Xp 

k oo 

0(e) = ( Y, ^ ) ( - * . ( « o ) ) + ( Y, e ^ " ' K ( " o ) ) m o d i . 

¿ = — 0 0 x=fc-f 1 

\ + 

Nous allons maintenant montrer que le codage que nous avons obtenu est bijectif 
excepté sur A+ U D+. 

Tout d'abord, rappelons que tout élément de IR+ admet un développement de 
la forme YHt eifi~\ e * <l u e c e développement est unique sauf sur l'ensemble 
dénombrable i%2eift~l : e G Xpf} (ces nombres ayant deux développements). 

Proposition 1: <£(..., 1,1,1,...) = 0 

Preuve: 

¿ ( . . . , 1 , 1 , 1 , . . . ) + # . . . , 0 , 1 , 0 , . . . ) 

= 1 , 1 , 0 , . . . ) + ¿ ( . . . , 0 , 0 , 1 , . . . ) + ^ . . . , 0 , 1 , 0 , . . . ) 

= ¿ ( . . . , 1 , 2 , 0 , . . . ) + ^ . . . , 0 , 0 , 1 , . . . ) 

= 0(..., 0 ,0 ,1 ,0 , . . .) + # . . . , 0 , 0 , 1 , . . . ) 

= ¿ ( . . . , 0 , 0 , 2 , 1 , . . . ) 

= ¿ ( . . . , 0 , 1 , 0 , . . . ) , 

ce qui donne le résultat (on a à plusieurs reprises utilisé la relation /3 = 2 + 

E T r ' ) . 

• 

Proposition 2 : Tous les éléments de Zfi2 D V (c'est-à-dire les éléments du semi-
groupe G engendré par les U{) s'écrivent de manière unique comme une somme 
YJ{£2Z

 eiu-i a v e c 6 ^ Xpf (Le. suite appartenant à Xp presque nulle). 
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Preuve: Montrons d'abord que 2Z2 f)V coïncide avec G. On montre très facilement 
que tous les éléments de ZS x 2L appartenant à la partie C limitée pax JR+uo 
et M+u\ sont de la forme pu0 + qu\, où p et q sont entiers naturels. Ensuite 
on remarque que l'on a la relation suivante : V = XJkçz ~^k£ ! o n e n déduit la 
coïncidence voulue. 

Pour démontrer que les éléments de G peuvent être écrits sous une forme admissible 
il suffit de montrer que toutes les combinaisons linéaires Yjk*P~9 * coefficients 
entiers positifs peuvent s'écrire sous la forme J2eifi~* avec e G Xp/ : en effet, D+ 
étant à pente irrationnelle, un élément de la forme Ç$2 ^t^"" t07 rti(wo) est projection 
de l'unique élément ^fc ,u_ t ' de G. 

Nous allons donner la preuve de ce résultat sous forme symbolique. Pax exemple 
écrivons sous forme admissible : 

a = 2 + / T 1 + / T 2 + 2 / T 3 

En utilisant /?~ 3 = 2/?~4 + Y*^** o n o b t i e n t : 

oo 

a = 2 + fi-1 + P~2 + P~Z + 2 / T 4 + 
5 

Mais fi = 2 + ^2™ fi-\ donc 
a = fi + fi~4 

Pour symboliser cette suite d'opérations nous écrirons : 

. . . , 0 ,0 ,2 ,1 ,1 ,2 ,0 ,0 , . . . 

. . . , 0 , 0 , 2 , 1 , 1 , 1 , 2 , 1 , . . . 

. . . , 0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 , . . . 

Montrons, et cela suffira, que pour tout e 6 Xpf et tout k € 2Z, on peut écrire de 
manière admissible z = Y^e*ft~x + 

Cas 1. Supposons que l'une des trois propriétés suivantes est vérifiée 

e* = 0, Vj > ky ( e j , . . , < ( 2 , 1 , . . . , 1), 

e* = 0, Vj < fc, ( c j , € J + 1 , . . . ,e*_i) < ( 2 , 1 , . . . , 1), 

= 1,V; < k, (ej,ej+i,...,ek-i) < ( 2 , 1 , . . . , 1), 

V? > k, (€j, €j-i,. . . , ek+1) < ( 2 , 1 , . . . , 1), 

alors la suite ( . . . , ejfc_i, e* + 1, e^+i,...) est admissible. 
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Cas 2. Supposons e k = 0, 

3j <k: (ejj€j+u...,ek-1) = (2ìl,...ìl), 

31>k: ( 6 / , € | - i , . . . , e * - i ) = ( 2 , 1 , . . . , 1). 

Alors on peut écrire : 

. . . , €¿-2, É j - i , 2 , 1 , . . . , 1 ,1 ,1 , . . . , 1,2, e/+i, ei+2Ì 

. . . , 6j_2> e j - i , 2 , 1 , . . . , 1 ,1 ,1 , . . . , 1,1, ei+i + 2, ei+2 + 1 , . . . 

. . . , 6 ^ 2 , Cj-i + 1,0,0,. . . , 0 ,0 ,0 , . . . , 0,0, e / + i + 1, c j + 2 , . . . 

Cette dernière suite est admissible. 

Cas 3. e* = 1, 

3j < k ( e , , 6j+U • - . , CJb-l) = ( 2 , 1 , . . . , 1), 

• • • > e ? - 2 , € i - : h 2 , 1, . . . , 1, 1, 1, . . . , 1,2, €Ar+l,€fc+2, . . . 

. . . , e j _ 2 j 6 j - i , 2 , 1 , . . . , 1,1,1, . . *, 1,1,€fc+i + 2,ejt-f2 + 1, • • -

..., e j - 2 , e j - i + 1,0,0, . . . , 0 ,0 ,0 , . . . , 0,0, + 1 ,e*+ 2 , . . . 

Cas 4. ek = 1, 

3/ > k : ( e / , 6 / - i , , . . , € / + ! ) = ( 2 , 1 , . . . ,1) 

— » ek-2, ? 2 , 1 , . . . , 1,1,1,. • . , 1,2, €j+i, ei+2,... 

. . . , Éfc_2, 2, 1, . . . , 1, 1, 1, . . . , 1, 1, €/4.1 + 2, €/+2 + 1, • • • 

. . . , € j b _ 2 , e j b - i + 1,0,0, . . . , 0 ,0 ,0 , . . . , 0,0, t\+i + 1, e / + 2 , . . . 

Si on est dans la situation 3 (resp. 4), on effectue les opérations décrites et on se 
retrouve alors dans la situation 1 (la suite est admissible), ou 4 (resp. 3) ; dans ce 
cas on applique les opérations 4 (resp. 3) ; la suite obtenue est admissible. 

Cas 5. 6k = 2 

• • • 1 £k-2, €k-l ,3, 6k+l> €k+2, • • • 

• • • î € fc -2) 6 *- l>2, + 2, €k+2 + 1, . . . 

. . . , €¿-25 Cjfe_i + 1 5 0? ek+l + 1, efc+2, • • • 

Cette dernière suite est admissible. 

• 
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Corollaire 1: On a l'équivalence suivante 

x€A+nD+&3eeXfif x = <f>(e). 

Preuve: L'implication 4= Ne pose pas de problème. Montrons la réciproque. 

Considérons y G A+ C M2 et z G D+ G M2 tels que y et z soient projetés en x 
par la projection canonique de M2 sur TT2. Alors y — z G Z2 f)V, donc y et z 
sont respectivement la projection d'un élément de Z2f)V sur A+, et l'opposé de la 
projection du même élément de Z2 f)V sur D'après la propositon précédente, 
un tel élément admet un codage fini, ce qui entraîne qu'il en est de même pour x. 

• 

Lemme 1: Soit v une suite de Xp vérifiant les conditions suivantes 

Vt €2J , ( i / i , i / t - + i , . . . )< (2,1,1, . . . ) 
3k > i vk ^ 0. 

Considérons Vensemble C = {n : Vz < k /it- = Vi}. Alors <j>(C) est un segment 
parallèle à A+ contenant un segment ouvert contenant <f>(v). 

Preuve: Ecrivons pour /i G C, 

<£(//) = . . , I/fc, 0,0, . . . ) + </>(..., 0, 0, (ik+l, / i * + 2 , . . - ) = a " + h-

Quand on fait varier û, l'ensemble des décrit le segment 

I = [0, <Kmax(..., 0, /ifc+i,...))]. 

Ceci provient du fait que l'application 

%l> :Xp9 = {x e Xp :3k e Z Vt < k Xi=0} -> M+ 

x YlXi^% 

est croissante, lorsque l'on munit Xp9 de l'ordre lexicographique. On a donc 

<j>(C) = ^ ( . . . , 1 / ^ , ^ , 0 , 0 , . . . ) + / . 

D'autre part (f>(u) appartient à l'intérieur de ce segment. En effet, supposons le 
contraire, alors on a : 

• Soit <f>(v) = <f>{..., J / * , 0 , 0 , . . . ) , mais alors <j>{... ,0,0, Vk+u uk+2, • • •) = 0, donc 
j/j = 0 pour tout i > k (/^-développement sur A+), ce qui contredit l'hypothèse 1. 
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• Soit 4>(u) = <f>(... ,uk, fi°k+1,n°k+2,...), où: 

( . . . , 0 ,0 , ^ + 1 , ^ + 2 » •••) = m a x ( . . . , 0 , 0 , ^ + i , ^ j f e + 2 , . . - ) -

Définissons ¿0 par la condition: io + 1 < k est tel que: 

(^io+l, ^«0+2, • ..,*/*) = ( 2 , 1 , 1 ) 

si un tel ¿0 existe, sinon posons ¿0 = A;. Si io < k — 1, alors ( . . . , 0,0, . . •) = 

( . . . , 0 ,0 ,1 ,1 ,1 , . . . ) . 

Si ¿0 = k, alors (. . . , 0 ,0 , /x^ + i , . . . ) = ( . . . ,0 ,0 ,2 ,1 ,1 , . . . ) . 

Alors <t>(u)= <f>(..., uio, 2 ,1 ,1 , . . . ) , d'où : 

</>(..., 0,0, vk+!, i /* + 2 , . . . ) = . . , 0,0,2,1,1,... .). 

Or le premier membre de cette égalité appartient à A+ D °D+ (par hypothèse 2, en 
effet, le développement dans JR+ de Yk+i v$~% e s * unique) alors que le deuxième 
membre appartient à l'intersection A+ h D+ ; on a donc une contradiction. 
• 

Nous dirons que e vérifie l'hypothèse (H) si 

V i G ^ , ( * , * + 1 , . . . ) < (2,1,1, . . . ) 

3k > i : ek^Q 

( C Î , C Î - I , C < - 2 , . - . ) < (2,1,1, . . . ) 

3A; < i ek 7 ^ 0. 

Lemme 2: Lorsque e vérifie l'hypothèse (H) et n'est pas la suite constante égale 
à 1, pour n suffisamment grand, <£(Z((e_ n , . . . , en))) est un rectangle de côtés 
parallèles à A+ et D+, et tel que cf>(e) appartienne à son intérieur. 

Preuve: Posons A€ = {/i : Vi < n \i\; = e,}. L'image <£(A6) est le segment 
/ = [ ^ ( . . . , e n , 0 , 0 , . . . ) , ^ ( . . . , c n , / i ^ + 1 , / i ^ + 2 , . . . ) ] ; <£(e) n'est pas une extrémité 
de ce segment (lemme). Soit J5M = {u : Vi > —n z/j = fc} ; (^(B^) est un segment 
de longueur indépendante de //, n'ayant pas <j>(ii) pour extrémité. 

(*) <f>(Z(e.n,...,en)) = U * W 

On voit, comme dans le lemme précédent, que (^(B^) est le segment 

[0, (ji(max(i/. n_ 1 , i / _ n - 2 , . . . ) ] + , 0,0, / i _ n , A*-n+i,...) 
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contenant <f>((i) en son intérieur. Le segment ^{Bp) est indépendant de /x 6 A€ car 
(€_ n , . . . ,€») ( 1 , . . . , 1). Enfin, si \i et ^ ' sont deux éléments de A€, l'égalité 

<f>{..., 0,0, ,i_n, ^ . n + 1 , . . . ) - <f>(..., 0,0, /x'_n, /x'_n+i!•••) = ^(M) -

permet d'affirmer que le membre de droite de l'égalité (*) est le rectangle 
<f>(A€) x <t>(B€) ; x est à l'intérieur de ce rectangle. 

• 

Lemme 3: Soit x G A+ U D+, x ^ 0 et e telle que <j>{e) = x. Alors, e ne vérifie 
pas Vhypothèse {H). 

Preuve: Prenons par exemple x G A+. Définissons v par : V{ = 0 si i > m, V{ = 
si i < m. Alors pour m suffisamment grand, <f>(v) appartient encore à A+, donc 
à A+ D D+. Il existe par conséquent une suite /x appartenant à Xp/ telle que 
(j)(v) = Ce que nous avons vu du /^-développement des réels positifs nous 
permet alors d'affirmer que soit v est presque nulle, soit il existe k G 2Z tel que 
( i / * , . . . ) = (2 ,1 ,1 , . . . ) . Dans les deux cas ceci montre que e ne vérifie pas 
l'hypothèse (H). Le cas x E £>+ se traite exactement de la même façon. 

• 

Propos i t ion 3: Le codage obtenu est biunivoque sur TT2 privé des deux demi-
droites A+ et D+. 

Preuve: Soient x £ A+ U D+, et e G Xp telle que <f>(e) = x. Comme x £ A+ U 
€ vérifie l'hypothèse (H) et ( . . . , e,-,,.., 6j,...) ^ ( . . . , 1 ,1 ,1 , . . . ) . Alors il existe 
K suffisamment grand pour que ( e _ # , . . . , € k ) ^ ( 1 , 1 , . . . , 1,1). Alors d'après le 
lemme 2, pour n> Ky <f>(Z(e-ny..., en)) est un rectangle, J î n , contenant x en son 
intérieur. 

Fixons un tel n. Posons : 

E = {/x : Vi > n \i{ = 0} 

et 
F = {/x : Vt < fii = 0}. 

L'ensemble <£(Z(e_ n , . . . , € n ) )n c((f>(E)U(/>(F)) contient un rectangle Rn voisinage 
de x. Soit alors v une suite admissible presque nulle telle que <f>(u) appartienne à 
ce rectangle. Prenons /x G £ ( e _ n , . . . , en) tel que <£(/x) = <f>(v). D'après le lemme 3, 
il existe i G Z tel que ( ^ + 1 , . . . ) = (0, . . . ) ou ( /x H 1 , / x H 2 , . . . ) = (2,1,1, . . . ) ; dans 
le premier cas posons y! = /x, dans le second définissons /z' par /x̂  = /Xj si j < i, 
/4 = /xf- + 1, et /x̂  = 0 si j > i. 

On a < (̂/x') = <f)(fi) et /x' est "fini à droite", et comme </>(/x') G A+ n £>+, on peut 
affirmer qu'il existe / G Z tel que (/*/_!,/i/ + 2>...) = (0, . . . ) ou ( / ¿ / - 1 , / i / - 2 , • • •) = 
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(2,1,1, . . . ) . On définit alors la suite / / ' presque nulle par / / ' = /j!, dans le premier 
cas (// est déjà presque nulle), et par /i" = (i'j si j > /, fi" = fi\ + 1, et fi'j = 0 si 
j < /, dans le second. 

On a <j>{u) = <t>{^) et ces deux suites sont presque nulles ; ceci entraîne qu'elles 
sont égales. Mais on a fait en sorte que \i n'appartienne ni à E, ni à F , donc il 
existe k < — n et m > n tels que et /x" m sont non nuls, donc / < — n et i > n, 
ce qui signifie que //" G Z( (e_ n ) •. • >£?*)). On a montré que iv presque nulle telle 
que <j>(v) G Rn appartient à Z ( ( e _ n , . . . , e n )) , ceci entraîne l'unicité de e tel que 

• 

On peut étendre le raisonnement précédent à l'ensemble des codages obtenus 
par la même méthode pour les automorphismes de TT2 ayant pour polynôme 
caractéristique X2 — aX + 1 avec a > 3. En effet, les valeurs propres d'un 
tel automorphisme sont fi = l/2(a + y/a2 — 4) et fi"1. Le ^-développement de 
fi est fi = (a - 1) + (a - 2)/?" 1 + (a - 2)/?~2 + . . . , donc Xp est défini par 
((a — 1), (a — 2 ) , . . . , (a — 2), (a — 1)) $ B(Xp). On définit comme dans l'exemple 
ci-dessus A+ et D+, et la même démonstration donne le même résultat. 

I V . 2 D e u x i è m e e x e m p l e 

On considère ici le système dynamique ( 2T2, T, m) où le polynôme caractéristique 
de T est X2 — X — 1. Par exemple 

Soit fi > 0 tel que /?2 - /? - 1 = 0. On a défini le 0-shift = {€ G {0 ,1}^ : Vt G 
^ €j€j+i = 0}. Prenons pour u0 le deuxième vecteur de la base canonique de 
M2 (u0 désignera indifféremment l'élément de TT2 ou de JR2 correspondant). On 
définit pour tout % G 2Z, U{ = T*(uo), tii est alors le premier vecteur de la base 
canonique. Soit ei un vecteur propre de T associé à la valeur propre fi, e 2 associé 
à — fi"1 ; A la droite vectorielle portée par ci, D la droite vectorielle portée par 
e 2 . On notera 7r t t la projection sur A parallèlement à £>, n3 la projection sur D 
parallèlement à A. On appellera A+ la demi-droite M+7ru(u0). Enfin V désignera 
le demi-plan déterminé par D et contenant A+. 

Xpd désignera l'ensemble {e G Xp : 3i G 2Z Vj > i ej = 0} et on munira Xpd de 

la distance e') = J2^oo 2~*l€'t — 6«l-

Considérons l'application suivante : 

^ :Xpd—>M 

(*i)ieM~J^ei(-fi)\ 
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On montre facilement que %j> est hôldérienne. On peut écrire tous les éléments de 
G (le semigroupe engendré par les U{ = T1UQ) comme une somme Yleiu-ii °ù 
e G Xfifj donc i/?(Xpf) est dense dans JR. 

Proposition 4: L'application rf> est surjective. 

Preuve: Soit e un élément de Xpd et K = max{fc : e* ̂  0}. On montre les inégalités 
suivantes 

fiK+i > ( - l ) ^ ( c ) > 

Pour tout élément a: de JR, il existe un entier / tel que 

~/?2/ < x - K 2 + K fi21'1 

Prenons un élément e de Xpf tel que |^(e) — x\ < 1, On a — /3 2 / < z/>(e) < Z?2'""1, 
ce qui entraîne que, pour i > 2/, €j = 0. 

Prenons une suite ( e * ) * ^ d'éléments de Xpf telle que, pour tout fc, on ait 
\if>(ek) — x| < 1 et telle que if>(ek) tende vers x lorsque k tend vers l'infini. Alors 
quel que soit fc, quel que soit i > 2/, ef = 0. On peut donc extraire de la suite 
(e*)*eJ?v une sous-suite convergente dans Xpd vers un e (e» = 0 pour i > 2/). On 
obtient ift(e) = x. 

• 

Lemme 4: L'application tf> est biunivoque sauf sur l'ensemble Cd des suites e G Xpd 
telles que il existe k G 2Z avec (e*, €*_!,. . .) = (1,0,1,0, . . . ) . 

Preuve: • ip(e) = 0 si et seulement si e = 0. • Prenons 6 et e' deux suites non nulles 
telles que ^(e) = ^(e'). Soit If le plus grand entier k tel que ^ e'j.. Supposons 
par exemple e# = 1, = 0 et K pair (le cas impair se traite exactement de la 
même façon). Alors : 

c ' k - i = 0 s i n o n ip(e')i/>(c) < 0 

e'K_2 = 1 sinon |0(e) - ^(e ') | > /?* - / ?*~ 2 

c i c - 2 = 0 s i n o n № ( c ) - < / > ( e ' ) | > ^ + ^ ^ " 3 - fiK~x 

= 1 sinon №(c) - 0(e') | > 0* - /?*~4 - PK~l 

Supposons que pour n > i > 1 on ait e ^ 2 i - i = 1, ck-2î = 0, c ^ _ 2 i - i = 0 e t 

4 - 2 î = 1 alors : 

* K - 2 n - 3 = 1 S i n o n - 0 (c ' ) | > / ? * ~ 2 n - 2 _ £ * - 2 n - 4 

D'où le résultat. 
• 
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On en déduit que %j> est un homéomorphisme local au voisinage des éléments 
n'appartenant pas à Cd et que ^ ( Z ( e - N , 6 - n + i , . . . ) ) contient un segment dont 
la longueur ne dépend que de n. Si v G Z(€_ n , . . . ) et v £ Cd, on peut 
choisir ce segment de manière à ce qu'également les distances de ij>(v) aux 
extrémités de ce segment ne dépendent que de n. On peut raisonner de même pour 
<f>(Z(e-n, e_ n +i , . . . ) ) (ici e est un élément de Xp, et on prendra comme équivalent 
de Cd l'ensemble C = {e G Xp : 3k G 7Z (e*,€*_i,...) = (1,0,1,0, . . .)})• 

Définition: Lorsqu'une suite n'appartient ni à Xpd, ni à C, ni à T = {e G Xp : 
3k G 2Z (e*, e*+i,...) = (1 ,0 ,1 ,0 , . . . )} , on dira qu'elle vérifie l'hypothèse (H). 

Lemme 5: Soit e une suite vérifiant l'hypothèse (H) ; <j>(Z(e-n,..., e n ) ) contient 
un rectangle ouvert contenant <f>(e). 

Preuve: Comme e n'appartient ni à Xpd ni à T, <f)(Z(..., e n )) est un segment 
contenant (/>(e) en son intérieur. Pour chaque élément v = ( . . . , e n , *V|-i> *Vf2> • • •) 

appartenant à Z ( . . . , e n ) , <f>(Z(e^n,..., e n , ï 'n - f i? • • •)) c o n * î e n ^ u n segment ouvert 
contenant <f>(v). La remarque faite plus haut permet d'affirmer que l'on peut choisir 
ces segments de manière à ce que leur réunion contienne un rectangle ouvert 
contenant <f>(c). 

• 

Lemme 6: Les deux propriétés suivantes sont équivalentes : x appartient à 
l'intersection A+ fl D, il existe une suite e appartenant à Xpf telle que x = <t>(e). 

Preuve: On a montré dans la partie 3 que tous les éléments de G peuvent s'écrire 
sous la forme J2eiu-i a v e c 6 6 Xpf. Montrons que G coïncide avec Z2 Ci V. 
Evidemment 2Z2 D V contient G. L'ensemble G ayant pour élément u0 et u 1 ? il 
contient N x N. Mais pour tout élément w de 2Z2 CiV il existe k entier naturel 
tel que Tkw G IV x IV ; ceci montre que Tkw appartient à G pour k assez grand, 
donc que w appartient à G. Le résultat découle facilement de ces résultats. 

• 

Lemme 7: Les éléments de C sont envoyés par <f> sur A_. 

Preuve: Soit x un tel élément. On a vu que x est de la forme 

X = ( / > ( . . . ,1,0,1,0,0, 1,0, € j b + 2 , C j b + 3 , . . .)•• 

On en déduit 

a: ==^( . . . ,1 ,0 ,1 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 , . .0 + ^ ( - . . , 0 , 0 , 0 , € f t + 2 , . . . ) 
oo 

= ( - l ) f e + 1 7 r a ( t z 0 ) + (X;^-,'K(«o) mod 1. 
*+2 
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On remarque d'autre part que 

4>(...,09U-i>Q>--l = P1~k**(uo) mod 1 = ( - l ) * ^ * - 1 * . ^ ) m o d l . 

On a donc 
oo 

* = (^€^)-^"*)^M m o d l , 

qui est bien un élément de A - , 

• 

Lemme 8: Soit e une suite vérifiant Vhypothèse {H) ; <£(e) £ A D D 

Preuve: Soit x = <j>{y) un élément de A n D. Soit fi définie par m = V{ pour 
i > m et fi{ = 0 pour i < m. Bien entendu <̂ (/x) appartient toujours à D ("on s'est 
déplacé sur D"), donc <̂ (/x) E D D A+ et il existe r\ G X^/ tel que </>(/i) = ^(rç). 
Ceci entraîne soit fi G -X"/?/ soit / i G T, d'où iv G ou u G T. 
• 

Propos i t ion 5: L'application <j> est bijective sauf sur A_ U D. 

Preuve: Soient x ^ 0 n'appartenant pas à A - U D et e telle que (f>(e) = x. La 
suite vérifie l'hypothèse ( # ) . Il existe n tel qu'il y ait dans (e_nV- • • > € n ) au moins 
deux 0 consécutifs. Posons E = <£({iv : Vi > n + 1 V{ = 0}). On peut trouver un 
rectangle ouvert R inclus dans <^(Z(e_ n , . . . , e n )) PI E° contenant x. 

Soit v G -X^/ telle que <t>(v) G iJ- Il existe G Z(e^ny..., e n ) telle que <f>(v) — <f>(fi). 
D'après la proposition précédente, fi ne vérifie pas l'hypothèse (H). La suite fi 
n'appartient pas à C car </>(fi) n'appartient pas à A - , donc fi appartient soit à 
Xpdi soit à T. 

Définissons fi1 par fi1 = /x dans le premier cas, et dans le second cas par fi\ = 0 si 
i > ¿ 0 , /ij = /ij, si i < z'o et fi\Q = /ij 0 + 1, où ¿ 0 est le plus grand élément k de 2Z 
tel que /Xfc-i = / i * = 0. On obtient ainsi un élément de Xpd tel que (/>(fif) = <j>(v), 
c'est à dire ^{fi1) = V'(i') et, )U n'appartenant pas à C, //' = *v. Maintenant, comme 
<£(//) n'appartient pas à 2?, ¿ 0 > n et fi1 est dans Z ( € _ n , . . . , e n ) , donc 1 / aussi ce 
qui montre l'unicité du développement de x. 
• 
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